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Bu ¢alismada, Solenoidler izerinde sonlu katli 6rtl doniistimleri, p-adic
solenoidin ¢ember grubu uzerindeki esas lif demeti yapisi incelenmis ve Hilbert-
Smith sanisina zit yonden bakilip , bazi kosullar altinda, p-adic tamsayilarin efektif
etki ettigi sonlu boyutlu kompakt manifoldlar elde etmenin bir yolu gdsterilmistir.
Heniiz bu sekilde bir manifold bulunamadigindan bu durum Hilbert- Smith sanisina
bir aykir1 6rnek degildir. Ote yandan bu kosullar bazi ekivaryantlik kosullar1 ve
yiiksek homotopi gruplar ile ilgili kosullardir. Hilbert- Smith sanist 3 boyutlu
manifoldlar i¢in dogru oldugundan 3 boyut i¢in sdzii edilen kosullarin bazilari
saglanmamaktadir. Bunun sonucu olarak da 3-kireler arasinda Zp-ekivaryant bir
doniisliimiin olamayacagi gosterilmistir.
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In this work we studied finite sheeted covering maps on the Solenoidal
Spaces, principal fiber bundle structure of p-adic Solenoid over S and looking in
the opposite direction it was shown that, under certain conditions, one way to
obtain compact finite dimensional manifolds with effective p-adic actions. Since
such a manifold has not yet been found, this is not a counter example to the
Hilbert-Smith conjecture. On the other hand these conditions are about
equivariance and higher homotopy groups. However, using the fact that Hilbert-
Smith conjecture is true for 3-dimensional case, it was shown that there is no Zp-
equivariant map between 3-spheres.
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GENISLETILMIS OZET

Tez caligmamizda Oncelikle bu calismada kullanilan bazi genel tanmim ve
teoremlerden bahsedilmis daha sonra da Gumerov’un (On finite-sheeted covering
mappings onto solenoids, (2003)) bir solenoidin kendi tizerine limit doniisiimlerini
inceledigi c¢alismasi ayrintili olarak incelenmistir. Bir sonraki boliimde ise p-adic
solenoidin ¢ember grubu iizerinde lifleri ve yap1 grubu p-adic tamsayilar grubu
olan bir esas lif demeti oldugu gosterilmistir.

En son bolumde efektif cember etkisiyle 2-baglantili kompakt manifoldun
ekivaryant doniisiimlerinin bulunmadigini gézlemleyerek 3-kiireler arasindaki bir
doniisiimiin efektif cember etkisi i¢in ekivaryant olma kosulu incelenmistir. Burada
p-adic gruplarinin efektif etki ettigi topolojik uzay insa etmek Hilbert-Smith
sanisinin ¢aligilmasinda 6nemli rol oynamaktadir. Genel sekli Hilbert-Smith sanisi
olarak bilinen Hilbert’in 5. Problemi 1900’de Alman matematik¢i David Hilbert
tarafindan yayimlanan, 23 problemden olusan problem listesinin 5. problemidir ve
Lie gruplarin karakterizasyonu ile ilgilidir.

Hilbert’in 5. Problemi: “Her yerel Oklidyen grup bir Lie grubuna izomorfiktir.”

Bu problem kompakt gruplar i¢in Von Neumann (1933) tarafindan ¢oziilmustiir.
Ayrica yerel kompakt gruplar icin de Gleason (1932) ve Montgomery — Zippin
(1952) tarafindan ¢oziilmiistiir.

Ote yandan P.A. Smith (1941) “ Bir yerel kompakt grup sonlu boyutlu bir
manifold tizerine efektif etki ederse o grup bir Lie grubudur.” sanisini ortaya
atmistir. Bu san1 Hilbert’in 5. Probleminin daha genel seklidir ve Hilbert-Smith
sanis1 olarak da bilinir. Ote yandan Neumann ve Smith bir Non-Lie grup sonlu

boyutlu bir manifold Uzerine efektif etki ederse G’nin, Z,y (p-adic tamsayilar

grubu) (bir p asali igin) alt grubuna izomorfik bir alt gruba sahip oldugunu

gosterdiler.



Bunun sonucu olarak Raymond 1967°de Neumann ve Smith’in sonuglarina
dayanarak Hilbert-Smith sanisinin asagidaki saniya denk oldugunu ispatsiz olarak
sOylemistir.
Sani1 : “Herhangi bir p-adic grup baglantili sonlu boyutlu manifold {izerine efektif
etki edemez.”

Bu iki saninin birbirine denk oldugunu goésteren bir galisma J.S. Lee

tarafindan 1997 yilinda yapilmistir.

Asagidaki durumlarda Hilbert-Smith sanisinin dogrulugu bilinmektedir.

e M diferansiyellenebilir bir manifold ve G’nin her elemaninin, M izerindeki
etkisi diferansiyellenebilir ise, Montgomery ve Zippin (1955),

e (’nin her elemant sonlu mertebeden ise, Newmann (1931), P.A.Smith
(1942), Montgomery (1937),

e n < 2ise, Montgomery ve Zippin (1955),

e n < 3 ve birimin baglantili bilesenleri tek nokta degilse, Montgomery ve
Zippin (1955),

e Tiim orbitleri yerel baglantili ise, Montgomery ve Zippin (1955),

e Enaz bir orbitin boyutu > n — 2 ise, Bredon (1958);

o k maksimum boyutlu orbitin boyutunu gostermek (izere, G/M orbit
uzaymin boyutu < n — k ise, Raymond (1961).

e Son olarak, 2013 yilinda John Pardon, Hilbert-Smith sanisin1 3 boyutlu

manifoldlar i¢in ispatlamistir.

Goriildigi gibi efektif p-adic uzaylarin ingaasi, Hilbert-Smith sanisinin
calisilmasinda 6nemli role sahiptir. Calismamizda efektif p-adic grup etkisiyle bir
kompakt uzay elde etmek icin bir yontem gosterilmistir. Bu yontemi, bazi

ekivaryant dzelliklere sahip baglama déniisiimleriyle efektif S uzaylarmnin ters

v



limitini alarak yapacagiz. Calismamizda bir p-adic grubun hangi kosullarda sonlu
boyutlu kompakt ve baglantili bir manifolda efektif etki edebilecegi ilizerinde
calisilmistir. Bu amagla kompakt gruplarin solenoidal uzaylar (baglama
dondsiimleri sonlu katli ortii doniistimleri olan sonlu boyutlu manifoldlarin
projektif limiti) tizerindeki efektif etkisi arastirilmistir.

Bunun igin asagidaki siralamay1 takip ederek;

1. Bazi kosullar altinda efektif doniistim gruplarinin projektif limitinin yine
bir efektif doniisiim grubu belirledigi gosterilmistir.

2. Bunun bir sonucu olarak kompakt baglantili bir X manifold Uzerine bir
efektif S etkisinin yine bazi kosullar altinda X (izerinde bir efektif p-adic
grup etkisi belirleyebilecegini gozlemledik. Bu kosullar X {izerinde bazi
topolojik ve ekivaryantlik kosullaridir.

3. 1 ve 2’den goriildiigii gibi Hilbert-Smith sanisinin dogru olmadig: birtakim
kosullar belirlenmis olup 6te yandan 3-boyutlu manifoldlar icin Hilbert-
Smith sanisi dogru oldugu bilindiginden bu belirledigimiz kosullarin 3-
boyutlu manifoldlar iizerinde gergeklesmedigine dair birtakim somut

ornekler verilmistir.
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1. GIRIS Seda EREN

1. GIRIS

Tamm 1.1 X ve X topolojik uzaylar, p: X — X siirekli déniisiim ve U,

X'de bir agik kiime olsun. Eger p~1(U) = U, S; Ve pl 5, *Si = U homeomorfizm
olacak sekilde agik kiimelerin ikiser ikiser ayrik {S;};c; ailesi varsa U 'ya p
tarafindan diizgiin ortiilen (evenly covered) acik kiime denir.

Tamm 1.2 X yol baglantili Hausdorff uzay, X Hausdorff uzay ve p: X - X
stirekli dontisiim olsun. Eger her x € X icin x’in p tarafindan diizgiin ortiilen agik
komsulugu varsa p: X — X doniisiimiine bir érti déniisiimii denir. (X, p) ikilisine
de X 'in bir értii uzay: denir.

Tanim 1.3 p: X — X bir 6rtii doniisiimii olsun.
cov(X/X) = {h: h: X - X homeomorfizm ve ph = p} kiimesi fonksiyon bileskesi
altinda bir gruptur. Bu gruba ortii déoniisiimleri grubu denir.

Tanmm 1.4 p:X > X bir ortii doniisiimii olsun. Eger her x € X igin
cov()? /X ) ortii doniisiimleri grubu p~1(x) iizerine gegismeli etki ediyor ise (yani,
x0,Xg € p~1(x) iken h(x,) = x{ olacak sekilde bir h € cov(X/X) varsa) bu ortil
doniistimiine regiiler drtii dontisiimii denir.

Tanmm 1.5 Bir X topolojik uzayinda a, 8:[0,1] - X a ile b arasinda iki

egriolsun. Eger0 < s <1ve0 <t <1igin

F(s,0) = a(s)
F(s,1) = B(s)
F(0,t) =a
F(1,t)=b

sartlarin1 saglayan siirekli bir
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F:[0,1] x[0,1] » X

fonksiyonu varsa a ve f egrileri u¢ noktalarini sabit birakacak sekilde homotopik
denir ve a =~ B rel{0,1} ile gosterilir. Bdyle bir F fonksiyonuna da « ile S egrileri
arasinda bir relatif homotopi denir.

Teorem 1.6 Bir X topolojik uzayindaki egriler {izerinde ug¢ noktalarini sabit
birakacak sekilde homotopik olma bagintisi1 bir denklik bagintisidir.

Bu denklik bagmtisina gore bir a egrisinin denklik smifina a egrisinin
relatif homotopi sinifi denir ve [a] ile gosterilir.

Tanmm 1.7 X bir topolojik uzay ve x, € X olsun. X uzayinda x,
noktasindaki tiim kapali egrilerin kiimesini géz Oniine alalim. a, x,'da bir kapali
egri ise a'ya relatif homotopik olan x,'da biitiin egrilerin smifin1 [a] ile

gbsterecegiz. Tki smifin carpimini

ile tanimlayacagiz.
Tammm 1.8 X bir topolojik uzay ve x, € X olsun. X uzaymnda x,
noktasindaki tiim kapali egrilerin relatif homotopi smiflarinin kiimesi 4 (X, xq)

olsun. 1 (X, x¢) kiimesi

1 (X, x9) X 1 (X, %) = ™1 (X, X0) ,

([al [BD) = [allB] = [aB]

islemi ile bir gruptur. Bu gruba X topolojik uzayiin x, tabanli esas grubu denir.
Tamim 1.9 X bir topolojik uzay, I = [0,1] olmak tizere X!, X igindeki tim

yollarin kiimesi olsun. x, € X olmak Gzere Qy , = Q, , Uzerindeki kompakt-agik
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topoloji ile X!’nin x, noktasindaki tiim kapali egrilerini igeren alt uzaydir. C, x, da

sabit egri olsun. (X, xy)’ 1n yiiksek homotopi gruplar tiimevarimla
(X, xo) = rcn_l(ﬂxo,C) , n=>2

olarak tamimlanir. [f] € my (on, C), C’ de bir kapali egri ise f(s,t) = f(s)(¢) ile
tamiml1 £, 12°nin X’de x, noktasindaki tiim kosullar1 saglayan bir doniisiimdiir.

Aksine, f verilsin. Bu esitlik C’de bir f kapali egri tanimlamaktadir. g,
C’de bagka bir kapali egri ve f = g , rel{0,1} olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
f=g,rel {0I%}.

Dolayisiyla 5 (X, xo), (52,5¢) = (X,xo) doniisiimlerin homotopi siniflari
olarak diisiiniilebilir.

Genel olarak S™, n-kure s, segili bir nokta olsun. m,, (X, x,) ,
(8™, 50)= (X, xg) doniisiimlerin relatif homotopi smiflart oldugu goriilebilir.

a, xo’dan x;’e bir yol ise a, her n igin

(a'*)n: T[n(X: Xo) — T[n(X: X1)

morfizmini belirler.

fr(X,x0) = (X', x0")

dontistimii verilsin.

QD: Qs €) = (Lo, €1)
Q(f)(o) = f o o olmak lzere
(f)n: Tr(X, x0) — T[n(X’: xO’)

fon=QMOIp-1 , n=2
3
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olarak tamimlanir.

Dikkat edilirse

b (1*)71. = 1
* ((@H)In=(GIn(fn

oldugu kolayca goriliir.

Ayrica f = g, rel{0,1} ise her nii¢in (f.),, = (g.) oOlur.

Her n >0 igin s, = (1,0,..,0) € R™?! noktastm S™in taban noktasi
olarak alalim.

Her noktal1 uzay (X, xy) ve n = 0 igin

T[n(Xr xO) = [(Snl Sn)J (Xr xO)]

oldugu da goriiliir.

X yol baglantili ise 7, (X, x), n = 1 i¢in x, € X noktasinin se¢iminden

bagimsizdir. Bu durumda

Tp (X, xg) = T, (X)

ile gosterebiliriz.

Teorem 1.10 (X,p) , X 'in bir 6rtii uzay: olmak iizere

Ds: ”1()?' Xo) = 11 (X, x)

bir injeksiyon olup (X,p), X 'in bir regiiler rtii uzay1 olmasi icin gerek ve yeter

kosul p,m; (X, X5) n 71 (X, xo) 1n bir normal alt grubu olmasidir.

4
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Tamm 1.11 (/, <) kismi siral1 bir kiime olsun. Eger her i,i" € I igin
i <i", i'" <i” olacak sekilde bir i"" varsa (I, <) kumesine yonlendirilmis kiime
denir.

Tamm 1.12 [ y6nlendirilmis kiime ve her a elemani i¢in X, topolojik uzay
olsun. Ayrica a, 8 € I ve a < 8 olmak Ulzere faﬁ:X/; — X, strekli doniisiimii olsun
Oyle ki herhangi a, B,y €I vey < a < B icin fff, = fyﬁ saglansin ve ayrica her
a € ligin f*: X, — X, birim doniisiim olsun. Bu durumda S = {Xa,ff,l} ailesine
X, topolojik uzaylariin bir ters sistemi denir.

ff doniistimlerine bu, S ters sisteminin baglama doniigtimleri denir.

Tamm 1.13 S = {Xa,ff,l} bir ters sistem ve x = (xy)qer € [aer Xa
olsun. Eger a < f iken x, = faﬁ(xﬁ) oluyorsa x = (x4)qe; €lemanina S'nin bir
zinciri denir.

Tanim 1.14 S’nin tiim zincirlerinden olusan [[,¢; X’ nin alt uzayina

S = {Xa,ff,l} ters sisteminin ters limiti denir ve lim_ S veya lim_ X, ile
gosterilir. Her g € I igin mg:lim_ X, — Xp,

[loer Xo > Xp  kanonik projeksiyonunun  kisitlamasim  diisiiniirsek,

herhangi a, B € I Gyle ki @ < f i¢in 7, Ve mg projeksiyonlart

Tg = faﬁﬂﬁ

esitligini saglarlar.
Tanim 1.15 P = (p,,)nen asal sayilarin bir dizisi olsun. Her n € N igin
G, = S' = {z € C:|z| = 1} alisaldik torus grubu ve her n € N ve z € St igin
fit i Gyr = G,

nTL+1 (Z) — an
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olarak tanimlayalim. S = {G,, f;**1, N} ters sistemin ters limitine P-adic solenoid
denir ve Zpile gosterilir.

Eger her n € N icin p,, = p ise Zp=X,' ye p-adic solenoid; eger 6zel olarak
pn, = 2 ise dyadic solenoid denir. P-adic solenoid hi¢ bir noktada yerel yol
baglantili olmayan bir metrik, kompakt, baglantili gruptur. Solenoidler, kompakt
abelyen gruplarin baglantili fakat yol baglantili olmayan 6rneklerinden biridir.

Tanim 1.16 X yol baglantili bir topolojik uzay olmak lizere 1 < i < n igin
m;(X) = {0} ve m,1(X) # {0} ise X 'e n-baglantili denir.

Tanmm 1.17 G bir grup ve X bir topolojik uzay olsun. Eger G X X = X

stirekli doniisimii her x € X ve g,h € G igin (g, x) = gx seklinde taniml1 dyle ki

1x = x (1, G nin birimi)

ve (gh)x = g(hx)

oluyorsa G, X Uzerine etkir denir. O zaman X'e bir G-uzay: denir.

Tanmm 1.18 X bir G-uzay1 ve x € X ise G(x) ={gx € X:g € G} alt
uzayina x'in yoringesi (orbiti) denir. Elemanlari yoriingeler olan kiimeyi X/G ile
gosterecegiz. X /G’ye Uzerindeki m: X — X / ¢ Kanonik doniisiimii ile belirli bolim
topolojisi ile, X”in orbit uzay: denir.

Tamm 1.19 Her x € X i¢in G(x) = X oluyorsa G'nin X Uzerindeki etkisine
gecisken, eger herhangi g # 1 ve g € G igin gx # x olacak sekilde bir x € X varsa
G'nin X Uzerindeki etkisine efektif etki denir.

Tammm 1.20 X bir G-uzay1 , Y bir H-uzay1 ve @:G — H sirekli grup

homomorfizmi olsun. Eger her g € G ve x € X igin

f(gx) = p(g@)f (x)

oluyorsa f: X — Y siirekli doniisiimiine ¢-ekivaryant denir.
6
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Tanmm 1.21 E, B, F topolojik uzaylar ve w: E — B siirekli doniisiim olsun.

Eger B'nin bir {U,},¢; a¢ik ortiisii ve her a € I igin

7 YW U,)-> U, XF
q)a a a

homeomorfizmleri var ve

= (Uq)

RIS

S

diyagrami degismeli ise (E, B, m, F)" ye bir lif demeti, E'ye bu lif demetinin total

uzayi, B'ye baz uzayi, F'ye de lifi denir.
i
Tanim 1.22 G bir topolojik grup G —» E—B bir lif demeti olsun. Eger

G’nin E Uzerinde bir etkisi

i) Herb € Bicin G, m~1(b) iizerinde kisitlama etkisi gegismeli etkidir.
ii) Her b € B icin

71U — UxG

T 1 ¢  proj

diyagrami degismeli olacak sekilde b’nin bir U a¢ik komsulugu ve ekivaryant ¢

homeomorfizmi vardir.

Kosullari saglaniyor ise (E, B, 7, G) bir esas G-lif demetidir denir.

7
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Teorem 1.23 (Hurewicz Izomorfizma Teoremi): n €N ve X vyol
baglantili ve x, € X, n > 1 olmak (izere
T (X, x0) = Mo (X, %) = =+ = mp_1 (X, x0) = {0} ise
T (X, X0) = Hn (X, Z)

Hurewich homomorfizmasi izomorfizmadir ve

Hy(X) = Hy(X) = -+ = Hp_1(X) = 0 dir.

Teorem 1.24 (n=1 bir durumu) X bir topolojik uzay x, € X olsun. X yol
baglantili ise bir

x:m1 (X, x0) > Hy(X)

Orten homomorfizmasi vardir ki
kery = [ (X, xo), 1 (X, x¢)] (komiitator alt grubu) olur.

Dolayisiyla 1. izomorfizma teoreminden

71 (X, %)
[T[l (Xr xO)' Ty (X' xO)]

H{(X,Z) =~

olur.

Tamm 1.25 X bir n-manifold ve x € X olsun. H,,(X,X —{x},R) =R
grubunun bir a, doguraymma X manifoldunun x noktasinda bir yerel R-
yonlendirmesi denir.

Tanmm 1.26 X bir n-manifold olsun. a,: X’in bir yerel R-yonlendirmesi

olsun. U, X’in bir agik alt kiimesi olsun. x € U ve her y € U i¢in

izomorfizmi olmak Uzere
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ay = ()" (ax) € Hy(X,X = U)

sinifina X’in U boyunca (veya U’da) bir yerel R-yonlendirmesi denir.
Tamm 1.27 X bir n-manifold olsun.
1. X=UU;
2. Herielicina; € H,(X,X — U;), X' in U; boyunca bir yerel R-
yonlendirmesi (yani her y € U; igin
Jy i Ho (X, X = Up) > Ho(X, X — {¥}) izomorfizm
]f,"'(ai) = a,:X'in y € X" de bir R-yerel yonlendirmesi)
3. xeUnujise Ja) =1, («)
kosullarini saglayan {(U;, a;)};e; topluluguna X' in bir global R-
yonlendirme sistemi denir.
Tanim 1.28 X bir topolojik n-manifold olsun. Eger X'in bir global
R-yoOnlendirme sistemi varsa X' e R-yonlendirilebilir bir (topolojik) manifold denir.
R = 7Z ise R-yonlendirilebilir yerine yonlendirilebilir denir.
Tanmm 129 Y¥, f:X > Y siirekli doniisiimlerin kiimesi olsun. Y%,
kompakt-agik topoloji ile elde edilen doniigiim uzayidir. Eger (Y,*) bir noktali uzay

ve X = ST olarak alinirsa, taban noktasi ¢ember iizerinden secilebilir ve noktali

doniisiimlerin uzay (Y,%) ) olusturulabilir. Bu uzaya Y’nin ilmek uzay: denir ve
QY ile gosterilir.

Tammm 1.30 Bir kire Ulzerinde sonlu devirli grubun bir serbest lineer
etkisinin yOriinge uzayina lens uzay: denir. Yani;
heri =1,2,...,d icin m, [; dogal sayilar olsun 6yle ki ({;, m) = 1.

Lens uzay1 L(m, Iy, 1, ..., 1), S??~* = §(C%) kuresi tizerinde devirli grup

- Zm'll/ Zm'ld/
Zp'nin (24, ..., 2q) = (21.€ m .., Zg.e m)
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ile verilen serbest etkisinin yoriinge uzayidir.

Teorem 1.31 (Poincare Dualite) X bir R-yonlendirilmis n-manifold ise
D:HP(X) > H,,_,,(X) homomorfizmi bir izomorfizmdir.
Teorem 1.32 X, Y kompakt, baglantili, yonlii manifold ve f: X = Y bir

m-katli 6rtii uzay1 olsun. f yonlendirmeyi koruyan doniisiim ise

HY(X) - Hy_q(X)
D
Hi(f) 1 Vo Hpq(f)
HY(Y) - Hy_q(Y)
mD

diyagrami degismelidir.
Tanmim 1.33 Sonlu {retilmis homolojiyle bir X uzaymin Euler

karakteristigi;

XOO = ) (~1irankH,(X; R)

L

Tamim 1.34 X bir topolojik uzay, x, € X ve I = [0,1] olmak (izere
CX=XXxI/{xo}xITUXx{1})

boliim uzayina X Uzerindeki koni denir.

Ozel olarak I yerine S* =1/, alrsak
X =XxSt/({x} xStuX x{1})

10
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uzayima X'in suspansiyonu denir.

Tamm 1.35 {4, },,enugoy abelyen gruplarin bir projektif sistemi olsun.

Tt Ajpr = Ay

A1 = (A1)

baglama doniisiimii olmak tizere

+00 +00
s 4T
n=0 n=0

A(aq, 0y, )=, @ — Argqy A — Ay, Qg — A7)

olarak tanimlansin.

liml A; = Coker A

olarak tanimlanir. Burada lim® A; ‘ye Abelyen gruplarin { 4;, f;/**} ters dizisinin

birinci tiiretilmis funktoru denir.

11
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2. ONCEKIi CALISMALAR

2.1. Solenoidler Uzerinde Sonlu Kath Ortii Déniisiimleri Uzerine

Bu bolimde Gumerov’un 2003 yilinda yapmis oldugu bir c¢alismayi
inceledik. Gumerov bu c¢alismasinda bir solenoidin kendi iizerine limit
dondsiimlerini incelemistir. Ayrica baglantili topolojik uzaylardan bir solenoid
tizerine sonlu katl 6rtii doniisiimlerinin her bir denklik sinifinin bir limit doniisiimii
tarafindan belirlendigini gozlemleyecegiz. Ek olarak da limit doniisiimlerinin
periyodik noktalarinin 6zellikleri iizerinde ¢alisacagiz.

Bunun igin oncelikle P ve Q asal sayilarin iki dizisini diisiinelim ve bazi
tanimlar yapalim.

P ve Q asal sayilarin iki dizisi olmak tizere her bir diziden sonlu sayida
terim silinerek, her asal sayidan her iki dizide de ayni sayida bulunmasi
saglaniyorsa P ve Q dizileri denktir denir ve P ~ Q seklinde gosterilir. Xp ve Z,
solenoidlerin homeomorfik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P ~ Q olmasidir. (R.H.
Bing 1960, M.C. mcCord 1965, J.M. Aartsand 1991)

Solenoid (1,1, ...) birimi ile koordinat ¢arpimu altinda bir kompakt abelyen
gruptur. Ayrica P ~Q kosulu, X, ve X, topolojik gruplari arasinda topolojik
izomorfizmin varlig1 i¢in de bir kriterdir. (R.H. Bing 1960)

k € N verilsin. hK:Z, — %, limit doniisiimii asagida belirtildigi gibi
projektif sistemlerin iki kopyas: arasindaki {hX:n € N} déniisiimleri tarafindan

belirlensin.

fZ
st <i st
R L LRk 1)
st — st
fi

13
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Hern € N ve z € St icin hk(2)=z* dir.

X bir topolojik uzay ve f: X = X bir doniisiim olsun. n € N igin

fofo..of (ndefa)

bileskesine f’nin n-inci iterasyonu (tekrarlama) denir ve f™ (fl=/f) ile
gosterilir. Eger f™(x) =x olacak sekilde n € N varsa x € X noktasina bir
periyodik nokta ve n’ye x’in f altinda periyodu denir.

Her k €N igin dyadic solenoidin  hf, ,limit doniisimi bir ortii

dondsiimii olup hé,Z,...) nin periyodik noktalarinin kiimesi X5, yde yogundur.
(Zhou Youcheng 2000, J.J. Charatonik ve P.P Covarrubias 2002)

Burada Gumerov yukaridaki hé‘z,z yile ilgili sonucu rastgele bir P-adic

paoa

solenoidin h¥ limit doniisiimiine genisletmeyi amaglamaktadur.

Oncelikle kullanilan notasyonlar1 belirtelim.

Genellikle N, pozitif tam sayilar kiimesini ifade etmektedir.

e z€C bir kompleks say1 ve n € N igin %z, z 'nin n-inci dereceden
koklerinin kiimesini belirtir.

e Iki uzay arasindaki doniisiim daima siirekli fonksiyon anlamina geliyor.

e n €N olmak Uzere {X,, 7t} ve {Y,, p*1} | X,, ve Y, uzaylarmn ters

limit dizileri olsun.

Buradan {X,,, "1} ve {Y,, p™*1} min ters limit uzaylar1 X, ve Y, ile

gosterilecek.

e Egerhern € Nicin

n+l1 —_ n+1
On°Ty =~ =Pn  °0n41

14
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ise {o,: X, = Yy, ,n € N} doniisiimlerin dizisine {X,, 72t} ve {V,,, p*1} ters
dizileri arasinda bir doniisiim denir.

Bu durumda

Ow: X = Yoo i (X1, X5, ...) = (01(x1), 02(x2), ...)

doniistimii vardir. Bu doniisiime {0,,: n € N} tarafindan belirlenen limit doniisiimii
denir.

Hern e NiginX, =Stvemn e N, m < nigin f;:S1 > 51,z > zn™™
olmak tizere {X,,, f;*} ters sistem belirler. Burada her n € N igin f;* doniisiimii S*

'de birim doniigiim ve her [,m,n € N i¢gin [ < m < n olmak uzere

= f"e fp dir.

f:X - Y orten doniisiim olsun. Eger her y € Y icin card[f ~1(y)] = k ise
f’ye k-to-1 dir denir. k-kathh bir ortii doniisiimii k-to-1 dir yani her yeY
noktasinda W c Y komsulugu vardir dyle ki £~ (W) ters goriintiisii, her biri f
altinda W’ya homeomorf olan k tane ayrik agik kiimeden olusmaktadir.

Yukaridaki tanimdaki k sayisina doniisiimiin derecesi denir.

o P = (pq,py -.) asal sayilarin bir dizisi ve sonsuz tane p, terimi igin
p = py iSe p asal sayist P de sonsuz tanedir denir.

e S(P), N\ {1}in P dizisinde sonsuz tane olmayan tiim asal sayilar1 igeren
bir alt kiimesidir. Basgka bir deyisle g € S(P) < q > 1 bir asal sayidir dyle

ki bir m € N vardir 6yle ki n > m iken p,, # q olur.

Onerme 2.1 Her k € N igin hf:Xp - Zp limit doniisiimii bir sonlu kath

Ortii donstimiidiir ve derecesi en fazla k dir.

15
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Ispat: (G.T. Whyburn 1942, J.J. Charatonik ve P.P Covarrubias (2002))
Sabit bir m < k igin h%¥ m-to-1, érten ve acik déniisiimdiir. S* kompakt ve (1)
deki her hk doniisiimii 6rten oldugundan limit doniisimii h¥ da Ortendir.

Dolayistyla h bir agik déniisiim ve her y € X icin

card(h) ™ (y) =card(hk) " (e) |,

Ayrica

-1
(x1,%2,...) € (hf) ()
ise x, € V1 oldugundan h¥, m-to-1 doniisiimdiir.

Onerme 2.2 k, P dizisinde sonsuz kere bulunan bir asal say1 ise

hK:2p — 2p limit doniisiimii bir homeomorfizmadar.

Ispat: iddia: (h’;)_l (e) kiimesi bir tek e noktasini igerir.

Varsayalim ki

z= (21,25 ) € (h) ()

olsun. z¥ =1 her n € N igin olur. Varsayimdan n € N igin, m > n tamsayisi

vardir dyle ki

Zn = nm(frg1+1(zm+1)) = fnm(Zrlgwl) = fnm(l) =1

Bu esitlikler her n € N i¢in saglanir. Buradan
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olur. O halde
card(hk) () =1

ve onerme 2.1'den limit doniisiimii A% bir homeomorfizmdir.

Siradaki lemmanin dogrulugu agiktir. (J.J. Charatonik ve P.P Covarrubias
(2002))

Lemma2.3l,meNicink =L mise hk = hb o A",
Lemma 2.3 ve Onerme 2.2’den asagidaki 6nermeyi soyleyebiliriz.

Onerme 24 keN nin her asal béleni P dizisinde sonsuz defa

bulunuyorsa, h¥:%p — Zp bir homeomorfizmadir.

Simdi n € N ve i? = —1 olmak uizere

2 2m
& = cos— + isin—
n n

olsun.

r\l/T = {1: fn: fnz: oy fnn_l} )

&, tarafindan {iretilen ¢arpimsal devirli bir gruptur.

m € Nvej € {1,2,..n}olmak lzere

Um: V1> V1,
lpm(fnj) = fnj'm

seklinde bir homomorfizm tanimlayalim. n ve m aralarinda asal olsun. Bu durumda

Y,, injektif olur. Ayrica i, Orten oldugundan bir otomorfizmdir. 1, 'in tersini;

17
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G V1 > V1

ile gosterelim. Bagka bir deyisle her a € V1 i¢in 3/1 grubunun m-inci kuvveti

a 'ya esit olan sadece bir b elemani vardir.
Onerme 2.5 k € S(P) ise hk:Xp — Zp bir k-kath 6rtii doniisiimiidiir.
Ispat : m = min{l: k # p,, ,n > 1} olsun.
m = 1ise; k, P dizisinin bir terimi degildir. O zaman her p,, € P i¢in p,,

ve k aralarinda asaldir.

v,bpn:IVTﬁ’VT,

z - zPn

otomorfizm ve ¢,, = (1, )™* olsun.
(¢p, (2))Pn =2z, z € S*olur.

j€{1,2,...,k} olmak lzere f,{ biriminin her k —inc1 kokii i¢in

G b, (60) By, © bp, (610) 1)

elemani (h}rﬁ)_l(e) kiimesinde bulunur. O halde (h}rﬁ)_l(e) lifinin ayrik k noktasim

elde edebiliriz. Buradan
card(h¥)=1(e) = k

olur.

Diger yandan Onerme 2.1'den

card(h’)=1(e) < k
idi.

18
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O halde
card(h¥)=1(e) = k

olur.
m > lise; Q = (P, Pm+1, -~ ) dizisini diistinelim. Q , P' ye denk olur. O zaman
p:Zp = g topolojik gruplarin bir izomorfizmi vardir. (xq,x,,..) € Zp olmak
lUzere

P((xpxz; )) = (Xm Xmt1s )

olup p~1 = 7 olsun.

P
Xp - L
hE L L h§
P
Xp = Lo

diyagranm degismelidir. p o hK = hg op.
Ispatin ilk boliimiinden hg k-katlh ortli dontigiimiidiir. Diyagramin

degismeliliginden
(h§)'(e) = () (z(e)) = T((h§) " (e)).
Fakat T doniistimii injektif ve
card(h¥)=1(e) = k
oldugundan Onerme 2.1'den h¥  k-kath ortii doniistimiidiir.

Yukaridaki sonuglardan agagidaki teoremi elde ederiz.

19
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Teorem 2.6 k € N verilsin. P-adic solenoidin, h’,§ formunda k-katli ortii
doniisiimiiniin olmasi igin gerek ve yeter kosul k' nin P dizisinde sonsuz ¢oklukta
bulunan bir asal boleninin olmamasidir.

Ispat : hK k-kath orti doniisiimii olsun. k' nin P dizisinde sonsuz
coklukta bulunan bir asal boleninin olmadigini gézlemleyelim:

[, k' nin P dizisinde sonsuz defa bulunan bir asal boleni olsun.

k = l.m olmak lzere
hE = hl o A
ve h¥  k-katl olup hh:Zp — Xp homeomorfizm oldugundan
= (rb) (E)
k-katl1 ortii dontistimii olur. hp* en fazla m-katl olabilir. O halde k < m dir.

k'nin tiim asal bolenleri S(P)'nin elemani olsunlar o zaman h¥ doniisiimiiniin

k-katli oldugunu gézlemleyelim:

k=q1.95.....q;
olmak tizere

hgl q,-katl,

hgz q,-katli,

hir .clyr’-kath
olup

20
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hE = (RE) o (hf?) o ..o (RE")  hEqy.qy. ... qr-kath
yani,

hE  k-kathi

olur.

Teoremi yeniden ifade etmeye ¢alisalim. Bunu yapmak i¢in baz1 gergekleri
hatirlamaliyiz. %p — St ‘e tim sirekli homomorfizleri igeren, Zp'nin karakter
grubu, P-adic rasyonellerinin Fp ayrik (discrete) grubuna topolojik olarak
izomorfiktir. O halde Pontryagin Dualiteden X, ve X, solenoidlerinin topolojik
izomorfik olmasi igin gerek ve yeter kosul Fp ve F, toplamsal gruplarinin
izomorfik olmasidir. G, bir toplamsal abelyen grup olsun. Eger her g € G igin bir
g' € G vardir 6yle ki ng’' =g oluyorsa G'ye n-bolinebilir denir. Sayilar
Teorisin'den; bir p asal sayisi i¢in Fp'nin p-boliinebilir olmasi igin gerek ve yeter
kosul p'nin P'de sonsuz ¢oklukta bulunmasidir.

O halde teoremin bagka bir ifadesi asagidaki sekildedir.

Teorem 2.7 k € N verilsin. P-adic solenoidin h¥ formunda bir k-katli 6rtii
doniisiimii olmast i¢in gerek ve yeter kosul P-adic rasyoneller grubu g-bélunebilir
olacak sekilde k’nim bir asal g boleni olmamasidir.

Teorem 2.8 k € N ve P de asal sayilarin bir dizisi olsun. k, P'de sonsuz
defa bulunan bazi asal sayilarin bir ¢arpimi ise Xp, P-adic solenoidin k-katl
baglantili oOrtiisii yoktur. Aksi halde h¥ limit doniisiimii bir k-katli baglantih
ortiidiir ve Xp'nin her baglantih k-katli értiisii h'ya denktir.

Ispat : my,m,, ..., m,, P’de sonsuz defa bulunan asal sayilar ve
k=my.m,....my,

21
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olsun.

k _ ;M1 my mp
hp = hy™ o hy?o.ohy

olur.

hy , k-katl 6rtii doniisiimii olsun.
hgl: Ep - ZP
homeomorfizm olup,

AT oo R = (1) (1)
k-katli

Ortli doniistimii olur.
k
h}r,n2 °..0 h;n” en fazla — = My.mg e . My—katht

1

doniisiim olabilir. O halde k < mi olur ve bu bir ¢eligkidir.
1

Not 2.9 Xp’nin her sonlu katli baglantili ortiisii, bazi hX limit
dontstimlerine izomorfiktir.
Ispat : f:X — X, k-kath baglantili 6rtii olsun. O zaman {X,,, g**1} ters

dizisi ve {X,,, g**1} ile

&R
Sle SteSte

22
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ters dizileri arasinda {o,,: X, & S*|n € N} doniisiimii vardir yle ki asagidaki

ozellikler saglanir:

1. Hern € N igin X,, uzay1 baglantili ve ¢,,: X,, = S* k-katl1 6rtii
dontstimiidiir.

2. f, k-katli 6rtii doniisiimii {o,,: X,, = S'} tarafindan belirlenen
O’ X — Zp dOniigiimiine izomorfiktir.

3. Hern € Nicin x,, € X,, vardir dyle ki g**1(x,41) = x, Ve 0,(x,) = 1
dolayisiyla klasik ortii uzayi teorisi kullanilarak (W. S. Massey, Bolum V,
Sonug 6.4) homeomorfizmlerin {&,,: S - X,,} bir dizisi olusturulabilir

oyle ki ®,,(1) = x,, ve g,, o d,, = hk .

Yiikseltmenin tekliginden (W. S. Massey, Bolim V, Lemma 3.2) ;
{®,:n € N},

72 RS

Sl ST ST ..

ve {X,,, g"*1} ters dizileri arasinda bir doniisiim oldugu goriiliir. Her
®,:5t > X,
doniisiimii homeomorfizm oldugundan
Dy Ep = Xoo)
{®,;:n € N} tarafindan belirlenen limit doniisiimii de homeomorfizm olur (R.

Engelking, 6nerme 2.5.10).

O zaman

23
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Ow° Py = hp .
Baska bir deyisle; 0., Ve hf limit doniisiimleri izomorfiktir.
f:X -2
ortii dontistimii
O: X = Zp
doniistimiine izomorfik oldugundan
hk:%p - 3p
limit doniisiimiine de izomorfiktir.
Simdi h¥ limit déniisiimlerinin periyodik noktalarini
1. S(P)=29

2. S(P) bir sonsuz kiime

durumlart igin inceleyecegiz.

Oncelikle asal sayilarin bir P dizisi igin h} limit doniisiimleri, Xp Uzerinde

bir birim oldugunu dolayisiyla h}’in periyodik noktalarimin kiimesinin tim Xp

uzay1 oldugunu gozlemleyelim.

Onerme 2.10 P = (py,p,, ...) asal sayilarm bir dizisi olsun dyle ki her asal

say1 P de sonsuz defa bulunsun. O zaman her k > 2 i¢in, P-adic solenoid’in birimi

e, h¥ limit déniisiimiiniin tek periyodik noktasidir.

Ispat : Sabit bir k >2 ve z=(z;,2,,..) Zp’in bir periyodik noktasi

varsayalim. Dolayisiyla bir m € N i¢in

24
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(h)™(2) = hE™ (2) = z olur.
O zaman her n € N igin

m_
zZK' =1, k™ >2.

z=e,k™=2ise.

k™ > 3 olsun. n € N igin, [ > n secelim dyle ki P’nin terimlerinin p,pyn+1 - Pi—1
carpimu k™ — 1’in bir katidir.

O zaman
PnD Di—
7 _fl(zl)_zln n+1 11_].

Bu her n € N i¢in saglandigindan z = e olur.

Siradaki 6nerme (J. J. Charatonik and P. P. Covarrubias, Onerme 40, Zhou
Youcheng, Onerme 9) iizerine kurulmustur.

Oncelikle Euler’in Teoremi’ni hatirlayalim.

Farkli pozitif asal sayilar a ve m i¢in a®(™ —1 m-bélinebilirdir.
¢@(m) =Euler fonksiyonunun m’deki degeridir. ¢(1) = 1lvem > 1 i¢in

m’nin kanonik c¢arpanlart qq,q5,...,q, = 2 (ayrik) asal sayilar ve

li,1,, ..., 1, € Nolsun.
I 1 l
m=q,'qy ...q,"
olmak Uzere

om) =g g2 g N a1 — (G2 = 1) e (@n — 1)

25
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olur.

Onerme 2.11 P = (py, Pz, ..) asal sayilarin bir dizisi ve dyle ki S(P)
sonsuz kime olsun. O zaman, her k € N igin, h’g limit doniisiimlerinin tiim
periyodik noktalarinin kiimesi Zp’de yogundur.

Ispat : k > 1 verilsin. ¢ > k olacak sekilde g € S(P) segelim.
T Zp = S (21,25, ..) = 2z,
olmak tzere

flz 23 34
Sle ST STe ..

ters dizisinin n-inci projeksiyon doniisiimiidiir. U, Xp’nin bir temel agik alt kiimesi
olsun. Yani [ € NveV; € St acik alt kiimesi i¢in, U = 7r; 1(V}) dur.
n > Ligin, m, ve m; projeksiyon doniisiimleri
=" ey
esitligini saglar. Ayrica her n > [ igin V,, = (f*)~1(V,) olmak tizere

U =n (V) =n;1(,) olur.

q € S(P) oldugundan j = n igin p; # q olacak sekilde n > [ secebiliriz.

Boyle bir sabit n alalim. Bir m € N secelim Oyle ki ng = 1 olacak sekilde

bir z,, € V, noktasi vardir ve j = n iginp; ve g™ sayilari aralarinda asaldir.
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V1> "VIiz—>z)

otomorfizmini ve tersi ®,, "yi diisiinelim.
J

pj
(q)Pj(Z)) =z
Her z€ “V1 igin
{ = (zgPrP2Pro1, 2P, 2, Dy (20), @y, 0 Pp (20), )

¢ noktas1 Xp’ye aittir. Ayrica U’ya da ait olur.

q, h’; ’nin bir periyodik noktasi oldugunu iddia ediyoruz:
¢ dizisinin her terimi 1’in g™-inci kokii oldugundan ¢4 = e. k ve g™
aralarinda asal oldugundan, Euler’in Teorem’inden kA" @) g qm
bolunebilirdir, ¢ 701 = e ve (AE)T" @ D) = gk V=g,
Diger bir deyisle ¢, h altinda g™ (g — 1) periyotlu bir noktasidir.

¢ € U ve U’nun Zp’nin rastgele bir agik alt kiimesi olmasindan ispat tamamlanir.
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3. p-ADIC SOLENOIDIN ESAS LiF DEMETI

Bu béliimde amacimiz p-adic solenoidin ¢ember grubu Gzerinde lifi Z )
(p-adic tamsayilar grubu) olan esas lif demeti oldugunu gostermektir. Bunun igin
Denklemi buraya yazin.esas lif demeti olmanin kosullarim adim adim
inceleyecegiz. f1: %, = St, f1(x1, X5, ...) = x; olmak Uizere

Teorem 3.1 (Zp,fl,Sl, Zpy) bir esas Z,)-lif demetidir.

Ispat: ST = {z: |z| = 1} (kompleks diizlemde birim cember) ve

f1n+1:Sl N Sl

fiti(z) = 27"
olsun. (S, f**1) bir ters limit dizisidir ve X,,, bu ters limit dizisinin ters limitidir.
F,=m(SY) =12
olmak tzere
Fe = (). (m(SD)

olarak tamimlayalim.
Q, = Fl/ . olarak tamimlayalim. O zaman her n = 2 igin
n

q)n: Qn il an—l

izomorfizmini ve
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F F
17171""1; 1/Fn+1 - Z/pnz - Z/p"‘lZ - 1/Fn

homomorfizmini géstermek Uzere;

n+1.
Un" "t Lpn — Zypn-1

n+1l _— n+lp-—-1
Un —q)nvn q)n+1

olarak tamimlayalim. Dolayisiyla

n+1
Hn
Zyn - Zyn-1
O, 1= =~ T o,
U1711+1

F. F.
Yrwr — R

degismeli diyagramini elde ederiz.

{Zyn-1, "1} ters sisteminin ters limiti Z,,) (p-adic grup) olur. Z,, 9 %,

oldugundan X,,’nin kendi Uzerine etkisinin kisitlama (efektif) etkisini diisiinelim.

Lipy X Zp — Lp
(g,h) — gh

Bu etkinin her z € St icin f;1(2)’ye kisit1

Zipy X f11(2) = fi'(@)
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gegismeli etkidir. Gergekten eger x = (X1, x5, ...) Ve x' = (x1, X3, ...) Ve

z=fx) = f1)

hern € N igin

ft () = fi* () -

fi*, regiiler ortii doniisiimii oldugundan her n € N igin g, € Z,n vardir dyle ki

InfaF (ns1) = Gn(n) = X0 = i One1) = f  Gnes (1)
dolayisiyla
In =t (Gnsa)
g = (91,92 ) € Lp) olup
gx =x
olur.

(Ep 1, S 1)’in lif’i Z,) olan esas Z ) —lif demeti oldugunu gosterelim.

pr:R— St | x — 2™
.1

2mi=x

ppR— St | x—e ' ?
.1

2mi—x

ps:R— St | x—e P
.01

2Ml— =X

Pp:R— St | x—e Pt
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ve R = lim{R, 1} olmak (izere

1 1
R: e e— R — R
b Do Vo Loy
lims*=7T, - S~ S N st
- n—2 n-—1

oldugundan

Po: R — lim_ S =3, ,

x = (p1(x), p2(x), ...)
dontstimii belirler.

p1: R — S 6rtii doniisiimii oldugundan her z € St igin z’yi iceren bir V
acik kiimesi ve p; /y:V — V homeomorfizm olacak sekilde bir V € R agik

kiimesi vardir. (Ornegin z € S* — {1} ise z = e?™X olacak sekilde bir x € R

vardir. [x]: x’in tam degeri olmak {izere n = [x] ve V = (n,n + 1) ise
p1/vV—>p(V)=V
homeomorfizmdir.)
q=@/ ) V-V

homeomorfizmi olsun.
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POOZZ(p) XR— Zp ,
(9,%) = g.Poo(X)

olarak tamimlayalim.
Oncelikle P (Zyy X V) = £ (V) oldugunu gésterelim:
x € fi1(V) ve

fi(x) =x, €V =p, (D)
olacak sekilde bir tek ¥ € V vardur.

x1 = f1bo (D) = f1(x)
oldugundan 3g € Z;,y vardir dyle ki
IPeo (V) = x

Dolayisiyla x € P, (Z(p) X 17) olup

fit(V) € Puo(Zgpy X V)
olur. Ayrica

P, (Z(p) X 17) c f71(V) oldugu agiktir.

O halde
Poo /Z(p)XV: Z(p) X ‘7 - fl_l(V)
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orten doniisimiiniin homeomorfizm oldugunu gosterelim.

D) Poo /7yx7" Lp) X V — f7 (V) bire-birdir.

P,(g,?) = P, (h, W) olsun. Bu durumda p, (%) = p, (W) ve p;, V lizerinde bire-bir
oldugundan ¥ = i elde edilir. Ote yandan f; P, (g, ¥) = f; P, (h, W) oldugundan

g = h elde edilir.

i) Py: Lpy*xR—T, acgik doniisiimdiir.

Hni Lp) = Zpn
faiZp o st

limit dontistimleri olmak {izere;
B= {ﬂ;l(gn) xV:gn € Zp"}

ailesi Z,) X R igin bir baz oldugundan Py, (117, (gn) X ) nin acik oldugunu

gostermek yeterlidir.
Iddia: Py (ﬂr_ll(gn) X ‘7): fn_l(gnpn(‘?))

P (U (gn) X V) € i (gnpn(V))
oldugu agiktir.

Simdi x € f;; 2 (gnpn(V)) alalim. f,(x) = x, = gnpn(¥) olacak sekilde
¥ € V vardir. Ote yandan

X1 = ' (gnpn (@) = p1 ()
oldugundan

X = h.pe(P) = P (h, D)
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olacak sekilde bir tek h € Z ) vardir. Dolayistyla h,,p,, (¥) = x, = gnpn(¥) olup
h,, = g, elde edilir. Buradan h € u;(g,), yani x € P, (un*(gy,) X V) elde edilir.

Dolayistyla

1Xq ~POO /Z(p)XV 1
(O Z(p) XV — Z(p) XV — fl (V)

=~

(9,v) = (9,9)) = Ps(g,q()) = g. (Pq(v)) homeomorfizm olup;

i)

Ty N 7 fi

Z(p) XV

x| e

<

diyagram degismelidir. Ayrica g,g" € Zy ve v €V olsun.

®(g99',v) = Po(99’,q(v))
P(g99".v) = 99' (Pq())
P(gg’,v) = g(9'Peq(v))
d(gg',v) = go(g’,v)
olup @ ekivaryanttir.

Dolayistyla (£, f1,S*) lif’i Z ) olan esas Z,, —Iif demeti olur.
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4. 3-KURELER ARASINDA S1-EKiVARYANT DONUSUMLER UZERINE

Bu bolimde bir efektif cember etkisiyle 2-baglantili kompakt 3-
manifoldun ekivaryant doniistimlerinin bazi kosullar altinda bulunmadigini
gbzlemleyecegiz. Bu bélimin motivasyonu Hilbert-Smith sanisidir.

Sam (Hilbert-Smith Sanis1): “Bir yerel kompakt grup, sonlu boyutlu bir
manifold Uzerine efektif etki ederse bir Lie gruptur.” Bu sami asagidaki saniya
denktir.

Sam (P.A. Smith): “ Bir p-adic grup bir baglantili sonlu boyutlu manifold
Uzerine efektif etki edemez.”

Gorildiugu gibi efektif p-adic uzaylarin insaasi, Hilbert Smith sanisinin
calisilmasinda 6nemli role sahiptir.

Biz, baz1 ekivaryant dzelliklere sahip baglama doniisiimleriyle efektif St
uzaylarmin ters limitini alarak bir efektif kompakt p-adic uzay elde edecegiz.

Bu bolimde bize gerekli olan ters sistem ve ters sistemin limiti tanimlar1
1. boliimde verilmis olup bunlara ek olarak ters sistemle ilgili asagidaki bilgileri

hatirlayalim:

Teorem 4.1 (R. Engelking, General topology, sy.99) i < 3% icin T;-
uzaylarinin ters sisteminin limiti bir T;-uzayidir.

Teorem 4.2(R. Engelking, General topology, sy.355) Kompakt ve

baglantili uzaylarin ters sisteminin ters limiti kompakt ve baglantilidir.

I bir yonlendirilmis kiime, a € I olmak tizere G, topolojik gruplar olsun.

ff surekli grup homomorfizmleri olmak lzere S = {Ga,ff,l} topolojik gruplarin
bir ters sistemi ise lim._ G, da [[4e; G, nin alt uzay topolojisi ve (gq)(hy) =
(gaha) grup operasyonu ile bir topolojik grup olur. Ayrica ters sistemdeki her G,
grubu kompakt ise ters limit de kompakt gruptur. (Karl H. Hofmann, 1998)
Tammm 4.3 X bir G-uzayi, Y bir H-uzay1 ve ¢:G — H surekli grup
homomorfizmi olsun. Eger her g € G ve x € X igin
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f(gx) = p(@)f (x)

oluyorsa f: X — Y siirekli doniisiimiine ¢-ekivaryant denir.

Eger {Xa,ff,l}, topolojik uzaylarin bir ters sistemi ve {Ga,gog,l},

topolojik gruplarin bir ters sistemi dyle ki her a € I igin X, bir G,-uzayi1 ve her bir

baglama doniisiimi ff , (pf -ekivaryant ise, bu durumda ff dontistimleri

faﬁXﬁ/Gﬁ =l Xa/Ga

orbit uzaylari arasinda doniisiim belirler.

O zaman orbit uzaylarina gecerek topolojik uzaylarin bagka bir ters

sistemini {X, /G, faﬁ , 1} elde ederiz. Ayrica yukaridaki sartlar altinda

(go) € lim_ G, ve (x,) € lim_ X, igin

(ga)(xa) = (GaXa)

etkisi ile lim_X,, bir lim_ G,-uzayidir. Singh, (2011) belli kosullar altinda

(lim_ X,)/(lim_G,), orbit uzaymmn lim(X,/G,) ya homeomorfik oldugunu

gostermistir. Dolayisiyla bu sartlar altinda, her bir X, gecismeli G -uzay1 ise
lim_ X, bir gegismeli lim_ G uzayidir.

Buradan asagidaki soruyu diisiinelim.

Problem 4.4 Yukandaki tartismada, "efektif”, "gecismeli" yerine gecebilir
mi?

Problemden once, sirali kiimelerle ilgili baz1 gergekleri hatirlayalim. I bir
kiime ve <, Xiizerinde bir siralama bagmtis1 ve a < b (yani a < b ve a # b) ise

(a, b) notasyonunu {x € X:a < x < b} kimesi i¢in kullanabiliriz. Buna X'in bir
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agik araligi denir. Eger bu kiime bos kiime ise, a, b'nin dnciludir ve b de a'nin

ardilidwr denir.

Lemma 4.5 [ Uzerinde < kismi siralama olan bogtan farkli ve her
elemaninin onciilii ve ardili olan bir kiime ve ayricaa, 8 € [ ve a < S ise

asa S, < <a,=f

olacak sekilde sonlu bir {@, a4, ay,...,a,_1} ardil dizisi var olsun. {Xg, falg 1}
Hausdorff topolojik uzaylarinin, {G,, (pg , 1} topolojik gruplarin ters sistemleri ve
her bir X, bir efektif G,-uzayi, her bir baglama doniisiimii ff , <p§ -ekivaryant ve
orten olsun. Bu durumda X = lim_ X, bir efektif G = lim_ G,-uzayidur.

Ispat: Varsayalim ki G'nin X iizerindeki etkisi efektif olmasin. O zaman,
bir g = (gs) € G\{1} eleman1 vardir 6yle ki her x = (x,) € X icin gx = x olur.

g = (ge) € G\{1} oldugundan, en az bir @’ € I elemam vardir yle ki

Po' (@) = g4 € G \{1} Oyle ki p,:lim_G, = G, kanonik izdisimii
gosteririr. y , X, niin rastgele bir noktasi olsun. Her bir ff baglama doniistimii
orten oldugundan z = (x,) € 7'[;,1 () (my:lim. X, — X, kanonik izdiisiim)

dyle ki

i) £y (Tfy(Z)) =my(z) a <A,Anmardiliy igin

i) fﬁe(ne(z)) =ng(z) 0 <a',dnnonciili f icin

gz = z oldugundan g,y =y olur. O zaman X, efektif olmayan G-

uzaydir. Bu ise bir ¢eligkidir.
Ornek 4.6 p bir asal say1 olsun. G, = S* = {z € C: |z| = 1} kiime ve
(prrll+1: Gni1 = Gy

Pii@) = 27
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X, =D = {z € C:|z| < 1} kimesi ve her n € N i¢gin

n+1,
fn -Xn+1 - Xn

fttw) = wP

tanimlayalim. G,'in X,, izerindeki efektif etkisini ¢carpma etkisi olarak diigiinelim.
Aciktir ki her bir f;**! baglama doniisiimii @}*1-ekivaryant olur. O zaman
{Xn, 1, N} ters sisteminin ters limiti bir efektif kompakt lim_ G, = T,-uzaydir.
p-adic grup, Z ), Z,'nin alt grubu oldugundan lim_ X, efektif Z,)-uzaydir.

Simdi asagidaki kosullar1 varsayalim.

X bir kompakt ve 2-baglantili (yani r;(X) = {0}, i < 2 i¢in) manifold ve
q: X = Y bir kompakt Y manifoldu iizerinde bir sonlu kath 6rtii doniistimii olsun.
f:X = X, qf = q olacak sekilde sirekli donustim ve p bir asal say1 olmak iizere
@:S1 > St p(z) = zP olsun.

Teorem 4.7 X Uizerinde, f’yi ¢-ekivaryant yapan bir St efektif etkisi varsa
p-adic solenoid dolayisiyla p-adic tamsayilar1 X tzerinde efektif etkir.

Ispat : Varsayalim ki X (izerinde efektif S etkisi ve f doniisiimil

p-ekivaryant olsun.(Yani f(zx) = zPf(x) her z € S* ve x € X icin olsun).

Xp = lim(X, f) = {(x)ien: f (xir1) = x;}

ve I, = lim(S%, ¢) ={(Z)ien: ¢ (Zi+1) = Zi1? = 2}

Diger yandan Cohen (1973) bir Z Hausdorff uzayindan, {X,} Hausdorff
uzaylarinin baglama doniisiimleri ortli homotopi 6zelligini saglayan ters limitine

doniistimlerin homotopi siniflari i¢in noktali kiimeler (pointed sets) kategorisinde

0 - lim'[SZ,X,] - [Z,limX,] - lim[Z,X,] - 0
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kisa tam dizisinin varligini géstermistir.

Burada SZ , Z'nin suspansiyonu ve [Z,W]Z'den W'ya doniigtimlerin
homotopi siniflarim géstermektedir.

QW , W'nin ilmek uzay1 olmak tizere [SZ, W] = [Z, QW] oldugu agiktir.
Bizim durumumuzda, S' den ters limite ddniisiimlerin homotopi smiflarmi

diisiinelim. Xy, {X, f} ters sisteminin 7, (X) = {0} oldugundan

lim_[S1,X,] = limm;(X) =0

oldugundan
[Z,lim_ X, ] = w1 (Xf)
ve
lilnl [SZ,X,] = liinl [SS1, X]
oldugundan

m; (Xp) = lim'[SST, X].
Bizim durumumuzda

liinl[SSl,X] = cokery ,

P: [SSL XN - [ss1 XV,
Y((xn)) = (tn = Sf (Xna1)
(Sf:[SS1,X] — [SS1,X] f tarafindan belirli)
[$S1,X] = [S1,0X] = m,(X) = {0}
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oldugundan m;(X;) =0. Simdi Y’yi {Y,1} ters sisteminin ters limiti ile

0zdeslestirelim. qf = q oldugundan g: Xy - Y

9(Cen)) = (@Cxn)).

O zaman Matijevic’in 2003’teki ¢alismasindan (Classifying finite-sheeted
coverings of paracompact spaces)
g , Y uzerinde sonlu kath 6rtii doniisiimii olur.
Ancak X basit baglantili oldugundan, Y nin iiniversal ortiisiidiir. Ayrica
tiniversal ortiiniin tekliginden X = X. Lemma 4.5’ten X Gzerinde bir efektif

X,-etkisi dolayisiyla da p-adic tamsayilar grup etkisi vardir.

4.1. 3 Boyutlu Manifoldlara Bir Uygulamasi
Bilindigi gibi esas grup 3-boyutlu manifoldlari siniflandirmada en 6nemli
argiimanlardan biridir.

Eger X basit baglantili kompakt 3-manifold ise Poincare dualiteden

Hl(X'R) = HZ(X'R) = {0}
Hy(X,R) = H;(X,R) =R

olup X bir homoloji 3-kiiredir. Dolayisiyla Hurewicz teoreminden X, S3’ e
homotopi denktir. Dolayisiyla Prelman (2003) tarafindan ispatlanan Poincare
samsindan X = S3 olur.

Tamm 4.8 X, 3 boyutlu kompakt manifold olsun. S3, 3 boyutlu kiireyi
gostermek Uzere S3 Uzerinde SO(4)’ Un bir T alt grubunun serbest etkisi igin
X = 53/T oluyorsa X’e kiiresel manifold denir. Thurston'un 2003'te Perelman (G.
Perelman (2003)) tarafindan ispatlanan sanisi sonlu esas gruba sahip her kapali 3-

manifoldun kiiresel oldugunu belirtir. Buna gore q:S3 — Y bir sonlu kath ortii
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doniisiimii ise bu ortii doniigiimiiniin transformasyon grubu ve dolayisiyla 71 (Y)

sonlu oldugundan bu durumda Y kiresel 3-manifold olur. Diger taraftan I' devirli
grup veya dihedral, tetrahedral, octahedral veya icosahedral gruplarin merkezi
geniglemelerinden biridir. Kiresel 3-manifoldlara en temel verebilecegimiz
ornekler Lens uzaylaridir (devirli grup durumu).

J.Pardon (2013) “bir p-adic grubun herhangi bir baglantili 3-manifold
tizerine efektif etkisinin olmadigini ispatlamistir. Bu sonuca gore asagidaki teoremi
ifade edebiliriz.

Teorem 4.9 T, §3 lizerinde donmelerle serbest etki eden tanim 4.8. deki
belirtilen simflardan bir grup ve S3 (zerinde ¢-ekivaryant f:S3 — §3
doniisiimiine izin veren bir efektif S etkisi olsun. Bu durumda f(x) & I'(x)
olacak sekilde bir x € S3 vardur.

Ispat : f(x) € I'(x) her birx € S3 igin. O zaman q: S3 - $3/T kanonik,
sonlu katli 6rtii doniistimii olmak tzere qf = q olur. Bu durumda teorem 4.8 den,
§3 tizerinde bir p-adic grup etkisi vardir. Bu bir celiskidir.

Sonu¢ 4.10 S3 Uzerinde ¢-ekivaryant doniisiim olarak antipodal

doniisiimleri kabul eden S* efektif etkisi yoktur.
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