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Istatistiksel giivenilirlik teorisinde esanli olarak gerceklesen olaylari
modellemek i¢in ¢esitli veri kiimelerinin modellenmesinde uygun iki degiskenli
dagilimlar &nerilmistir. Ozel olarak Marshall-Olkin tipi iki degiskenli dagilimlar,
stirekli ve singiiler kisimlar igermesi bakimindan hem esitsizlik durumlarin1 hem de
esitlik durumlarmi iceren iki degiskenli verileri modelleyebilir. Genellikle (0,00)
destek kiimeli olarak tanimlanan Marshall-Olkin tipi iki degiskenli dagilimlarin
sinirlt destek kiimesine sahip genellestirilmeleri, oransal verilerin modellenmesinde
O6neme sahiptir.

Bu tez caligmasinda sinirh destek kiimesine sahip dagilimlar sinifinda
bulunan omega dagilimmin 6zel bir durumunun Marshall-Olkin tipi iki degiskenli
genellestirimi tanimlanmistir. Bu dagilimin parametrelerinin en c¢ok olabilirlik
tahminleri elde edilmis ve parametre tahmini igin bir EM algoritmasi ve bir Bayes
tahmin yontemi Onerilmistir. Dagilimin marjinal dagilimlari, ortak sagkalim
fonksiyonu ve ¢arpim momentleri gibi birgok 6zelligi ayrintili olarak incelenmistir.
Ayrica Onerilen dagilimin performansi, simiilasyon c¢aligmalari ve gergek veri
analizleri ile incelenmistir. Yeni dagilimin sinirh destek kiimeli bir dagilim olarak
iki degiskenli oransal verileri modellemede faydali bir dagilim oldugu goriilmistiir.

Anahtar Kelimeler: Marshall-Olkin dagilimi, Omega dagilimi, iki degiskenli
birim tstel yar1 lojistik dagilim, En ¢ok olabilirlik tahmini,
EM algoritmasi, Oransal tehlike hizi modeli
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Bivariate distributions appropriate for modeling various data sets have
been proposed to model simultaneous events in statistical reliability theory. In
particular, Marshall-Olkin-type bivariate distributions can model bivariate data
containing both inequality and equality cases in that they contain continuous and
singular parts. Generalization of Marshall-Olkin type bivariate distributions, which
are generally defined on (0, «), to a bounded domain is important in modeling
proportional data.

In this thesis, a Marshall-Olkin-type bivariate generalization of a special
case of the omega distribution, which is in the class of distributions with a bounded
domain, is defined. Maximum likelihood estimates of the parameters of this
distribution are obtained and an EM algorithm and a Bayesian estimation method
are proposed for parameter estimation. Several properties of the distribution, such
as marginal distributions, joint survival function and product moments are analyzed
in detail. Moreover, the performance of the estimators of the parameters from the
proposed distribution is investigated through simulation studies and real data
analyzes. The new distribution is found to be a useful alternative distribution for
modeling bivariate proportional data.

KeyWords: Marshall-Olkin distribution, Omega distribution, Bivariate unit
exponentiated half logistic distribution, Maximum likelihood
estimation, EM algorithm, Proportional hazard rate model




GENISLETILMIS OZET

Istatistikte cesitli yontemlerle klasik dagilimlara yeni parametrelerin
eklenmesi ile yeni ve daha esnek dagilimlar elde edilebilir. Klasik dagilimlarin
genellestirilmis versiyonlar1 bircok uygulama alanina sahiptir. Bu baglamda
Marshall ve Olkin (1967) klasik dagilimlara yeni parametre eklemede 6zgiin bir
yontem Onermis ve Marshall-Olkin (MO) dagilimlar ailesi ortaya ¢ikmigtir. MO
dagilimlar ailesinde, ana dagilim olarak temel iiretici bir dagilimin alinmasi s6z
konusudur. Literatiirde bir¢ok tek degiskenli dagilimin MO tipi genellestirilmesi
mevcuttur.

Weibull dagilimi tistel dagilimin daha esnek genellestirilmis bir seklidir.
Bir¢ok uygulamali alanda Weibull dagilimmin kullanimi yaygindir. Fakat Weibull
dagilimi kiivet sekilli basarisizlik oranin1 modellemede basarisizdir. Bu nedenle
literatiirde Weibull dagiliminin gesitli genellestirmeleri tanimlanmistir.

MO tipi genellestirilmis dagilimlarin bir¢ogu (0,00) destek kiimeli
dagilimlardir. Fakat ger¢ek yasam verilerinin 6zellikleri géz oniine alindiginda
sinirl destek kiimeli dagilimlara da ihtiya¢ duyulmaktadir. Ornegin modellenecek
veri oranlardan olustugu zaman sinirh destek kiimesine sahip dagilimlar 6nem
kazanmaktadir.

Kumaraswamy (1980), smurli destek kiimeli bir dagilim olan beta
dagilimina alternatif olarak bir dagilim gelistirmis ve giinlitk yagis miktar1 ve su
akigt gibi hidrolojik degiskenleri modellemede kullanmistir. Dombi vd. (2019)
Weibull dagilimina smirli destek kiimesine sahip bir alternatif olarak omega
dagilimini 6nermistir. Dombi vd. (2019) asimptotik omega dagilimimnin Weibull
dagilimmin 6zel bir formu oldugunu gostermistir. Okorie ve Nadarajah (2019)
omega dagilimia ait g¢esitli dagilimsal 6zelliklerin kapali formlarini bulmustur.
Ayrica birim stel yar lojistik dagilim (Unit Exponentiated Half Logistic-UEHL)
omega dagiliminda parametrenin &zel bir degerine karsilik gelmektedir (Ozbilen ve

Geng, 2022). Ustel yar1 lojistik (Exponentiated Half Logistic-EHL) dagilimimin
i



giivenilirlik teorisinde bir¢ok uygulamasi bulunmaktadir (Kang ve Seo, 2011; Rao
ve Naudi, 2013; Rastogi ve Tripathi, 2014; Seo ve Kang, 2015).

Literatiirde iki degiskenli veri kiimelerinin modellenmesi icin tek
degiskenli dagilimlarin iki degiskenli genellestirilmeleri 6nerilmistir (Olkin ve Lui,
2003; Nadarajah ve Kotz, 2005; Nadarajah, 2006, 2007; Arnold ve Ng, 2011).
Kumaraswamy dagiliminin hidroloji ve benzeri alanlarda iyi bir performans
gostermesi iizerine, Marshall ve Olkin’in (1967) ¢alismasindaki diisiinceye benzer
bir fikir kullanarak Barreto-Souza ve Lemonte (2013) bu dagilimin iki degiskenli
genellestirilmesi olan iki degiskenli Kumaraswamy dagilimini dnermistir.

Istatistiksel giivenilirlik teorisinde iki degiskenli veri kiimelerinin
uygulama alanlar1 bulunmaktadir. Bu tezde istatistiksel giivenilirlik teorisinde iki
degiskenli veriyi modellemek i¢in omega dagilmmin iki degiskenli bir
genellestirilmesi olarak MO tipi iki degiskenli birim iistel yar lojistik dagilim
(Bivariate Unit Exponentiated Half Logistic-BUEHL) onerilmistir. Onerilen
BUEHL dagiliminin o6zellikleri ayrintili bir sekilde incelenmistir. BUEHL
dagiliminin parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri bulunmustur. Buna ek
olarak BUEHL modelinin parametre tahmini i¢in bir EM algoritmas1 ve bir Bayes
tahmin yontemi verilmistir. Ayrica elde edilen teorik sonuglarin irdelenmesi
amaciyla simiilasyon g¢alismalari yapilmig, en ¢ok olabilirlik, EM algoritmasi ve
Bayes tahmin yontemi uygulanarak elde edilen tahminler gesitli kriterler
kullanilarak karsilastirilmistir. BUEHL dagiliminin gercek yasam verilerinde
performansini géstermek amaciyla gergek veri analizleri yapilmis ve BUEHL
dagilimi ile Marshall-OlKkin tipi iki degiskenli Kumaraswamy dagilimi ve Marshall-
Olkin tipi iki degiskenli Topp-Leone dagilimi Kkarsilagtirilmistir. Analizler
sonucunda elde edilen log-olabilirlik ve AIC (Akaike Information Criterion)
degerleri goz oniine alinarak BUEHL dagiliminin iki degiskenli Kumaraswamy ve
iki degiskenli Topp-Leone dagilimlarina gore veri kiimelerine daha iyi bir uyum
sagladigi gorllmistir. Bu baglamda BUEHL dagiliminin smirh tipteki iki

degiskenli veriler i¢in kullanigh bir model sundugu sonucuna varilmistir.
v
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1. GIRIS Omer OZBILEN

1. GIRIS

Istatistikte yeni ve modelleme yetenegi acisindan daha esnek dagilimlar
elde edilmesi igin klasik dagilimlara yeni parametrelerin eklenmesi yoluna
gidilebilir. Yasam analizi ve finans gibi bircok uygulamali alanda klasik
dagilimlarin genellestirilmis formlarina ihtiya¢ oldugu aciktir. Verilerin yiiksek
diizeyde carpiklik veya basiklik gostermesi sebebiyle bu alanlardaki gergek verileri
modellemek igin daha esnek dagilimlara ihtiya¢ duyulur. Son zamanlardaki
gelismeler bu alanlarda yeni faydali dagilimlar olusturmak igin yeni teknikler
tizerinde yogunlagmstir (Marshall ve Olkin, 1997; Eugene vd., 2002; Korkmaz ve
Geng 2017). Ozel olarak Marshall ve Olkin (1967) klasik dagilimlara yeni
parametre eklemede 6zgiin bir yontem dnermis ve Marshall-Olkin (MO) dagilimlar
ailesi ortaya ¢ikmustir. Bu aile temel {iretici bir dagilimi ana dagilim olarak alir ve
cesitli tipteki verilere modellemek igin bazi dagilimlara daha fazla esneklik katar.
MO dagilimlar ailesi oransal odds ailesi olarak da bilinir (Marshall ve Olkin,
2007).

Onemli bir degiskenli dagilimlarin MO tipi genellestirmeleri literatiirde
yaygindir. Bu dagilimlara, istel dagilim (Marshall ve Olkin, 1967) ve bunun
genellestirmeleri olan dagilimlar (Sarhan ve Balakrishnan, 2007; Kundu ve Gupta,
2009; Kundu ve Gupta, 2010), Weibull dagilimi (Kundu ve Dey, 2009),
Kumaraswamy dagilimi (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013), ters Weibull dagilimi
(Muhammed, 2016), Dagum dagilimi (Popovi¢ vd., 2018), genellestirilmis ters
Kumaraswamy dagilimi (Muhammed, 2020) ve yar1 lojistik dagilim (Alotaibi vd.,
2021) ornek olarak verilebilir.

Weibull dagilimu {istel dagilimin bir sekil parametresi eklenerek elde edilen
genellestirilmis bir seklidir. Ustel dagilimdan daha esnek bir sekli vardir. Bu
ozellik Weibull dagilimmin yasam dagilimi modellenmesinde, ekonomik
gdzlemlerin modellenmesinde ve is yonetiminde popiiler hale gelmistir (Murthy

vd., 2004). Giivenilirlik yonetiminde, Weibull dagilimi1 hazard (tehlike) oranlarim
1



1. GIRIS Omer OZBILEN

modellemede faydalidir. Ancak kiivet egrisi sekilli basarisizlik oranlari gibi
monoton olmayan basarisizlik oranlarint modellemede uygun bir parametrik uyum
modeli vermeyebilir (Wang, 2000). Weibull dagilimmnin kiivet sekli basarisizlik
oranini modellemedeki eksikligini gidermek icin g¢esitli genellestirmeleri ve
modifikasyonlar1 literatiirde tanimlanmistir (Lai, 2013; Almalki ve Nadarajah,
2014).

MO tipi genellestirilmis modellerin ¢ogunun olusturulmasi (0, ) destek
kiimeli dagilimlar kullanilarak yapilmistir. (0,1) destek kiimeli dagilimlar
kullanilarak ¢ok az sayida calisma yapilmistir. Yukarida verilen Kumaraswamy
dagilimi buna 6rnektir. Modellenecek veri oranlardan olustugu zaman sinirh destek
kiimesine sahip dagilimlarin kullanilmas1 uygundur. Ayrica bir aragtirmac elindeki
veri miktar1 kisith oldugu zaman 6nsel olarak sinirli destek kiimeli modelleri tercih
edebilir. Bu gibi durumlarda smirl destek kiimesine sahip dagilimlarin kullanimi
o6nem kazanmaktadir.

Weibull dagilimina bir alternatif olarak, Dombi vd. (2019) omega dagilimi
adinda (0,1) destek kiimeli dagilimlar sinifinda yeni bir olasilik dagilimi dnermis
ve giivenilirlik teorisindeki uygulamalarin1 tartismistir.  Dombi vd. (2019)
asimptotik omega tehlike hizi fonksiyonunun Weibull tehlike hizi fonksiyonu
oldugunu gostermistir. Yani, asimptotik omega dagilim1 Weibull dagiliminin 6zel
bir formudur. Ayrica Okorie ve Nadarajah (2019) dagilima ait ¢esitli istatistiksel
olgiilerin kapali formlarin1 bulmustur.

Birim istel yar1 lojistik dagilim (Unit Exponentiated Half Logistic-UEHL),
Dombi vd. (2019) tarafindan Onerilen omega dagiliminda parametrenin &zel bir
degerine karsilik gelmektedir. UEHL dagilimi bir baska faydali olasilik dagilimidir
ve giivenilirlik teorisinde bir¢ok uygulamasi vardir (Kang ve Seo, 2011; Rao ve
Naudi, 2013; Rastogi ve Tripathi, 2014; Seo ve Kang, 2015).

Bu c¢alismada Bolim 2’de literatiirde bulunan Onceki ¢alismalara
deginilmistir. Boliim 3’te MO tipi iki degiskenli Kumaraswamy dagilimi tanitilmis

ve gesitli istatistiksel 6zelliklerine deginilmistir. Boliim 4’te MO tipi iki degiskenli
2
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omega dagilimi (Bivariate Unit Exponentiated Half Logistic-BUEHL) elde edilmis
ve marjinal dagilimi, ortak sagkalim fonksiyonu ve carpim momentleri gibi
ozellikleri incelenmistir. BUEHL dagiliminin en cok olabilirlik yaklagimiyla
parametre tahminleri ele alinmistir. Ayrica parametre tahmini igin bir EM
algoritmasi ve bir Bayes tahmin yontemi onerilmistir. Boliim 5’te tahmin edicilerin
performanslarinin karsilastirilmas: ve elde edilen teorik sonuglarin irdelenmesi
amaciyla bir simiilasyon c¢alismalar gerceklestirilmistir. Bolim 6’da BUEHL
dagilimmin pratikte uygulanabilirligini gostermek i¢in gergek veri analizleri
yapilmistir. Bolim 7°de tez c¢alismasinin bulgular1 irdelenerek c¢alisma

sonlandirilmstir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Literatirdeki bircok c¢alismada Marshall Olkin tipi yeni dagilimlar
Onerilmis ve bu dagilimlarin farkl istatistiksel 6zellikleri incelenmistir. Ghitany ve
Kotz (2007), lineer bagarisizlik oranmi (lineer iistel) dagilimmi kullanarak MO
dagilimlar ailesinin bir iiyesi olarak genellestirilmis lineer basarisizlik orami
dagilimini 6nermis ve Ozelliklerini incelemistir. Zhang ve Xie (2007), MO
dagilimlar ailesine genisletilmis Weibull dagilimin1 eklemis ve Weibull olasilik
grafigine dayali olarak model karakterizasyonu yapmustir. Ayrica biiyik bir
sistemin alan takibi c¢alismasindan bir cihazlar 6rneklemi i¢in analiz yapmis ve
dagilimin en ¢ok olabilirlik tahminlerini, standart hatalarin1 ve tahminlerin %95’lik
giiven araliklarii elde etmistir. Sonug olarak genisletilmis Weibull dagilimi, iki
parametreli klasik Weibull dagilimina gore veri kiimesini daha iyi modellemistir.
Jayakumar ve Mathew (2008), Burr tip XII dagilimini1 géz 6niine alarak MO yari
Burr dagilimmi ve MO Burr dagilimini Onermistir. Dagilimin  giivenilirlik
analizindeki ¢esitli karakteristiklerini elde etmistir. Ayrica zaman serileri
analizindeki uygulamalarini incelemistir. Jose vd. (2011), MO Frechet dagilimini
Onermis ve bir lriiniin bu dagilima uyan yasam siiresi i¢in bir kabul 6rneklemesi
plan1 gelistirmistir. Dagilima dayali olarak elde ettigi sonuglar1 simiilasyon
calismasiyla dogrulamigtir. Gui (2013), log-lojistik dagilimi kullanarak MO
dagilimlar ailesinin yeni bir iiyesi olarak MO log-lojistik dagilimi Onermis ve
dagilimim &zelliklerini incelemistir. Onerilen model yardimiyla bir minifikasyon
siireci olugturmus ve bunun kovaryans yapisini incelemistir. Opone ve Iwerumor
(2021), Topp Leone dagilhmimm sagkalim fonksiyonunu kullanarak MO
genellestirilmis Topp Leone dagilimini Onermis ve matematiksel oOzelliklerini
incelemistir. Dagilimin parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin asimptotik
ozelliklerini incelemek i¢in bir simiilasyon calismasi yapmistir. Ayrica petrol
rezervi veri kiimesini kullanarak s6z konusu dagilimla Kumaraswamy ve beta

dagilimini kargilagtirmistir.
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Marshall ve Olkin (1967) istel dagilimin ¢ok degiskenli bir
genellestirilmesi olarak MO istel dagilimi 6nermistir. Bu dagilim ¢ok degiskenli
hafizasizlik 6zelligi sebebi ile 6n plana ¢ikmaktadir. MO istel dagilim {istel
marjinal dagilimlara sahip oldugundan, iki degiskenli veriler tek modlu marjinal
olasilik yogunluk fonksiyonuna uyum gosteriyorsa veya sabit olmayan tehlike hizi
fonksiyonuna isaret ediyorsa MO iistel dagilim uygun olmayabilir (Kundu ve Dey,
2009). Bu kisitlar1 géz Oniline alarak Marshall ve Olkin (1967), marjinal
dagilimlarin Weibull dagilimlari oldugu ve MO iistel dagilim modeliyle ayni
yoldan elde edilebilen iki degiskenli Weibull dagilimini Onermistir. MO iki
degiskenli Weibull dagilimi, modele kattig1 yeni sekil parametresi nedeniyle daha
esnek bir dagilimdir. Ayrica, iki degiskenli veriler tek modlu marjinal olasilik
yogunluk fonksiyonuna veya sabit olmayan tehlike hiz1 fonksiyonuna uyuyorsa, bu
model oldukga etkili bir sekilde kullanilabilir. MO dagilimmin en iyi bilinen iki
degiskenli genellestirilmesi MO Weibull dagilimidir. Bu dagilim disinda da MO
dagiliminin iki degigskenli genellestirmeleri bulunmaktadir. Jose ve Sebastian
(2013), MO Morgenstern iki degiskenli Weibull dagilimi adi verilen yeni bir iki
degiskenli dagilim 6nermis ve oOzelliklerini incelemistir. Bilesenlerin seri veya
paralel olmasina gére gerilme-kuvvet analizi altinda giivenilirlik ifadelerini elde
etmistir. Thomas ve Jose (2004), MO iki degiskenli Semi-Pareto ve MO iki
degiskenli Pareto dagilimlarini ¢alismistir. MO iki degiskenli Semi-Pareto dagilimi
duragan marjinal dagilima sahip kiiciiltme yapist ile AR(1) ve AR(k) zaman serisi
modellerini gelistirmistir. Barreto-Souza ve Lemonte (2013) marjinal dagilimlar
Kumaraswamy dagilimi olan ve Marshall ve Olkin yasam kopulasindan elde
edilebilen iki degiskenli Kumaraswamy dagilimimi Onermistir. Yazarlar bu
dagilimin marjinal ve kosullu dagilimlari, ¢arpim momentleri ve kosullu
momentlerini bulmus, dagilim parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminlerini elde
etmis ve parametre tahmini i¢in bir EM algoritmasi Onermistir. Ayrica, yalnizca
mutlak siirekli bir kisma sahip olan bir BVK dagilimi tanitmis ve 6zelliklerini

incelemistir.
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3. iKi DEGISKENLi MO TiPi KUMARASWAMY DAGILIMI

Beta dagilimu, istatistiksel teori ve pratikte yiiz yili agkin bir siiredir yogun
bir sekilde kullanilmaktadir. Beta dagilimi, parametrelerinin degerlerine bagh
olarak sasirtici derecede ¢esitli sekiller alabildiginden sinirli araliklarda degerler
alabilen verileri modellemek i¢in olduk¢a esnektir. Pratikte karsimiza ¢ikan ¢ogu
siirlt araliga sahip rastgele degisken kolaylikla standart beta dagilimia sahip bir
rastgele degiskene doniistiiriilebilir. Ornegin ekonometride cesitli veri tiirleri sinirh
destek kiimeli dagilimlarla modellenmektedir. Kullanilan aralik, standart birim
aralik (0,1) oldugunda verilerin oran olarak yorumlanabilmesi uygulamay: daha
ilging bir hale getirebilir. Kumaraswamy (1980), beta dagiliminin giinliik yagis
miktar1 ve su akigi gibi hidrolojik degiskenleri modellemede iyi olmadigini
savunmug, beta dagilimmna alternatif olarak Kumaraswamy dagilimimi
gelistirmistir. Nadarajah (2008)’a gore hidroloji literatiiriindeki bir¢ok caligmada
bu dagilim kullanilmistir. Clinkii Kumaraswamy dagilimi, beta dagilimma daha iyi
bir alternatif olarak kabul edilmistir.

Kumaraswamy dagilimi ayn1 zamanda “minimax” dagilim ve birinci tip
beta dagilimi olarak da bilinir. Kumaraswamy dagilimmin gegmisi ve 6zellikleri
son zamanlarda Jones (2009) tarafindan detayli bir sekilde incelenmistir. Yazar,
Kumaraswamy ve beta dagilimlarinin bazi benzerlik ve farkliliklarini ortaya
koymustur. Dahast Kumaraswamy dagilimmin beta dagilimina oranla birgok
avantajim ortaya ¢ikarmistir. Ornegin, Kumaraswamy dagilimmnin normallestirme
sabiti, kiimiilatif dagilimi ve kantil fonksiyonu herhangi bir 6zel fonksiyon
icermemesi, bu dagilimin beta dagilimma gdre {istiin oldugu yonleri arasindadir.
Ote yandan Jones (2009)’a gore beta dagiliminin Kumaraswamy dagilimina gore

su avantajlar1 vardir:

e Moment ¢ikaran fonksiyonlari daha basit formiiller ile ifade edilebilir.

e Simetrik dagilimin tek parametreli alt ailesini igerir.
7
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Son zamanlarda iki degiskenli beta dagilimi Olkin ve Lui (2003),
Nadarajah ve Kotz (2005), Nadarajah (2006, 2007), Arnold ve Ng (2011)
tarafindan Onerilmistir. Merkezi olmayan iki degiskenli beta dagilimi ise Gupta vd.
(2011) tarafindan Onerilmistir. Bu dagilimlar, bir karigimdaki maddelerin
oranlarinin modellenmesinde, marka paylarinda, iki adayli secimlerde oy
oranlarinda ve iki toprak dayanmimimin parametresi arasindaki bagin
hesaplanmasinda uygulanmistir (Gupta vd., 2011). Tek degiskenli Kumaraswamy
dagiliminin hidroloji ve benzeri alanlarda dikkat cekici katkisini (Sundar ve
Subbiah, 1989; Koutsoyiannis ve Xanthopoulos, 1989; Fletcher ve Ponnambalam,
1996; Seifi vd., 2000; Ponnambalam vd., 2001; Ganji vd., 2006; Lemonte, 2011)
gbz Oniine alarak, Marshall ve Olkin’in (1967) ¢alismasindaki fikre benzer bir fikir
kullanarak Barreto-Souza ve Lemonte (2013) bu dagilimin ¢ok degiskenli
versiyonu olan iki degiskenli Kumaraswamy dagilimini 6nermistir.

Marshall ve Olkin’in (1967) marjinal dagilimlan iistel dagilim olan ¢ok
degiskenli tistel dagilimi ortaya koymuslar ve iki degiskenli Weibull dagilimini
onermislerdir. S6z konusu ¢aligmada rastgele bir (X, Y) vektoriiniin MO dagilimina
sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun X = min(U, W), Y = min(V, W) olacak
sekilde bagimsiz tstel U,V,W rastgele degiskenlerinin var olmasi gerektigi
gosterilmistir. Bu ifadeye dayanarak Sarhan ve Balakrishnan (2007) iki degiskenli
tistel dagilimdan daha esnek olan iki degiskenli bir dagilimi1 6nermistir. Bu dagilim
Kundu ve Gupta (2010) tarafindan genellestirilmistir. Son zamanlarda Kundu ve
Dey (2009), MO iki degiskenli Weibull dagiliminin model parametrelerinin en ¢ok
olabilirlik tahminini EM algoritmasi Yyoluyla elde etmistir. MO semasinda
minimum yerine maksimum deger kullanan Kundu ve Gupta (2009, 2010) ve
Sarhan vd. (2011) sirasiyla iki degiskenli genellestirilmis istel, iki degiskenli ters
orantili hazard (oransal ters tehlike) ve iki degiskenli genellestirilmis dogrusal hata

orant dagilimlarini (lineer tiikenis hiz1 dagilimi) ortaya koymustur.
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3.1. iki Degiskenli Kumaraswamy Dagihm

X rastgele degiskeni A >0 ve 6 > 0 sekil parametreli bir degiskenli

Kumaraswamy dagilimina sahip olsun. X in dagilim fonksiyonu

Fr(x;4,60)=1— (1 —xe)l, 0<x<1
ve olasilik yogunluk fonksiyonu

£ 2,8) = 20201 (1= %) 0<x <1 (3.1)
olarak verilir ve X ~ K (4, 0) notasyonu ile gosterilir (Barreto-Souza ve Lemonte,

2013). A ve 6 parametrelerinin farkli degerleri i¢in bir degiskenli Kumaraswamy

dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil 3.1°de verilmistir.

[Ty
o
— %=05,8=05
---- =45, 8=1
o | 7=15,8=3
™ 7=15,8=15
|
- -
}:{
T o
[Ty}
= -~
o e __
S T T e
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

Sekil 3.1. Cesitli parametre degerleri i¢in bir degiskenli Kumaraswamy dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi

9
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Esitlik (3.1)’in sagkalim fonksiyonu
A
Sk(x:4,0) =1-F.(x2,0)=(1-x%)", 0<x<1
olarak elde edilir. 2 ve 6 parametrelerinin gesitli degerleri i¢in bir degiskenli

Kumaraswamy dagiliminin sagkalim fonksiyonunun grafigi Sekil 3.2°de

verilmistir.

08 1.0
|

06

S(x7.8)
04

0.2
|

Sekil 3.2. Cesitli parametre degerleri icin bir degiskenli Kumaraswamy
dagiliminin sagkalim fonksiyonunun grafigi

X1, X,, X5 bagimsiz rastgele degiskenler olmak tizere X; ~ K(4;,6), 6 > 0
ve A; > 0,i =1,2,3 igin Z; = min(Xy, X3) ve Z, = min(X,, X3) ise (Z;,Z,) iki
degiskenli Kumaraswamy (Bivariate Kumaraswamy-BVK) dagilimina sahiptir ve
(Z1,Z;) ~ BVK (44, 45, A3, 0) olarak gosterilir. (Z;, Z,) nin sagkalim fonksiyonu

S2,,2,(Z1,22) = P(Z1y > 21, Z > 7;)

10
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= P(min(xy, x3) > z;, min(x,, x3) > z;)
= P(x1 > Zl,x3 > Z1, Xy > Zy, .x3 > Zz)
=P(x1>Zl, xZ>Zz, x3>W)

= Sk (215 A1, 0)Sk (235 15, 0) S, (w; 13, 0)

=(1-2°)"(1-2°)2(1-w®)"™, (z,2,) € (0,1)? (3.2)

olup burada w = max(z,, z) dir.

L
LR
R
il
L ""1.:;1.“'..1"':‘1}‘{:".1}}.,-&

%

o
T
Wy

Sekil 3.3. BVK modelinin ortak sagkalim fonksiyonunun grafigi, (11, 45,13, 0):
(@) (1.5,4.5,0.7,2.5), (b) (3.5,1.5,0.7,4), (c) (4.5,4.5,0.7,1.5).

Esitlik (3.2)’de elde edilen (Z;,Z,) nin ortak sagkalim fonksiyonuna
karsilik gelen grafik Sekil 3.3’te goriilmektedir. Bundan sonraki kisimda marjinal

dagilimlar, BVK dagilimmin ortak kiimiilatif dagilim fonksiyonu ve olasilik

11
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yogunluk fonksiyonu verilecektir. Ayni zamanda min(Z;,Z,) rastgele

degiskeninin dagilimi da verilecektir.

Onerme 3.1. (Z;, Z,) ~ BVK (14, 15, 13, 8) dagilimina sahip olsun.

I)Zl ""K (/11 +/’13,9) VeZZ "‘"K ().2 +A3,0)
“) min(zl,Zz) ~ K(Al + ){2 + 1.3, 9)

gecerlidir (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013).

(")nel‘me 3.2. (Zl,Zz) ~ BVK (/11, /‘12,13, 9) iken (Zl,Zz) nin kiimiilatif daglllm

fonksiyonu, (z;,z,) € (0,1)? olmak iizere

F‘Z:{,Zz (Zl’ ZZ)

Fi(z1; 1 + 43,0) — Fk(zl;/llvg)[l — Fi(z; 4, + 13:9)], 71 <z,
= F (25 A + 23,0) — Fi(22;3,0)[1 — Fi(z1; 41 + 23,0)], 21 > 2,
1—Fk(Z;Al+/12+13,9), Zy =2y = Z3

olarak bulunur. Burada tgiincti durum singiilerlik durumunu temsil etmektedir

(Barreto-Souza ve Lemonte, 2013).

Onerme 3.3. (Z,,Z,) ~BVK(A;,1,,15,0) iken (Z;,Z,) nin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu, (z;,2,) € (0,1)? olmak iizere

f1(z1,22), z1 <2z,
f2,2,(21,22) =1 f2(21,22), 21> 7,
fo(2), 21 =2 =2

olup burada

12
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f1(21,22) = fi (215 A1, 0) [ (225 A2 + 23, 0)
f2(21,23) = fi(z1; A + 23, 0) fi (225 43, 6)

A3
P

fi(z A+ 2, + 13,6)
olarak verilir (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013).

BVK dagilimmin Marshall ve Olkin (1967)’de belirtilen iki degiskenli
iistel dagilima, Sarhan ve Balakrisnan (2007)'n 6nerdigi iki degiskenli modellere,
Kundu ve Gupta (2009)’nin belirttigi iki degiskenli tistel dagilima ve Kundu ve
Gupta (2010)’nin belirttigi modifiye edilmis Sarhan-Balakrishnan iki degiskenli
dagilimma benzer bir sekilde hem siirekli hem de singiler (tekil) durumlari
bulunmaktadir. BVK dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonunun ilk iki terimi,
iki boyutlu Lebesque olglimiine gore elde edilen yogunluk fonksiyonu gibi
anlasilabilir. Ancak {igiincii terim tek boyutlu Lebesque Olglimiine gore bir
yogunluk fonksiyonudur (Bemis vd., 1972).

(Z1,Z;) nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu siirekli bir fonksiyon ile

singiiler bir fonksiyonun karigimi olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

a2 = o S e ) 4 T @)
burada
(21, 25) = M+t A5 {fk(zﬁflpg)fk(zz;lz +13,0),2, < 7,
M+ Ay (24 + 23,0 fi (22522, 0), 21 > 2,
ve

[s(2) = fi(z A1 + Ay + 43,0),2 = 2, = z,.

13
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Eger 8 > 1 ise BVK yogunluk fonksiyonunun siirekli pargalart A4,1,, A5

degerlerine bagli olarak unimodal (tek tepeli) olabilir.

A
,’a,'//,
i EABAALN)

Y,

5

R
70,

Sekil 3.4. BVK modelinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun mutlak siirekli
kisminin yiizey grafigi, (14, 1,, A3, 6):
(@) (1.5,4.5,0.7,2.5), (b) (3.5,1.5,0.7,4), (c) (4.5,4.5,0.7,1.5).

(Z1,Z,) nin siirekli kisminin ortak olasilik yogunluk fonksiyonlu yiizey
grafigi Sekil 3.4’te gosterilmistir. Ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, parametrik
degerlere bagh olarak cesitli sekiller alabilir.

BVK dagilimidan rastgele degiskenler tiretmek olduk¢a kolaydir.
BVK(A4,1,,43,0) dagilmindan (Z;,Z,) yi tretmek igin asagidaki Dbasit

algoritmay1 verelim.

14
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Algoritma 3.1. BVK(44, 1,, A3, 0) dagilimindan rastgele say1 iiretilmesi

1.Adim: U(0,1) den Uy, U,, U iiret.

2.Adm: x; = (1 - Ull/’“)l/(’,x2 =(1- Uzl//lz)l/",x3 =(1- U31//13)1/9_

3Ad1m Zl = min(Xl,X3) ve Zz = min(Xz,X3) 8|de et.

Asagida 6nerme BVK modelinin kosullu dagilimini gdsterir.

Onerme 3.4. Eger (Zy,Z,) ~ BVK (14, 1;, 15, 8) dagilimina sahipse

i) Z, = z, verilmigken Z; in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu

[2,12,=2,(Z1) = P2fa(21] 22) + (1 — Py) fs(21] 22)

olarak verilir. Burada

A
P, =1-23(1—2,2)" /(A5 + 23),

fa(z1| 22) =
A —
1 119219_1(1 - Zle) b 1, Zl < ZZ
_. _ A1+A3-1 A
PZ /12(/11 + 13)0219 1(1 - 219) ! 3 _ /‘13(1 - Zzg) ' 2 > 2
(A + 23)(1 = 2,9)%s Ay +2s 7t 2
ve
(0, z;<z
falm={y 237
olarak verilir.

ii) Z, = z, verilmigsken Z; in kosullu sagkalim fonksiyonu

15
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S2,12,22,(Z1) = B-(Z1 > 21|25 = z;)

_ (1 - Zle)ll, Zl < Z2

(1-29)""1-2" 2z >z

olarak hesaplanir.

BVK dagilimmin kopulalar yoluyla nasil elde edilebilecegi gosterilecektir.
H; siirekli marjinal dagilimlari F ve G olan iki degiskenli dagilim fonksiyonu
olsun. Ayrica HF,G sirastyla H, F, G’ye bagli sagkalim fonksiyonu olsun. Sklar’in
teoremine gore (Sklar, 1959) kopula ile ifade edilen H(x,y) =
C(F(x),G(y)) seklinde C:[0,1]?> - [0,1] 6zgiin fonksiyonu elde edilir. Sklar
teoremine benzer bir sekilde H(x,y) = C(F(x), G(y) seklinde sagkalim kopulasi
ad1 verilen bir € = [0,1]?> — [0,1] 6zgiin fonksiyonu ortaya ¢ikar.

Marshall ve Olkin sagkalim kopulasi, B; € (0,1) ve B, € (0,1)
parametreleriyle iliskili olarak,(x,y) € [0,1]? i¢in, C(x,y) = xy min{ x~F1, y~Fz2}
seklindedir. Yani MO sagkalim kopulasindan BVK modeli elde edilebilecegi ve
asagidaki iligkiyi sagladig1 goriilmektedir.

Sz,2,(21,23) = C(Sk(ZﬁM +23,60), S5, (z2; 1, + /13,9)),

A3
Ay + 25

A3

- iken.
A+ As txen

B

ve ,82=

3.2. Carpim Momentleri

Iki degiskenli vektdr (Z;,Z,) nin marjinal dagilimlari Kumaraswamy

dagilimlart oldugu i¢in Z; ve Z, nin momentleri dogrudan asagidaki gibi elde
edilebilir.

16
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T

B(-,") beta fonksiyonu iken. Simdi BVK dagilimin ¢arpimin momentleri ve kosullu

momentleri verilecektir.

Onerme 3.5. (Z;,Z,) ~ BVK (A4, 1,, 13, 0) iken

i) Carpimin momentleri:

r+s
E(erZZr) = A3B (T ol 1,},1 + /12 alF A3>

+ (A + 23)0T(A; + 1) g(A4, 25 + A3,0)+2,0T (A, + A5

+D{B(5+1.4) g +25,0,0) = gy + 23,22, 0)},

Zm (-1 (r+6G+ 1))_1
=0

ve

S (-1 (r +6¢ + 1) (r +5

+247),
r(A—))j! g Thtety

gd,y,6) =
j=0

Bu formiil tamsayi olmayan gergel say1 A4,4,,43 icin gegerlidir. 14,1, ve A3
tamsay1 ise birinci toplam A, — 1°de durur ve diger toplam A, — 1’de durur.

Burada I'(-), gamma fonksiyonunu belirtir.

17
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i) (V, V) =1 - Zle, 1- 229) verilmisken ¢arpimin momenti

1 { MAy +43) (A4, + /13)}
3

EW,"V,") = )
Vi'V27) r+s+A+A+ A3 SHA + A3+ A + A5

olarak elde edilir.

Onerme 3.6. (Z;,Z,) ~ BVK (1, 1;, 3, 0) iken, Z, = z, verilmisken Z;in kosullu
momenti
E(Z\"|Zy = z3) = 6T (A4 + Dho(22;14,6)

A,0T(A + A3+ 1)
Ay + 5

hy(z3; 44,23, 6),

(_1)j ZZG(j+1)+r

ho(22; 44,0) = :
o(Z2i 41, 0) LiT(A =)t 6+ 1) +7
]:

ve

o (_1)](1 _ 229)—13 . (1 _ 229(j+1)+r)
(A + 23 —j)j! 0G+1)+r

hl(zzi ﬂ‘ll ﬂ’3l 9) =

tamsay1 olmayan gergel say1 A; ve 45 icin. Eger 4; ve A5 tamsayi1 olursa, birinci ve

ikinci toplamlar sirastyla A, — 1 ve A; + A3 — 1 de durur.

18
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3.3. Tahmin ve Bilgi Matrisi

3.3.1. En Cok Olabilirlik Tahminlerinin (MLE) Dogrudan Elde Edilmesi

Bu bolimde BVK dagiliminin bilinmeyen parametrelerinin en ¢ok
olabilirlik tahmin edicilerinin (MLE) hesaplanmasi problemi ele alinmaktadir.
(Z11) Z21)» r (Z1n, Z2n) , BVK(A4, 45, A3, 0) dagiliminin rastgele orneklerini ifade

etsin. Asagidaki gdsterimler kullanilir.

Io={irzy; = z5; = z;}, I = {i121; < 233}, I = {i:2; > 73},

I=1,UlLUly, ng=|Ll, ny = L], n, = L], n=ny+n; +n,

Burada, |I;|, j = 0,1,2 igin I; kiimesinin kardinalitesini belirtir.

Parametre vektdrii B = (A4, 4,,13,0)7 icin toplam log-olabilirlik fonksiyonu

l=1(p) = Z log f1 (214, 22;) + Z log £ (214, 25;) + z log fo(2;)

i€l i€l, i€l

i al ar al

olarak bulunur. U(B) = (aa ,ﬁ,ﬁ,g)T ile ilgili skor fonksiyonu asagidaki
1 2 3

bilesenlere sahiptir.

o _m, n s -
ot T L le1-a)+ ) log(1-nl)

i€l i€1;Ul,
o __™m +@+Zlo (1-2°)+ z log(1 — z,,%)
My Mgty Ay LB TEIT S\ET )

lEIO lellulz
O _To, ™, M +Zlo (1—2-6)+210 (1 - 2,;%)
03 Az Ayt As A+ La OB i)T /008 2i

lEIO lEIl
+ Z log(l - zlig),

iel,

19
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ol
00

n 2(ny+n
:_O+¥+Z]0gzi+ Z [lOngi+10gzzi]

0 . .
lEIo i€l VI,
z,:% log z 7,9 logz
_(Al_l)z 1i g1z_(/12_1)2211 ng
_ZZL
lEIl lEIZ
z,:%log z
_ (ll+l3 1)2 1i g 11
1 - le
lEIZ
7,7 log z
_ (/12 +A3 1)2 20 g 21
1-— zzl
1611
z;" log z;
C A Ay A —1 Z‘—
(A 2 3 ) 1—2,0°

i€l

B = (A1, 2;5,23,0)7 nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi B = (1, 1,, 13, 6)T olarak

gosterilir ve U(ﬁ) = 0 lineer olmayan denklem sisteminin ¢oziilmesiyle elde

edilir. Simdi Fisher bilgi matrisini elde ederek dort parametreli BVK dagilimina

dair ¢ikarimlar tartigilacaktir. Beklenen bilgi matrisi K (B) asagidaki formdadir:

[Kll/ll 0 Kiza, Kioel

Kl 2 K)L 2 KA 9|
K(B) = Oy + 4y + 21| ° e Kpa Ky
B) = (A + 22 +23)” lKAlh Kioay Kiga, K,139J
Ko Ko Ko Koo
A
+—
(A1 + 43)?
A
E
Az (AZ+A3)2
Al /12

Tt R T 1)
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Koo = 072{[A° (4 — D+ 2,2 — D + 3% (A + A, + 43 — 1)
-4z + 2304+ 23— 1)
— 224 + A3)(A4 + A3 — 1)]](11 +; + 23)
+ 44z + 2304 + 23 — 1) J(A; + A3)
+ (A1 + A3)(A4 + A3 — 1) J(A + 43) + 2(44 + 43)
+ A3},
Ko =072+ 2% = 1,00 + )14, + 25 + 43)
+ (A + AT + 23)},
Kio = 072" + 23 = 1, (A, + )14y + 25 + 43)
+ LAy + A1, + 13)},
Kio = 071{A5% = 212y + 43) = A,y + A5)[1(A + 25 + 23)
+ Ay + AT, + A3) + A, (A + 23)1 (A4 + A3)}

1) = [ logwu(l — w2 du, J(A) = [ log?(wu(l — w3 duve 1 >
0 iken. Bu integrallerin A nin degerine bagli olarak acik ifadesi elde edilebilir.

Ornegin

—Yy—p@A+1)
A1 —1)

1
A>1ikenI(A) =

20" ()% = ') — p(? = 1+ 5 + (1 = y)?
A-1DH(A1-2)

A>2ikenJ(1) =

olarak hesaplanabilir. Burada

I'(x) | do(x)
p(x) = dlogW,(p (x) = I vey =~ 0.577215
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olarak alinir. y, Euler-Mascheroni sabitidir. Bu sabit, harmonik seri ile dogal

logaritma arasindaki farkin limitidir. Euler-Mascheroni sabiti

n [0.0)
y = lim (2 —— ln(n)) f dx ~ 0.5772156649
n—->oo
1

k-1

olarak verilir. K(B)™, K(B) nin tersi oldugundan n — oo iken \/Z(B—ﬁ)

d _
- N,(0,K(B)™1), standart biiyiik 6rneklem teorisini takip eder. \/ﬁ(ﬁ — B) nin
asimptotik dagilimi, BVK dagiliminin parametreleri i¢in giliven araliklari

olusturmakta kullanilabilir.

3.3.2. EM Algoritmas1 Yoluyla En Cok Olabilirlik Tahminlerinin Elde
Edilmesi

Simdi log-olabilirlik fonksiyonunun dogrudan maksimize edilmesine
alternatif olarak model parametrelerini en ¢ok olabilirlik tahminlerini bulmak igin
EM algoritmasi 6nerilmektedir. Kundu ve Dey (2009) ve Kundu ve Gupta (2009,
2010)’nin ¢alismalarindan yola ¢ikarak, problem kayip deger problemi olarak ele
alinmaktadir. BVK dagilimmin parametrelerinin tahmininin kayip veri problemi
olarak goriilebilecegini gostermek kolaydir. Bir BVK dagilimini takip eden rastgele
bir (Z,, Z,) vektorii i¢in, asagidaki (A4, A,) iliskili vektorii tanimlanmaktadir.

A _{1, X, < Xs
1713, X, > X,

A _{2, X, < Xs
2713, X, > X3

22
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Boylece Z; = Z, iken Ay= A,= 3 ancak Z; < Z, veya Z; > Z, ise (A4, A,) kayip
veridir. Simdi eger (zy;, z,;) € I, iSe 0 zaman (A4, A,) nin muhtemel degeri (1,3)
veya (1,2) dir. Ote yandan eger (zy;, Zp;) € I, sifirdan farkli olasiliklara sahipse
(A1, A;) nin muhtemel degerinin, (3,2) veya (1,2) oldugu bilinmektedir.

Simdi EM algoritmasinin “E” ve “M” basamaklar1 sunulacaktir. “E”
basamaginda (Aq,A,) nin karsihigi tamamen bilindiginden, I, a ait gbzlemler
tamamlanmis gozlemler olarak ele alinmaktadir. Gozlemler I; veya I, ye aitse
kayip veri olarak kabul edilir. Eger (z4,z,) € I, ise psiido gozlem Kundu (2004) ile
benzer sekilde olusturulur. Daha agik ifade ile (zy,2,), (24,25, u (B)) ve
(21,22, u,(B)) iki kismen tam olan psiido gozlemlere boliniir. Burada psiido
gozlemlere atanan u,(B)ve u,(B), Z; < Z, verilmisken (A;,A,) nin sirasiyla
(1,3) veya (1,2) degerini aldig1 kosullu olasiliklardir. Benzer sekilde (z;,2;) €
I, ise psiido gozlemler (zq,23,v1(B)) Ve (21,2, v2(B)) seklinde olusturulur.
Burada v, (B) ve v,(B), Z; > Z, verilmisken (A;,A,) nin sirasiyla (3,2) veya
(1,2) degerini aldig1 kosullu olasiliklardir. Birkag islemden sonra su esitlik elde

edilmistir:

AAs
(A2 +23) (A4 + A, +23)

P(X1 <X3 <X2):

A,

P <X <X3) = A + ot i)

oyleyse

A2

A
W = uy(B) = ——— veu, = u(B) = P

Ay +A3

benzer sekilde

23



3. iKi DEGISKENLI MO TiPi KUMARASWAMY DAGILIMI Omer OZBILEN

273

(A +23) (A1 + A +43)
A1,

(A1+243) (A4 + A3 +43)

P(Xz <X3 <X1)=

P(Xz <X1<X3)=

ve bundan dolay1

A3 _ Ay
T, ez =B =7

vy =v(B) =

Sadelestirmelerden sonra psiido log-olabilirlik fonksiyonu

Lysiao(B) = (ng + 2ny + 2n3) log 6 + (ny + vyn,)log Ay

+ (ny + uyn,)log A,

+(@-1) Z logz; + z [logz;; + log zy;]

i€l i€l ul,

+ (A + A+43 - 1) 2 log(1 —z%)

icl,

+ 0y = 1) ) log(1 - 7,%)

i€l

+(A,—-1) Z log(l — Zzie) + (ng + uny

i€l,
+ vlnz) 10g/13 + (Az'i‘lg - 1) z log(1 - Zzig)
i€l
+ (A4+43—1) Z log(l — zlie).
i€l,

seklinde ifade edilebilir. “M” basamagi ise L5140 (B) min bilinmeyen parametrelere

gore maksimizasyonunu igerir. Sabit 6 i¢in L4, (B) nin maksimizasyonu
24
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1,00) = < ny + vyn, >
! Yier,10g(1 = z;%) + Yier o1, log(1 — 24,9) )’
A n, + v,ny
1,(8) = —< >
2 Yier,108(1 = z;%) + Yier, ur, log(1 — 2,,%)
A3(6)
3 ( ng + vyng + vin, )
Yier, log(1 — z,%) + Yier, log(1 — 7,:%) + Dier, log(1 — 21,%))

Lpsiiao (B) daki 41,25, 25 ile 2,(0),1,(6),A3(0) yer degistirildiginde sabit nokta
iterasyonunu kullanarak denklem sistemini ¢ozerek L4, (B) y1 maksimize eden 6

elde edilebilir. Daha agik bir ifadeyle

g@) =96 (3.3)

ng + 2nq + 2n,
h(6)

g(6) =

h(@) = — z logz; + z [log z;; + log z,;]

i€l i€ UI,
z;" log z
+(110) + A,(8) + A5(8) — 1 )2‘—g'l
lEIO
7,9 logz
+(11(9)_1)Z 1i g 1l
i€l;
1o
+(/12(9)_1)2221 gZZl
i€l,

25
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+(A,(0)+A5(6) — 1) Z w

1—2z
= 2i°

+ (A1 (8)+15(0) — 1) Z w

11—z
1612 1

Simdi EM algoritmasinin r. adimindan (r + 1). adimin1 elde etmek igin Algoritma

3.2 verilsin.

Algoritma 3.2. EM algoritmasinin adimlari.

1.Adim: r. adimda r = 0,1 ... icin A;,4,,45,0 nin ll(r),/lz(r),l3(r),9(r) oldugu
disiiniilsiin.

2.Adm: 4,7, 2, 2, kullanilarak uy, u,, v4, v, hesaplansim.

3.Adm: Kundu ve Gupta (2006)’da aciklandig1 gibi sabit nokta iterasyonu ile
Esitlik(3.3)’ii ¢ozerek 8+ bulunsun.

4. Adim: 67+ j bulduktan sonra 1,7V = 1, (0 +D), 1,7 = 1,(0T+D) ve
27D = A,(6+D) hesaplansin.

Yakimsama gerceklesene kadar iterasyonlara devam edilir. EM
algoritmasinin bu versiyonu, beklenti-kosullu maksimizasyon algoritmasi olarak
bilinir. Algoritma 3.2’nin 3.adimmdaki 8+ i elde etmek i¢in Kundu ve Gupta
(2006)’nin yaptig1 sekilde ilerlenebilir. Yani 6+, 9+ = g(9™) gibi basit bir
yinelemeli prosediir kullanarak elde edilebilir. Yinelemeli prosediir 8 ve §("+1
arasindaki mutlak fark yeterince kiiciik oldugunda durdurulmalidir. Ornegin
|9(T) - 9(r+1)| < ¢ iken € nun 6nceden belirlenmis tolerans seviyesi & = 107°

olarak aliabilir.
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3.4. BVK Dagihmindan Meydana Gelen iki Degiskenli Modeller

BVK modelinden iki degiskenli dagilimlar iiretilebilir. Bunun i¢in asagida
aciklanan yontem kullanilabilir. G, destek kiimesi A € R olan siirekli rastgele bir
degiskenin kiimiilatif dagilim fonksiyonu olsun. Boylece asagidaki ortak sagkalim

fonksiyonunu tanimlayarak yeni bir iki degiskenli dagilimlar sinifi elde edilebilir:

S*(X, }’) = SZl,ZZ (G(X), G(}’)): (x! Y) € AZ-

Burada Sz 7 (--) Esitlik (3.2)’de verilen BVK dagiliminin  sagkalim
fonksiyonudur.  Eger (Z;,Z,) BVK dagihmina sahipse, 0 zaman
((G™1(Z,),G™*(Z,)) nin sagkalim fonksiyonu S* dir. Ozel olarak G(x) = x, x €
(0,1) alindiginda S*, BVK dagilimmin sagkalim fonksiyonu olur. S$*sagkalim
fonksiyonu asagidaki sekilde acgikca ifade edilebilir:

A 22 A3
S y)=(1-6)°)"(1-6N%)*(1-6w)¥) 7, (x,y) € 42. (3.4)
Esitlik (3.4)’e bagli olarak kiimiilatif dagilim fonksiyonu
F*(x,y) = F,, ,,(G(x),G(»)), (x,y) € A?

ve olasilik yogunluk fonksiyonu

g@X)IWfL(GEX),GY)), x<y
Froy) ={9@gfH(6),6(»), x>y
gW)fo(GW)), w=x=y

27



3. iKi DEGISKENLI MO TiPi KUMARASWAMY DAGILIMI Omer OZBILEN

olarak elde edilir. On

fonksiyonu, Fz, 7, (-, i

erme 3.2°de verilen BVK dagilimm kiimiilatif dagilim

ken, g(x) = dz—ix). Onerme 3.3’te tanimlanan G (x), f;(-,*),

f2 (") ve fo(+) fonksiyonlari ile baglantili olasilik yogunluk fonksiyonudur.

Simdi bu yeni i

ki degiskenli dagilimlar sinifi ile ilgili marjinal ve kosullu

dagilimlar ve ¢arpim momentleri gibi genel sonuglar verilecektir.

Onerme 3.7. (X,Y) rastgele vektorii Esitlik (3.4)’te verilen ortak sagkalim

fonksiyonuna sahipse, X ve Y nin marjinal sagkalimlari

S*(x) = (1—Gx)HM*A, x € A
S* ) = A= GH%*, y e A.

Onerme 3.8. (X,Y) rastgele vektorii Esitlik (3.4)’de verilen ortak sagkalim

fonksiyonuna sahipse

i) Y = y verilmisken X in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu

ey @ =1

20g9(x)G(x)°~1(1 - G(x)e)/h_l, x<y
L (A + 13)0g(x)G(x)01(1 — G(x)8)" 7
Oz + 1) (1 — GO » X2

1,(1 = 6O

Vo (At 4)

ii) Y > y verilmisken X in kosullu sagkalim fonksiyonu

S*xjy=y(x) = P.(X > x|Y = y)

(1- G(x)g)ll, x<y
(1- G(x)e)/llﬂh(l — G(y)e)_la, x>y
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X = x verildiginde Y nin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu ile X > x

verildiginde Y nin sagkalim fonksiyonu benzer bir sekilde elde edilebilir.

Onerme 3.9. (X,Y) rastgele vektorii Esitlik (3.4)’te verilen ortak sagkalim

fonksiyonuna sahipse ¢arpim momentleri
E(X"Y$) = E(G""(Z)"E(G~(Z2)%)

1 1
- f f 61 (2) 6 (2)° S, , (21, 25) Ay Az,
0O0

olarak elde edilir.

Simdi onerilecek yontemle elde edilen birkac 6zel iki degiskenli dagilim
sunulacaktir. Bunlarin disinda iki degiskenli dagilimlar da &nerilebilir ve elde
edilen genel sonuglar bu dagilimlara uygulanabilir. Bundan sonra (X,Y) rastgele
vektoriiniin  Esitlik (3.4)’te  verilen sagkalim fonksiyonuna sahip oldugu

varsayilacaktir.

3.4.1. iki Degiskenli Ustel Dagilhm

G(x) =1—e*, x>0 standart tstel rastgele degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu olsun. Esitlik (3.4)’te verilen sagkalim fonksiyonu 6 = 1 i¢in
S*(x,y) = exp(—A1x — A,y — A3w), x,y>0

ifadesine indirgenir. S*(x,y) nin Marshall ve Olkin (1967)’in Onerdigi iKi

degiskenli iistel dagilimin sagkalim fonksiyonu olduguna dikkat edilmelidir. X ve

Y nin margjinal dagilimlar, A; + 43 ve A, +A; ile tek degiskenli iistel

dagilimlardir.
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3.4.2. iki Degiskenli Weibull Dagilimi

Standart Weibull dagiliminin kiimiilatif dagilim fonksiyonu olan

G(x) =1—e*", x> 0 ahnarak

s'ey)=(1-(1- e-xy)g)/11 (1-(1- e-yy)g)l2 (1
~-ey)”

x,y >0 i¢in elde edilir. Bu sagkalim fonksiyonuna karsilik gelen marjinal
dagilimlar tek degiskenli iistel Weibull dagilimidir (Mudholkar vd., 1995). 6 = 1
i¢in

S*(x,y) = exp(—=A1x¥ — A,x¥ — AzwY), xy>0

olup X ~ Weibull (4; + A3,y) ve Y ~Weibull (4, + 15,y) ile iki degiskenli
(X,Y) tistel Weibull dagilimma karsilik gelir (Marshall ve Olkin, 1967; Kundu ve
Dey, 2009). Ayrica y = 1 i¢in tek degiskenli listel dagilimin elde edilecegi agiktir.

3.4.3. iki Degiskenli Pareto Dagihm

G, pvey alt sinir ve sekil parametreli bir Pareto dagiliminin kiimiilatif
dagilim fonksiyonu olsun. G(x) =1 — (u/x)Y,x > uve wu,y > 0olarak yazilir.
(X, Y) verilmisken iki degiskenli Pareto dagiliminin ortak sagkalim fonksiyonu

(1Y)

A1 Az

S*(x,y) = <1 - (1 - (g)y)9>
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A3

<1 - (1 - (%)yf) . Xy >p

ve marjinal sagkalim fonksiyonlar1
. yy0 YVt
ST =(1-A= @)™, x>py>u

S0 =(1-A=@yO) ™, x>upy>u

olarak verilir (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013). Boylece marjinal dagilimlar

pozitif kuvvete sahip tistel Pareto dagiliminin sagkalim fonksiyonlar1 olarak elde

edilen tek degiskenli iistel Pareto dagilimlaridir. Ustel Pareto dagilimi Nadarajah

(2005) tarafindan onerilmistir. Yukarida sagkalim fonksiyonu verilen iki degiskenli

rastgele vektoriin, iki degiskenli iistel Pareto dagilimina sahip oldugu sdylenebilir.
0 = 1vey = 1 i¢in sagkalim fonksiyonu

phataaths

S*(x,y) = m.

X,y > U

seklinde verilen iki degiskenli Pareto dagilimi tanitilmigtir. Marjinal dagilimlart p
sinir parametresi, 1; + A3 ve A, + A3 sekil parametreleriyle x > yuve y > u igin

sirayla
§*(x0) = (u/x)"r*4s

S* () = (u/y)*=+%

olarak verilen Pareto dagilimlaridir.
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3.4.4. iki Degiskenli Cift Genellestirilmis Ustel Dagilim

G(x) =1—e™, x > 0 almmarak Barreto-Souza vd. (2010) tarafindan
onerilen iki degiskenli ¢ift genellestirilmis tstel dagilim (Doubly Generalized
Exponential-DGE) elde edilir (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013). Burada (X,Y)

nin ortak sagkalim fonksiyonu

Sy =(1-1-e ) (1-1-e)0)?(1-1-e™?9)"
x,y > 0 i¢in olup

S =(1-1-e9)"™ x>0

s=1-A-e)™ y>o

marjinal sagkalim fonksiyonlar1 elde edilir. Dolayisiyla X ve Y standart DGE

dagilimlarina sahiptir.

3.4.5. iki Degiskenli Ustel Frechet Dagihm
G(x) = e~ 1/x* , x>0 ve A> 0alinarak iki degiskenli iistel Frechet

dagilimi Onerilmistir (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013). Ortak sagkalim

fonksiyonu
S*(xq,y) =1 - e‘g/xl)’h(l — e‘g/yl)lz(l — e‘g/wl)’h, x,y>0
olup marjinal fonksiyonlari
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5700 = (1—emort)

s') =(1- e—e/yl)lzm

olarak verilen tistel Frechet dagilimlaridir.

3.4.6. iki Degiskenli Gumbel Dagilim

Son olarak u € R konum parametreli G(x) = 1 — exp(—exp(x — w)),

x € R fonksiyonu ele alinsin. (X,Y) verilmisken ortak sagkalim fonksiyonu

§*(x,y) = (1~ (1 —exp(=e* )M (1~ (1 - exp(=e?~#))*)*
(1- (L —exp(—e" )%,  x,y€eR’

olarak bulunur (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013). Marjinal sagkalim fonksiyonlari
§*(x) = (1= (1 — exp(—e*#))%) 11t
S* () = (1 = (1 — exp(—e¥~#)))+4s

olarak elde edilir. Bu fonksiyonlar distel Gumbel dagiliminin sagkalim
fonksiyonlaridir. & = 1 i¢in marjinaller 4 konum parametresi ve 1; + A5, 4, + A5

6lgek parametreleri ile Gumbel dagilimina indirgenir.

3.5. Mutlak Siirekli BVK Dagilim

Block ve Basu (1974), Block ve Basu iistel dagilimi olarak bilinen mutlak

stirekli iki degigkenli iistel dagilimi elde etmistir. Bu dagilim, MO iki degiskenli
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istel dagilimdan, singiiler kismi ¢ikarip sadece mutlak siirekli kismi hesaba
katilarak ortaya ¢ikmustir. Kundu ve Gupta (2010), MO iki degiskenli Weibull
dagilimindaki singiiler kismi ¢ikararak elde edilen buradaki Block ve Basu iki
degiskenli Weibull dagilimini g¢alismiglardir. Mutlak stirekli iki degiskenli
genellestirilmis iistel dagilim Kundu ve Gupta (2011) tarafindan g¢alisiimis ve
ortaya konulmustur.

Block ve Basu (1974)’nun c¢alismasina dayanarak, Barreto-Souza ve
Lemonte (2013) mutlak stirekli BVK (BVK,.) dagilimini énermistir. Bu béliimde
s6z konusu dagilim ile ilgili sonuglar verilmistir.

(Y1, Ys) ~ BVK, (44,45, 13,0) olsun. (y4,y,) € (0,1)?igin karsihk gelen

olasilik yogunluk fonksiyonu

i1 A1, 0) fu (V25 A2 + 43, 0), 21 <2y
; = 3.5
Frny, O 72) {ka(hi M+ 23, 0) [ (V25 42, 0), AR (35

olarak verilir. Burada ¢ = (4; + 4, + 43)/(4; + 4,) bir normallestirme sabitidir.
Eger (Z,,Z,) , BVK dagilma sahipse Z; # Z, verilmisken (Z,,Z,) , BVK,,
dagilimina sahiptir. Boylece BVK,. dagilimindan rastgele say1 iiretmek igin

Algoritma 3.3 verilmistir (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013).

Algoritma 3.3. BVK,. dagilimindan rastgele say1 iiretilmesi.
1.Adim: (Zl' Zz) ~ BVK(/ll, /12, /13, 0) tiiret.
2.Adim: Eger Z; =7, ise 1. adima geri don. Degilse (Z1,Z,) yi BVK,,

dagilimindan rastgele bir say1 olarak al.

Simdi Esitlik (3.5) ile iligkili olarak sagkalim fonksiyonu, marjinal ve

kosullu dagilimlari, garpim momentleri incelenecektir.
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Onerme 3.10. (Y3, Y5) Esitlik (3.5)’te verilen olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip

rastgele bir vektdr olsun. Ilgili sagkalim fonksiyonu

A+ Ay + Asg

A+ Sk(1; A1, 0)Sk (V25 A2,0)Sk (v; A3, 0)

Sy, v, 1 y2) =

A3
A+ Ay

Sk(y; A + 22 + 23, 6).

y = max(y;,y,) iken marjinal sagkalim fonksiyonlari ise

A+ Ay + s

S ;A4 + 15,0
/11+ AZ K(yll 1+ 3 )

Sy, ) =

A3

- msx()’l; A+ 23 +13,0)

ve

A+ Ay + s
L+ A,
A3
T+ A,

Sy, ¥2) = Sk (Y23 A2 + 43,0)

Sk(a; Ay + 2, + 13,0)

olarak hesaplanir (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013).

Onerme 3.11. Onerme 3.10°daki sagkalim fonksiyonlar1 ile iliskili olan marjinal

olasilik yogunluk fonksiyonlar

cA3

—_— ;A + A, + 43,0
/11+ 12+A3fk(ylﬁ 1+ 2+ 3 )

fr, 1) = cfi i 4+ 45,0) —
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y; € (0,1) igin ve

cA;

—_— A+ A, + 15,0
/11+12+/13fk(y2 1+ 2+ 3 )

fr, 2) = cfi (V2542 + 43,0) —

vy, € (0,1) i¢in olarak verilir (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013).

Onerme 3.12. (Y;,Y,) ~ BVK,. (11, 15,45,8) olsun. Y, = y, verilmisken ¥; in
kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu

Ay + 5
() = Ay +23(1 = (1 — y,2)M)
fY1|Y2=y2 Y1) = pr i yze)—/lg

Ay + 23(1 = (1 = y,9)h)

fi1; 21, 6), 2, <7z

fru i +23,0), z; >z,

seklinde elde edilir (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013).

Onerme 3.13. (Y;,Y,), BVK,. dagilimina sahip rastgele bir vektor olsun.

1) min(Yll YZ) ~ K(Al + AZ + 13, 9);
i) Vi{V; <Y} ~K(A; + 1, + 13, 0),

i) |{Y, <Y1} ~K(4 +2; + 43,0),

A1

|V) P(Yl < Yz) = ll+lz.

esitlikleri gecerlidir (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013).

Onerme 3.14. (Y,,Y,) ~ BVK,.(11,1;,15,0) rastgele degiskeninin carpim

momenti
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E(erYZS) = C(/lz + A3)9F(l11 + 1)g()11, AZ + /13, 9)

S
+ Clzer(ll + 13 + 1)g {B (5"‘ 1,Az)g(ll+ﬂ3, 0, 9)

— g(A1+43, 45, 9)}

ve Y; ve Y, nin marjinal momentleri

r r

E(T) = c{y +23)B (9 + 1,25 +23) = 3B ((9 + LA+ A+ 2s))

ve

E(%,%) = c{(A; +25)B (% + 1,0, +43) - 5B (g LA+ 2+ 2]

olarak verilir (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013).
Simdi bir BVK . dagilimindan bir mutlak siirekli iki degiskenli dagilimlar
smifinin nasil elde edilebilecegi tartisilacaktir. G, Bolim 3.4'te tanimlanmig

kiimiilatif dagilim fonksiyonu olsun.

A+ Ay + s

St(ty, ty) = 1+ A,

Si(G(t1); A1, 0)Sk (G (t2); A2, 0)Sk (G (t1); A3, 60)

A3
- msk(ﬁ'(t). A+ 25+ 23,0),

t = max(t,, ty) ve (t;,t,) € A2

sagkalim fonksiyonundan yeni bir iki degiskenli dagilim sinifi elde edilebilir.

Ornegin, G(x) =1 —e™*", x > 0ve 6 = 1 iken
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M+ A+ 45 o-MtiY=AotsY AtV _ A3

e~ A1+ +43)tY
A+ A, A+ 4,

St(ty,ty) =

sagkalim fonksiyonu bulunur. Bu sagkalim fonksiyonu Block ve Basu iki
degiskenli Weibull dagiliminin sagkalim fonksiyonuna tekabiil eder. Bu dagilim
Kundu ve Gupta (2010) tarafindan ¢alisilmustir. y = 1 durumu ise Block ve Basu
iki degiskenli iistel dagilima karsilik gelir.
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4. iKi DEGISKENLIi MO TiPi OMEGA DAGILIMI

4.1. Tek Degiskenli Omega Dagilimi ve UEHL Dagilimi

Istatistikte yasam siiresi verilerini ve monoton tehlike hizin1 modellemede
Weibull dagilimmin yaygm bir kullanim alani vardir. Ancak Weibull dagilimi
kiivet egrisi tipindeki tehlike hizi modellemesinde kullanim i¢in uygun degildir. Bu
baglamda Dombi vd. (2019) tarafindan Onerilen tek degiskenli omega dagilimi

kiivet egrisi tipindeki tehlike hiz1 modellemesinde kullanima uygundur.

adﬂ/z

d5+xﬁ)

a>0, >0 d>0vew®)(x) = (dB—xB

olmak iizere omega dagilimimin olasilik yogunluk fonksiyonu

d?F
flxa,p) = aﬁxﬁ_lmw(_“'ﬁ)(x), 0<x<d

ve kiimiilatif dagilim fonksiyonu
Fix;a,B) =1 —wC*A(x), 0<x<d

olarak verilir. Bu formiiller 6zel bir fonksiyon icermemesi bakimindan basit
formiillerdir. Bunlar ayrica herhangi bir {istel terim icermemektedir. Bu 6zellikler
parametre tahmini gibi hesaplama prosediirlerinde dagilima 6nemli bir avantaj
saglamaktadir. Buradaki a ve 8 parametreleri Weibull dagiliminin parametrelerine
benzer sekilde yorumlanabilir. d parametresinin dagilimin tanim kiimesini
belirledigi goriilmektedir. Dagilimin tehlike hizi fonksiyonu monoton, sabit ve

kiivet sekillerine sahip olabilir. Dombi vd. (2019) asimptotik omega tehlike hiz1
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fonksiyonunun Weibull tehlike hizi fonksiyonu oldugunu gostermistir. Dolayisiyla
asimptotik omega dagilimi Weibull dagiliminin 6zel bir formudur. Daha sonra
Okorie ve Nadarajah (2019) dagilimin ortalama, mod, medyan, varyans, r.
moment, kantil fonksiyonlar1, ¢arpiklik ve basiklik Olgiilerinin kapali formda

ifadelerini elde etmistir.

2xP ~a/2
K(x;ﬁ):<1—m> , O0<x<d

olmak tizere dagilimin sagkalim fonksiyonu S(x;a, ) = [K(x; f)]* formunda
oldugu i¢in omega dagilim iistel, Pareto, Lomax ve Burr Tip XII gibi iyi bilinen
sagkalim modellerini de iceren oransal tehlike hizi modellerinin sinifina aittir
(Popovi¢ vd., 2020).

Ayrica d = 1 iken omega dagilimi birim iistel yar1 lojistik dagilimdir (Unit
Exponentiated Half Logistic-UEHL). Yani, X rastgele degiskeni {istel yar1 lojistik
dagilima sahip iken Z = e~ in dagilimdir. Ustel yari lojistik dagilim bir baska
faydali olasilik dagilimidir ve giivenilirlik teorisinde bir¢ok uygulamasi vardir
(Kang ve Seo, 2011; Rao ve Naudi, 2013; Rastogi ve Tripathi, 2014; Seo ve Kang,
2015). UEHL dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

~ (1 _ x@)/l—l
f(x;l,9)=2/19x9 1W , 0<x<1 (4'1)

bicimindedir. Bu dagilim UEHL(4,8) ile gosterilir. Cesitli A ve 6 parametre

degerleri i¢in UEHL dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil
4.1°de goriilmektedir.
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Sekil 4.1. A ve 8 parametrelerinin farkli degerleri i¢in UEHL dagiliminin olasilik
yogunluk fonksiyonunun grafigi

UEHL dagiliminin kiimiilatif dagilim fonksiyonu

1—x? A
F(x;l,9)=1—<1+x9> , 0<x<1 (4.2)
ve sagkalim fonksiyonu
S(x;1,6) = 1) 0<x<1 4.3
540)=\1T>8) X (4.3)

olarak verilir. UEHL dagilimmin ¢esitli dagilim parametre degerlerine karsilik
gelen sagkalim fonksiyonunun grafigi Sekil 4.2’de gosterilmistir.
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Sekil 4.2. A ve O parametrelerinin ¢esitli degerleri i¢cin UEHL dagiliminin
sagkalim fonksiyonunun grafigi

4.2. iki Degiskenli Birim Ustel Yar1 Lojistik Dagilim (BUEHL)

Istatistiksel giivenilirlik teorisinde sadece tek degiskenli veri kiimelerine
degil iki degiskenli veri kiimelerine de rastlanmaktadir. Buna yasam zamanlari
(X,Y) olan bagimli iki bilesenden olusan bir sistem 6rnek olarak verilebilir. Bu
boliimde iki degiskenli veriyi modellemek i¢in omega dagilimimin d = 1 iken iki
degiskenli versiyonu onerilmistir. Bu dagilim MO tipi iki degiskenli birim {istel
yart lojistik dagilim olarak adlandirilmistir (BUEHL). iki degiskenli dagilimi
olusturmak i¢in ¢esitli yontemler bulunmaktadir (Balakrishnan ve Lai, 2009).
Ancak kiimiilatif dagilim fonksiyonunun formu MO yonteminin kullanilmasinin
uygun oldugunu gostermektedir. Bu sekilde tanimlanan iki degiskenli dagilim, iki
tane siirekli kisma ve bir tane singiiler kisma sahiptir. Singiiler kisim veri
kiimesinde esit degerler oldugu zaman kullanilabilir. Ornegin, iki atik havuzunun

ve li¢ bagimsiz borunun oldugunu varsayalim. Borulardan birisi her iki havuzu da
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doldurmak i¢in kullanilsin. O zaman borularin havuza aktardigi minimum atik
miktar1 gézlemlenebilir. Bagka bir 6rnek olarak bir hatta iic bagimsiz radyo vericisi
ve aralarinda bazi mahalle sakinleri bulundugunu varsayalim. Mahalle sakinleri
tarafindan vericiler arasinda alinan minimum sinyaller ilgi ¢ekici olabilir.

Onemli bir degiskenli dagilimlarm MO tipi iki degiskenli genellestirmeleri
literatiirde yaygindir. Bu dagilimlara, iistel dagilim (Marshall ve Olkin, 1967) ve
bunun genellestirmeleri (Sarhan ve Balakrishnan, 2007; Kundu ve Gupta, 2009;
Kundu ve Gupta, 2010), Weibull dagilimi (Kundu ve Dey, 2009), Kumaraswamy
dagilimi (Barreto-Souza ve Lemonte, 2013), ters Weibull dagilimi (Muhammed,
2016), Dagum dagilimi (Popovi¢ vd., 2018), yar1 lojistik dagilim (Alotaibi vd.,
2021) ve genellestirilmis ters Kumaraswamy dagilimi (Muhammed, 2020) 6rnek
olarak verilebilir.

MO tipi iki degiskenli modellerin ¢ogunun olusturulmasi (0, o0) destek
kiimeli dagilimlar kullanilarak yapilmistir. Destek kiimesi (0,1) olan dagilimlar
kullanilarak ¢ok az ¢alisma yapilmistir. Boliim 3’te verilen Kumaraswamy dagilimi
buna Ornektir. Modellenecek veri oranlardan olustugu zaman sinirli destek
kiimesine sahip dagilimlar 6nem kazanmaktadir. Ayrica bir arastirmaci elindeki
veri miktar1 sinirli oldugu zaman Onsel olarak bilgi sahibi oldugu sinirli destek
kiimeli modelleri tercih edebilir. Boylece BUEHL dagilimi iki degiskenli hizlar1 ve
oranlar1 modellemede diger modellere alternatif olarak kullanilabilir.

Bu boliimde MO tipi BUEHL dagilimi tanimlanmis ve marjinal dagilimi,

ortak sagkalim fonksiyonu ve ¢arpim momentleri gibi 6zellikleri incelenmistir.

4.2.1. Ortak Sagkalim Fonksiyonu

Tek degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu f(x;4,6) nin sagkalim
fonksiyonu Esitlik 4.3’te verilmistir. Simdi X;,X,, X3 ~UEHL(4;;6), i =

1,2,3 olsun. Z; = min(X;, X3) ve Z, = min(X,, X3) olarak tanimlansin. Ayrica
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w = maX(Zl,Zz) O|SUﬂ (Zl’ Zz) ~ BUEHL(Al, 12,13, 9) Olmak lzere (Zl’ZZ) nln
sagkalim fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir:

Sz,2,(21,22) = P(Z1 > 21,21 > z;)
= P(min(xy, x3) > z1, min(xz, x3) > z;)
= P(.xl > Zl,x3 > Zl,xz > Zz,X3 > Zz)

=P(xy > 21,Xp > Z3,X3 > W)
olup buradan

SZLZZ (21, 22) = Su(z1; 11, 0)Sy(22; A2, 0) Sy (W; 13, 6)

1—z,° g 1-2z2,° t2 1—w? S )
“\1+24° 1+ z,° 1+w? 7072 € (01)

elde edilir. Sekil 4.3'te BUEHL dagiliminin ortak sagkalim fonksiyonunun grafigi

verilmistir.
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Sekil 4.3. Farkli (14, 4, 13, 8) parametre degerleri i¢in BUEHL modelinin ortak
sagkalim fonksiyonunun grafigi:
(@) (2.5,3.5,0.5,1.5), (b) (4.5,2.5,0.5,5) ve (c) (3.5,3.5,0.5,1).

4.2.2. Marjinal Dagilimlar

(Z,,Z,) ~BUEHL (14, 4,,15,60) dagilimina sahip olsun. Z; rastgele

degiskenine karsilik gelen marjinal dagilim

le_{l(}r S2.,2, (21, 2,)

— lim 1—z,° M 1—2z,° *2 1-w?
2,50+ \ 1 + z,° 1+ z,° 1+wb

1 — g 6\ 2t
=< : ) , Zy ~UEHL(A; + 13,60)

A3

1+2,°

olarak elde edilir. Ayrica Z, rastgele degiskenine karsilik gelen marjinal dagilim
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lim S ( ) = li 1—z° M 1—2z,° %2 1-wf
le_I:%_'_ Z1,Z,\Z1,Z2 _211_1;184. 1+Zle 1+Z26 1+W9

1-2z,°
== 1 n Zze B ZZ ~ UEHL(AZ + ).3, 9)

A3

bulunur.
4.2.3. Marjinal Sagkalim Fonksiyonlari
Z, rastgele degiskenine karsilik gelen marjinal sagkalim fonksiyonu

: 1- 219
Szl (z1) = le_f)f(},r 521,22 (21,22) = 1+ 2.0 ¥ 2.0
2 1

ve Z, rastgele degiskenine karsilik gelen marjinal sagkalim fonksiyonu

Ay+A3

1—2z,°

. 2

Sz,(2;) = Jim, Sz, z, (21,2,) = <m>
1™ 2

seklinde elde edilir.

4.2.4. min(Z4, Z,) nin Dagilimi

Z* = min(Zy, Z,) nin sagkalim fonksiyonu
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Sy =P(min(Zy,Z,) >y) = P(Zy > y,Z, > y)
= P(min(Xy, X3) > y, min(X,, X3) > y)
=P(X1>y,X3>9,X,>9,X5>y)
=P(X; > y,X, > ¥,X3 > y)

=P(X; > y)P(X; > y)P(X3 > y)
A1+ +23

1—y9
=\17,° , ¥y €01

olarak elde edilir. S6z konusu sag kalim fonksiyonu dagilim igin tek
oldugundan min(Z;,Z,) ~ UEHL (4; + 4; + 13,60) dagilimma sahip oldugu

gortliir.
4.2.5. Ortak Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu

Teorem 4.1. (Z,,Z,), BUEHL dagilimina sahip iki degiskenli rastgele degisken

olsun. (Z3, Z,) nin kiimiilatif dagilim fonksiyonu

le_zz (21, 2,)

F(zy; A4+ 23,0) = F(2y; A4, 0)[1 = F(z55 12 + 13,0)], 0 <z, <2z, <1
= F(ZZ; AZ +/’{3, 9) - F(ZZ; 12,9)[1 - F(Zl; Al +A3, 9)], 0< Zy < Zq <1
F(Z;ﬂl+/12+13,9), 0<Z:Z]_=Zz<1

olarak elde edilir.

ispat: (Z;,Z,) ~BUEHL(A;,1,,15,0) dagilimma sahip iken (Z;,Z,) nin

kiimiilatif dagilim fonksiyonu i¢in
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P(Zl > Zl) = P(mln(xl,x3) < Zl)
= 1 — P(min(xy, x3) > Z;)
=1- P(min(xl > Zl ) X3 > Zl))

=1- (1 - F7L1+7L3) = F/11+13

esitligini kullanacagiz.

1. Durum: z; < z, iken,

FZLZZ(Zl,ZZ) =P(Z,>2,Z, >2,)+P(Z,<z)+P(Z,<2z,)— 1
=[1 = F(zy; 11, 0][1 — F(2y; 1, + 13,6)]
+ F(z; 1 +23,0) + F(zy; A, +15,0) — 1
=1—F(zy; 1, + 13,0) — F(zy; 44,60)
+ F(z1; 1,0)F(25; 15 +13,0) + F(21; 44 + 13,60)
+ F(zy A3+ 13,0) =1
=F(zy; 11 +13,0) — F(zy; 41,0)
+ F(zy; 14,0)F(zy; A, + 15,0)
=F(zy; A1 +13,0)
— F(z1; 44,0)[1 = F(z3; 42 + 13,0)]

olarak elde edilir.

2. Durum: z; > z, iken,
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FZLZZ(ZI,ZZ) =P(Z,>21,Z,>2,)+P(Z,<z))+P(Z,<2z,)— 1
= [1—F(zy; 42,01 — F(zy; A1 + 13,0)]
+ F(zy; Ay + 43,0) + F(zy; 44 +15,0) — 1
=1=F(z; 41+ 13,0) — F(z3; 15,0)
+ F(zy; Ay, 0)F (215 14 + 13,0) + F(25; 1, + 13,0)
+F(zy; 14 +15,60)+1
=F(zy; A5 +13,0) — F(zy; 1,,0)
+ F(23; A2,0)F (215 11 + 13,6)
= F(zy; 1, +15,0)
— F(zz; 42, 0)[1 — F(zy; A1 + 13,0)]

bulunur.

3. Durum: z; = z, = z durumu asikardir.

4.2.6. Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Teorem 4.2. (Z;,Z,), BUEHL dagilimmna sahip iken, ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu

fl(ZleZ): 0<Zl<22<1
fZl‘Zz(Z:l'ZZ) = fZ(leZZ)I 0< Zy < Al <1
fO(Z)i 0<Z=Z1=Zz<1

olup burada

f1(z1,22) = f(21; 11, 0)f (225 A5 + 13,6)
f2(21,22) = f(z1; A + 23,0)f (255 12,0)

fo(2) = f(z A+, + 13,0)

3
A+ + 23
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olarak verilir.
Ispat: Ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun mutlak siirekli kismu igin ortak
olasilik yogunluk fonksiyonunun ikinci tiirevlerini aliriz.

z; < z, iken,

FZLZ2 (z1,22) = F(21; A1 +23,0) — F(z4; 44,0)
+ F(21; 41, 0)F (255 A + 23,0)

ve

92
fi(z1,2;) = W z1z2(21:22)

[ 21 Zy (Zl'zz)]

=3 [O 0+ F(zy; 44,0)f(z5; A, + 23,0)]
Z1

= f(z1; 40, 0)f (255 A2 + 43,0)
olarak hesaplanir. z; > z, iken,

Fy, 2,(21,23) = F(22; A2 + 43,0) — F(23; 1,,0)
+ F(zy; 2A2,0)F (25 A1 + 23,6)

ve

2
f2(24,23) = aZ 2, z1 22(21:22)
1 2
d (o
= a_ [a 71,27 (21'22)]
zy 1Yz,
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d
= a—[O -0+ F(Zz; 12,9)/’(21; /11 +/’{3,9)]
Z2

= f(22; 42,0)f (21; A1 + 23,0)

olarak hesaplanir. Simdi f; ,, nin bir olasilik yogunluk fonksiyonu olmasindan

faydalanarak ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun singiiler kismi elde edilebilir.

Z1 =17y |ken,
1 2 17 1
[ [ nGuzands + [ [ pemizan + [ now=1 @3
00 00 0
I. durum: z,<z, II. durum: z,>z, III. durum: z;=2z,
I. Durum: z; < z, igin,
1 22 1 2Z2
ff f1(z1,23)dz,dz, = ff f(z1; 21, 0)f (225 A3 + 13,0)dz,dz,
0 0 00

Z2

1
= f(Zzi Ay + 13,6) f f(z1; 11,0)dz; |dz,
0 0

1
= ff(Zzi Ay + 23,0)F (zy; 14,0) dz,
0

1

1 — 7,6)2+45-1 1= .0\
f2(zz+/13)9z29-1( 72 ) <1—< i ) dz,

(1 + ZZG)AZ+A3+1
0

1 (1 _y 9)/12+/13—1
2

_ - _
_ f 20 + 1202, (i g e (=4)
0
1 A+ +43-1
1—¢ 9) 1+ 42+43
9—1( 2 —
_ f 20 + 102, g e 4 (= B)
0
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olur. A integrali i¢in degisken degistirme metodunu kullanilir.

u = z,%lsun. du = 0z,%"'dz,, uy = 0 veu; = 1 olur.

1

A= f 2(}.2 + 2.3)9Z29_1
0

(1 — 229)12"'13—1

(1 + 226)/12+/13+1

dz,

1

_ Ay+A3—-1 1
—[20,+1 (—) S
f(z"‘ 3) 1+u (1+u)2u
0
—u -2
t:molsun. dt:mdu’t():lvetl:OOIUp
= N e
A= |21 A (—) —d
f (A2 +13) 1+u (1_|_u)2u

0
0

1
= f 2(Ay + A3)th2tAs—1 (— E) dt
1

=1

1
= f(/’lz + A3)the a1 = A2t (1)
0

olarak hesaplanir.
B intregrali i¢in yine degisken degistirme metodunu kullanilir,

u = z,%lsun. du =62z,°"'dz,, uy = 0veu, =1 olur.

1

B =f2(12 +/’{3)9229_1
0
1

=f2(zz + 15

0

(1 — Z29)11+12+l3_1

(1 + 226)11+/12+/13+1

dz,

(1 _ u)ll+12+l3—1 1 p
(1 + u)11+12+13+1 (1 + u)z u
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1-u -2
t—m olsun. dt—mdu , to=1vet; = 0olup

0

1
B = f 2(1, + Ag)thtiatis—t (— E) dt
1

1
= f(;tz + Az)that Azt As=1gy
0

A+
T+ A+ A

Ay + A3

tﬂ.1+}.2+}.3 - @ -
A+ A+ A3

0
olur. Boylece,
1 22

jj fi(zy,2z;)dzydz, =A—B =1—
0

0

A+ A
M+A+2 A+, + 2

elde edilir.

Il. Durum: z; > z, i¢in,

121 1 22

ff f2(21,2y)dz,dzy = ff f(z1; A1+ 23,0)f (235 12,0)dzydz,
00 00

1 Z1

= f(zﬁ A +13,0) f f(zy; A,,0)dz, |dzy
0 0

1
= ff(Zﬁ M+ A3,0)F (245 15,6) dzy
0

1

1 — 7 61 +23-1 1— 2 60\"
=f2(11+,13)9219-1( z ) (1—( 2 ) dz,

0
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1

= f Z(Al + 13)9219_1
0
1

(1 _ Z19)11+A3—1

dzy =0

( — 219)114‘&2"').3—1

1
0-1
- f 2(Aq + 43)62 (1+ 2,0) it A2+ 73+1
0

dzy (=D)

C integrali i¢in degisken degistirme metodunu kullanilir.

u = z;%lsun. du =60z,°"1dz,, uy = 0veu; = 1olur.

(1 —_ Z16)11+A3—1
(1 + 216)11+A3+1

1
C = f 2(&1 + ;13)9219_1 le
0

o Mtds-1 g

=fzo11 +13) (;—u) T
0

-2
(1+u)?

1_
t=ﬁolsun. dt = du , to =1vet; = 0olup

0

1
C= f 2(Ay + Ag)th A1 (— E) dt

1

1
f()ll + Ag)thts—1qt
0

— tll +13

1_
0=1

olarak hesaplanir. D integrali i¢in de degisken degistirme metodunu kullanilir.

u = z,%0lsun. du =0z,9"'dz,, uy = O veu, = 1 olur.
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! ( _ Z19)11+12+A3—1

1
_ 0-1
b= j 2(41 + 13)02, (1 + 2,0) it A2 tAs+1

dz,
0

! Mtdatia-1 4

f2(/11+,13)(1; ) mdu

0

1-—
t=ﬁolsun. dt = du, to =1vet; = 0olup

(1+u )2

0

1
D= J 2(Ay + Ag)ththatis—1 (— E) dt
1

1
— &tlﬁ'lﬁ'ls = &
A+ A+ A3 0 A+ 2+ A3
olur. O halde,
1721

M+ Ay
M+ +; A +,+ 2

jj f2(21,2;)dz,dzy =C—D =1~
00

olarak elde edilir. A, B, C ve D integrallerinden elde edilen sonuglar Denklem

(4.3)’te yerine yazilirsa

A
A+ A+ A3 /11+12+/13

f fo@dz =1

bulunur. Buradan
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1

[ fotorz = A
fo@)dz = 7=7"7,
0

ve
3
=———f(z; 1, + 1, + 15,0
fo(2) 11+/12+ﬂ3f(z' 1+ 42+ 43,0)
olarak III. durumdaki esitlik elde edilir.
dagilimi

Gorsel olarak bir bakig agist saglanmasi amaciyla BUEHL

ylizeyinin ¢esitli parametre degerleri i¢in grafigi Sekil 4.4’te verilmistir.

®

@

o
o“ll
ey “\".‘"‘
2o,
R,
s L
ey
A AT
e
e
T
e

e
XA
i
e

L e
it i

A T

Sekil 4.4. Farkli (44, 15, A3, 8) parametre degerleri i¢in BUEHL modelinin ortak
olasilik yogunluk fonksiyonunun mutlak siirekli kisminin yiizey grafigi:

(a) (2.5,3.5,0.5,1.5), (b) (4.5,2.5,0.5,5) ve (c) (3.5,3.5,0.5,1).
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4.2.7. Kosullu Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

(Z1,Z,), BUEHL dagilimina sahip iken ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

A+ Ay
f(z1,2) = mfa(zpzz) + mfs(z)
olup burada
fu(z1,2,) = M{f(zﬁ A1, 0)f (z3; Ay + 13, 0), Z1 < Zy
S A‘l + AZ f(Zl; Al + /13, g)f(ZZ, 12, 9), Al > VA4

ve

fs@) =f(z A, + A3 + 23, B), Z=21 =2
seklinde de yazilabilir. Buradan z; < z, i¢in

f(z1;41,0)f (22543 + 13,0)
f(z2; 25 + 23,8)

-1
91( Zl)

(1 +z 9)/1+1

le|zz=z2 (z1) = = f(z1;44,0)

= 2).19 1

Ve z; > 7, igin

f(z1; 41 + 23,0)f (235 12,0)
f(z3; 2, + 13,0)

fzi|zz=z2 (z1) =
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111—}.3 1
6-1(1-2,° 9—1 (1-2,°
Z(Al + j~3)9Z1 ! E 19;11+/13+1 ZAZHZ ! El - ;lz+1

200, + 15)02,0 1 (22

( 6)12+A3+1

9)12+A3—1

1— I’] A1+A3-1
225 + 22)0 " 2 o

A, + Ag)%

olarak elde edilir. Boylece BUEHL dagiliminin kosullu olasilik yogunluk

fonksiyonu i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.3. (Z;,Z,) ~ BUEHL(A4,4,,15,60) dagilmma sahip iken Z, = z,

verilmigken Z; in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu

f2112,=2,(21) = P2 fa(21122) + (1 — Pp)fs(2112,)

olarak elde edilir. Burada

15(1-2,%)"

P,=1- ,
2 (A2 + 23)(1 + z,0)M

fa(zllzz)
.0 Ai-1
o-1(1-2°)"
1 21,02, 1+z 9)/11+1' z1 <2
2 21’2 (/11 + A3)9Z19_1(1 - Zle)A1+A3_1(1 + 229)A3 /’{3(1 - Zze)ll >
Uz + 23) (1 = 2,2) 5 (1 + 2,0)a A1 O + 23) (1 + 2,01 7 2
ve
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z1 < Z,
Z1 > Z,

0,
fialzs) = )
seklindedir.

4.2.8. Kosullu Sagkalim Fonksiyonu

Teorem 4.4. (Z1,Z,) ~ BUEHL(A4, 15, 13,0) dagihmina sahip olsun. Z, = z,

verilmisken Z; in kosullu sagkalim fonksiyonu

S7,12y22,(21) = P(Z1 > 21|23 = z3)

olarak elde edilir.

Ispat: z; < z, iken

()" (2" )"
S(z1,23) _ \1+z,° 1+z,° 142,9
A3

S(Zy = z3) - (1—229)/12 (1—229)

1+229 1+229
1—z°
\1+2°

Szl|zz >z, (z1) =

A

ve z; = z, iken
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A A
() (=) (529)
1+Z]_9 1+229 1+219

(1—229)/12 (1—z29)"3
1+229 1+229

_ 1 - Zle 11+A3 1 - 226
\1+2z° 1+ z,°

A3

Szl|zz >z, (z1) =

23

olarak hesaplanir.

4.2.9. BUEHL Dagiliminin Kopula Yoéntemi ile Tanimlanmasi

BUEHL dagilimi kopula yaklasimi kullanilarak da elde edilebilir. H, F ve
G siirekli marjinal sagkalim fonksiyonlar1 ile iki de@iskenli bir sagkalim
fonksiyonu ise o zaman Sklar teoreminden H(x,y) = C(F(x),G(y)) olacak
sekilde bir C:[0,1]> - [0,1] tek fonksiyonu vardir. C fonksiyonu yasam
kopulas1 olarak adlandirilir. Literatiirde tanimlanan kopulalarin bir¢ok formu
vardir.

BUEHL dagilimi MO tipine sahip oldugundan normal olarak MO yasam
kopulas1 dagilimin iiretilmesi i¢in alternatif olarak kullanilir. 0 <u <1, 0 <v <

1,0 < By, B <1 olmak iizere
C(u,v) = uv min(u=F1,v=F2)
seklinde tanimlanir. O halde BUEHL dagilimi

1-—2z° 1—2z,°%
1+2° "\1+ z,°

b1 = A3/ (A + A3) ve By = A3/ (A + 13)

Aq+A3 Ay+23

S22, (z1,22) = C
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olarak elde edilir.

4.2.10. Marjinal ve Carpim Momentleri

Oncelikle dagilimmn marjinal momentlerini bulalim. Okorie ve Nadarajah
(2019)’da verilen tek degiskenli sonuglar1 kullanarak BUEHL dagiliminin iki

bileseninin r. momentleri su sekilde hesaplanir:

1
E(Z]) = fz{ 2(A4 + 13)02¢

0
1

A1+A3-1
L=z
(1 + Zle)ll+/l3—1

dz;

0 11"’13—1
r (1 — 4 ) 6-1
= | 2(44 + 13)z] (1t 2,0k a1 0z]{ "~ dz,.
0

Degisken degistirme metodu kullanilsin.

u = z,% olsun. du = 0z97'dz, olur. O halde

1
E(Z{) = j 2(/11 + /13)ur/9(1 - u)ll"';ts_l(l + u)—/'tl—A3—1du.
0

Burada

u
f xP 1 (x + )t u — x)* dx
0

=a’u"*" 1 B(u,v) L F (—/1, v+ v — Z)

Harg (%)| < m, Re(u) > 0,Re(v) > O]
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integrali kullanilsin (Gradshteyn ve Ryzhik, 2007).
1
E(Z]) = 20y + 3) f w01 — wyhtiam1(]
0

x=ul=-4—-13-1

—-A1—13-1

a=1
r r
= 2(}.1 +/13) B (/’{1 +13,§+ 1) 2F1 (Al +A3 + 1,5'{' 1,11
TP YILE 1)
3 9 )
olarak hesaplanir. Benzer sekilde
1 Ay+A3—1
g\12t43
i -1 (1 — 2 )
E(Z) = f 7205 + 10078 (g 4
0
1
=20+ 1) [ 028777 (1 = 22T (1420 g,
0

olup u = z,% olsun. du = 0z8'dz, yazilir. Boylece
1
E(ZY) = 2(1; + 13) f ud (1 —u)tetts=1(1 4+ u)~*2=4 "1y,
0

Integral formiilii tekrar kullanilirsa
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1
E(Z5) = 2(1y + 13) f B — w1l
0

X =1U, /’{=_AZ_A3_1
v:§+1,u=/’12+/13

a=1

+u) Ay

r r
=202 +25) (B (L + A5+ 1) oFi (fo + A5+ 15+ 1,

F Ao+ 1 1)
3 9 )

elde edilir. Burada, B(--) beta fonksiyonudur. ,F; Gauss hipergeometrik

fonksiyondur ve

O (@ (b)i X*
L (@O K

2Fi(a,b;c;x) =
seklinde tanimlanir. Burada (z), = z(z + 1) --- (z + k — 1) artan faktoriyeldir ve

n bir pozitif tamsayidir. Carpim momentleri i¢in

E(Z1Z3)

122

1
=ff Z1rZ25f1(Z1,Zz)dZ1dzz+ff 21"25° f2(24,2;)dz,d 2y
00 00

Z1

1

+ jz”s fo(z)dz (4.4)

0
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esitligi kullanilir. Esitlik (4.4)’deki ii¢ integral kullanilarak g¢arpim momenti
bulunabilir. ilk integral Gradshteyn ve Ryzhik (2007) - Esitlik (3.194.1) formiiliinii

ve binom ag¢ilimini kullanarak

Z2

1
ff 21" 2,° f1(24, 23)dz,dz,
00

=41,(A3 + 13) i (/11 L_ 1) (AZ + %3 B 1) (—1)i*]

i,j=0 J
1 g
X r/0+i+1 I(])

seklinde elde edilir. Burada

; pHr+6(i+1))/6+j

(1 + u)/12+/13+1

T' . r .
Zﬂ(h+1ﬁ+1+hg+l+&—@du(¢$

1G) =
0

seklindedir. Ancak Esitlik (4.5)'te verilen integral agik formda ¢6ziilemez. Dahasi
integralin sinirlar1 degistirilemez ve seri form agilimi bulunamaz. Benzer sekilde

Esitlik (4.4)'deki ikinci integral igin

Z1

1
ff 21"2y° f5(21, 23)dz,d 24
00

—annea Y, (7)) e

ij=0 J

1)

1
x —_—
s/0+i+1

ifadesi elde edilebilir. Burada
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' u(s+r+9(i+1))/9+j

S S
LF, ()12+1,5+i+1;5+i+2;—u)du.

Q) =
0

seklindedir. Esitlik (4.4)'deki son integral

1 3

3
+ +
fZT‘l'S fO(Z)dZ = ZA3B (%'{' 1,2}.1) 2F1 (Z Al + 1,%
i=1

0 i=1

3
r+s
1 +Zzi+1;—1
i=1

bigimindedir.

Z,ve Z, arasindaki bagimlilik ve korelasyon 15 parametresinden etkilenir.
Ozel olarak lim), 0 Sz, z, =Sz,Sz, oldugundan A5 sifira yaklasirken Z;ve Z, nin
bagimsiz oldugu sonucu gikarilabilir. Ayricalim, ,_,.,P(Z; = Z,) = 1dir. Bu da 45
arttikga Z;ve Z, arasindaki korelasyonun arttigi anlamina gelir. A4, 1,, 13 ve 6 nin
cesitli degerleri i¢cin BUEHL dagilimma sahip (Z;,Z;) rastgele degiskenleri

arasindaki korelasyonlar Cizelge 4.1°de verilmistir.
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Cizelge 4.1. 14,1,,43 ve 6 nin c¢esitli degerleri icin Z; ve Z, arasindaki
korelasyonlar

A3

0.1 0.3 0.7 2 5 10 20

Nl

N
iy

N
N

0.0621 0.1609 0.2978 0.5246 0.7212 0.8349 0.9094
0.0408 0.1100 0.2158 0.4208 0.6322 0.7711 0.8699
0.0309 0.0846 0.1705 0.3518 0.5628 0.7164 0.8338

0.0704 0.1818 0.3343 0.5765 0.7668 0.8666 0.9282
0.0479 0.1287 0.2506 0.4764 0.6875 0.8128 0.8961
0.0371 0.1015 0.2031 0.4082 0.6242 0.7658 0.8664

0.0735 0.1897 0.3475 0.5937 0.7807 0.8758 0.9335
0.0506 0.1357 0.2633 0.4952 0.7047 0.8251 0.9037
0.0396 0.1079 0.2151 0.4275 0.6436 0.7806 0.8759

N T ] e ) e e
W N R W N RWw N R

4.2.11. Rastgele Say1 Uretimi

BUEHL dagilimindan rastgele (z1,2z5) sayilarini iiretmek i¢in ters doniisiim
yontemi kullanilabilir. Esitlik (4.2)’de verilen BUEHL kiimiilatif dagilim

fonksiyonundan faydalanarak

1-x%\" 6
F(x;1,8)=1-— =k=21—-k=|——
(x ) <1+x9> > <1+x9>

olup1 — k = uigin U ~ Uniform(0,1) oldugundan

1—x%\" 1 1—x?
u = = Ul = =

1+ x? 1+ x?
G 1—ul <1—ul/’1 /e
X~ = T =X = ﬁ)
14 ui 1+ ul/
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Boylece BUEHL dagilimindan (z4, z,) rastgele sayilarini iiretmek igin Algoritma

4.1 verilebilir.

Algoritma 4.1. BUEHL(44, 4,, 43, 6) dagilimindan rastgele say1 tiretilmesi.
1. Adim: Uniform(0,1) den uy,u,, u; iret.
2. Adim:

6 6
. = 1 - ull/ll 1/ Xy = 1 - uzl/lz 1/ Xa = 1 - u31/13
P\l u V) T T w2 T T 1 ugtis

3. Adim: z; = min(x4, x3) ve z, = min(x,, x3) elde et.

1/6

4.3. Parametre Tahmini

Bu boliimde BUEHL dagiliminin tiim parametrelerinin en ¢ok olabilirlik
tahmin esitlikleri elde edilmistir. Daha sonra biiyilk 6rneklem ¢ikarimi igin bir
yontem gelistirilmistir. Ayrica EM algoritmas: tipik bir MO tipi iki degiskenli
dagilima uygulanabildigi i¢in olabilirlik fonksiyonunun dogrudan maksimizasyonu
yerine BUEHL modelinde EM algoritmasi alternatif olarak kullanilmigtir. Dahasi
parametrelerin belli 6nsel dagilimlara sahip oldugu varsayimi altinda BUEHL

dagiliminin parametre tahmini i¢in Bayes yontemi ele alinmstir.

4.3.1. En Cok Olabilirlik Yontemi

{(24;,251), i =1,2,3,...,n} veri kiimesinin, parametre vektéri B =
(14,5, 43, 0) olan iki degiskenli BUEHL dagilimi ile modellendigini varsayilsin.

n = ny + ng + n, olmak iizere

1={123,..,n}, Iy={i€l: z;; =2y =2z},
L={i€l: z;; <z}, L={€l z;> 2z}
ve
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Il =no, 1l =ny4, |L]=mn,

notasyonlar1 tanitilsin. Burada |Ij| , {Ij, j= 0,1,2} kiimesinin kardinalitesidir.

Boylece log-olabilirlik fonksiyonu bir skaler sabit ¢arpani ile

() = Z logfi (214, 22:) + z logf (214, 220) + Z logf(z;)

i€l i€l i€l;
yazilabilir. Buradan

L(B) = [ng + 2(ny + ny)]logh + nglogis + nilogd, + nylogi,
+ nqlog(A; + 13) + nylog(44 + 43)

+(0-1) Z logz; + z (logz,; + logzy;)
Iy

L UI,

+ (Z A — 1)20:10;;(1 —29)
- (Z A + 1>Zlog(1 +2,%)

—(A +1) Z log(1 + z,;%)
Iy
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—(A+ 23+ 1)2 log(1 + z,;%)
Iz

— (A +43+1) 2 log(l + Zzie)
I

=+ 1) ) log(1 +2,,%)
Iz

Ay + 25— 1) Z log(1 — 2,,%) (4.6)

Iy
seklinde hesaplanir. Burada parametrelere gore kismi tiirevler alinarak

al n n, 0
PV R T Z log(1 - z,7)
0

— 2 log(l + Zie) - 2 log(l + le-g)
Iy

LU,

+ Z log(l - Zlie) =0,
I,UI,
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al  n, ny
—=_= log(1 — z.°
a2, ,12+,12+A3+Z og(1-z")

To 11U,
+ Z log(l - 2219) =0,
U1,
al  ng ny n, 2
— = log(1 — z°
P P T Farey I BTy 4 og(1 - z°)
0
- 2 log(l + 219)

+ Z log(l = zzie)
Iy

+ Z log(l — zll-g) — Z log(l + zlig) =0
1, 1

ve
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al  ng+2(ny +ny)
30~ 7 + Z logz; + Z (logzy; + logzy;)

1, U,

z:%10gz; z:%10gz;
_ Zli—l i 108z z/l+1 i 108z;
£ - 1—2z"° 1+zi9

z,:%10gz 7,:%10gz
_(/11_'_1)2 1i gu (/12_'_/13_'_1)2 2i 108Zy;

1+ ll 1+Z21
Z1i 1087y IOgZu Z2i logZZL
-1 -1 A+ A 1 _
8 )E ~(p + 25~ )E ——
Z2i 10823; IOgZZL Zy; 10823, logzll
-—1,-1 A+1,—-1
(12 )§ ' -+ 15 )E 1-2,7
7,:%1ogz z,;%1ogz
_(/12+1)§:21 g21 (/11+/13+1)§:11 871i
1+ z,°
=0.

bulunur. Bu denklemlerin olusturdugu denklem sistemi ¢oziilerek en ¢ok olabilirlik

tahminlerine ulasilir.

4.3.1.1. Bityiik Orneklem Ozellikleri

B nin Acov(B) asimptotik varyans kovaryans matrisi beklenen Fisher bilgi

matrisinin tersidir, yani I,(B8) = — [:ﬁl;’?] olmak iizere Acov(B) = I,,”*(B) dur.

MO tipi iki degiskenli dagilimlarin ¢ogunda yapilabildigi gibi (Kundu ve Gupta,
2009; Barreto-Souza ve Lemonte, 2013; Popovi¢ vd., 2018) bu durumda beklenen
Fisher bilgi matrisinin bilesenleri i¢in kapali formda bir ifade bulunabilir.

[ log-olabilirlik fonksiyonunun ikinci dereceden kismi tiirevlerinin

beklenen degerlerinin  sonuglarmi  bulabilmek icin asagidaki teoremler
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kullanilabilir. Teoremler kolayca ispatlanabilecegi igin ispatlarma yer
verilmemistir.

Teorem 4.5. Z ~ UEHL(4, 8) dagilimina sahip olsun.

z%Inz z%In?z z%In?z
hi(2) = 1_,20 yhy(2) = m ve h3(z) = m

fonksiyonlar1 goz oniine alinsin.
22 22 22
Elhy (2)] = - 1(4) , E[hy(2)] = 55 11(A) ve E[h3(2)] = 25 111(2)
beklenen degerleri bilinmektedir. Burada

1
u(l —u)t2

I(/l) = Wlnu du
0
! (1 )/1—3
u(l—u
Q) = Wlnzu du
0
1
u(l—u)tt
111(11) = Wlnzu du
0
seklindedir.

Teorem 4.6. h(z) herhangi bir fonksiyon olsun. V; ~UEHL(Y? ; 4;,6) ,
V, ~UEHL(4; + 15, 60) ve V3 ~ UEHL(4, + 13, 8) dagilimina sahip iken

E[h(Z,));i€ L] = ﬁE[h(Vﬂ]
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(A + 13)

E[h(Zy);i € L] = E[h(V)] — 3—/1.E[h(V1)]
i=1""
E[h(Z)); 1 € Io] = s~ E[h(V:)]
=174
Ay + 4
EIh(Za0): 1 € L] = E[R(V)] — 222 ETh(r)]
=171

A
E[h(Zy);i€e ] = 3—2/1'5[h(V1)]
i=17"

beklenen degerleri elde edilir.l log-olabilirlik fonksiyonunun ikinci dereceden

kismi tiirevlerini aldiktan sonra birim beklenen bilgi matrisi I, (B) = K(f)

Kya, 0 KiaKie

0 Klzlz Klzlg KAZB
K}Lll?, K/12/13 KA3A3 KA30
Ko Ko Kie Koo

KB) =

olarak verilir. Burada I,,(#) = nK(B)dir. K(B) matrisinin bilesenlerini elde etmek

icin beklenen degerin negatifi alinir. Teorem 4.5 ve 4.6’dan

Az

Klill = ! + AZ )
MY M +23)28 A
Ky2, = i + i )
LYk (+2A3)2%0 4
Kaza, = = + & + )
T e+ )N M+ )R A
v 1 1,
BT+ 22 B A
1 A,

K - )
IS E X I
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4 3
Ko =—=—1{[}%+ 2" — (4 + )] 1 A
92{:1/11' =1

+ A, +A3) (A + /13)},

4 3
Ko = =12 + 23" — LA, + )] I A
02i=1/1i i=1

+ A4 (A +23) (A, + /13)},

3
4
Kl36 = m{[ﬂgz — )_2().1 + 13) - ).1().2 + /13)] I <z Al)

i=1

+ (A +23) (A1 +23) + 4, (A; + A3) 1(A, + /13)}

ve
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Kgg = {AS + 2(}.1 + Az)

2
025 A
+ 1A +A3) A + 23)(A4 + 43— 1)
+ 1Ay + 23)A, (A, + A3) (A, + A5 — 1)
+ 1T + A3)A, A + 23)(A4 + A5+ 1)
+1HI(Ay + 23)A (A, + 23)(A, + A5+ 1)

+11 (i /1i> [@: A — 1) (A = 2)% + 257

i=1

- (A + 12)13)]

3
+ 11 (Z Ai) (53 + 252 — A5 (Az + A, (42, + 1))

i=1

+ (A =224 + 2, + 1)]}

bilesenleri elde edilir.

Standart biiyiikk orneklem prosediirlerinden, n — oo iken vn(B — )

d

- N4(0,K(B)"1) yazilir. Burada K(B)~! kovaryans matrisi K(B) matrisinin
tersidir. Dolayisiyla Basimptotik olarak dort boyutlu normal dagilima sahiptir. Bu
durum gercek parametrelerin yaklagik giiven araliklarinin olusturulmasinda

kullanilabilir.

4.3.2. EM Algoritmasi

MO iki degiskenli dagilimin, parametre tahminleri i¢in EM algoritmasi
gelistirilmesine uygun oldugu bilinmektedir (Kundu ve Dey, 2009; Barreto-Souza

ve Lemonte, 2013). Bu yiizden BUEHL dagiliminin parametre tahminlerini elde
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etmek igin EM algoritmasinin kullanilmas1 uygundur. lgili literatiir takip edilerek
oncelikle,

A_{O, Zl=X0 A—{O’ ZZ=X0
1= 1, Zl :X1 ’ 2= 2, ZZ :XZ

rastgele degiskenlerini tanimlanir. Simdi eger Z; = Z,ise A;= A,= 0 dir. Diger
taraftan, Z; <Z, veya Z; >Z, ise (A,A;) nin degerinin kesin olarak
belirlenemeyecegi aciktir. Ornegin, Z; < Z, ise (A;,A,) nin esiti ya (1,0) ya da
(1,2) dir. Bu yiizden I; ve I, indeks kiimelerine ait olan gozlemler i¢in bir kayip
veri problemi ortaya ¢ikar. I;de (2, zo, u1 (f)) Ve (241, 25, u,(f)) psiido gozlemleri
bulunmaktadir. Burada u,(B) ve u,(f) psido gozlemlere atanan oransal
kitlelerdir. Yani u;(B) , Z; <Z, verilmisken (A4,A,) = (1,0) in kosullu
olasithigidir ve u,(B) , Z; < Z, verilmisken (Aq,A;) =(1,2) nin kosullu
olasihgidir. Bazi hesaplamalardan sonra u; = uy;(B) = A3/(A, + 13) ve u, =
u,(B) = 1, /(A, + 13) olarak elde edilir. Benzer sekilde I, de (zq,z,, v, (B)) ve
(21,25, v,(B)) psido gozlemleri bulunmaktadir. Burada v, =v,(B) =
A3/ (A1 + A3) ve v, = v,(B) = A, /(A4 + A3) olarak elde edilir.

Psiido log-olabilirlik fonksiyonu (Z;,Z,) nin log-olabilirlik katkisinin
yerine onun beklenen degeri yazilarak Esitlik (4.6)’daki log-olabilirlik

fonksiyonundan olusturulur.
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lpsﬁdo(ﬁ) = Z log f,(2;)
Io
+uy Z log f(z1;; A4, 0)
I
+ ) loglus f (22622 + 1,0)]
Iy
+u, Z log f(z1;; A4, 0)
I
+ ) loglunf (22522 + 13,0)]
Iy
+ v Zlogf(zzi;/lz,ﬁ)
I
+ ) log[vaf (23 2y + A, 0)]
Iz
+ v, ) 10g f (22622, 0)
Iz

+ D log[vaf (13 1 + 23, 0)]
Iz

olarak elde edilir. Bu, algoritmanin E adimidir. Baz1 sadelestirmelerden sonra
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Lysiao (B) = (no +2(n; + nz)) log 6 + (n; + n,v,)logly

+ (n, + nquy)logl, + (ng + nquy + nyv;p)logis

+(@-1) Z logz; + Z (logz,; + logzy;)
Io

LU,

+ =1 log(1-2,)
Iy

+ (A, +43—1) Z log(l — zzie)
Iy

+ (A +4;—-1) 2 log(l — zll-g)

Iz

— O+ 1) ) log(1+2,")

LUI,

— i+ 1) ) log(1+2,°)
LUl

— A3 Z log(1 +2z,,%) + Z log(1 + z,;%)
Iy I

- (Z A + 1>Zo:log(1 +2,%)

ifadesi elde edilir.
Algoritmanin M adiminda L4, (B) fonksiyonu bilinmeyen parametrelere

gore maksimize edilir. Sabit bir 8 i¢in tahmin edicilerin ¢oziimii
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— ny +nyv,
1,(0) = —
1_Zi9 1-z i9
ZIO IOg (1+Zie) + ZIlUIZ lOg (1+ZL9)
— ny + U,
4,(0) = — 1-z; 1-2,;9
Xy, log (1+ 9) +2Znu,log (1+zzi9)
2(0) _ Ny + nquq + nyvy

21, log (1+ 9) + 2, log ( :g) + 2, log (i:iz)

alpsijdo _ ng + 2(71,1 + nz)
0 6

+£(0)=0 4.7)
olup burada

&(0) = Z logz; + Z (logz,; + logz,;)

1, UI,

n Z 2(Z1i _/‘11(9))211' logz,;

1 - Zlize
1LUI,

n z 2(221 /12(9))221 logzy;

— 20
UL Z2i
4 Z 2(z% — ¥3.,7,(0))z;%logz;
1-— Zi29
Io

Z ZZ(Q)Zzielogzzi Z 22(9)2119103211'

1— 2,29 1— 229
I I

79



4. IKi DEGISKENLI MO TiPi OMEGA DAGILIMI Omer OZBILEN

olarak verilir. Egitlik (4.7)’den, n(6) = — [ny + 2(ny + n,)]/é(0) olmak {izere
0 = n(0) sabit nokta tipi esitligi gegerlidir. Sonug¢ olarak EM algoritmasinin
adimlar1 Algoritma 4.2°deki gibi verilebilir.

Algoritma 4.2. BUEHL(A4,1,,43,0) dagilmimmn parametreleri igin EM
algoritmasi
1. Adim: Baslangi¢ degerleri 11(0),/12 O, A3 ©ye g,
2. Adm: i =1,2,...,N veya |9(i) — 9(i+1)| < ¢ i¢in tekrar et
(@) uy, uy, vyve vy yi 4,7, 2, 2, kullanarak hesapla.
(b) 1,0 = 2;(64D), 2,0 = (649 D), 2,D = Z5(64D) degerlerini
hesapla.
(¢) 8O = n(eT=D) olarak ata.

Algoritmanin adimlar yakisama saglanana kadar devam eder. Durdurma
kurali olarak yeterince biiyiikk bir N veya £ = 10~* gibi kiiciik bir & sayisi

secilebilir.

4.3.3. Bayes Tahmini

MO tipi dagilimlarin parametrelerinin tahminleri Bayesyen bakis agisiyla
elde edilebilir (Kundu ve Gupta, 2013). Bu bdlimde BUEHL dagiliminin
parametrelerinin Bayes tahminlerinin elde edilmesi tizerinde durulmustur. 6 ortak
parametresinin  bilindigi varsayimi altinda A,,4,,43; parametrelerinin Bayes
tahminlerini veren matematiksel ifadeler bulunmustur. S6z konusu parametrelerin
Bayes tahminleri iki farkli durumda incelenmistir. Birinci durumda 44,4, ve A3
parametrelerinin bagimsiz gamma &nsel dagilimia sahip oldugu varsayilmis ve
Bayes tahminlerine ulasilmustir. ikinci durumda ise A;,1, ve A; parametrelerinin

bagimsiz olmadigi varsayilmigtir. Bu durumda A = A1; + 1, + A3 parametresinin
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gamma Onsel dagilimina, (%,%) parametrelerinin ise Dirichlet dagilimima sahip

oldugu kabul edilmis ve 14,4, ve 453 Gin Bayes tahminleri kapali formda ifade
edilmis ve Bayes tahminlerine ulagmak i¢in 6nem 6rneklemesi yonteminin adimlari

verilmistir.

Oncelikle parametrelerin olabilirlik fonksiyonu

L= nf(zlii/h'g)f(zziilz + 13,0) nf(zziiﬂz'e)f(zuill
I3 I

A3

+ lsle)nf(ziih + A, +13;9)m

Io
Aq—
(1—2,;9)"""
(1 + z4;,9)MH1

l
(1 + Zzi9)12+13+1

=| [202,2,,°*
L1

29(&2 + 13)221'6_1

T | (1 —Zzie)lz_l

(1 _ Zli9)11+13—1

6-1
29(&1 + /13)Zli (1 n Zlie)/11+/13+1

20252,

Iz

( _ _9)&3:111'—1

L

20252971

3 5. .q"
Io (1 + 24,0 ima bit?

olup @ ortak parametresi biliniyorken,
Loc ;™ (A + A3)™2,"2 (A1 + A3)"2 A3

1_[ (1 _ Zlie)ll—l (1 _ 22i9)22+/13—1

Iy

1_[ (1= 230)7 (1 = 2y, 0)
I

(1 + Zzi6)12+1 (1 + Zli9)11+ﬂ3+1
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Zl 1)*i_1

1—[ (1—zl
1+ 2z 9)21 1

seklindedir. Burada

ni

n . i
(ﬂ,z + /13)711 = z ( ll) /121/13711 ¢

i=0
ve

n;

G+ 2% = > ()5

j=0
binom agilimlarindan yararlanarak

ny np

n . . .
L e Alnllznzﬂi?’no Z Z (’n;:l) ( jz) 2‘212‘3”1—12‘1]/‘{3712—]
i=0 j=0

1-2,°
expi Ay Z log 1+ 2,0
1 _Zz'e
+ 1, Z 10g<1 s l,e)
17U, 2t
1-2,° 1—z,°
+2 Zl +ZI
3 i Og(l +ZZi9> 0 0g<1 ‘|‘Z1i6
1

2

6

1_Zi
+(/11+/12+/13)1210g T
0
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elde edilir. Simdi

1—2zy;
T, = Z 1 ,
2 0g<1 + 2219>
6
— 2y — 2
T. —Zlog( >+zlog< )
3 - 1+ z,,° - 1+ z,°

ve

olarak alinsin. O zaman

ny nz
n . +i . .
L o Z 2 ("ll) ( jZ) At /12”2 ' Ao+ o A (Ty+T4) A2 (T +T) +A5 (T3 +4T)
i=0 j=0

olarak bulunur.

4.3.3.1. A; lerin Bagimsiz Oldugu Durum i¢in Bayes Tahmini

A, 1 =1,2,3 bagimsiz ve gamma Onsel dagilimli olarak kabul edilsin. O
halde

ai

b; _
M) = s AT, =123,
L
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Burada a,,a, ve ase hiper parametreler denir. Bu parametreler simiilasyon
caligmalarinda ve gercek veri modellerinde bilinen sabitler olarak alinir. D veri

kiimesini gostersin.
T[S(AlD) x T[O(A)L(Dll)l A = (Ali AZ; 13)

olmak tizere ms(4|D) A nin onsel dagilimmi ve mg(A|D) A nin sonsal dagilimini

gostermektedir. Bu durumda

() = my (A1), (Ax)m3(A3)
ve

5(A|D) « ZOZO(”;) (’}2)
i=0 j=

a2+n2+i—1

aj+tny+j-1 no+ni—i+nz—j+az-1
All 1tJ AZ /1301 2—Jjtas

e M (01=T1—Ts) o =2A2(b2~T2=T4) p —A3(b3~T3—Ts4)

esitlikleri elde edilir. Burada

fea(x) = K x@le7hx = Mf(a)= x@lg=Bx

() B

6zdesligi kullanilarak

ng np

n.\ /N
ms(4|D) Z 2 ( l-l) ( jz) feaca +ny+j b, -1, -T,) (4)
i=0 j=0
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F(a1 +ny +])
(bl _ Tl _ T4)a1+n1+j fGA(a2+n2+i,b2—T2—T4) (AZ)

I(a, +n, +10)
(b2 _ T2 _ T4)a2+n2+i fGA(a3+n—i—j,b3—T3—T4)(13)

[(ag+n—1i—j)
(b — T3 — T,)%*nt7J

ve

ny ny

T (ID) o D ¢iifor A foa(ia)foa(hs)

i=0 j=0
olarak elde edilir. Burada

Cij

_ (nl) (nz) F(ag + 1y +)) ['(a; +ny +10) Tlaz+n—i—))
i J/(by =Ty — T,)%+mti (b, — T, — T,)%+N2+i (by — Ty — T,)%+n—i=J’

Simdi

Cij

Wij = G
YiZo2ZoCij

olarak segilirse
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olur. Boylece 4 niin sonsal dagilimi gamma olasilik yogunluk fonksiyonlarinin

agirlikli toplami olarak elde edilir ve

ny ny

To@ID) & ) Wiifon ) foa(a)foa ()

i=0 j=0

olarak bulunur. SELF (Squared Error Loss Function — Karesel Kayip Hata
Fonksiyonu) altinda 1,,4, ve A; iin Bayes tahminleri i¢in A, in marjinal sonsal

dagilimi

ny np

ms(Ay) = ZZ Wij f ffGA(Al)fGA(AZ)fGA(/13) dA,dA3
=0 j=0 1, A5

ng n

= Z z Wijfea (4,

i=0 j=0
A, nin marjinal sonsal dagilimi

ny np

ms(Az) = ZZWU f ffGA(Al)fGA(AZ)fGA(A3) dA,dAs
i=0 j=0 A A

ng ny

= Z Z wiifea (A2)

i=0 j=0
ve A5 {in marjinal sonsal dagilimi

w0 = Y 3wy | [ foaOdfoaGa)feahs) dindiy
=0 j=0 A Ay
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ng n

= Z Z Wijfca (A3)

=0 j=0

olarak elde edilir. A; in beklenen degeri A, in bayes tahminini verecektir. O halde

(o]

jm = f Ay g (Ay)dA4

ng ng

f A Z Z Wt]fGA (A)d2,

i=0 j=

ny ny

z Z WL] f /11 fGA(a1+n1+] b1 —T1—Ty) (Al)d}{l

i=0 j=

olarak bulunur. Benzer sekilde

(o]

~

Ao = j 2o 5 (Ay)d A,

ny ny
J‘AZZZWU}CGA (A2)d4,
0 i=0 j=
nq 2 co

n
= ZWL f/lz fGA(a2+n2+lbz —T,—T,) (Az)dflz

i=0 j=0 0
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ve

- f 2y 73 (Ag)d s

ng np

0
f A3 Z Z WL]fGA (A3)d4;

i=0 j=

ny np

ZZM;[% fGA(a3+n i—j,b3—T3—Ts) (A3)dA3

i=0 j=

olarak hesaplanir.

4.3.3.2. A; lerin Bagimsiz Olmadig1 Durum icin Bayes Tahmini

A1, A, ve A3 bagimsiz  kabul edilmesin ve A =4, + 1, + A3 olsun.

A~ GA(a, b) oldugu varsayilsin. Yani A nin 6nsel dagilimi

a

b
no(Ala, b) = (a)za lg—bd

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olsun. Ayrica (%,/;—2) nin ortak Onsel

dagilimini

a—1 az;—1

(/11 /12

I'(a; + a, + as) (/11)“1 1 /12)
i /1

I'(a))T(ax)T(az) \ 1 A

)

olasilik yogunluk fonksiyonlu Dirichlet olarak varsaymak makuldiir. Burada

A a,, as, a3)
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A4 >0,4,>0, 13 >0, 13 =1 — A; — A, ve hiper parametreler a, b, a,, a,, as >

0 dir (Kundu ve Gupta, 2013). O zaman 4, % % nin ortak 6nseli
A A, b F'(a; +a; +a3)
T(d,—,—= a,b,a,a,a)= ~1g—ba
( A A vEBs I'(a) I'(a)T(az)l(as)

az—1 a;—-1 a,—1

@ @ G

olarak elde edilebilir ki bu dagilim gamma-Dirichlet ailesidir (Kundu ve Gupta,
2013).

O zaman A4, A, ve A3 iin ortak 6nseli

71 (A1, 42, 23la, b, a4, a3, az)

a3—1 a1—1 az—l

)" ()"

/13a3—1e—b13>

_ Ela—le—bl I(a, +a, +as) (/1_3)
A4 I'(a)T(az)l(az) \ 4

y I'(a; + ay + a3) a-a;—a;—asz b

( ba1 /1 a‘l_1 —bl:l) ( baz A aZ_1 —bﬂ.2>
e e e
I'(ay) ! I'(a;) 2

olup gamma yogunluklarinin bir karmasidir. a* = a; + a, + a5 olsun. O zaman,

as

3
I'(a* . b4
T[l(ﬂl' Az, A3|a, b, al, az, a3) == ﬂ(bl’l)a_a

A_ai_le—bﬂ.i
@ | F@p™

olarak bulunur. a = a* ise 1;, A, ve A3 bagimsizdir. 8 biliniyorken sonsal dagilim,

'g(llr AZJ /13 |05 D) x T (All AZI 13 Ial b: a;,as, a3)€(D |a, /11, AZ! /13)
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F(a) a-a* a;—-1 —b/l
“ T Y Hr( l)l

M2 (A + A3)" (A + A3)™2

A
/1 - Zlie 1 (1 _ Zzi)/12+13
1 1\1 + Zlig 1 + Zyi
Iy

A A1+
TT1 1 _Zzig z 1 _Zlie ! 3
1 1\1+ Zzie 1+ Z1i9
I
YA
—T/1— Zie i1t
1 1\1+ Zie
Io
ny ny

X Z Z (nl) (7;2) Azi+a2—1+n2}{1j+a1—1+n1
l

=0 j=0

/13a3—1+n0+n1+n2—i—je—b Zi3:1ﬂila_a*

exp Alzlog< >+(/12
+/13)Zlog< >+/12210g< >+(/11
e Yo 2) > ee(i55s)

ng nz

< Z Z (71;1) (T;Z) /la—a*/11]'+a1+n1—1e—/11(b—T1—T4)

i=0 j=0

A_Z i+a2 +n2—1e—/12(b—T2—T4)/13 as +n1_i_j_1e—ﬂ3 (b—T3_T4)

ng np

x Z Z (nll) (732) Aa_a*fGA(Haz+n2,b—T1—T4) (/12)

i=0 j=0

featj+a+nyb-1,-1) A1) feacas+n—i—jp—-1s—-1,) (A3)
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rG+a; +nq) [ +a,+ny)

(b _ Tl _ T4)j+a1+n1 (b _ T2 _ T4)i+a2+n2
Flaz+n—i—j)

(b — Ty — T4)a3+n—i—j

ny ny
o 297 z z Wiifea(A)fea(A2) fea(A3)
i=0 j=0
olup burada
WU
ij — on n
LiZo2jZoCij
ve
7 (nl) (nz) F(] + aq + nl) F(l + a; + nz)
Cij = i j (b—T, — T4)j+a1+n1 (b—-T, — T4)i+a2+n2

Flaz+n—i—j)
(b —T5 = T)@ T

a = a” ise A4, A, ve A3 iin bagimsiz oldugu durum ortaya ¢ikar. O zaman SELF
altinda Bayes tahmin edicileri 4,5, 1,5 ve 135 olur. a # a*ise Bayes tahmin

edicileri agikga elde edilemez. u(A4, 45, 13), 4; lerin herhangi bir fonksiyonu olsun.
O zaman u fonksiyonunun Bayes tahmin edicileri i¢in énem 6rneklemesi yontemi

kullanilir.

£(Ay, 25,2316, D) o< 297 (A, + A5)™ (A, + A3)"™ foacay+nyp-1y-1,) (A1)

fGA(az +n2,b—T2—T4) (AZ)fGA(a—j +n0,b—T3—T4) (13)

SELF altinda u fonksiyonunun Bayes tahmin edicisi
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20 2wy, Ay A5)(Ag, A, 2516, DYdA; d Ay A
JC 07 €0, 25,2516, D)dAy dAydRs

ﬁBz

seklinde elde edilir.

Algoritma 4.3. BUEHL (44, 1,, A3, ) dagiliminin parametrelerinin Bayes tahmini
i¢in 6nem 6rneklemesi
1. Adim:

Al"‘ GA(al + nl,b - Tl - T4_)
AZA‘GA(QZ + n,, b— TZ - T4) uret.
/13""’614((13 + no, b - T3 - T4_)

2. Adim: {(A4;, A5, A3;),i = 1,2, ...., N} liretmek igin Adim 1°i tekrarla.
3. Adim: h(A4, 25, A3) = 1272 (A, + A3)™ (A + A3)™ olmak iizere

YL u(g, Agi, 23D (A, Agy, Asy)
YN h (A, Agp A3;)

hesapla. Bu iz nin bir yaklasigidir.
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5. SIMULASYON CALISMALARI

Bu béliimde BUEHL tahmin edicisinin performansinin incelenmesi ve elde
edilen teorik sonuglarin degerlendirilmesi amaciyla simiilasyon c¢aligsmalari
gergeklestirilmistir. Bu dogrultuda karsilastirmanin  yapilabilmesi i¢in log-
olabilirlik fonksiyonunun dogrudan maksimizasyonu, EM algoritmas: ve Bayes
yontemleri ile parametre tahminleri yapilmistir. Simiilasyon ¢alismalarinda Ozbilen
ve Geng (2022) makalesinden faydalanilmigtir. Ayrica simiilasyon c¢alismalarinda

yapilan biitiin hesaplamalar i¢cin R programi kullanilmistir (R Core Team, 2020).

5.1. En Cok Olabilirlik Tahmin Edicileri I¢in Simiilasyon Calismasi

BUEHL dagilimmin parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri igin
simiilasyon ¢aligmalarinin yapilabilmesi amaciyla bazi spesifik parametre degerleri
icin BUEHL dagilimindan 50 ve 100 birimlik Orneklem {iretilmistir. Tahmin
denklemleri lineer olmadigindan tahminlerin elde edilmesinde niimerik bir
prosediir kullanilmigtir. Bazi bilgisayar paketleri bu tiir lineer olmayan
optimizasyon problemlerinin ¢ozlilmesini saglayan algoritmalar icermektedir.
Dogrudan maksimizasyon i¢in R programinin L-BFGS-B optimizasyon yontemini
(Byrd ve ark., 1995) kullanan optim fonksiyonundan faydalanilmistir. Diger
yandan EM algoritmasi ile tahmin i¢in Alt Bolim 4.3.2°de verilen algoritma R
programinda kodlanmis ve caligtinlmistir. Algoritmanin az sayida iterasyon
sonunda yakinsama sagladig1 goriilmiistiir. Bu baglamda tahminlerin ortalamas1 ve

karsilik gelen hata kareler ortalamasi (MSE) Cizelge5.1’de rapor edilmistir.

93



5. SIMULASYON CALISMALARI Omer OZBILEN

Cizelge 5.1. 6 =1 iken farkli A degerleri ig¢in dogrudan log-olabilirlik
fonksiyonunun maksimizasyonu ve EM algoritmasinin simiilasyon
caligmasinin sonuglart: tahminlerin ortalamasi1 ve parantez icinde

MSE degerleri
Dogrudan Maksimizasyon Sonuglart

n oA Ay Ag 1 A, A, 0
1.045293 2.095201 3.108481 1.008700
50 1 2 3] (0.382614) (0.626032) (0.674845) (0.087941)
0.645633 0.762891 0.945392 1.038952
0.6 0.7 09| (0.178079) (0.213582) (0.218191) (0.120480)
2.094164 0.603895 4.157664 1.009097
2 05 4 | (0.646664) (0.267333) (0.917810) (0.083656)
1.026216 2.067946 3.076974 1.006028
100 1 2 3] (0.270231) (0.461794) (0.516081) (0.068864)
0.621735 0.723296 0.925346 1.018622
0.6 0.7 09| (0.121789) (0.141362) (0.151042) (0.082200)
2.094161 0.603891 4.157645 1.009095
2 05 4 | (0.646665) (0.267330) (0.917774) (0.083657)

EM Algoritmas1 Sonuglari

n oA A Ag 1 A, A, 0
1.045294 2.095214 3.108492 1.008702
50 1 2 3| (0.382607) (0.626049) (0.674843) (0.087942)
0.645633 0.762891 0.945392 1.038952
0.6 0.7 09| (0.178079) (0.213582) (0.218190) (0.120480)
2.078533 0.564135 4125473 1.010067
2 05 4 | (0.507857) (0.192067) (0.691861) (0.067872)
1.026217 2.067952 3.076977 1.006029
100 1 2 3| (0.270230) (0.461800) (0.516077) (0.068866)
0.621733 0.723295 0.925346 1.018621
0.6 0.7 09| (0.121788) (0.141361) (0.151040) (0.082198)
2.078518 0.564129 4.125442 1.010063
2 05 4 | (0.507854) (0.192063) (0.691865) (0.067875)
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Cizelge 5.1°e gore parametre degerlerinin elde edilen tahminlere yakin
sonuclar verdigi goriilmektedir. Biitiin tahmin ediciler parametrelerin degerlerini
gercek degerlerinden az bir miktar biiyiik tahmin etmistir. Log-olabilirlik
fonksiyonunun dogrudan maksimizasyonunun sonuclart EM algoritmasindan elde
edilen sonugclara oldukga yakindir. Bu durum EM algoritmasinin model uydurmada
log-olabilirlik fonksiyonunun dogrudan maksimizasyonuna alternatif olarak
kullanilabilecegini gostermektedir. Beklendigi gibi orneklem biiyiikligl arttikca
daha kiiciik MSE degerlerine ulagilmaktadir.

5.2. Bayes Tahmin Edicileri I¢in Simiilasyon Calismasi

Bu boliimde BUEHL dagilimmin parametrelerinin Bayes tahminleri ele
almmistir. 6 parametresi biliniyorken Bayes tahminleri i¢in simiilasyon
caligmalarinin yapilabilmesi amaciyla bagimsiz 44, 1,, A3 parametrelerinin ¢esitli
degerleri i¢cin BUEHL dagilimindan 50 ve 100 birimlik orneklemler iiretilmistir.
Parametrelerin tahmininde kullanilmak tizere hiper parametreleri a;, = a, = a; =
b=a=0.001 olan bagimsiz ve gamma O&nsel dagilimlarindan N = 10000
birimlik rastgele sayilar {dretilmistir. 6 parametresinin degeri 6 = 1 olarak
secilmigtir. Simiilasyonlarda 6rneklem hacmi 5000 birim olarak belirlenmistir.

Simiilasyon sonuclar1 Cizelge 5.2’de verilmistir.
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Cizelge 5.2. 0 Diliniyorken bagimsiz A; ler i¢in BUEHL dagiliminin
parametrelerinin Bayes tahminleri ve parantez i¢cinde SELF degerleri

(6 =1)

n A A, A3 1 1, A3
50 1 2 3 0.9922  2.0101  2.9404
(0.3462)  (0.4877) (0.5876)
0.6 0.7 0.9 05910  0.6884  0.8498
(0.1586)  (0.1735)  (0.2034)
2 0.5 4 2.0257 04993  4.0228
(0.5335)  (0.2585)  (0.6806)
100 1 2 3 09235  1.9550  2.6891
(0.2575)  (0.3701)  (0.5295)
0.6 0.7 0.9 05478  0.6491  0.7621
(0.1267) (0.1369)  (0.1947)
2 0.5 4 2.0075  0.4792  3.8172
(0.3817)  (0.1836) (0.5364)

Cizelge 5.2°ye gore her iki 6rneklem hacminde de segilen tiim parametre
degerleri icin Bayes tahminleri gercek parametre degerlerine oldukg¢a yakindir.
Dolayisiyla Bolim 4.3.3’te verilen onsel dagilim varsayimlari altinda BUEHL
dagiliminin parametrelerinin tahmini i¢in Bayes tahmin yontemi kullaniglt bir

yontemdir.
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6. GERCEK VERI ANALIiZLERI

Bu boélimde BUEHL dagiliminin performansi gercek veri kiimeleri
iizerinde incelenmistir. Performans karsilastirmasinin yapilabilmesi icin ulusal
futbol ligi (NFL) (Balakrishna ve Shiji, 2014; Csorgé ve Welsh, 1989; Kundu,
Gupta; 2017) ve kilo kayb1 (Fox ve Weisberg, 2020) veri kiimeleri kullanilmustir.

6.1. NFL Verisi

Bu béliimde NFL veri kiimesinin analizi ele alinmustir. S6z konusu veri
kiimesinin analizinde Ozbilen ve Geng (2022) makalesinden faydalanilmistir. Bu
veri kiimesi Z;, kaleden topun ilk kez gegerek yapilan ilk skor igin gecen oyun
siiresi ve Z,, topun gol bolgesini ilk kez gecerek yapilan ilk skor i¢in gecen oyun
stiresi olmak tizere iki boyutlu (Z,,Z,) gozlemlerinden olusmaktadir. Z; ve Z,
degiskenleri su 6zelliklere sahiptir:

(@) Z; < Z, ise ilk skorun bir alan golii oldugu anlamina gelir.

(b) Z, = Z, ise ilk skorun donistiiriilmiis bir touchdown oldugu anlamina
gelir. Burada touchdown, rakip takimin son ¢izgisinin topla beraber gegilmesi ile
atilan goldiir.

(c) Zy > Z, ise ilk skorun bir doniistirilmemis touchdown veya bir
savunma sayisi oldugu anlamina gelir.

Bir touchdown ve bir doniistiirme denemesinden sonraki nokta arasinda
gecen oyun siiresi bulunmadigi i¢in dogal olarak beraberlik durumlar1 ortaya ¢ikar
ve gozardi edilemez. Dakika cinsinden skor zamanlar1 iki ondalikli olarak Cizelge

6.1’de verilmistir. Ondalik kisimlar saniyeleri temsil etmektedir.
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Cizelge 6.1. NFL veri kiimesi
Zy Z, Zy Z, Zy Z,

2.03 3.59 5.47 25.59 10.24 14.15
9.03 9.03 13.48 49.45 2.59 2.59
0.51 0.51 7.15 7.15 3.53 6.26
3.26 3.26 4.15 4.15 0.45 0.45
7.47 7.47 1.39 1.39 11.38 17.22
10.34 14.17 6.25 15.05 1.23 1.23
7.03 7.03 413 9.29 10.21 10.21
2.35 2.35 15.32 15.32 12.08 12.08
7.14 9.41 2.54 2.54 14.35 14.35
6.51 34.35 7.01 7.01 11.49 11.49
32.27 42.21 6.25 6.25 5.31 11.16
8.32 14.34 8.59 8.59 19.39 10.42
31.08 49.53 10.09 10.09 17.50 17.50
14.35 20.34 8.52 8.52 10.51 38.04

Degerlerin saat cinsinden elde edilebilmesi i¢in tiim skorlar 60’a
boliinmiistiir. Bu durumda biitiin degerler (0,1) araligma diismektedir. Sirastyla
Z1,Z, ve min(Z,,Z,) igin skorlar UEHL marjinal dagilimi ile uydurulmustur.
Parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri, Anderson-Darling (AD) test istatistigi
ve p-degerleri Cizelge 6.2°de rapor edilmistir. Buna gére UEHL dagiliminin
marjinal dagilimlar ve bunlarin minimumu i¢in veri kiimesini uydurmada kullanigh

oldugu gortilmektedir.
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Cizelge 6.2. NFL veri kiimesi i¢in MLE’ler ve Anderson-Darling (AD) test
istatistiginin p-degeri

Degisken A ] p
Zq 55187 1.3228 0.9128
Z, 2.0905 1.0313 0.7368
min(Z{,Z,) | 5.8706  1.3404  0.8550

Uydurulmus marjinal modeller iki degiskenli veri kiimesini BUEHL
dagilimiyla uydurmanin uygun oldugunu gostermektedir. BUEHL dagiliminin
uydurulmas: siirecinde R programi yardimiyla (R Core Team, 2020) hem EM
algoritmas1 hem de log-olabilirlik fonksiyonunun dogrudan maksimizasyonu
yontemleri kullanmilmistir. EM algoritmasi i¢in baslangic degerleri, uydurulmus
marjinal modellerden faydalanilarak /11(0) = 0.3519, /12(0) = 3.7801 , /13(0) =
1.7386 ve 8(® = 1.2315 olarak belirlenmis ve Boliim 4’te verilen Algoritma 4.2
caligtirilmistir. Algoritma 4.2 ile 15. iterasyonda yakinsama saglanmis ve psiido
log-olabilirlik degerleri iterasyonlar ilerledikge artmistir. Iterasyona bagli olarak
parametre degerlerindeki degisim Cizelge 6.3’te, iterasyon adimlarina karsi lsiiq0

grafigi ise Sekil 6.1’de verilmistir.
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Cizelge 6.3. NFL veri kiimesi i¢in EM algoritmasi iterasyonlari

iterasyon Sayisi 21 iz /13 0 lpsiido
1 1.740418 0.724595 1.701663 1.157294 3.992275
2 1.882084 0.362220 2.134695 1.194120 8.024122
3 1.826326 0.202781 2.247846 1.176562 12.47734
4 1.846220 0.141933 2.328450 1.184086 14.95348
5 1.835199 0.116137 2.344941 1.180545 16.13083
6 1.839347 0.106058 2.359032 1.182077 16.64916
7 1837158 0.101813 2.361398 1.181363 16.86766
8 1.838013 0.100156 2.363870 1.181674 16.95789
9 1.837576 0.099455 2.364193 1.181530 16.99475
10 1.837751 0.099183 2.364630 1.181594 17.00976
11 1.837663 0.099067 2.364669 1.181564 17.01586
12 1.837699 0.099023 2.364748 1.181577 17.01834
13 1.837682 0.099003 2.364751 1.181571 17.01934
14 1.837689 0.098996 2.364765 1.181574 17.01975
15 1.837686 0.098993 2.364765 1.181573 17.01991

{psﬁda

T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Iterasyon

Sekil 6.1. NFL veri kiimesi i¢gin EM algoritmasinin iterasyon adimlarma karsi
lpsﬁdo graﬁgi
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Son olarak sonuglar iki farkli Marshall-Olkin tipi dagilim ile
karsilastirilmistir. Karsilastirilan dagilimlardan birincisi Boliim 3°te Onerme 3.3 ile
verilen iki degiskenli Kumaraswamy dagilimidir. Diger dagilim ise f(x; 1) =

20(1 — x)x*"1(2 — x)*~1 olmak iizere

[z A +A3)f(22;1,), 0<z <z, <1

[z 2)f(22; 4, +43), 0<z<z;<1
3

le,zz (21,22) = 1
3
3 f(Z;EAi)' Z1 =2 =2
A

=1 i=1

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip Marshall-Olkin tipi iki degiskenli Topp-
Leone (BTL) dagilimidir (Topp ve Leone, 1955).

Log-olabilirlik fonksiyonunun dogrudan maksimizasyonu ile elde edilen en
cok olabilirlik tahminleri ve diger ¢ikarimlarin sonuglar1 Cizelge 6.4’te verilmistir.
BUEHL dagiliminin parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri EM algoritmasi
ile elde edilen degerlerle uyumludur. BUEHL dagilim1 ile uydurulmus modelin iki
degiskenli Kumaraswamy dagilimi ile uydurulmus modele gore daha biiylik log-
olabilirlik degeri verdigi goriilmektedir. Sonu¢ olarak bu veri kiimesi 6zelinde
BUEHL dagilimi iki degiskenli Kumaraswamy dagilimina goére daha iyi bir
performans gostermistir. Ayrica parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerindeki
degerleri i¢in BUEHL, BVK ve BTL modellerinin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonunun mutlak siirekli kisminin yiizey grafigi Sekil 6.2’de goriilmektedir.
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Cizelge 6.4. NFLveri kiimesi i¢gin BUEHL dagilimi, BVK dagilimi ve BTL
dagiliminin uydurulmus modellerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri,
log olabilirlik degerleri ve AIC degerleri (Parantez i¢indeki degerler
standard hatalardir)

Model 1 A, A 0 log-lik  AIC

BUEHL  1.8377  0.0990  2.3648  1.1816 20570 -33.140
(0.5792)  (0.0991)  (0.4911)  (0.1267)

BVK 26810 01384 33109  1.0557 18.952 -29.904
(0.8865)  (0.1389) (0.7266)  (0.1289)

BTL 00244 02947  0.5930 10185 2.1630
(0.0241)  (0.0712)  (0.0941)

Sekil 6.2. NFL veri kiimesinde parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri i¢in (a)
BUEHL, (b) BVK ve (c) BTL modelinin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonunun mutlak siirekli kisminin yiizey grafigi
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6.2. Kilo Kayb1 Veri Kiimesi

alinsin. Bu veri kiimesi, 34 bireyden olusan ii¢ grup (Kontrol, Diyet ve Diyet +
Egzersiz) icin ii¢ ay boyunca kilo kaybi1 ve 0zsaygiya iliskin yapay verilerden
olusan iki degiskenli bir veri kiimesidir. Veri kiimesi iki degiskenli bir tasarim

olusturmakta olup R programindaki carData paketinde mevcuttur.

etsin. Bir bireyin kilo kaybetmesi, kilo almas1 veya ayn1 kiloda kalmasi s6z konusu
oldugunda Marshall-Olkin tipi iki degiskenli dagilim bu tip bir veriyi modellemede

kullanimi uygun olabilir. Veri kiimesi Cizelge 6.5’te verilmistir.

Cizelge 6.5. Kilo kayb1 veri kiimesi

Gergek veri analizinde ikinci olarak kilo kaybi veri kiimesi géz Oniine

Z4, iki ay boyunca kilo kaybini Z, ise {i¢ ay boyunca kilo kaybini temsil

Z, Z, Z, Z, Z, Z, e, Z,
0.4 0.3 0.4 0.2 0.6 05 0.6 0.6
0.4 0.4 0.5 0.2 0.7 0.6 0.9 05
0.4 03 0.6 03 0.4 0.3 0.7 0.9
0.3 0.2 05 0.4 0.7 0.4 0.8 0.6
05 03 0.7 0.6 0.7 0.7
0.6 05 0.6 0.4 0.4 0.7
0.6 05 0.3 0.2 0.9 0.7
05 0.4 05 05 0.3 0.4
05 0.4 0.4 0.3 0.3 05
0.3 0.3 0.4 0.2 0.6 05

Oncelikle Z; , Z, ve min(Z;,Z,) icin skorlara UEHL marjinal dagilimlar:

uydurulsun. Parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri ve AD test istatistiginin p

degerleri Cizelge 6.6’da rapor edilmistir.
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Cizelge 6.6. Kilo kayb1 veri kiimesi i¢in MLE’ler ve Anderson-Darling (AD) test
istatistiginin p-degeri
Degisken 1 6 p
Zy 2.6848 3.2806 0.8872
Z, 3.1394  2.6378  0.9696

min(Z,,Z,) | 4.7460 2.9346  0.9126

Buna gére UEHL dagiliminin marjinal degiskenler ve bunlarin minimumu
olan degiskeni uydurmada uygun oldugu goriilmiistir.

Cizelge 6.6’ya gore uydurulan marjinal dagilimlar kilo kaybi iki degiskenli
veri kiimesini modellemede BUEHL dagiliminin kullaniminin uygun olduguna dair
kayda deger bir bakis acis1 saglamaktadir. EM algoritmasi 19. iterasyonda
yakinsama saglamig ve iterasyonlar arttikca psiido log-olabilirlik degerleri de

artmistir. Iterasyon adimlari Cizelge 6.7°de, iterasyon adimlarina karst Lysido

grafigi ise Sekil 6.3’te verilmistir.
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Cizelge 6.7. Kilo kayb1 veri kiimesi i¢in EM algoritmasi iterasyonlari

[terasyon Sayisi M A, A3 6 Lysido
1 1.166816  3.158945 1.167686 3.023489  -10.51969
2 1.007944 2.671012 1.005779 2.700209  -10.05908
3 1.070428 2.867679 1.062445 2.828595 -10.03233
4 1.048123 2.789898 1.037278 2.778062  -10.01322
5 1.059004 2.820988 1.045357 2.798213  -10.01478
6 1.056202 2.808910 1.040790 2.790302  -10.01182
7 1.058435 2.813893 1.041594 2.793494  -10.01156
8 1.058376 2.812062 1.040535 2.792269  -10.01064
9 1.059009 2.812895 1.040408 2.792785 -10.01025
10 1.059207 2.812644 1.040056 2.792602  -10.00984
11 1.059460 2.812802 1.039899 2.792691  -10.00958
12 1.059603 2.812782 1.039742 2.792668  -10.00937
13 1.059726  2.812822 1.039643 2.792686  -10.00923
14 1.059810 2.812829 1.039564 2.792685 -10.00912
15 1.059875 2.812843 1.039508 2.792690  -10.00904
16 1.059921 2.812851 1.039465 2.792691  -10.00898
17 1.059956 2.812857 1.039435 2.792693  -10.00893
18 1.059981 2.812861 1.039412 2.792695  -10.00890
19 1.060000 2.812865 1.039395 2.792696  -10.00887

{,DSIJCI'J
-10.3 -10.2 -10.1 -10.0

-10.5 -10.4

T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
iterasyon

Sekil 6.3. Kilo kaybi veri kiimesi i¢cin EM algoritmasinin iterasyon adimlarina karsi
lpsﬁdo graﬁgi
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Son olarak dogrudan maksimizasyon sonuglari Cizelge 6.8’de
verilmis olup buna gore onerilen BUEHL dagiliminin iki degiskenli veri
kiimesine diger iki dagilima gdre daha iyi bir uyum gosterdigi goriilmiistiir.
Dahas1 BUEHL, BVK ve BTL modellerinin parametrelerinin en ¢ok olabilirlik
degerlerinde ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun mutlak siirekli kisminin yiizey

grafigi Sekil 6.4’te verilmistir.

Cizelge 6.8. Kilo kaybi veri kiimesi i¢cin BUEHL dagilimi, BVK dagilim1 ve BTL
dagiliminin uydurulmus modellerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri,
log olabilirlik degerleri ve AIC degerleri (Parantez igindeki degerler
standart hatalardir)

Model 1 A, A3 0 log-lik AIC

BUEHL | 1.0601 28129  1.0393 27927  9.6509 -11.3018
(0.4333) (0.7162) (0.3934) (0.2982)

MO-BVK | 15370  4.0561 14570 25040  8.2425  -8.4850
(0.6351) (1.0888) (0.5638)  (0.3035)

MO-BTL | 2.6662  0.9483  1.1827 8.1897  -10.3795
(0.5147)  (0.3862)  (0.3989)

106




6. GERCEK VERI ANALIZLERI Omer OZBILEN

e
ey
-"}:&f“i‘f*"‘i}:l:

....
Eat
oo
ek
oot
A
T,

o o
H e

o

o e
2o Rttt
i St
25 2

P T A Al LA
R A e T A A M b
A 4} 5 LA 1,*3%;@- {L‘
ik i

+

et
gt
G

+
o
i
i
i

Prranc ki
AR
Tt i
AR

Sekil 6.4. Kilo kaybi1 veri kiimesinde parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri
icin (a) BUEHL, (b) BVK ve (c) BTL modelinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonunun mutlak siirekli kisminin yiizey grafigi
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7. SONUCLAR

Gergek yasam verilerindeki gesitlilige bagli olarak verileri modellemek i¢in
klasik dagilimlarin yan1 sira daha esnek ve sinirl tipte dagilimlara ihtiyag duyulur.
Bu amagla literatiirde faydali dagilimlar olusturmak i¢in yeni yontemler {izerine
farkli ¢calismalar bulunmaktadir.

Birgok gercek yasam verisini modellemede yaygin kullanima sahip oldugu
bilinen Weibull dagilimi kiivet egrisi yapisina sahip tehlike hizi modellemesinde
uygun degildir. Bu noktada 6zel fonksiyonlar igermeyen ve dolayistyla kullanimi
kolay olan omega dagilimi, Weibull dagiliminin bu eksikligi ile basa ¢ikmak i¢in
kullanilabilir. Ayrica UEHL dagilimi, omega dagiliminin (0,1) smirli destek
kiimesine sahip olan 6zel bir hali olup istatistiksel giivenilirlik teorisinde birgok
uygulamaya sahip bir dagilimdir.

Istatistiksel giivenilirlik teorisinde esanli olarak gerceklesen olaylari
modellemek i¢in tek degiskenli dagilimlarin iki degiskenli genellestirilmeleri
Onerilmistir. Bu kapsamda MO tipi iki degiskenli dagilimlar, temel iiretici bir
dagilimi ana dagilim alarak cesitli gercek yasam verilerini modellemek igin
olusturulan oldukca esnek dagilimlardir. Bu tiir dagilimlar siirekli ve singiiler
kisimlardan olusur ve iki degiskenli verideki esitsizlik durumlarinin yani sira esitlik
durumlarint da modelleyebilir. MO tipi iki degiskenli dagilimlar genellikle (0,o0)
destek kiimeli iki degiskenli verileri modellemede kullanilirken destek kiimesi (0,1)
olan iki degiskenli verileri modellemek icin smirli destek kiimeli dagilimlara
ihtiya¢ oldugu agiktir.

Bu tez calismasinda omega dagilimmin 6zel bir durumuna karsilik gelen
UEHL dagilimmin iki degiskenli versiyonuna genellestirilmesi olarak MO tipi
BUEHL dagilim1 verildi ve bu yeni dagilimin temel 6zellikleri incelendi. MO tipi
iki degiskenli dagilimlarin ¢ogunda oldugu gibi BUEHL dagilimi siirli bir destek
kiimesine sahiptir. BUEHL dagilimi spesifik olarak iki degiskenli oranlar1 veya

yiizdeleri modellemek i¢in kullanilabilir. Bu dagilimin, dagilim fonksiyonu 6zel bir
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fonksiyon ve fiistel bir terim igermediginden hesaplama kolayligi bakimindan
BUEHL dagilim modeli oldukg¢a kullanighdir.

Bu tez c¢alismasinda oOnerilen BUEHL dagiliminin 6zellikleri oldukca
ayrintili bir sekilde incelenmistir. Dagilim parametrelerinin en ¢ok olabilirlik
tahminleri elde edilmistir. Buna ek olarak BUEHL modelinin parametre tahmini
icin bir bilgisayar paketinde bulunan herhangi bir optimizasyon rutini
uygulanmaksizin kullanilabilecek EM algoritmasi verilmistir. Ayrica dagilim
parametrelerinin Bayes tahminlerini veren teorik ifadeler elde edilmistir. Elde
edilen teorik sonuclarin degerlendirilmesi amaciyla bir simiilasyon ¢alismasi
yapilarak en ¢ok olabilirlik ve EM algoritmas1 yontemleri karsilastirilmis ve
orneklem biiyiikligii yeterli oldugunda yontemlerin oldukg¢a yakin sonuglar verdigi
goriilmiistiir. Dahas1 Bayes tahmin yonteminin performansimin incelenmesi
amaciyla yapilan simiilasyon ¢alismasina gore Bayes yonteminin gercek parametre
degerlerine oldukg¢a yakin tahmin degerleri verdigi tespit edilmistir. Onerilen
BUEHL dagiliminin gercek yasam verilerinde kullanisli bir model oldugunu
gostermek amaciyla gergek veri analizleri yapilmig ve BUEHL dagilimi ile BVK
dagilimi ve BTL dagilimi karsilastirilmistir. Karsilagtirma sonunda elde edilen log-
olabilirlik ve AIC degerleri géz oOniline alinarak BUEHL dagilimmin BVK
dagilimina ve BTL dagilimina gore veriye daha iyi bir uyum sagladig1 goriilmiistiir.
Dolayisiyla BUEHL dagiliminin sinirh tipteki iki degiskenli verileri modellemede
faydali bir alternatif dagilim oldugu sonucuna varilmistir.

Dagilimin ¢ok degiskenli versiyonunun tanimlanmasinin ve 6zelliklerinin
incelenmesinin daha sonraki bir caligmada yapilmasi hedeflenmektedir. Diger
yandan omega dagilimmin genel formunda bulunan d siir parametresinin modele
fazladan esneklik sagladigi aciktir. Boylece omega dagiliminin bilinmeyen d
parametreli iki degiskenli versiyonunun sonraki bir c¢alismada ele alinmasi

hedeflenmektedir.
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EK1

Sekil 3.1 i¢in R Kodu

# fonksiyonu belirle

fk <- function (x,a,b) {
return(a*b*(x*(b-1))*(1-(x"b))*(a-1))

¥

fl <- function (z1,z2,a1,a2,a3,b) {
return(fk(z1,al,b)*fk(z2,a2+a3,b))

}

f2 <- function (z1,z2,a1,a2,a3,b) {
return(fk(z1,al+a3,b)*fk(z2,a2,b))

}

f<- function (z1,z2,al1,a2,a3,b) {
return(ifelse(z1<z2,f1(z1,z2,a1,a2,a3,b),f2(z1,z2,al,a2,a3,b)))

}

#z1 lerin degerlerini belirle

z1 <-seq(0,1,length=50)

#z2 lerin degerlerini belirle

z2 <-seq(0,1,length=50)

#(a) igin z=f(.) leri belirle

z<- outer(z1,z2,f,al=1.5,a2=4.5,a3=0.7,b=2.5)

# Grafigi ¢iz

par(mfrow=c(2,2))

par(mar=c(0,0,0,0))

par(oma=c(0,0,0,0))

persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")

# (b) icin z=f(.) leri belirle

z<- outer(z1,z2,f,al=3.5,a2=1.5,a3=0.7,b=4)
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# Grafigi ¢iz
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
#(c) icin z=f(.) leri belirle
z<- outer(z1,z2,f,al=4.5,a2=4.5,a3=0.7,b=1.5)
# Grafigi ¢iz
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
# Tek degiskenli kumaraswamy sagkalim fonksiyonu
Sk <- function(x,a,b){
return((1-x"b)"a)
}
S <- function(z1,z2,al,a2,a3,b){
w <- max(z1,z2)
return(Sk(z1,al,b)*Sk(z2,a2,b)*Sk(w,a3,b))
}
Fz <- function(z1,z2,11,12,13,t){
w <- max(z1,z2)
return(1-Sk(z1,al,b)*Sk(z2,a2,b)*Sk(w,a3,b))
¥
par(mfrow=c(2,2))
par(mar=c(0,0,0,0))
par(oma=c(0,0,0,0))
#z1 lerin degerlerini belirle
z1 <-seq(0,0.01,length=50)
#z2 lerin degerlerini belirle
z2 <- 5e((0,0.01,length=50)
#(a) icin z=f(.) leri belirle
z <-outer(z1,z2,S,a1=1.5,a2=4.5,a3=0.7,b=2.5)
# Grafigi ciz

persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
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# (b) icin z=f(.) leri belirle

z <- outer(z1,z2,S,a1=3.5,a2=1.5,a3=0.7,b=4)

# Grafigi ciz
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
#(c) icin z=f(.) leri belirle

z<- outer(z1,z2,S,a1=4.5,a2=4.5,a3=0.7,b=1.5)

# Grafigi ciz
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
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EK2

Sekil 3.2 i¢in R Kodu

# fonksiyonu belirle

fk<- function (x,a,b) {
return(a*b*(x"(b-1))*(1-(x"b))*(a-1))

}

fl <- function (z1,z2,a1,a2,a3,b) {
return(fk(z1,al,b)*fk(z2,a2+a3,h))

}

f2 <- function (z1,z2,a1,a2,a3,b) {
return(fk(z1,al+a3,b)*fk(z2,a2,b))

}

f<- function (z1,z2,al,a2,a3,b) {
return(ifelse(z1<z2,f1(z1,z2,a1,a2,a3,b),f2(z1,z2,al,a2,a3,b)))
}

#z1 lerin degerlerini belirle

z1 <-seq(0,1,length=50)

#z2 lerin degerlerini belirle

z2 <-seq(0,1,length=50)

#(a) icin z=f(.) leri belirle

z<- outer(z1,z2,f,al=1.5,a2=4.5,a3=0.7,b=2.5)
# Grafigi ciz

par(mfrow=c(2,2))

par(mar=c(0,0,0,0))

par(oma=c(0,0,0,0))
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
# (b) icin z=f(.) leri belirle

z<- outer(z1,z2,f,a1=3.5,a2=1.5,a3=0.7,b=4)
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# Grafigi ¢iz
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
#(c) icin z=f(.) leri belirle

z<- outer(z1,z2,f,al=4.5,a2=4.5,a3=0.7,b=1.5)

# Grafigi ciz
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")

126



EK3

Sekil 4.1 i¢in R Kodu

# fonksiyonu belirle

fk<- function (x,a,b) {
return(2*a*b*x(b-1)*((1-x"b)"(a-1))/((1+x"b)(a+1)))

}

fl <- function (z1,z2,a1,a2,a3,b) {
return(fk(z1,al,b)*fk(z2,a2+a3,b))

}

f2 <- function (z1,z2,a1,a2,a3,b) {
return(fk(z1,al+a3,b)*fk(z2,a2,b))

}

f<- function (z1,z2,al,a2,a3,b) {
return(ifelse(z1<z2,f1(z1,z2,al1,a2,a3,b),f2(z1,z2,al,a2,a3,b)))

¥

#z1 lerin degerlerini belirle

z1 <-seq(0,1,length=50)

#z2 lerin degerlerini belirle

z2 <-seq(0,1,length=50)

#(a) icin z=f(.) leri belirle

z<- outer(z1,z2,f,a1l=2.5,a2=3.5,a3=0.5,b=1.5)

# Grafigi ciz

par(mfrow=c(2,2))

par(mar=c(0,0,0,0))

par(oma=c(0,0,0,0))

persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")

# (b) icin z=f(.) leri belirle

z<- outer(z1,z2,f,al=4.5,a2=2.5,a3=0.5,b=5)
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# Grafigi ciz
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
#(c) icin z=f(.) leri belirle
z<- outer(z1,z2,f,al=3.5,a2=3.5,a3=0.5,b=1)
# Grafigi ciz
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
# Tek degiskenli UEHL sagkalim fonksiyonu
Su <- function(x,l,t){
return(((1-x )/ (1+x+t))M)
}
S <- function(z1,z2,11,12,13,t){
w <- max(z1,z2)
return(Su(z1,11,t)*Su(z2,12,t)*Su(w,I3,t))
}
Fz <- function(z1,z2,11,12,13,t){
w <- max(z1,z2)
return(1-Su(z1,11,t)*Su(z2,12,t)*Su(w,13,t))
¥
par(mfrow=c(2,2))
par(mar=c(0,0,0,0))
par(oma=c(0,0,0,0))
#z1 lerin degerlerini belirle
z1 <-seq(0,0.01,length=50)
#z2 lerin degerlerini belirle
z2 <- 5e((0,0.01,length=50)
#(a) icin z=f(.) leri belirle
z <-outer(z1,z2,S,11=2.5,12=3.5,13=0.5,t=1.5)
# Grafigi ciz

persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
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# (b) icin z=f(.) leri belirle

z<- outer(z1,z2,S,11=4.5,12=2.5,13=0.5,t=5)

# Grafigi ciz
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
#(c) icin z=f(.) leri belirle

z<- outer(z1,z2,S,11=3.5,12=3.5,13=0.5,t=1)

# Grafigi ciz
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
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EK4

Sekil 4.2 i¢in R Kodu

# fonksiyonu belirle

fk<- function (x,a,b) {
return(2*a*b*x(b-1)*((1-x"b)"(a-1))/((1+x"b)(a+1)))
}

fl <- function (z1,z2,a1,a2,a3,b) {
return(fk(z1,al,b)*fk(z2,a2+a3,h))

}

f2 <- function (z1,z2,a1,a2,a3,b) {
return(fk(z1,al+a3,b)*fk(z2,a2,b))

}

f<- function (z1,z2,al,a2,a3,b) {
return(ifelse(z1<z2,f1(z1,z2,a1,a2,a3,b),f2(z1,z2,al,a2,a3,b)))
}

#z1 lerin degerlerini belirle

z1 <-seq(0,1,length=50)

#z2 lerin degerlerini belirle

z2 <-seq(0,1,length=50)

#(a) i¢in z=f{(.) leri belirle

z<- outer(z1,z2,f,a1l=2.5,a2=3.5,a3=0.5,b=1.5)

# Grafigi ciz

par(mfrow=c(2,2))

par(mar=c(0,0,0,0))

par(oma=c(0,0,0,0))
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
# (b) icin z=f(.) leri belirle

z<- outer(z1,z2,f,al=4.5,a2=2.5,a3=0.5,b=5)
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# Grafigi ¢iz
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
#(c) icin z=f(.) leri belirle

z<- outer(z1,z2,f,al=3.5,a2=3.5,a3=0.5,b=1)

# Grafigi ciz
persp(z1,z2,z,theta=45,phi=30,expand=0.5,col="lightblue")
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EK5

Cizelge 4.1 i¢in R Kodu

ruehl<- function(n,al,a2,a3,b){

ul <- runif(n)

u2 <- runif(n)

u3 <- runif(n)

x1 <- ((1-ul™(1/al))/ (1+ul”(1/al)))™(1/b)
X2 <- ((1-u2~(1/a2))/ (1+u2”(1/a2)))™(1/b)
X3 <- ((1-u3™(1/a3))/ (1+u3~(1/a3)))N(1/b)
x13 <- chind(x1,x3)

x23 <- chind(x2,x3)

z1 <- apply(x13,1,min)

z2 <- apply(x23,1,min)

chind(z1,z2)

¥

# 1. satir

set.seed(1)

cor(ruehl(500000,1,1,0.1,1))
cor(ruehl(500000,1,1,0.3,1))
cor(ruehl(500000,1,1,0.7,1))
cor(ruehl(500000,1,1,2,1))
cor(ruehl(500000,1,1,5,1))
cor(ruehl(500000,1,1,10,1))
cor(ruehl(500000,1,1,20,1))

# 2. satir

set.seed(1)

cor(ruehl(500000,1,2,0.1,1))

cor(ruehl(500000,1,2,0.3,1))
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cor(ruehl(500000,1,2,0.7,1))
cor(ruehl(500000,1,2,2,1))
cor(ruehl(500000,1,2,5,1))
cor(ruehl(500000,1,2,10,1))
cor(ruehl(500000,1,2,20,1))
# 3. satir

set.seed(1)
cor(ruehl(500000,1,3,0.1,1))
cor(ruehl(500000,1,3,0.3,1))
cor(ruehl(500000,1,3,0.7,1))
cor(ruehl(500000,1,3,2,1))
cor(ruehl(500000,1,3,5,1))
cor(ruehl(500000,1,3,10,1))
cor(ruehl(500000,1,3,20,1))
# 4. satir

set.seed(1)
cor(ruehl(500000,1,1,0.1,2))
cor(ruehl(500000,1,1,0.3,2))
cor(ruehl(500000,1,1,0.7,2))
cor(ruehl(500000,1,1,2,2))
cor(ruehl(500000,1,1,5,2))
cor(ruehl(500000,1,1,10,2))
cor(ruehl(500000,1,1,20,2))
# S.satir

set.seed(1)
cor(ruehl(500000,1,2,0.1,2))
cor(ruehl(500000,1,2,0.3,2))
cor(ruehl(500000,1,2,0.7,2))
cor(ruehl(500000,1,2,2,2))
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cor(ruehl(500000,1,2,5,2))
cor(ruehl(500000,1,2,10,2))
cor(ruehl(500000,1,2,20,2))
# 6.satir

set.seed(1)
cor(ruehl(500000,1,3,0.1,3))
cor(ruehl(500000,1,3,0.3,3))
cor(ruehl(500000,1,3,0.7,3))
cor(ruehl(500000,1,3,2,3))
cor(ruehl(500000,1,3,5,3))
cor(ruehl(500000,1,3,10,3))
cor(ruehl(500000,1,3,20,3))
# 7.satir

set.seed(1)
cor(ruehl(500000,1,1,0.1,3))
cor(ruehl(500000,1,1,0.3,3))
cor(ruehl(500000,1,1,0.7,3))
cor(ruehl(500000,1,1,2,3))
cor(ruehl(500000,1,1,5,3))
cor(ruehl(500000,1,1,10,3))
cor(ruehl(500000,1,1,20,3))
# 8.satir

set.seed(1)
cor(ruehl(500000,1,2,0.1,3))
cor(ruehl(500000,1,2,0.3,3))
cor(ruehl(500000,1,2,0.7,3))
cor(ruehl(500000,1,2,2,3))
cor(ruehl(500000,1,2,5,3))

cor(ruehl(500000,1,2,10,3))
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cor(ruehl(500000,1,2,20,3))
# 9.satir

set.seed(1)
cor(ruehl(500000,1,3,0.1,3))
cor(ruehl(500000,1,3,0.3,3))
cor(ruehl(500000,1,3,0.7,3))
cor(ruehl(500000,1,3,2,3))
cor(ruehl(500000,1,3,5,3))
cor(ruehl(500000,1,3,10,3))
cor(ruehl(500000,1,3,20,3))
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