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Bu tez calismasinda, dogru eksenli gubuk elemanlarindan olusan ve
duzlemi icinde yuklenmis cercevelerin dinamik yikler altindaki davranislart mod
stiperpozisyon yontemi ile incelenmistir.

Yapilarin dinamik davranisi incelemesinde, éncelikle ele alinan sistemlerin
matematiksel modeli kurulmaktadir. Daha sonra matematiksel modeli kurulmus
olan sistemin serbest titresim analizi yapilmaktadir. Serbest titresim analizi
tamamlandiktan sonra, mod suiperpozisyon ya da mod birlestirme metoduyla sistem
denklem takimi girisimsiz hale getirilmekte ve cesitli yontemler yardimiyla bu
sistemlerin zorlanmis titresim analizi yapilmaktadir.

Bu ¢alismanin sonunda, cerceve sistemlerin serbest ve zorlanmig titresim
analizlerini yapan Mathematica dilinde, paket programlar: hazirlanmistir. Bu paket
programlar: kullanilarak gesitli sayisal uygulamalar yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Zorlanmis Titresim, Serbest Titresim, Modal Analiz, Mod
Slperpozisyon Metodu, Dinamik Analiz.



ABSTRACT

MSc THESIS

DYNAMIC ANALYSIS OF PLANAR FRAMES BY MODE
SUPERPOSITION METHOD WITH THE AID OF MATHEMATICA

Ruhulamin AMINI
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DEPARTMENT OF CIVIL ENGINEERING

Supervisor : Prof. Dr. Huseyin R.YERLI
Year: 2018 Pages: 91
Jury : Prof. Dr. Hiiseyin R.YERLI

: Prof. Dr. H. Murat ARSLAN
: Prof. Dr. Faruk Firat CALIM

This study aims to investigate the dynamic behaviour of the in-plane
frames with straight axes elements by using the mode superposition method.

While investigating the dynamic behaviour of plane frames, firstly
mathematical model of the system is obtained. Then, free vibration analysis of this
system is studied. After free vibration analysis, uncoupled system of equations are
solved with aid of the mode superposition method and then by using of several
numerical methods forced vibration analysis of system is obtained.

At the end of this study, several computer program packages, which is
capable of solving free and forced vibration responses of plane frames has been
prepared. For this purpose,a technical computing program Wolfram Mathematica
has been used.

Keywords: Forced Vibration, Free Vibration, Modal Analysis, Mod
Superposition, Dynamic Response.



GENISLETILMIS OZET

Bu Calisma kapsaminda, dogru eksenli cubuk elemanlardan olusan cerceve
sistemlerin dinamik yukler altinda davraniglar: incelenmektedir.

Yapi1 sistemlerin dinamik yukler altindaki davranisi incelenirken, ¢6zim
yontemi olarak mod birlestirme yontemi kullanilmaktadir. Mod birlestirme
yonteminin ozelliginden dolayi, ilk olarak yapilarin serbest titresim analizi
incelenmektedir. Serbest titresim konusunda meydana gelen Ozdeger problemi
cesitli  yontemler ile cozillerek Karsilastirmalar yapilmaktadir. Ozdeger
problemlerinin  ¢dziim metotlarindan yaklasik yontemleri incelenmektedir.
Bunlardan vektor iterasyon yontemleri her seferinde yalnizca bir adet 6zdeger
Ozvektor cifti bulur iken, transformasyon yontemleri ile her seferinde sistemin tim
0zdeger dzvektor ciftleri elde edilmektedir. Ayrica, ele alinan sistemler buyidugi
zaman bu yontemler efektif olarak kullanilmamaktadir. Bu sebepten dolay: biyik
sistemler igin etkin ¢ozim yontemleri (Rayleigh oran ile iterasyon, alt uzaylarla
iterasyon yontemi ve determinant arama yoOntemi) Uzerinde c¢alisiimaktadir.
Bununla birlikte, mod birlestirme yonteminin 6zelliginden yararlanarak sistemin
tim Ozdegerlerinin bulunmasi yerine sadece en kiiglik birkag tanesinin bulunmasi
yeterli gelmektedir. Bundan dolay: bu tezde Rayleigh oran: ile iterasyon yontemi
ile alt uzaylarla iterasyon yontemi kullaniimaktadir. Hesaplarda bulunan
0zdegerlerin en kiiglkleden olup olmadigi Sturm teoremi ile kontrol edilmektedir.

Zorlanmis titresim analizinde ise, mod birlestirme ydntemi ile girisimsiz
hale gelen sistem denklemlerinin ¢ozuma igin iki farkli yontem kullaniimakta ve
bunlar birbirleri ile kiyaslanmaktadir. Bu ydntemlerden birincisi olan Newmark
yontemi direk integrasyon yontemi olup, sonlu farklar metodundan yararlanarak
diferansiyel denklemin ¢6zimiu belirli zaman artimlari ile adim adim
yapilmaktadir. ikinci yéntem Fourier doniisim yontemi olup, bu yéntemde sistem

denklemi Fourier uzayina donustirilip, c¢ozim her frekans noktasinda



yapilmaktadir. Fourier uzayinda ¢6ziim bulunduktan sonra ters Fourier dontsum ile
zaman uzayinda ¢6zim elde edilmektedir.

Son olarak, bu tez galismasinda anlatilan konularin tamamini kapsayan,
genel amagch bilgisayar programlari hazirlanmistir. Gelistirilen battin programlar,
sembolik algebra kullanan MATHEMATICA program: ile hazirlanmistir. Tez

icinde anlatilan drneklerin tamami hazirlanan bu programlar ile ¢ozulmstar.
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1. GIRIS

Bu ¢alismanin temel amact yapilarin dinamik yikler altinda davranisinin
incelenmesi ve yapi sistemlerin bu dinamik yikler altinda olusacak deplasman,
ivme, kesit tesirleri gibi mihendislik ézelliklerinin saptanmasidir.

Dogadan ve insan aktivitelerinden dogan zamana bagl yukler en basit bir
betonarme kirisinden baslayip daha karmasik ¢ok katl: bir binaya kadar tim yapilar
Uzerine degiskenlik gostermektedir. Dolaysiyla, bu tir yapilarin analiz ve dizayn
yapilirken dinamik yukler igerdigi icin zamana bagh atalet kuvvetlerini de g6z
Online bulundurulmas: gerekiyor. Bir yapida deplasmanlara karsi gosterilen
direncler, deplasman ve hiz iceren kuvvet fonksiyonlardir. Sonug¢ olarak, bu
yapilarin dinamik yikler atinda davranisi genellikle non-lineer kismi diferansiyel
denklem takimi tarafindan idare edilmekte olup ve ¢ozulmesi de oldukca guctir.
Ne mutlu ki, son zamanlarda yap: dinamigi alaninda pratik ve verimli
yaklasimlarin gelismesiyle bu glclikler ortadan kaldirilmis durumdadir.

Mdhendislik problemlerin kesin (analitik)  ¢Ozlmleri, 6zellikle yap1
dinamigi konusunda her zaman mimkin olmamistir. Analitik ¢6zim sadece
birtakim 6zel sadelestirilmis durumlarda gegerli olmustur. Kompleks malzemeye
sahip, yikleme durumu ve simir sartlari karisik olan problemlerde, mihendisler
birtakim ideallestirme ve kabullerle matematik modeller kurarak, bu karmasiklig
en aza indirmisler.

Sonug olarak, yap: sistemlerin dinamik yukler altinda davranisini idare
eden diferansiyel denklem takimin analitik ¢ozulmesi (bazi basit ve 6zel durumlar
hari¢) mimkin olmadigi igin, sayisal ¢6zim yontemlerine basvurulmasi
gerekmektedir. Bu tezde mod siiper pozisyon uzerine ¢alisildig: icin, 6nce yapilarin
serbest titresim konusuna deginilmistir. Mod sliperpozisyon metodu ile girisimsiz
hale gelen diferansiyel denklem takiminin cesitli yontemler (Newmark metodu,

Fourier doniisim metodu) ile ¢ozilmesi ve karsilastirilmas: amaglanmaktadir.



Son olarak, Mathematica paket program: kullanilarak egitim amagch

bilgisayar programlar: gelistirilmesi amaclanmaktadir.



2. ONCEKI CALISMALAR Ruhulamin AMINI

2. ONCEKI CALISMALAR

Bu tez lizerinde daha 6nce yapilmis olan calismalarin bazilar 6zet olarak
asagida verilmektedir.

Ilk basta serbest titresim analizinde yapilan calismalardan bazilar kisaca su
sekildedir:

BAUER (1957), vektor iterasyon ve kuvvet yontemleri Gzerinde caligarak
cesitli tiplerden matrislerin 6zelliklerini tespit etmesinde ¢aba gostermistir.

SCHWARZ (1968), daha ¢ok vektor iterasyon metotlarinin yakinsama
oOzellikleri Uzerinde bir dizi calismalar yapmustr.

RUTISHAUSER (1969), vektor iterasyon yontemlerini, tam pozitif ve
simetrik matrisler tzerinde uygulamistir. Ayrica iterasyon vektorlerinin ortogonal
olma ozelliginin, Gram-Schmidt ortogonalizasyonu ve Cholesky carpanlarina
ayirma yontemlerini kullanarak muhafaza edilmesi tzerinde ¢alismalar yapmstir.

BATHE ve WILSON (1970-1979), Rayleigh-Ritz analizi olarak da bilinen
alt uzaylarla iterasyon yonteminin vektor iterasyon yontemleri ile birlikte
kullanilmasinin iyi sonuglar verdigini vurgulanmislardir. Genis hacimli problemler
icin bu yontemin uygun oldugunu gdstermistir.

WILSON ve ITOH (1983), hesaplama eshasinda, daha énceden bulunan
Ozdegerlere  tekrar yakinsamay:r Onlemek icin, iterasyon vektorlerine
ortogonalizasyon uygulamslardir. Ayrica hizli yakinsamay: saglamak igin shift
ozelligini kullanmaglardir.

Zorlanmig titresim konusunda ©nceden yapilan ¢alismalarin bazilari su
sekildedir:

CLOUGH (1975), keyfi olarak zamanla degisen yukler altinda yapilarin
davranmsint incelemistir. Ayrica tipik birka¢ sistem ve yikleme icin seri seklinde
kapali ¢cozimler elde etmistir. Bununla beraber deprem miuhendisligi konusunda,

ozellikle yapi-zemin etkilesimi konusunda ¢aligmalar yapmuistir.



2. ONCEKI CALISMALAR Ruhulamin AMINI

BATHE ve WILSON (1976), vyapilarin dinamik yikler altindaki
davraniglarini  idare eden diferansiyel denklemlerin ¢ozlmleri Uzerinde
caligmiglardir. COziim metodu olarak direkt integrasyon y::ntemleri ile mod
stiperpozisyon metodunu kullanmuslardir.

CRAIG (1981), yapilarin gesitli tipteki ytklemeler altindaki davranislarin
ve serbest titresim analizi Uzerinde c¢alismalar yapmustir. Sistemlerin Fourier
uzayindaki ¢oztmleri Gzerinde de ¢alismustir.



3. MATERYAL VE METOD Ruhulamin AMINI

3. MATERYAL VE METOD

Yapilarin  dinamik yukler altinda davramsint  (6zellikle diizlem
cercevelerin) incelemek icin bircok yontem yaninda en yaygin kullanilan Mod
Birlestirme Yoéntemi veya Mod Siiperpozisyon metodudur. Bu tezde malzeme
Ozelligi olarak ele alinan kiris elemanin ve tim sistem malezemesi, lineer elastik,
homojen ve izotrop olarak kabul edilecektir.

Bilindigi gibi yapilarin dinamik davranisini ikinci dereceden diferansiyel
denklem takimi idare etmektedir. Tezde dnce sonlu elemanlar metodu kullanilarak,
dizlem icinde yukli cubuk sistemler icin elde edilen eleman rijitlik ve kiitle
matrisleri verilmektedir. Sonra kodlama teknigi vb. bir metodla sistem rijitlik ve
kutle matrisleri olusturmaktadir. Daha sonra mod superpozisyon geregi, serbest
titresim analizi yapilir. Serbest titresim konusunda ortaya ¢ikan 6zdeger problemi
cesitli metodlarla ¢oziilerek Kkarsilastirma yapilacaktir. Serbest titresim analizinde
¢6zim yontemi olarak yaklasik ¢6zim yontemleri arasinda daha c¢ok etkin ve
elverigli olan Rayleigh ile iterasyon ve alt uzaylarla iterasyon metodlar:
kullanilacaktir. Ozdegerlerin en kigiik olup olmadigi Sturm teoremi ile kontrol
edilecektir.

Mod slperpozisyon yontemi ile sistem diferansiyel takimi girisimsiz hale
getirildikten sonra zorlanmis titresim analizi yapilacaktir. Zorlanmis titresim
analizinde genel olarak iki yaklasim ¢6zima vardir, bunlar zaman uzayinda ¢ozim
ve frekans uzayinda ¢ozimdir. Bu tezde zaman uzayinda ¢6zim yoéntemi olarak
Newmark Metodu ve frekans uzayinda ¢ozim igin ise, Fourier doniisum metodu ile
incelenecektir.

Son olarak, tezde anlatilan tim konular1 kapsayan genel amach bilgisayar
programlari hazirlanmas: amaclanmis olup tum uygulama 6rnekleri bu programlar

yardimu ile ¢ozilecektir.
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4. YAPI DINAMIGI HAKKINDA GENEL BILGILER

4.1. Dinamik Problemin Ozellikleri

Yap1 dinamiginin konusu, zamana bagli olarak degisen yukler altinda
tastyic1 sistemdeki gerilmelerin ve yerdegistirmelerin incelenmesini icerir. Bu
maksatla kullanilan ydntemler, yap: statiginde kullanilanlarin genellestirilmisi
olarak gorilebilir. Bu iki konunun birbiriyle Karsilastiriimasindan, dinamik
¢cozlimun, statik ¢cozim gibi tek bir ¢6zimden ibaret olmayip, zamana bagh bir
¢oziim takimindan meydana geldigi ortaya ¢ikar. Bu ise, dinamik ¢ozimin, statige
gore olan zorlugunu ortaya koyar, (Celep ve Kumbasar, 1992).

Bu iki ¢ozim arasinda en 6nemli diger bir fark da dinamik yer degistirme
sirasinda kiitlesel atalet kuvvetlerin meydana gelmesidir. Ornegin sekil 4.1°de
gosterilen basit kirise etkiyen statik tekil yiukten meydana gelen kesme kuvveti ve
egilme momenti degisimi, denge denklemleri kullanilarak elde edilebilir. Eger
kirige etkiyen ylk dinamik 6zellige sahipse, zamana bagh yer degistirmeler ve Kirig

kitlesi sebebiyle atalet kuvvetleri ortaya ¢ikacaktir.

)l" 'ill'F”:l

— — _.aukuhp_uftﬁa_

Atalet kuvvetler /

{a) (b

MW AT T

(1]

[

Statik yukleme

Dinamik yiikleme
Sekil 4.1. Statik ve dinamik durumun Kkarsilastiriimas:
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4.2. Serbestlik Derecesi

Yap1 dinamiginde bir sistemin herhangi bir zaman diliminde, s6z konusu
yapinin bigim ve konumunu belirlemek i¢in bagimsiz parametre sayisina Serbestlik
Derecesi denir. Genelde, sirekli bir sistemde sonsuz sayida serbestlik derecesi
mevcuttur. Slrekli sistemde, bazi kabuller yapilarak veya uygun bir matematiksel
modeli secilerek, sistemin serbestlik derecesini en aza indirilir. Asagida sekil
4.2.’de verilen érnekler dinamik analizi yapilirken her biri Tek Serbestlik Dereceli

bir sistem olarak distnilebilir.

F(©)

J— X

l \ Ft) —

Sekil 4.2. Tek serbestlik dereceli sistemlerin tipik érnekleri

4.3. Hareket Denklemlerinin Formulasyonu
Sistemlerin dinamik davranisini elde edilmesinde bir 6nemli adim, hareket
denklemlerinin elde edilmesidir. Hareket denklemlerinin yazilmas: asagida

aciklandig: gibi 3 farkli yontemle yapilabilir.

4.3.1. D’Alembert Prensibi
P(t) kuvveti etkisi altindaki m olan bir rijit cisim gdz 6nlne alinsin,
Newton’un ikinci kuralina gore bu kuvvet, dogrusal momentumdaki degisime

esittir:
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d dx d?x

p(t) = E(md_> = mﬁ = mi(t) “41)

D’Alembert prensibi geregi, analiz yapilirken sistemin atalet kuvvetleri
g6zoénine bulundarmak siretiyle, dinamik problem statik bir problem gibi
cozulmesini olanak saglanmaktadir. Buna gore (4.1) denklemini yeniden yazilirsa;

p(t) —mi(t) =0 4.2

4.3.2. Virtiel Deplasman Prensibi
Sekil 4.3. de gosterilen dengede olan sistemin x deplasmanina §x kadar
virtlel (keyfi) bir yerdegistirme verilmektedir.

x — x + 0x

P

Sekil 4.3. Virtlel deplasman durumu

Virtiiel deplasman prensibinde en 6nemli ve dikkat gerektiren husus, 6x
gibi virtiel deplasmani sistemin kinematik sinir kosullarina uygun olmasidir. Bu
prensibin geregi virtel sekil degistirme esnasinda, i¢ aktif kuvvetlerin yaptig
virtiel is ile dis aktif kuvvetlerin yaptig: virtiiel is birbirine esit olmasidir.

SW = 6U (4.3)

Burada W dis kuvvetlerin virtlel isi ve SU i¢ kuvvetlerin virtlel isini

gostermektedir.
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4.3.3. Varyasyonel Yaklasim

Denge denklemlerinin vektorel bazindan kacginarak, skaler miktarlari
kullanilmak (izere, bir baska yol ise varsyasyonel yaklasim veya Hamilton
Prensibidir.

Bu yontemde elastik ve atalet kuvveleri icermeyip onun yerine kinetik ve
potansiyel enerjisi varyasyonu terimler kullanilmaktadir. Daha 6nce denildigi gibi
bu ybntemin en biylk avantaji, virtlel-is prosediriine giren tim kuvvetler,

deplasmanlar vb. vektérel olmamasidir.

4.4. Tek Serbestlik Dereceli Sistemlerin Matematiksel Modeli ve
Formiulasyonu
D’Alembert yontemi kullanilarak burada tek serbestlik dereceli bir

sistemde dinamik davranisin formilasyonu ¢ikarilmaktadir.

r—-|.- wt) I—&- xt)

Splt) =— (1)
m = p(1) = +ir’__ e (1)

(a) by

(a) Matematiksel model (b) Serbest cisim diyagram:
Sekil 4.4. Tek serbestlik dereceli sistem

Buna gore Sekil 4.4.a icin denge denklemi yazilirsa;

fi@®) + fp(t) + fs(t) = p(t) (4.4)

Burada f;(t) atalet kuvveti, f,(t) sonim kuvveti, fs(t) yay kuvveti ve p(t) ise
x(t) ile yonde olan uygulanan dinamik kuvvetini gostermektedir.

Yukaridaki tanimlardan yararlanarak (4.4) denklemi yeniden yazilirsa;
10
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mi + cx + kx = p(t) (45)

k
olarak ¢ikanlir. (4.5)denkleminde = ve % =2¢w

donistimi yapilarak yeniden yazilirsa;

p(e)

¥+ 28wx + w?x = (4.6)

w : Sistem sonlimstiiz serbest titresim frekansi

& = Sistem sonim orani ( yapi sistemlerinde 0,01 < ¢ < 0,1 arasinda degisir. )
Eger bir sistemde kutlelerin ilk pozisyonlarina gore rolatif olarak yapmis

olduklar: yerdegistirmerleri belirlemek igin gereken bagimsiz deplasman sayisi

dinamik analizi igin birden fazla ise cok serbestlik dereceli sistem olarak

tanimlanir. Asagida gosterilen matris notasyonu, bu sistemleri idare eden

diferansiyel denklem takimdir.
MX+CX+KX=P(t) (4.7)

M : Sistem kdtle matrisi,
C : Sistem sOnim matrisi,
K : Sistem rijitlik matrisi,

P(t) : Sistem yuk vektor,

Yukaridaki denklem takiminda eger sisteme disaridan bir ylk
etkilemiyorsa, sistem serbest titresim hareketi yapiyor demektir. Eger sisteme
disaridan ve zamana bagl olarak etkiyen bir yiik var ise, yani P(t) # O olursa, bu

sistem zorlanmig titresim hareketi yapildigini gostermektedir. Bu konu ile ilgili

11
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Oonltimuzdeki bolumlerde hem serbest titresim hem de zorlanmis titresim hareketi

Uzerine detayli olarak deginilecektir.

4.5. Sistem Rijitlik Ve Kitle Matrislerinin Teskili
Asagida gosterilen sekilden yararlanarak tipik kiris elemani ve dizlemi
icinde yiklenmis olan diizlemsel sistemler i¢in hem eleman kitle matrisi hem de

eleman rijitlik matrisi verilmektedir.

6 -
R w4
\%3
2 5

Sekil 4.5. Kiris elemant i¢in kod numaralar:

Kitle ve rijitlik matrisleri sekil 4.5.de gortlen, dizlemi icinde yuklenmis
tipik bir elemandan yararlanarak eleman koordinatlarinda asagidaki gibi elde
edilmistir(James ve Smith, 1989) :

Eleman Rijitlik Matrisi :

Ls/r2 0 0 /2 O 0
0 12 0

6L -12 6L
K = El 0 6L, 42 0 -6L, 2132
—= Lze _(I-e/r)2 0 0 (I-e/r)2 0 0
0 - —Ple 0 12 —6L,
0 6L 212 0 —6Le 412
= | 48
r_ A ( * )

12
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Eleman Kiitle Matrisi :

140 O O 720 O 0
0 156 22Le 54  —13L
_pALe| o 22L, 42 o 13L. 313
Me="750170 o 0 140 O 0 (4.9)
0 54 13L, 0 156 —22L,
0 -13L. -312 0 —22L, 42

Burada A, L. E, I, p ve r sirasiyla, eleman Kkesit alani, eleman boyu,
elastisite modulu, atalet momenti, birim kitle hacmi (yogunluk) ve atalet yarigapin
gostermektedir.

Asagidaki gibi transformasyon islemi tatbik yapmak suretiyle eleman
koordinatlarinda verilen matrislerin butlin sistem icin ortak matris takimina gore

yeniden diizenlenmektedir.
k

_€

Il
I—

Tk_ I
(4.10)

!

me T

-

3

|('D

Burada transformasyon matrisi olan T diizlemsel yiiklenmis sistemler igin
asagidaki gibi gosterilmektedir.
cosfd sinfd O

—sing cos@® O
0 0 1

0

t e
I—|Q !‘ , t= (4.11)

Bdylece global takimda bulunan eleman matrislerinin uygun bilesenleri

kullanilarak, kodlama teknigi gibi bir yontemle sistem kdtle ve rijitlik matrisleri

elde edilmektedir.

I<

Ske' ——
— 1
>m£ —— M (4.12)
— 1
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5. SERBEST TIiTRESIM
5.1. Giris

Serbest titresim olayinda (4.7) sistem denklemi asagidaki durumu

almaktadir.

MX+CX+KX=0 (5.1)

Sonim orant (€ = 0) yapilan hesaplarda bu bolim iginde gz 6niine

alinmamaktadir. Buna gore (5.1) esitligi,
MX+KX=0 (5.2)

seklini almaktadir. Bununla birlikte sistem deplasman vektori icin asagidaki gibi

doénislim yapilirsa;

X =¢sinwt (5.3)
Bu durumda sistem ivme vektori de asagida gosterildigi sekilde olmaktadir;

X =-w?¢sinwt (5.4)
Yukaridaki esitlikleri  (5.2) bagintisinda yerine yazildiktan sonra, sistem

denklemleri asagida gosterildigi sekilde diferansiyel denklem takimi, cebrik

Ozdeger problemin sekline gelmektedir.

(K —w?M)gp =0
K¢=AM¢ ; 1=w? (5.5)
15
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A : Ozdeger (Serbest titresim frekansin karesi)

¢ : Ozvektor (mod sekil fonksiyonu)
A=K-2AM (5.6)

(5.6) ifadesinde oldugu gibi bir A matrisi tarif edilirse, (5.5) denkleminde
gosterilen Ozdeger probleminin ¢dzimi icin asagida tanimlanan kosullar aciga

gelmektedir.

A|#0 =— ¢=0

|A|]=0 = ¢=#0 (5.7)

Yukaridaki kosullara gére, (5.5) denkleminin ¢6zulebilmesi icin katsayilar
determinantinin sifir olmas: gerekmektedir. Bu ylizden katsayilar determinantin

sifir olabilmesi igin gereken A degerleri hesaplanmaktadir.

5.2. Ozdeger ve Ozvektorlerin Ozellikleri
Bu bolim kapsaminda, cok fazla detaya girmeden, 06zdeger ve

Ozvektorlerin sadece bu calismada kullanilan 6zelliklerine deginilmektedir.

5.2.1. Ozvektorlerin Normalizasyonu

Genel olarak 6zdeger problemleri ¢ozllirken degisik amaglar icin farkl
sekillerde gosterilmektedir, bu degistirme islemi Ozvektorlerin normalizasyonu
olarak tanimlanmaktadir. Bu tez calismasinda, 6zvekterlerin kitle matrisine gore
normalize edilmektedir. Bu tip normalizasyon ayn: zamanda rijitlik ve kitle
matrisleri i¢in ortogonlite kosullarin1 da saglanmaktadir ve asagidaki gosterildigi
sekilde ifade edilmektedir.

16
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[p:17[M][)] = & (i=j, &;=1)
[p 17 [K1[p;] = 4:6;; (i, 8;=0) (5.8)

5.2.2. Rayleigh Oram
Keyfi bir v vektord igin (5.9) bagintisina Rayleigh orani olarak
adlandiriimaktadir. Ozel bir durum olarak sistemin herhangi bir 6zvektorii v

vektoriine esitse (v = ¢; ), Rayleigh oran: 6zdegere ( 4; ) tekabul etmektedir.

TTk
mw:%%%%%, I < W) < A (59)
K]
PP = o T IMTied (5.10)

5.2.3. Sturm Teoremi

Rasgele secilmis olan  sayis1 genel bir 6zdeger probleminde,
[K] = [K] - u[m] (5.11)

seklinde bir matris tamimlanirsa, bu matris asagida gosterildigi gibi carpanlarina

ayirilabilmektedir.
K] = [LIID1[LT” (5.12)

Burada [L] ve [D] sirast ile alt ticgen ve diyagonal matristir. Sturm teoremine gore
[D] matrisinde diyagonal {izerinde olan negatif elemanlarin sayisi p ise, bu 6zdeger
problemi igin p sayisindan kiigik p adet 6zdeger var oldugu gostergesidir, (Bathe,
1982).

17
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5.2.4. Genel Ozdeger Problemin Standart Hale Déntistirilmesi

Genel bir  0zdeger problemin standart 0zdeger  problemine
donustirilmesinin nedeni literatiirde ¢ok sayida bu tip problemler icin kuvvetli
yontemler gelistirilmis olmasidir. Déntstirme islemi iki farkl: tiirde yapilmaktadir.
Bunlar sirasiyla, [M] kiitle matrisinin tam pozitif olmas: durumu ve [K] rijitlik
matrisinin tam pozitif olmas: durumudur. Ve asagida goriilmektedir. ilk basta [M]

kutle matrisinin tam pozitif olmas: durumu icin kitle matrisin,
[M] = [S1[ST” (5.13)

oldugu sekilde carpanlara ayrildiktan sonra, asagida gosterilen doéntsumler

yapilmas: durumunda,

[K] = [STIK1LS]™" (5.14)
[#] = [ST" [¢]

olmak tzere (5.5) genel 6zdeger problemi,

[K][#] = 2[9] (5.15)
gibi standart durumuna gelmektedir. Diger tip dontisim ise, [K] rijitlik matrisinin
tam pozitif olmas: durumu icin asagidaki gibi yapiimaktadir. Once sistem rijitlik

matrisi,

[K]1 = [S1[S]" (5.16)
[M] = [S1*IMI[ST~T (5.15)
[#] = [S]” [¢]

18
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dontstmleri yapilacak olursa, problem;

[7)() = 4] (518)

oldugu sekilde standart duruma gelmektedir.

Ornek 5.1.
Asagida gosterilen kitle ile rijitlik matrisleri genel 6zdeger problemidir. Bu

tip problemi standart 6zdeger problemi haline getirilmesi amaglanmaktadir.

5 -4 1 0 2 000

_ -4 6 -4 1|.,_lo 200
Ke=aM¢ . K=\ 4 6 4l M=o 0 1 o‘
0 1 -4 5 000 1

Oncelikle kiitle matrisi (5.13)’te oldugu sekilde carpanlarina ayirilirsa,

V2
M =[SIs7 = [sI=[s7=| V2
1
[1/V2 |
1 =is1T = A2 |
l .
matrisleri bulunur. Bu matrisleri kullanilarak, asagidaki gibi yeni sistem matrisi
bulunur;
25 -2 1/V2 0
Rl=I7 WS = [R]=|, % _obe 2828 M2
o 1/N2 4 5

19
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Boylelikle, genel 6zdeger problemi, (5.15) denkleminde oldugu sekilde standart

hale getirilmistir.

5.2.5. Kaydirma (Shift)

M rastgele secilmis bir say1 olursa, genel bir 6zdeger probleminde,
K] = [K] - ulM] (5.19)
dontsim islemi yapilhirsa, (5.5) denklemini kullanilarak, 6zdeger problemi

[R][4] = nIMIl¢] (5.20)

sekline gelmektedir. Bu sekilde ilk sistemin Ozdegerleri (4;) asagidaki gibi

hesaplanmaktadir.
Ai =n;+u (521)

iki 6nemli sebepten dolayi, bu sekilde bir yol izlenmektedir. Birincisi
olarak, sistem matrisleri hi¢ biri tam pozitif olmamasi, bu durumda, ¢ogu ¢tzim
yontemleri kullanilmamaktadir. Boyle bir durumda, matrisleri tam pozitif hale
donustirilebilmesi icin kaydirma yontemi uygulanmaktadir. ikinci sebep ise,
iteratif yontemlerde islemleri hizlandirmasidir. Bu yéntemde, problem cabuk

yakinsamasi, shift degeri 6zdegere ne kadar yakin se¢ilmesine baglidir.
5.3. Ozdeger Problemlerin Céziim Yéntemleri

Gerek Standart tip gerekse genel 6zdeger problemleri icin gesitli ¢ozim

metotlar: olmakla birlikte bunlar: genel bir sekilde iki gruba ayirilabilmektedir.
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a) Kesin Cozum
b) Yaklasik C6ziim

5.3.1. Kesin Cozum

(5.22) “deki 6zdeger problemini g6zonine alalim:
(K—1M)p =0 (5.22)

Ozdeger probelemi tanimi geregi (5.22)’deki denklem igin ¢ézimiin
olabilmesi igin katsayilar matrisin determinantin sifir olmas: sarttir. Bu durumda
yukaridaki denklem cozullrse elde edilen A’ ya bagl polinoma karakteristik

polinom denmektir.

p(2) = Det(K —AM) =0
P() = @A + ap AV a1 + ag (5.23)

(5.23)" teki  karakteristik polinom kokleri,  Ozdegerleri (44,45 ... ... An)
vermektedir. Oncelikle, 6zdegerler hesaplanir. Daha sonra asagida verilen (5.24)
bagintisi  yardimiyla  her  bir  6zdegere karsihk  gelen  dzvektorler

hesaplanabilmektedir.
(K—4M)p=0 (5.24)

Burada dikkat edilmesi gereken en 6nemli husus A’ ya bagli olan
polinomun katsayilari ve ona bagli polinomun kokleri dogru olarak saptanmasidir.
Bilindigi gibi yap: dinamik analizinde cok ylksek dereceli polinomlarla karsi

karsiyadir. Bu sebepten dolay1 karakteristik polinomlarin koklerinin saptanmasi
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oldukca zordur veya bazi durumlarda imkansizdir. Bu yuzden, Ozdeger

problemlerin ¢ozumi icin ¢ok sayida yontemler gelistrilmistir.

Ornek 5.2.

Ornek 5.1. icin kesin olarak ¢oziilmesi:

5-22 —4 1 0

| -4 6-22 -4 1
K=aM=| 4 —4 6-1 -4
0 1 -4 5-2

= p(2) = Det(K — A M) = 42* — 6623 + 2761% — 2851 + 25

seklinde sistemin karakteristik polinomu bulunur. Bu polinomun kokleri sistemin
Ozdegerlerini verilmektedir. Asagidaki gibi elde edilir,

A1 =0,09654 — w,; =0,31071 rad/sn
A, =139147 — w, =1,17961 rad/sn
A3 =437355 — w3 =2,09130 rad/sn
A, = 10,6384 — w, = 3,26166 rad/sn

Bu asamadan sonra, (5.24) ifadesi kullanilarak her bir 6zdeger igin ayri ayr
Ozvektorleri (sekil fonksiyonlari) hesaplanmaktadir.

5.3.2. Yaklaksik Cozim Yontemleri

Genel bir sekilde bu yontemleri iki farkli bashk altinda incelenmesi
mumkin olmaktadir.

a) Vektor Iterasyon Yontemleri,

b) Transformasyon Yontemleri,
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5.3.2.1. Vektor iterasyon Yéntemleri
Bashktan da anlasilacag: (zere, bu yontemleri kullanilirken, bir seri
iterasyon sonucunda 6zdegerler ve 6zvektorler elde edilmektedir. Bu baslik altinda

bu yontemleri genel bir sekilde U¢ gruba ayrilabilmektedir.

v Ters iterasyon yontemi,
v lleri iterasyon yontemi,

v Rayleigh orani ile iterasyon yontemi,

Yukarida adlari gegen yontemlere Kuvvet Yontemleri de denmektedir.

1)Ters iterasyon Yontemi

Bu yontemin geregi sistem rijitlik matrisinin (K ) tam pozitif olmasi lazim.
Ama M sistem kutle matrisi icin herhangi bir kosul séz konusu degildir. Eger
sistem rijitlik matrisi tam pozitif degilse, shift 6zelligini kullanilarak K matrisi tam
pozitife  dondsturilmektedir. Bu yontem kullanildiginda asagidaki  yol

izlenmektedir;

1- Oncelikle iterasyonu baslatmak icin baslangic vektori secilmektedir.

Genelde birim vektor secilir.

X:1=[1 1 ... 1]

2- Asagida verilen islem dongisii problem yakinsayincaya kadar

uygulanmaktadir.
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[KIXie+1] = [MI[X4]

(X ) _ [Xk+1]T[K][Xk+1]
PRMer1) = Xice 11T M X441 k=12, ... < 62
R
X1l =

(Kera T MIDXer 1 1)272)

3- L adimin sonuna kadar problemin yakinsadig: varsayilirsa,

p Xps1) — A1 5 Xl — 4] (5.26)

seklinde sistemin 6zdegerlerinden biri ve o 6zdegere karsilik gelen 6zvektér (mod
sekil fonksiyonlar1 ve serbest titresim frekanslarindan biri) elde edilmektedir.
(Bathe ve Wilson, 1976)

Bu yontemde baslangi¢ vektorini herhangi bir vektor secilmesi mimkin
olmakla birlikte daima 6zdeger ve Ozvektorlerin en kicugl elde edilmektedir.
(Bathe ve Wilson, 1976). Ters iterasyon yontemi igin, yakinsama kriteri olarak

asagida verilen baginti kullanilmaktadir.

Agk+1) _ Agk)

W <Tol (527)
1

Tolerans degeri olarak en az 10725 kadar iterasyon devam edilir. (en kiglk

Ozdegerinin 2s dijit dogru olacak sekilde hesaplanmasi).
Ornek 5.3.

Ornek 5.1 icin ters iterasyon yéntemini kullanarak sistemin en kiigiik 6zdegeri ve

ona karsilik gelen 6zvektoriin bulunmast;

24



5. SERBEST TITRESIM Ruhulamin AMINI

Bu problemde baslangic vektorii olarak [X;1=[1 1 1 1]7 ve yakinsama
tolerans1 107® (s = 3) olacak sekilde ters iterasyon algoritmas: yapildiginda

asagida verilen degerler hesaplanmaktadir.

k=1=— [X;]=[78 122 118 72]" = p(X;,)=0,0966516

k=2 = [X,]=[3239 5132 4962 3001]" = p(X;) = 0,0965374
k=3 = [X;]=[3,238 5133 4963 3,002]" = p(X,) = 0,0965373

k =3 adim sonunda artik problem yakinsadigi gdzlenmekte ve iterasyonu

durdurarak asagida verilen degerler bulunmaktadir.

0,3126
0,4955
04791
0,2898

A, = 0,09654 [p,] =

2) ileri iterasyon Yontemi

Ileri iterasyon yontemi, ters iterasyon yonteminin tamamlayicisichr. Bu
iterasyon yontemi sonucunda sistemin en blyuk 6zdegeri ve buna karsilik gelen
Ozvektorler bulunmaktadir. Bir diger husus, ters iterasyon yonteminde K sistem
rijitlik matrisi tam pozitif olmas: gerekirken bu yontemde ise, M sistem kitle
matrisi tam pozitif olmas: gerekmektedir. Aksi takdirde shift kullanilmaktadir

(Bathe ve Wilson, 1976). Yontemin algoritmas: asagida gorilmektedir.

1- Bir 0nceki yontemde oldugu gibi baslangic vektori secilir ve genelde birim

vektori secilmektedir.

[X:1=[1 1 ... 1]
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2- Asagida verilen islem dongisii problem yakinsayincaya kadar
uygulanmaktadir.

IMIXe11 = [KIIX ] \
p(X ) — [Xk+1]T[K][Xk+1]
T Ky I TIMI X411 k=12 ..., 0 (528)
_ Xi+1]
Xk+1] =

(K21 MI X1 1D 22

3- L adimin sonuna kadar problemin yakinsadig: varsayilirsa,

p Xps1) — A1 5 Xl — 94l (5.29)

oldugu sekilde sistem icin en blyik 6zdeger ve 6zvektori elde edilmektedir. (5.27)
yakinsama kriterini  kullanilarak ileri iterasyon yonteminde iterasyon son

verilmektedir.

Ornek 5.4.

Ornek 5.1.’deki sistem Gzdeger ileri iterasyon yontemi yardimi ile ¢ézimi; Bu
problemde baslangic vektort olarak [X;] =[1 1 1 1]7 ve yakinsama tolerans:
107% (s = 3) olacak sekilde ileri iterasyon algoritmas: yapildiginda asagida
verilen degerler hesaplanmaktadir.

k=1= [X,]=[1 -05 -1 2]" = p(X,) =5,93333
k=2 = [X,]=[1096 —-0183 —4017 4,929]" = p(X;) = 857887

k=9 = [X,,] =[-1138 2713 -7748 5982]" = p(X,,) = 10,63844
k=10= [X,,] =[-1142 2717 -7,748 5982]" = p(X,,) = 10,63845
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k = 10 adimda problemin yakinsadigi gortilmektedir , iterasyona son verildiginde

asagida verilen degerler bulunmaktadir.

—0,10731
0,25539
—0,72827
0,56227

A4 = 10,63845 [$.] =

3) Rayleigh Oranu ile iterasyon Yo6ntemi

Cahismalar sonucunda gosterilmistir ki ters iterasyon yontemine shift
metodu uygulanirsa problem sonuca daha ¢abuk yakinsadigi gézlenmistir. Burada
pUf noktas: shift degerinin aranan 6zdegere yakin segilmesidir. Uygun shift degeri
se¢mesi zordur, bunu basarmanin bir yolu vardir, Rayleigh oraninin shift degeri
olarak kullanmasidir. Yine ters iterasyon yontemini uygulanirken her asamada elde
edilen Rayleigh oran1 daha sonraki asama i¢in shift yerine kullandiginda ¢dziime
daha hizli yakinsadig: gorilmistir. Rayleigh oraninin shift degeri yerine kullanilan
ters iterasyon yontemine bu sebeple Rayleigh orani ile iterasyon yontemi adi
verilmektedir. Bir dnceki baslikta yani ters iterasyon ydnteminde bahsedilen her
sey ayni zaman bu yontem igin uyumludur, (Bathe ve Wilson, 1976). Asagida

verilen algoritma bu yénteme aittir:

1- Oncelikle daha 6nceki algoritmalar da oldugu gibi baslangic vektori [X;]
ve baslangi¢ shift degeri secilmektedir. Shift degeri baslangi¢ olarak sifir,
p(X3) = 0 kabul edilir.

2- Asagida verilen islem donglsi problem yakinsayincaya kadar

uygulanmaktadir.
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[K] = [K] — p(X,)[M]
[K]Kies 1] = IMIDX,]
T
p(Kic1) = g::]]T[[,\j]][é‘;f] +p(X) ¢ k=12....,0 (530)
[X ] — [Xk+1]
K (X )T IMI DX 1 1) /2

3- L adimin sonuna kadar problemin yakinsadig: varsayilirsa,

p(Xpt1) — A5 Xiad — [@4] (5.31)

oldugu sekilde sistem igin ozdeger ve Ozvektorlerinden biri (1;,¢;) elde
edilmektedir. (5.27) yakinsama kriterini kullanilarak bu ydntemde iterasyon son

verilmektedir.

4) Gram-Schmidt Ortogonalizasyonu

Daha 6nce bahsedildigi gibi, en kiiclik 6zdeger ters iterasyon yontemi ile,
en blyuk 6zdeger ileri iterasyon yontemi ile hesaplanirken arada kalan 6zdegerleri
Rayleigh orani ile iterasyon yontemini kullanilarak elde edilmektedir. Rayleigh
oram ile iterasyon yonteminin zorlugu shift degerinin se¢cmesidir. Boyle bir
durumda arada kalan 6zdeger ve 6zvektorleri bulmak igin baska bir yol aramak
gerekmektedir. Bu sorunu ortadan kaldirmak icin baslangic vektorii her adimda
degistirilmesi gerekmektedir. Bunu yapmak icin cesitli alternatif ydntemler
gelistirilmistir. Bunlardan biri Gram-Schmidt metodudur. Bu ydnteme gore yeni
baslangic vektori, daha dnce hesaplanan 6zvektorlere dik bir sekilde elde edilir.
Onceden hesaplanan ozvektorleri kullanilarak yeni vektdr bulunmakta ve ayn:
sekilde yeni 6zvktor ve 6zdeger cifti elde edilmektedir. Yeni baslangi¢ vektorinin
hesaplamasinda Gram-Schmidt ortogonalizasyonu kullaniimakta ve asagida verilen

denklemlerin yardimiyla elde edilmektedir, (Bathe ve Wilson, 1976).
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a; = [pI"IMIIX,] i=12...m (5.32)
[X.] = [Xa] - Z a; [¢:] (5.33)
i=1

Boylece Rayleigh orani ile ters iterasyon ve bulunan yeni baslangi¢

vektoriintin yardimiyla arada kalan 6zvektor ve dzdeger ciftleri elde edilmektedir.

Ornek 5.5.

Ornek 5.1.°deki sistem Ozdegeri Gram-Schmit ortogonalizasyonu ve
Rayleigh orani ile itersayon yontemini kullanarak ¢oziilmesi; 6rnek 5.3. ve 6rnek
5.4.'te sirastyla ters iterasyon metodu ve ileri iterasyon metodu kullanilarak
sistemin en kiglk ve en blyuk Ozdegerleri hesaplanmisti. Arada kalan diger
Ozdeger ve Ozvektorin bulunmas: igin, Gram-Schmidt metodu yardimiyla yeni

baslangic¢ vektori asagida gosterildigi sekilde hesaplanmaktadir.

a; = [¢,]7[MI[X;] = a; =2,3850
a, = [¢,]7IMI[X;] = a, =0,1299

) 0,2683
- o —0,2149
[Xl] = [Xl] - Z a; [¢l] = [Xl] = —0.0481
=1 0,2358

Bu sekilde hesaplanan baslangic vektori [Xl] ve baslangi¢ shift degeri

p(X;) yardimyla Rayleigh orami ile iterasyon algoritmas: uygulandiginda

asagidaki gibi 6zdeger, 6zvektor cifti elde edilir.

29



5. SERBEST TITRESIM Ruhulamin AMINI

0,43867
-0,41674
—0,02322
0,516965

A3 = 4,37355 [ps] =

5.3.2.2. Transformasyon Yontemleri
Bu yontemler modal matris [®]’deki o6zvektorlerin temel ozelliklerini

kullanan 6zdeger sistemi icin bir takim ¢6zim prosedurini ihtiva etmektedir.

[@]"[KI[®] = [A]
[@]"[MI[®] = [1] (5.34)

Burada temel amag sirasiyla P ve PT gibi ortogonal matrisleri kullanarak

[K] ve [M]’ye sagdan ve soldan carpma islemi uygulanarak diyagonal forma

getirmektir.  Bu carpma islemi yardimiyla diyagonal forma donisen matrisler

orijinal formdaki sistem matrisleri ile higbir fark: yoktur. Buna benzerlik

dontstumleri adi da verilmektedir. Bu sekilde diyagonal formda olan sistemin

6zdegerlerini elde etmek ¢ok kolay olmaktadir. [M;] = [M] ve [K;] = [K] olmak
tizere, sembolik bir sekilde asagida gosterilmistir.

[Ki+1] = [P K [Pe] ve [Myyq] = [Pe]” [Mi]1Ps] (5.35)

Burada dondsim islemlerinden sonra k —— oo igin [Kj,1] ve [My4q]

matrislerinin diyagonal forma geldigi varsayimi yapilirsa 6zvektor ve 6zdegerler

asagida gosterildigi sekilde hesaplanmaktadir, (Bathe, 1982):

[A] = Diag(K /M)

[®] = [P,][P,]... [P,]Diag (1/ Mﬁ””) (5.36)

[A] : Spektral matris
[@] : Modal matris
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Diyagonal tizerindeki elemanlar1 6zdegerler olan matrise spektral matris ve
her bir kolonu 6zvektorlere karsilik gelen matrise modal matris denilmektedir.

Diger en 6nemli husus ise, bu yontemlerinin 6zelligi ¢bzimden sonra
bltin 6zdegerlerin ayn1 zamanda hesaplanmasidir. Genel bir sekilde bu bashk

altinda asagida verilen ti¢ yonteme toplamak mimkiind(r.

v/ Jacobi metodu,
v Genel Jacobi metodu,

v Householder-QR-Ters iterasyon metodudur.

a) Jacobi Metodu
Bu yontem yalnizca standart tip 6zdeger problemleri icin gelistirilmistir.
Bu yontemi kullanmadan 6nce eger 6zdeger problemi genel tip ise énce standart tip

Ozdeger problemi haline getirilir daha sonra ¢oziim yapilmaktadir, (Bathe, 1982).

cos @ —sin@
[P] = (5.37)

sin@ cosd

Ortogonal rotasyon matrisleri [P,] yardimiyla sistem matrisleri diyagonal
forma getirmektedir. Yukarida verilen (5.37) tipik bir rotasyon matrisinin
ornegidir. Burada 6 acisi (5.38) denklemlerin yardimiyla hesaplanmakta ve diger

bos olan elemanlar ise degerleri sifir olarak kabul edilmektedir.
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W _ 0 2k’
k k — 7]
k” * kjj — tan20 _—k(k) k(k)
i i
(k) (k) _TI
kii * kjj = 0= Z (538)

Bu dondsim islemine sonlandirmak igin asagida verilen yakinsama

kriterleri kullanilmakta ve bu kriterlerin hepsi saglanmasi gerekir.

(k+1) (k)
kii - kii

D <1072 i=12..n
ii
(k&)
—~ 27 | <1072 ij=12..n (<j) (539
gD e = e g '
122 JJ]

L adim sonunda problemin yakinsadig: varsayilirsa,

[Kp+1] = [A]
[®] = [P ][P.]... [P.] (5.40)

seklinde spektral ve modal matrisleri bulunmaktadir.

Ornek 5.6

Ornek 5.1°deki sistemin 6zdegerini bulmak icin Jacobi metodu
kullaniimaktadir: Problem Jacobi metodu ile ¢6zuldlgu icin 6nce problem standart
tip hale getirilmektedir. Bu problemin daha 6nce ¢ozulmustu, fakat bu kez Jacobi
yontemini kullanilarak ¢ozuliir. Yakinsama toleransi( 107¢ (s=3)) segilir, sistemin
Ozdeger ve 6zvektorleri asagida gosterildigi sekilde hesaplanmaktadir.

1. Tarama:
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i=1, j=2 i¢in rotasyon matrisi asagidaki gibi bulunmaktadir :

2072) _ T4 g p=82875° — 6= 4144°

25-3 -05 ! !
— sin@ =0,662 , cosO =0,7497

0,7497 0662 0 0

0,662 07497 0 0

= tan20 =

[P] = 0 0 1 0
0 0 0 1
0,7344 0 —1,342 0,468
= 1= [P = |, S,, oo —2588 0530
0468 0530 -4 5

Benzer sekilde diyagonal disinda diger elemanlar igin ayni islemler
yapilirsa 4. tarama (k=4) sonunda problem yakinsadigi gorilmektedir. Problemin

son hali asagida gorilmektedir :

0,09653

[A] = 139147

4,37355
10,6384

04421 -06297 062037 0,15212
[®] = 0,7007 -0,1760 -0,58936 —0,36152
04791 04894 -0,02322 0,72826
02898 05770 051696 —0,56197

b) Genel Jacobi Metodu

Onceki bashk altinda sadece standart tip 6zdeger problemi incelendi.
[K]yi diyagonal forma getirmek icin geleneksel Jacobi rotasyon matrisleri
kullanilmistir. Genel 6zdeger problemi igin Once standart hale getirilip sonra

¢cozulurdid. Ama genel Jacobi yonteminde standart hale getirilmesine gerek
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kalmadan direk [K] ve [M] tizerine islem yapilmaktadir. Genel Jacobi yonteminde

asagida verilen transformasyon matrisi kullanilmaktadir.

i ]

[Pe] =

(5.41)’da bulunan o ve y sayilari,

k) _ (k) (k) (%), (%)
ki " = kyomgt —my kg

Z0) _ G0 () (), ()
kjj " = RTmy =y

B0 = B _ 0,00

il

x=kW/2+ sign(;;(k))\/(,;(k)/z)z k00

7 (k) 7 (k)
o= kjf y= ku
x x

ifadelerinden elde edilmektedir, (Bathe, 1982).

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

Iterasyonu sonlandirmak igin asagida verilen iki yakinsama kriterlerin ayn:

anda saglanmasi gerekir.

A§k+ 1) Agk)

-2 .
/’l(k+1) <107~ i=12,..,n
1
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P
mi;
1
k+1)\? |? k+1)\? |2
k: k~
((k+”1) (k)+1) <107% ((k+”1) (k)+1) <107
ki kj ki kj
Lji=12...n (i<)) (5.46)

(5.45)’deki yakinsanma kriterleri saglandiginda iterasyonu durdurup,
diyagonal hale gelen sistem rijitlik ve kitle matrisleri ve (5.36) denklemi

yardimiyla sistemin 6zvektor ve 6zdegerleri bulunmaktadir.

Ornek 5.7.

Yine aym oOrnek 5.1.’deki sistemin 0zdeger genel Jacobi yontemi ile
¢O6zimd; [K]1=I[K,]; [M] = [M,] olmak (izere iterasyona baslanirsa;
1. Tarama :

i=1, j=2 icin rotasyon matrisi asagidaki gibi hesaplanmaktadir :
k9 =5x0-2x(-4)=8 = x=-9062
B9 =6x0-2x(—4)=8 = a=-9062 = [P|]

1 -0833 0 O
_ 0833 1 00
10 0 10

0 0 0 1

k) =5x2-6x2=-2 = x=-0833

Bu asamadan sonra transformasyon islemi yapilirsa yeni matrisler elde edilir;
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261 0 -2,53 0,883
— T _ 0 1696 —4,883 1
0,883 1 —4 5
3,5594 0 0 0
3,5594
ARIAUTA AN oty S
0 0 01

Yukaridaki iglemler tim diyagonal dist elemanlar igin de
tekrarlanmaktadir. 5. taramada problem yakinsadigi gdzlenmektedir. (5.36)
ifadesinin yardimiyla sistemin spektral ve modal matrisleri asagida gosterildigi

sekilde hesaplanmaktadir.

0,09653

— 1,39147
(Al = 4,37355

10,6384

03126 -04453 04387 0,10756
[®] = 04955 -0,1244 -04167 -0,25563
04791 04894 -0,0232 0,72826
02898 05770 05170 -0,56197

¢) Householder-QR-Ters iterasyon Metodu

Son olarak transformasyon yodntemlerin bir baskas: da Householder-QR-
Ters iterasyon yontemidir. En dnemli 0zeligi ise, Jacobi metodunda oldugu gibi
yalnizca standart tip problemler igin gelistirilen bir yontemdir. Tabi ki genel bir
0zdeger problemi icin ©Once standart hale getirilip daha sonra bu ydntem
kullanilabilmektedir.

Householder-QR ters iterasyon metodunun algoritmas: asagida verilen (g

asamada incelenmektedir, (Bathe, 1982):
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1) Householder transformasyon metodunun yardimiyla sistem rijitlik matrisi
[K] Gclu diyagonal forma getirilmektedir.

2) QR metodunun yardimyla tiim sistem 6zdegerleri hesaplanmaktadir.

3) Ucli matristeki gereken ozvektorleri ters iterasyon yontemi kullanilarak
hesaplanmaktadir. Daha sonra [K]’nin &zvektorlerini elde etmek icin bu

vektorlere transformasyon islemi yapilmaktadir.

5.3.3. Buyiik Sistemlerin Ozdeger Problemlerinin Cézimii

Bilindigi gibi genel olarak yap: mekanigi problemleri genis hacimli ve
karmasiktir. Bu durumda, s6z konusu problemlerde daha efektif ve yeterli
yontemlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Diger dnemli husus ise, yap1 mekanigindeki
problemlerinde butin 6zdeger ve Ozvektorlerinin hesaplanmasi lazim olmayip
sadece en kicuk birkag 6zdegerin bulunmasi ¢éziim icin oldukca yeterli oldugu
gozlenmistir.  Bu sebepten dolay1, blylk sistemlerin en kigiik modlarin
hesaplayabilen gesitli yontemler gelistirilmistir. Bu yontemlerin bazilar1 asagida

verilmektedir.

v Determinant arama metodu,

v/ Alt uzaylarda iterasyon metodu.

5.3.3.1. Determinant Arama Metodu

Daha 6nce bahsedildigi gibi blyuk 6zdeger problemlerinin ¢ézimiinde,
gerekli ozdegerler ve Karsilik gelen vektorlerin sayisi genellikle matrislerin
boyutuna gore daha kiguktir. Bu durumda sadece gerekli olan 6zdegeri bulmak
yeterlidir. Bant genisligi kiicik olan matrisler icin determinant arama algoritmasi

cok verimli ¢czum saglamaktadir. Genel tip 6zdeger problemi igin kesin ¢oziman,
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p(2) = Det(K —AM) =0
p(D) = a A" +a, A1 ad +ag (5.47)

seklinde elde edilmektedir. Rastgele secilmis p sayis1 icin karakteristik polinomun

determinanti, asagida gortlen (5.47) bagintisi ile bulunabilmektedir.

(K1 = uIMD) = [LIDILLT

p(0) = Det([K] - ulMD = | [ (5.48)
i=1

Bu yontemde, karakteristik polinom degeri rastgele secilmis olan
sayilar1 icin hesaplanir ve eksenleri p(u) —u olan koordinat takimina
isaretlenmektedir (sekil 5.1.). Daha sonra grafikte determinantin isaret degistirdigi
noktada polinomun koki hesaplanmaktadir. Boylece 6zdegerlerin en kigugl ve
arzu edilen sayida hesaplanabilmektedir. Bulunan 6zdegerleri Sturm teoremi ile
(bkz. 5.2.3) en kicik 6zdeger olup olmadig: kontrol edilebilmesi mimkundir. En
sonunda da ters iterasyon yontemiyle bu 6zdegerlere karsihik gelen 6zvektorleri
bulunmaktadir, (Bathe, 1982).
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/NP

VAN
N

Sekil 5.1. Karakteristik polinomun grafigi

TV

5.3.3.2. Alt Uzaylarla iterasyon Metodu

Bu yontemle direk 6zdeger problemleri standart forma donistirilmeden
istenilen sayida 6zdeger ve 6zvektdr hesaplanabilmektedir. Bu yontemde temel
amac asagidaki (5.49) ve (5.50) esitlikleri saglamas:1 gerekli olan p adet en kiicuk

6zdegerin bulunmasidir.

[Klnxn[@lnxp = M]nan [@1nsp [Alpxp
[Alpxp = Diag(X) ; [@laxp =[P1 P2 - Pp] (5.49)
[T [MTsn [Py = [
[@15n M1 [Py = [

[‘D]gxn [K ]nxn [‘D]nxp = [A]pxp (5-50)

(5.50) esitliliklere rijitlik ve kiitle matrisleri icin ortogonalite sartlari adi da

verilmektedir. Bu yontemin algoritmas: asagidaki gibidir , (Bathe, 1982).
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1)  Oncelikle baslangi¢ vektori, [X; 1, , secilir.
2) Asagida verilen islem donglsi problemin yakinsama kriteri saglayincaya

kadar uygulanmaktadir.

Ek — Ek+1 k:1,2,...,00
[MIXic+1] = [KI[X4] (5.51)

Once (5.51)’deki denklem c¢ozillir ve [M]ve [K]’nin Ey,, uzayindaki

izdiisumleri elde edilir.

[Kk+1]pxp = K411 [K1[Kpe41]
[Mk+1]pxp = [Ke+1]" M1 X 44] (5.52)

Elde dilen izdUsumleri (Ey ., uzayindaki) yeni sistemin (5.53) ¢zdeger problemi
uygun bir yontemle (6rnegin genel Jacobi vb.) hesaplanir ve alt uzaydaki sistem
icin,

[Kk+ 11[®Prs1] = [Pres 11 IMpi11[AR44] (5.53)

[®4 1] ile [Ag,1] bulunur. Bundan sonra bir sonraki iterasyon adimu igin yeni

matris elde edilir.

[Kk+1]nxp = [Xk+1]nxp [(Dk+1]nxp (5-54)

3) En sonunda k — oo igin sistemin Ozdeger ve Ozvektorleri asagidaki gibi

bulunur:
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A1 — [A] | Xiqa] — [@] (5.55)

Kuvvet yontemlerinde incelenen yakinsama kriteri bu iterasyon

yoénteminde de kullanilmaktadir.

A§k+1) _ Agk)

G S 107% (5.56)
Al

Bu yontemde yakinsama asimptotik oldugundan iterasyon q adet 6zdegeri
buluncaya kadar devam edilir. Her ne kadar q buyik segilirse, istenen p adet en
kicglk 0zdeger icin daha cabuk ¢6zlime yakinsamaktadir. Hem de her adim icin o
kadar islem gerektirir. Ama yapilan ¢calismalar q = min (2p, p+8) cok etkili oldugu
gozlenmistir, (Bathe, 1982).

Ornek 5.8.

Ornek 5.1. alt uzaylarla iterasyon yontemiyle 6zdeger ¢ozimii;

Daha onceki orneklerde oldugu gibi oncelikle baslangig vektori segilir.
Kolonlart birim vektor ve metebesi 4x2 olan matris baslangigta kullamlir. Bu

ornekte 2 (p=2) adet 6zdeger hesab1 istenmektedir.

10 24 32

_lo 1| . gi_[32 52
K=l of + KI=155 48
0 0 16 28

(5.52) bagintisindan indirgenmis sistem matrisleri elde edilmektedir.

_[48 64 _[424 66,56
[K21=[g'a 10,4] [MZ]_[66,56 105,44

41



5. SERBEST TITRESIM Ruhulamin AMINI

En sonda indirgenmis olan matrislerden bulunan yeni sistem genel Jacobi

metodu ile hesaplanirsa;

[A,]= 2,2544 0 ] [®,] = [1,61495 —1,02063
2 0 0,0983 2 0,01945 0,085099

matrisleri bulunmaktadir. Daha sonra bir sonraki adim igin iterasyonun devam

edilmesi icin (5.54) denklemini kullanarak yeni matris hesaplanmaktadr.

06099  0,3190
[x,] = | 01394 05048
21~ |-03771 04629

~0,2738 0,2694

Ayni sekilde benzer islemler yapilirsa, problem k=7 adim sonunda
yakinsadigi gorilmekte ve asagida gosterildigi gibi sistemin en kiglk iki 6zdegeri

ve Ozvektoru elde edilmektedir.

04455 03126
139147 0 . | 01249 04955
[a1=] 0 0,09654] » [P1=| 54895 04701
_05767 02898

Ornek 5.9.

Sekil 5.2 goruldugl gibi 10 agiklikli 9 kath binanin ilk 3 6zdegeri, Bathe
&Wilson 1972 ve Peterson 1981 kaynaklarinda bulunmaktadir. Bu problem
hazirlanan Mathematica paket programi, SAP2000 ve ANSYS ile c¢ozilup

sonuglar: kaynaktakiler ile karsilastirilacaktir.
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90 ft

9x 10 ft

77777

STI7

STI7

10 x 20 ft = 200 ft

ST7777

STI77

/T77

Sekil 5.2. Ornek 5.9’¢ ait sekil

Malzeme ve Kesit Ozellikleri

E = 432000 k/ft?

m = 3k — sec/ft?

A=3ft?
1=1ft*

= -

| 3

wl w

=1k —sec/ft*

Yukarida bahsedildigi gibi problemin en kiglik 3 0zdegeri cesitli

programlar yardimiyla ¢ézullp sonuclar: asagida verilmistir.

Cizelge 5.1. Ornek 5.9e ait serbest titresim frekanslari.

) Bathe & | Peterson Mathematica
Ozdeger | wilson SAP2000 ANSYS
1981 MSSN.MAT MSRN.MAT
1972
A 0,589541 | 0,589541 | 0,589541 | 0,589814 0,597411 0,597411
Ay 5,52695 5,52696 5,52696 5,55047 5,61155 5,61155
A3 16,5878 16,5879 16,5879 16,7757 16,8377 16,8377
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Ornek 5.10.

Sekil 5.3.’deki verilen yapi1 sistemidir bu yapinin serbest titresim
frekanslarini ve mod sekillerini hesaplayinz:

Kolonlar1 eksenel deformasyon yapmadigi ve kat hizalarinda dénme
olmadigi kesme tipi binalarda kabul edilirse, sistemin serbest titresim frekanslar ve
mod sekilleri asagida gosterildigi sekilde kapali olarak agiklanmaktadir, (Clough ve
Penzien, 1993).

on—1 <122 E1>1/2
= Y

©n = 2 m; hLZ

2n—1 ﬂx)

¢n=sin( A (5.56)
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N—

Kesit Ozellikleri

7
e ©
// °
0.6
E =2x101 N/m?
A =0.36 m?
3 1 =0.0108 m*
. p =24 ton/m?
L=60m
h=6m

~— /T
sy
Sekil 5.3. Ornek 5.10’a ait sekil

Yukaridaki 6rnek (Zakout, 1992)’de degisik birka¢ yontemiyle serbest
titresim frekanslar1 hesaplanmistir (kat hizalarinda donme oldugu kabuli) :

45



5. SERBEST TIiTRESIM

Ruhulamin AMINI

Cizelge 5.2. Ornek 5.10’a ait serbest titresim frekanslari (kat hizalarinda dénme var)

Alt
Deter. |\ aylarla | “2NSOZ | ANSYS | SAP2000 | MSSN.MAT | Denklem
Arama | . Metodu (5.56)
[terasyon
0.75932 | 0.75932 | 0.75932 | 0.60118 | 0.59207 | 0.77557 1.70103
229729 [ 229729 | 2.29729 [ 1.9903 | 1.94698 | 2.34723 5.10310
3.89175 | 3.89175 | 3.89192 | 3.7932 | 3.69967 | 3.97919 8.50517

Cizelge 5.3. Ornek 5.10’e ait serbest titresim frekanslar: (kat hizalarinda dénme

yok)
Deter. Alt Lancsoz Denklem
Arama pzaylarla Metody ANSYS | SAP2000 | MSSN.MAT (5.56)
Iterasyon
159661 | 159661 | 1.59661 | 1.6799 | 1.58369 1.67913 1.70103
4.78005 | 4.78005 | 4.78005 | 5.0370 | 4.74136 5.03726 5.10310
7.93421 | 7.93421 | 7.93451 | 8.3855 7.8700 8.38679 8.50517

Ayrica ilk 3 serbest titresim frekansina karsilik gelen modlar sekil 5.4.’te

gorulmektedir.
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1. Mod Sekli 2. Mod $ekli
60 t 60
50 \ 50
h‘*«a
)
40
40 %‘kx
30 30 ‘%"\
20 20 /
10
10 *
0 0+
0 0,001 0,002 0,003 -0,0035 -0,0015 0,0005 0,0025
—e— MSSN  —— DENKLEM —e— MSSN  —— DENKLEM
3. Mod Sekli
60 ’
=
o
50 _.o®
A
.,,-’-"'""-,s-‘-'-""""
& 40
|
Nh""«%‘qi?
.

10

0 ==
-0,0035 -0,0015 0,0005 0,0025

—e— MSSN —— DENKLEM

Sekil 5.4. Ornek 5.10’a ait mod sekilleri
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6. ZORLANMIS TITRESIM

6.1. Giris

Bir sistemde zorlanmig titresim olmasinin sebebi o sisteme zamana bagh
olarak degisen yuklerden kaynaklanmaktadir. Bu ylkin uygulanmasi sonucunda
olusan etkiye zorlanmig titresim adi verilmektedir. Genel olarak ¢ok serbestlik
dereceli sistemler icin zorlanmig titresim olayin: idare eden denklem asagida

verildigi sekildedir;

MX+CX+KX=P() ; P(t)#0 (6.1)

Bu denklemde P(t) zamana bagh bir ylktir. Eger sistemde sonim etkisi
yoksa veya ihmal edilirse, denklemden C X terimi distrilmektedir. Denklem
6.1’de kapal:1 bir sekilde olup ayn1 anda deplasman vektorli ve zaman tirevleri
cinsinden N adet denklemlere temsil etmektedir. Bu denklemler genelde ancak

sayisal yontemlerle ¢ozilebilmektedir, (Humar, 2002).

6.2. Sayisal Cozum Yontemleri

Cogu muhendislik alanlarinda, dinamik yuk etkisi altinda kalan yapilarin
analizi yapilirken sayisal ¢ozim yontemleri kullaniimas: kaginilmazdir. Genel bir
sekilde bu yontemleri iki gruba ayirilarak incelenmektedir.
i) Direkt integrasyon yontemleri,

ii) Mod siiperpozisyon yontemi.

6.2.1. Direkt integrasyon Metotlar
Bu yontemlerin temel 6zelligi, (6.1) denkleminde integrasyon islemin adim
adim sayisal bir sekilde yapilmaktadir. Yani integrayon islemlerinden once

herhangi bir transformasyon islemi yapilmayip direk integrayon uygulanmaktadir.
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Direkt integrasyon yontemleri asagida verildigi sekilde dort ayri yontemden

olugmaktadir:

a) Merkezi sonlu farklar yontemi,
b) Houbolt yontemi,
c) Wilson 6 yontemi,

d) Newmark yontemi.

6.2.1.1. Merkezi Sonlu Farklar Yéntemi

Bu yontemde, deplasmanin zamana gore tiirevlerinin (hiz ve ivme) sonlu
farklar yaklasimina dayanmaktadir. Sonlu farklar metodunda hiz ve ivme
bagintilar1 ile adim adim istenilen tim zaman araligi boyunca uygulanir. Bu
yontem ayni zamanda zaman artim: ile adim adim uygulanan yontem olup eger
zaman artimn  kiglk segilmezse gercek ¢Ozimden ¢ok farkli sonuglara
gidebilmektedir. Sonuclar kararli olabilmesi i¢in zaman artimin: segilirken asagida

verilen 6zel sart kullanilmaktadir, (Clough ve Penzien 1995).

= 0318 (6.2)

-l &
IA
Al

6.2.1.2. Houbolt Metodu

Houbolt yontemi bir énceki metoda benzemektedir. Bu yontemde ivme ve
hiz bilesenleri, deplasman bilesenleri cinsinden ifade edebilmesi i¢in standart sonlu
faklar ifadeleri kullaniimaktadir. Ayrica Houbolt metodunda, sistem denkleminin t
aninda ve daha Onceki degerleri bilinirken At +t aninda ¢ozilerek sistemin
bilinmeyenleri hesaplamaktadir. Bu yontemin diger farki ise zaman artim bir

Onceki metoda gore daha biyuk secilebilmektedir.
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Baska dikkate deger konu ise, Houbolt yénteminde eger denklemde sénim
ve kdtle etkisi ihmal edilirse problem direk statik problemine indirgenmektedir,
(Bathe, 1982).

6.2.1.3. Wilson 8 Metodu

Bu yontem, dogrusal ivme ydnteminin biraz genisletilmisi olup EIl. Wilson
tarafindan 6ne surtlmustir. Dogrusal ivme yonteminde ivmenin t ani ile At +t
arasinda dogrusal olarak degistigi varsayimi yapilirken Wilson 6 yonteminde ise
ivmenin t ant ile t + 8At (0 > 1) arasinda dogrusal olarak degistigi varsayimina
dayanmaktadir. istenilen hassasiyet ve kararhga saglayacak sekilde 6 parametresi
daima birden buyik (6 > 1.37) secilir. Ama hesap yapilirken kolaylik agisindan
6 = 1.40 oldugu sekilde segilmektedir, (Bathe, 1982).

6.2.1.4. Newmark Metodu
1959 yilinda Newmark, bir seri seklinde sayisal integrasyon formulleri
gelistirdi ki toplu olarak Newmark metodu da denilmektedir. Bu yontem asagida

verilen denklemlerin varsayimina dayanmaktadir, (Bathe, 1982).
Xevae = Xe + [(1 — &)X, + 6Xt+At]At (6.3)
Xesar = Xe + X At +[(0,5 — )X, + aXpync|AL? (6.4)
Burada, 8 ve a parametreleri, ivmedeki zaman artiminin varyasyonunu
tanimlar ve bu yontemin kararlilik ve dogruluk 6zelliklerini belirlemektedir. § igin
tipik degeri 1/2 ‘dir ve 1/6 < a < 1/4 oldugu zaman dogruluk ozelligi dahil

olmak Uzere, tim bakis acilara gore oldukga tatmin edici deger almaktadir. Daha

oncekilerde oldugu gibi sistem denklemi At +¢ am igin yazildiktan sonra
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deplasmanlar adim adim hesaplanmaktadir. Sistem denklemi herhangi bir At + ¢t

aninda asagidaki gibi olmaktadir;

MXpine + CXpvar + K Xevne = P(O)riar (6.5)

(6.4) denkleminde olan At + t anindaki ivme cekildikten sonra (6.3) denkleminde
yerine yazilir ise, At +t aminda olan hiz ve ivmenin deplasman cinsinden
bagintilar1 hesaplanmaktadir. Elde edilenler (6.5)de yerine yazihip, denklemi
yeniden ¢cozum yapilarak deplasmanlar hesaplanmaktadir. Daha sonra sistem ivme
ve hiz degerleri (6.3) ve (6.4) bagintilar1 yardimiyla bulunmaktadir. Tum islemler
arzu edilen zaman arahigr boyunca At artimlarla sistemin her t ani icin ¢6zimu
yapilmaktadir.
Bu yontemi kullanilirken asagidaki izlenim yolu takip edilmektedir:

Baslangic degerlerin hesaplanmasi igin ;

Rijitlik matrisi, kiitle matrisi ve varsa sénim matrisi teskil edilir.
Hiz, deplasman ve ivme baslangi¢ degerleri saptanir.
At segilir, 5 ve a parametreleri bulunur.
5§>05 ; a=02505+56)> (6.6)

Integrasyon sabitleri elde edilir.

1 8 1 1

= =— =— =—-1
“oTuaez 0 “Taar 0 2T aar 0 BT 24

- —At(5 2)- —At(1—6) : ay = aAt 6.7)
ay = s =— (- ;g = A= a .

Efektif K matrisi (rijilik matrisi) teskil edilir.
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=

K=K+aM+a,C (6.8)

Efektif K matrisi iggen matrise indirgenir.

—

[=

=LDL (6.9)

Her adim icin gereken hesaplananlar ve tekrar edenler icin:

At + t zamant igin efektif yik bulunur:
Prine = Ppe + M(ag X+ ap Xy + az X,) + C(a Xo + @y X, + ag X;) (6.10)
At + t ani igin deplasmanlar sistem denkleminin i¢inden hesaplanir:

LDL" Xpinr =

=

+At (6.11)

At + t anmindaki hiz ve ivme degerleri bulunur:

Xeone = ao( Xene —Xe) —ax Xy — a3 X,

Xevne = X+ ag X+ ay KXot (6.12)

Yukaridaki en son verilen denklemler her t aninda benzer islemler yapilarak

sistem bilinmeyenleri elde edilmektedir.

6.2.2. Mod Superpozisyon Metodu
Onceki ¢ozim yonteminde gereken islem sayisi, ¢Oziimde kullanilan
zaman artiminin sayisina dogru orantilidir. Bu durumda direk integrasyon
yontemin kullanilmas: sadece kisa sureli veya kisa zaman araligi analizler igin
etkili oldugu beklenmektedir. Bdylece ¢6ziim araligi blyuk olan integrasyon
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problemlerinde daha efektif ¢6ziim icin hareket denklemini dnce islem sayis1 az
gerektiren bir forma donusttrulmek mimkinddr. Bu avantajlar: saglayan en uygun
yontemlerden biri de mod slperpozisyon yontemidir. (6.1)’deki genel denklemi

icin baslangi¢ kosullar

X0 =X  X0)=V (6.13)

oldugu kabul edilirse, bu yontemin amaci séz konusu genel hareket denkleminin
X = X(t), ¢ozllmesidir. Mod stiperpozisyon yontemi ile sistem deplasmanlarinin
hesaplamasinda asagida gorilen ¢6zim adimlar: izlenmektedir.

Adim 1) 5. bolimde anlatilan uygun bir metodu kullanilarak, asagida verilen
sonlimiiz 6zdeger problemini ¢dzllerek, sistemin serbest titresim frekanslari ve

mod sekilleri hesaplanir.

(K=aM)d =0 L A= w? (6.14)
[®] = [91 92 ------ Qn]
[A] = Diag(w?) (6.15)

Burada ¢ sekil fonksiyonlari, w serbest titresim frekansi, [®] modal matrisi ve [A]
spektral matrisidir. Dikkate deger hususlardan biri, ilerde sistem matrislere daha
basit forma gelmesi i¢in mod sekil fonksiyonlari kitleye gore normalizasyon
yapilmas: gerekmektedir.

Adim 2) Sistem deplasmanlarini bulmak igin o6ncelikle modal deplasman

hesaplanir, asagidaki islemler sirasiyla yapilir;

Sistem deplasmanint modal ve mod sekil fonksiyonlar: cinsinden asagidaki

gibi varsayimi yapilir.
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X=0Y (6.16)

Sistem denkleminde deplasman vektorii ve tdrevleri yerine yukaridaki

denkleme gore yeniden yazilirsa;

MOY+COY+K DY =P(t) (6.17)

seklini almaktadir.
(6.17) denklemini her iki tarafim soldan ®7 carpilarak asagida gosterildigi

sekilde olmaktadir.

PTMPY+PTCOY+PTK QY = DTP(t) (6.18)

Yukaridaki denklemde 5. bolumde bahsedildigi seklindeki ifadeler

bulunmaktadir;

M=oTMe =]
€ = @7C ® = Diag(25w;)
K=0"K®=[A]
P =a"P(t) (6.19)
(6.19) ifadeleri yerine konulup yeniden yazilirsa;
MY+CY+KY =P (6.20)

haline gelmektedir.

95



6. ZORLANMIS TITRESIM Ruhulamin AMINI

Yukaridaki sistem denklem takimi acik bir sekilde tipik olarak asagida

gOsterildigi gibi olmaktadir.

Yi+ 280y +ofY=P(@®) ; i=12....,n (6.21)

Goruldigu gibi en basta sistem serbestlik derecesine gore denklem
girisimli diferansiyel denklem takimi olup, yukaridaki izlenim yolu takip edilerek
ve sistem denklemlerin ortogonalite sartlarint kullanilarak en sonunda denklem
girisimsiz hale getirilmistir. Bu asamadan sonra girisimsiz hale gelen denklem
takimt ister zaman uzayinda (6rnegin; Newmark metodu) ister frekans uzayinda
(6rnegin; Fourier veya Laplace transform metodu) ¢ozilerek modal deplasmanlar
elde edilmektedir.

Adim 3) Elde edilen modal deplasmanlart kullanilarak sistemin esas
deplasmanlarina gegilmektedir. Sistem deplasmanlart bulunduktan sonra eleman

kesit tesirleri elde edilmektedir.

1
X=oY=[t ¢ - ou] |12 (6.22)
Yy
(6.22)’deki ifade asagidaki forma yazilacak olursa;
X=¢ Y +¢p Y 4o+, Y (6.23)

(6.23) ifadesinde yer alan ¢, Y, terimi birinci modun katkisi, ¢, Y, terimi ikinci

modun katkisini vs. gdstermektedir.
Dikkat edilmesi gereken en 6nemli husus, yap1 dinamigi analizinde hemen
hemen butln yikleme tirinde genelde buylk deplasmanlar, en kicik modlarin

katkisindan gelmektedir ve modlar biyldikce deplasman acisindan katkisi da
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ihmal edecek kadar kuculmektedir. Dolayis1 ile mod siiperpozisyon ydnteminde
istenen dogruluk derecesine gore en kicuk birka¢c modun katkilar: dikkate alinmasi
yeterli olabilir. Bir diger husus ise, cok karmasik yapilarin dinamik analizinde ve
matematiksel ideallestirmesinde biyik modlarin katkisi problemin dogruluk
acisindan daha az guvenilir olmaktadir. Bu durumda modlar: sinirlamak dogru bir
karar olmaktadir, (Clough ve Penzien, 1993).

Bu calismada, 6.1°’denklemi Rayleigh orani ile iterasyon ve mod
sUperpozisyon yoéntemiyle girisimsiz hale getirilmekte ve daha sonra direk
integrasyon ydntemlerden biri ve Fourier transform yontemi ile ¢dziim yapabilen

Mathematica dilinde programlar hazirlanmustir.

Ornek 6.1.

iki ucu basit mesnetli ve adim tipi yiiklemeye maruz kalan kirisin orta
noktasinin moment ve deplasman degisimini mod superpozisyon ydntemini
kullanarak bulunuz, (Sekil 6.1.). Asagida verilen kapali ifadeler sistemin ¢dzimu

olarak (Clough ve Penzien, 1993)’de ¢ozUlmustdr.

El
— 2.2
wp =T |—g
nmx
pn(x) =sin(—) n=12.. (6.24)
L
I Py
I ] \E
== El, m = Sabittir = S
L L Je L J
| 2 ] 2
P L 06m |
i r ]
IFU I

Sekil: 6.10rnek 6.1°e ait sekil
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Kesit Ozellikleri

E=2x10""N/m? ; 1=0,0108m* ; A=0,36m?

p=2400N/m3 ; L=10m ; P,=10N

Sistemin herhangi noktas: icin deplasman, moment ve kesme kuvvetinin zamanla

degisimi kapal bir sekilde asagida gorilmektedir;

2P, 13 < ay, . /mmx
v(x, t) = m F (1 — cos a)nt)SIn (T) (6.25)
n=1
2P, L - a, . MmX
M(x,t) = ——; Z — (1 — cos wyt)sin (—) (6.26)
T n:ln L
2R - a, nmx
V(x,t) = - Z; (1 — cos wyt)cos (T) (6.27)
n=

Yukarida denklemlerde yer alan «, parametresi asagida verilen bagintidan elde

edilmektedir;
1 n=159,..
a, = {—1 n=3711,..
0 n=246,..
Bu 6rnek ayn1 zamanda (Zakout, 1992), Sap2000, Mathematica paket programi ve

Ansys’da cozllmustir ve asagidaki serbest titresim frekans degerleri

hesaplanmustir;
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Cizelge: 6.1Serbest titresim frekanslari

SAP2000 ANSYS Denklem MSSN.MAT Fark(%)

7.85393 7.8424 7.85398 7.85403 -6.37E-04
31.4122 31.235 31.41593 31.4193 -1.07E-02
70.6383 69.800 70.68583 70.7236 -5.34E-02

Denklem (ilk 3 terim) Bu Calisma (ilk 3 mod, dt=1E-03)

~~~~~~ X+ Ansys (Direk int. dt=1E-03)

2,00E-06
—~ 1,50E-06 f\ R x ok Foy
] % 3 . 4
S [ 3 [k g E; X %‘
£ 1,00E-06 i \ 4 § f X f ]
3 X Y [ 4 | § . X
) / g f Y i 4 X t
QL H ! £ v X X ;’ 3
O 500607 | 4 voX i S 3
?< X / t “‘i >2 p
{ ﬁ‘ X X Kg
J v X ‘,S([i X f X
0,00E400 X X X KX
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Zaman (Saniye)

Sekil: 6.2. Ornek 6.1.7ait kirisin orta noktasindaki deplasman degisimi

Cizelgenden de anlasilacag: Uzere paket programiyla yapilan ¢6zlim,

Ansys, denklem (6.24) ve Sap2000 ile ¢Oziime olduk¢a yakin oldugu

gorulmektedir. Ayni karsilastirmalar deplasman, moment ve kesme kuvvetinde de

degisik zaman aritimi ve mod sayisina gore grafik olarak yapilmustir.
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Denklem (ilk 3 terim)

—— Ansys (Direk int. dt=1E-3)

Bu Calisma (ilk 3 mod, dt=1E-3)

0,6
s
£
=
=
[NN]
s
o
s
ZAMAN (SANIYE)
Sekil: 6.3. Ornek 6.1."ait kirisin orta noktasindaki momenti degisimi
Cizelge: 6.2. Ornek 6.1.”e ait maksimum moment ve deplasman degerleri
At = 0.001 }glfgl Sap2000 Ansys Denklem MSSN FARK(%)
Maksimum 1 | 1.901E-06 1.901E-06 | 1.901E-06 0.00
Deplasman 3 1.925E-06 | 1.923E-06 | 1.925E-06 | 1.924E-06 0.05
(m) Tum | 1.929E-06 1.929E-06 | 1.926-06 0.15
Maksimum 1 -40.86 -40.53 -40.69 -0.39
Moment 3 -45.71 -47.34 -45.03 -45.29 -0.58
(N.m) Tum -49.78 -48.98 48.49 1.00
Ornek 6.2.

Adim tipi yiklemeye maruz kalan konsol Kirisin u¢ noktasinin deplasman

degisimini mod superpozisyon yontemini kullanarak bulunuz, (Sekil 6.4.). Asagida

verilen serbest titresim frekanslari bu 6rnek icin (Craig, 1981)’de ¢6zilmustr.
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Cizelge: 6.3. Ornek 6.2’¢ ait serbest titresim frekanslar:

1 2 3 4 5 6
CRAIG 9.19655 | 157.7099 | 512.8766 | 1192.35 | 2290.46 | 4056.94
MSSN 9.19229 | 157.637 | 512.639 | 1191.83 | 2289.40 | 4054.07
ANSYS 9.1921 157.550 | 511.601 | 1186.30 | 2269.80 | 3993.00

Ayrica konsol ucu igin maksimum deplasmanin zamanla degisimi degisik

zaman aritimi ve mod sayisinin katkilarina gore hem cizelgede hem de grafikte

degerleri verilmistir.

30in

4 plr)

Sekil: 6.4. 6rnek 6.2e ait sekil
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Kesit Ozellikleri
E=10x10%psi; 1 =0,08333in*; A=1in?% p=2591x107*1b.sn?/in*
g =386 in/sn?>; P,=10N; w=101b =m = 0.02591 [b.sn?/in

2 5 8 1
Pz 2 b 2
3/3%1 ® 3%4 ? 3%7 . J[Al%lo
1] 2] 3] ®
\ 10in 10in 10in |

Sekil: 6.5. 6rnek 6.2’e ait sekil

Yapilan hesap sonucunda bu drnek icin sadece ilk modun katkis: bulunan

degerler karsilastirilinca yeterli oldugu gortlmektedir.

Cizelge: 6.4. Ornek 6.2’¢ ait gesitli zaman artimi icin maks. deplasman degerleri

Deplasman (in)
At 0.05 0.01 0.005 0.001 0.0001
Craig 1981 0.215949
0.21608
ANSYS 0.167693 | 0.211709 | 0.21465 | 0.215970 0
0.21605
MSRN (ilk mod) 0.21331 | 0.215991 | 0.21605 | 0.216059 9
MSRN (tim 0.21608
0.21334 | 0.216003 | 0.21605 | 0.216067
modlar) 5
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4 N\
KONSOL UG DEPLASMANI (TUM MODLAR)
5
H
£
&
&
(a)
-0,25
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
Zaman (Saniye)
—— ANSYS —e— MSRN.MAT
- J
Sekil: 6.6a. Ornek 6.2 ‘e ait konsol ug deplasmani (tiim modlarin katkisi)
4 . N
Konsol U¢ Deplasmani (Ilk Mod)
0,00
-0,05
5
= -0,10
@©
Z
< 015
(<]
(o]
-0,20
-0,25
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
Zaman (Saniye)
—— ANSYS  —e— MSRN.MAT
-

Sekil: 6.6b. Ornek 6.2 “e ait konsol ug deplasman (sadece ilk modun katkist)
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Ornek 6.3.

Adim tipi yuklemeye maruz kalan cerceve sistemin kolonlari kitlesiz
oldugu ve eksenel sekil degistirme yapmadigi, tum Kkitleler kat hizalarinda
toplandig1 varsiyilirsa, 1 nolu elemanin maksimum kesme kuvvetinin ve 3 nolu
serbestlik derecesi yoniinde olan maksimum deplasman degerinin hesaplanmasi
amaclanmaktadir.

Bu kabuller dogrultusunda, cerceve sistemi sekil 6.7’de verilen model gibi

basitlestirilmistir.

1]

lr%—)?(g+ 1?'%_)1 —_—
3] @ h
A m A |
7] B h
A, m A L
L E El 1] h
A
Lr%*mﬁm? r’??]"i?.':':?:%_)( —
4 pli)
i
Py

Sekil: 6.7.0rnek 6.3’e ait cerceve sekli
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Kesit Ozellikleri
EI =40x%x10%ton.cm? ; h=300cm ; m=1 ton.Sn*/cm
Py=10ton; & =& =& =005

m L1}
IR
h 3|2El

m 0
—— . :ﬁ;:
h Zl2El

m a
+— @D

h il

26,
+— mrm“ﬁ"’

Sekil: 6.8. Ornek 6.3’in basit bir sekilde modellenmesi

Bu 6rnek (Mengi, 1994)’te ¢c6zulmis olup asagida verilen serbest titresim
frekeansin, deplasmanin ve kesme kuvvetlerin degerleri paket programi ile
hesaplanmis ve sonuglar Ansys ve (Mengi, 1994)’deki degerlere gore

karsilagtirilmistir.
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Cizelge: 6.5. Ornek 6.3’¢ ait degerler

Modlar wq W, w3

Mengi 2.65372 7.43555 10.74467
MSRN.MAT 2.65372 7.43555 10.74467
ANSYS 2.65370 7.43552 10.74487
SAP2000 2.65372 7.43555 10.44680

Cizelge: 6.6. Ornek 6.3.”e ait maksimum deplasman ve kesme kuvveti degerleri

At = 0.01 ilk mod ilk 2 mod Tim modlar
3 nolu ser. der. Mengi 1.43 1.53 1.53
yonundeki MSRN.MAT 1.4302 1.5276 1.5324
maksimum
ANSYS 1.6383 1.6383 1.6383
deplasman
(cm) SAP2000 1.3509 1.3940 1.405
Mengi 11.31 9.73 10.08
1 nolu elemana
ait maksimum | MSRN.MAT 11.3158 9.7347 10.1095
kesme kuvveti | ANSYS 11.3196 11.3196 11.3196
(ton) SAP2000 10.6380 9.7320 10.1055
Ornek 6.4.

Sekil 6.8’de verilen 2 prizmatik kiris elemanindan olusan bir cerceve

sistemidir. Bu sistem iki Kirigin birlestigi yerde sekil 6.9’de gosterilen birdenbire

100000 Ib ‘lik dinamik yuklemeye maruz kalmaktadir. Sistemin en kugik ilk 3

serbest titresim frekans ile 7 ve 8 nolu serbestlik derecesi yoniinde olan maksimum

deplasman degerlerinin bulunmasi istenmektedir, (Paz, 2004).

Not: sistem soniim etkisi g6z ard: edilmektedir.
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100

P
| /<
ij
F’L

7IT7TI 777777
1&%
b=

45 3&
Frfrey 777777 § 1

Sekil: 6.9. Ornek 6.4’(in semasi ve serbest cisim diyagrami

120000-
100000
80000 -
60000
40000
20000

0 . ;
0 01 02 03 04 05 06

Zaman (Saniye}

Kuwvet (Ib)

Sekil: 6.10. Ornek 6.4e ait yiikleme tipi

Kesit Ozellikleri
E =10x%10%1b/in%>; [1=100in*; A=6in?% m = 4.201b.sn?*/in?
Bu 6rnek (Paz, 2004)’te Sap2000 programi yardimi ile ¢ozilmistir, elde

edilen sonuclar, bu caligmada gelistirilen paket program: ve Ansys programiyla

¢ozilmus degerleri asagida cizelgeler halinde verilmistir.
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Cizelge: 6.7. Ornek 6.4’¢ ait serbest titresim frekans: degerleri

MODLAR w4 Wy w3 wy ws We
M. PAZ, 2004 3.471 3.632 6.486 8.849 17.702 | 21.442
MSSN.MAT 3.561 3.803 7.930 9.466 14507 | 20.545
ANSYS V15. 3.552 3.768 7.790 9.452 13.980 | 20.062
Cizelge 6.8. Ornek 6.4’e ait maksimum deplasman degerleri

Tum modlarin katkisi ve M. PAZ, 2004 MSSN.MAT ANSYS V15
zaman artimi (At = 0.01)

X1 (in) 0.260 0.263 0.272
IXsgl (in) 0.274 0.250 0.254

Goruldigu gibi sonuclar birbirine yeteri kadar yakindir. Ornek olarak 7

numarali serbestlik derecesi yoniindeki deplasman degisimi asagidaki gibidir.

7 Nolu Ser. Der. YonUundeki Deplasman

0,3
Q
= \
= [
c
© y
e 01 /
3 \ /\
S \ \ \
(&) 0 J
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
-0,1

Zaman (Saniye)

—— X7 MSSN X7 Paz X7 ANSYS

Sekil: 6.11. Ornek 6.4’¢ ait deplasman degisimi
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7. FOURIER DONUSUM METODU

7.1. Giris

Simdiye kadar tlm bdolimlerde hareket denklemini zaman uzayinda
incelenmistir. Ancak, belirli durumlarda analitik yontemlerinin verimliligini
artirmak amaciyla, doénusim metotlart  kullanilabilmektedir. Mihendislik
uygulamalarinda doéniistim yontemleri ¢ok etkili ve yararl oldugu kanitlanmistir
(Humar, 2001). Sirekli fonksiyonlara uygulanan iki donlsim yontemleri var.
Bunlar; Laplace ve Fourier donisum yontemleridir. Dogrusal diferansiyel
denklemlerini, 6zellikle hareket denklemlerini daha basit cebrik denklemlere
donustirmesinde oldukca etkili bir yontemdir. Her iki yontem kavramsal olarak
birbirine benzediginden, burada sadece Fourier donlisim metodu ele alinacaktir,
(Chopra, 2007).

7.2. Fourier D6nlsUmu

Kisaca bu yontem Dhamel integralini, zaman uzayindan freknas uzayina
donistlrerek s6z konusu integrali gerekli parametreleri bulunduktan sonra ters
Fourier dénisiimi yardimiyla geri zaman uzayina getirilir ve gereken deplasman ve
kesit tesirleri hesaplanmaktadir, (Humar, 2003).

t = 0 arahiginda, reel ¢6zum aralikli ve zaman uzayinda, tanimlanmis
keyfi bir F(t) fonksiyonunu g6z 6niline alalim, (sekil 7.1). Bu fonksiyonun Fourier

donlsim denklemi asagidaki gibidir;

FF(w) = f F(t)e @tdt (7.1)

0

69



7. FOURIER DONUSUM METODU Ruhulamin AMINI
y

Ve R,

Sekil 7.1. zaman uzayinda F(t) fonksiyonu

Fourier donusiim ifadesinde yer alan w parametresine agisal frekans
denmektedir. Fourier uzayinda olan bir fonksiyonun zaman uzayina getirmek icin

ters Fourier donlisiim ifadesi ile yapilmaktadir, (Clough ve Penzien, 1993).
1 |
F(t) = > f Ff(w)e'@tdt (7.2)

(7.1) ve (7.2) denklemlerine Fourier donusiim cifti de denmektedir. Bu iki

ifade frekans uzayinda analizin esas denklemleridir.

7.3. Fourier Doniisuimiin Bazi Ozellikleri
A) [0, o) araliginda F(t) fonksiyonu reel degildir. Ayrica, (oo, —0)
tammh, FF(w) fonksiyonu kompleks degerlere sahiptir. Bunun birlikte, FF(w)

fonksiyonun (+w) ve (—w) noktalarinda kompleks eslenigi vardir.

FF(—~w) =F (0) (7.3)
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B) Fourier dénusiiminde zamanla tirev islemi;
oo

FF(w) = f F(t)e @t dt (7.4)
0

Yukarida (7.4) denkleminin kismi integrasyonu alinacak olur ise,

[oe]

FF(w) = F(t)e‘i‘"t|zO + iwj F(t)e tdt (7.5)
0
FF(w) = F(t)e‘i“’t|t=oo — F(0) + iwFF (7.6)
seklinde elde edilir. Burada,
limF(t) =0 (7.7)

t—oo

varsayilmaktadir. Burada, F(t)’nin zamanla soniimlendigi kabullenmektedir. Bu

durumda (7.6) bagintist,

FF(w) = iwFF — F(0) (7.8)

seklini almaktadir. Buradan benzer bir sekilde, F(t) fonksiyonun zamana gére ikinci
tirevinin ve daha genel olarak n’inci dereceden tirevinin Fourier doniistim ifadeleri
sirasiyla (7.9) ve (7.10) gosterildigi gibi bulunmaktadir.

FF(w) = (iw)?FF — iwF (0) — F(0) (7.9)

(FY)F = (iw)"FF — (i)™ *F(0) — -+ ... —iwF™2(0) — F*"1(0) (7.10)
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Yukaridaki ifadelerde baslangi¢ kosullari sifir olarak kabul edilirse; bu

ifadeler asagida gorilen sekiller gibi olmaktadir:

Cizelge 7.1. Fourier donisumde tirev ifadeleri

ZAMAN UZAYI FOURIER UZAY]
F FF
dF/dt iw FF
d?F/dt? (i0)?FF
d"F/dt" (i0)"FF

7.4. Aynk Fourier Dénlsima
Sekil (7.1.)’de zaman fonksiyonu, n =0'dan N —1'e kadar N esit
aralikhi parcalada oldugunu g6z 6niine alinirsa, bu durumda F(t) fonksiyonun
0,At, 2At, ..., (N — 1)At zaman araliklarinda ayrik olarak degerleri bilinmektedir.
Boylece,
F; = F(t;) i=01,...... N -1 7.11)

varsayim yapihrsa, (sekil 7.1) (7.11) ifadesinde t; zaman bagintis1 asagidaki gibi

bulunmaktadir;

t; =iAt At= (7.12)

=3
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Y A

T T T
|
1

Sekil 7.2. F(t)’nin ayrik tanimi

Ayrik bir bicimde verilen F(t)’nin Fourier donlsumuni bulmak igin Ayrik

Fourier dénusiim yontemi kullanilmaktadir.

7.4.1. Aynk Fourier Dénusiminin Onemi

Fourier dénusiim proseduriin basarisi, arzu edilen herhangi bir fonksiyonun
direk ve ters Fourier dénusiminin bulunmasinda baghdir. Ama daha 6nce
bahsedildigi gibi, dénusim ifadelerinde kompleks integrali icerdiginden, bu
durumda ¢6zim daha gi¢ olmaktadir. Bdyle bir durumda, bircok problemde,
dontstiim metotlar: ile birlikte sayisal teknigi kullaniimas: halinde tek pratik ¢oziim
yontemi olabilir. Genelde dinamik etki fonksiyonlar: belirli zaman araliginda,
sadece ayrik bir formda mevcuttur. Bu sebepten dolay, Fourier ddnlsumiinde
sayisal ¢6zim kacimilmazdir. Bu acidan, ayrik Fourier dondsiminid kavramsal
olarak gelistirmesinde wve surekli ve ayrik donusimler arasinda baglanti

kurulmasinda yarar var, (Humar, 2003).
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Diger énemli husus, surekli déntistim, verilen fonksiyonun gergekgi olarak
temsil eder iken, ayri doniisim ise, verilen fonksiyonunun sadece periyodik bir
versiyonunu temsil etmektedir, (Humar, 2003).

Klasik integral yontemlerinde, bir noktanin dinamik davranisini bulmak
icin diger noktalarin davranisin bilinmesine gerek var iken, ama Fourier
dontstimunde istenilen bir noktanin direk yani (diger noktanin dinamik davranisini

hesaplamadan) bulunabilmektedir.

7.4.2. Kompleks Fourier Serileri

Daha o6nce bahsedildigi gibi, Ayrik Fourier donistim formullerinde
kompleks Fourier serileri icerdiginden dolayr kompleks Fourier serileri hakkinda
bilgi verilmektedir. Sonra siirekli Fourier donistimuyle iliskilendirecektir.

T periyodunda bir F(t) fonksiyonunun asagidaki sartlari sagladig: slrece,

periyodik bir fonksiyon denilebilmektedir;
F(t+nT) =F(¢t) n=-o,..,-3,-2,-1,01,23,..,00
Fourier serisini  kullanarak periyodik bir fonksiyonu, harmonik

bilesenlerine ayirilmak mimkindur;

2 T

n=1

F(t) =2+ i a, Cos (@) + Z b, Sin <@) (7.13)

Sinls ve kosinus fonksiyonlari ortogonal oldugundan, yukaridaki Fourier

serisinde yer alan katsayilar F(t) cinsinden ifade edilebilmektedir.
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T

T

1 1 2nnt

ap = ?f F(t)dt a, = ?f F(t) Cos (nTn) dt
0 0

(7.14)

T
b, = lf F(t)Sin <@> dt
T T

Teorik olarak, Fourier sgrisinin F(t)’ye kapsamsi sonsuz terim olmasi
gerekir. Ama pratikte birkag terimin alinmasi yeterli gelmektedir, (Chopra, 2007).

Bunlarin yaninda, asagida verilen trigonometrik ve (stel fonksiyonlar
arasinda kompleks olarak baglanti kuran, Euler formdilinden cikan ifadeleri
kullanilarak yukaridaki Fourier serisini trigonometrik formdan ustel bir fonksiyon
bicime donusturilebilmektedir.

plt — p—it elt + p—it

Sint = ———— Cost = —— 7.15
in T 0s > ( )

Boylece (7.13) denklemi daha basit bir forma asagidaki gibi gelmektedir;

F(t) = Z Cy, e(iwkt)

k=—oco

(7.16)
T

1 .
Cr = 7f F(t) eCiort)dt
0
Burada wj parametresi k’ninci Fourier bileseninin agisal frekansini gosterir ve

asagidaki bagintilarla tanimlanir;

_27Tk_27'[_

_ = 27Tfk

k=TT,

(7.17)
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Sl e

k_kA Af =
T f f=

fe =
(7.16) ifadelerinde yer alan C, Fourier sabitleri Af frekans artimina béllndrse,

yayili Fourier sabitleri bulunmus olur, (Mengi, 1993).

Ck

Bunlarla birlikte, Fourier serisi denklemleri yayili Fourier sabitleri icerdigi

sekilde asagida gosterildigi gibi bulunmaktadir:

F(t) = Af Z Ff eliwrt)
k=—oco

(7.19)
T

1 .
Ff = Tf F(¢t) eClort) gt
0

Eger yikleme periyodu sonsuza kadar devam ettigi (T — ), frekans
artimi sonsuz kadar kigildigi (Af — df) ve ayrik frekanslar w ‘nin strekli bir
fonksiyonunu oldugu varsayimlar: yapilirsa, limit durumunda, (7.19)’deki Fourier
serisi ifadeleri surekli Fourier doniisum formullerine dontsmektedir, (Clough ve

Penzien, 1993). Diger bir deyisle,

T— o — (7.20)

olur ve boylece,
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1 [ .
F(t):E JFF(a))e“"tda)

[oe]

FFl(w) = f F(t)) e"tdt

0

(7.21)

seklinde, direk Fourier ve ters Fourier doniisiim denklemleri haline gelmektedir.

7.5. Aynk Fourier Donlsiim Formulleri

Kompleks Fourier serisi denklemlerini kullanilarak ayrik Fourier déntisiim

denklemleri bulunmaktadir. (7.21) Fourier doniisim serisi denkleminde gortlen

ikinci integral islemi sayisal bir sekilde dikddrtgenler metoduyla hesaplanip,

t =t, = n x At zamanina gore yazilacak olursa,
nk
wnty = (ZHnAf)(kAt) = ZEW

olmak suretiyle,

(7.22)

(7.23)

denklemleri bulunmaktadir. (7.23) denklemlerinde goriilen At araliklarla temsil

edilmesi mumkiin olan Fourier bilesenlerindeki en biyuk frekansi,
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= 1 _NA 7.24
fc—E—E f (7.24)

seklinde bulunmaktadir. Yukarida goérilen f. parametresine katlama frekans: adi
verilmekte ve frekansli Fourier bilesenlerinde, katlama frekanstan biylk
olanlarinin katlama frekanstan daha kicik olanlar (izerine katlandig:i kabul
edilmektedir. Bu tammlama dogrultusunda katlama frekansimin 6zelligi geregi,
ayrik Fourier donlisum esitlikleri son olarak asagida gosterildigi gibi olmaktadir,
(Clough ve Penzien, 1993).

N-1
F, = Af z Ff e"™n

k=0

. (7.25)
F=AtY Fpe W
n k

k=0

Yukarida verilen denklem ile bulunan Fourier donusimlerin gercek ve
sanal kisimlar1 f.’ye gore sirasiyla simetrik ve anti-simetrik olmaktadir, (Dhatt ve
Touzut, 1985).
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Re(F)|

| L
‘ | =
fc f
Im(F) |
Antisimetrik
|| \r -
fc f

Sekil 7.3. Ayrik Fourier donlisiimiin simetrik ve antisimetrik 6zelligi

7.6. Fourier ve Ters Fourier Dontsimandn Bulunmasi
Daha Once bahsedildigi gibi, herhangi bir fonksiyonun zaman uzayindan
frekans uzayina veya tam tersi frekans uzayindan zaman uzayina donstirmek igin

(7.25) ayrik Fourier dontsum esitlikleri kullaniimaktadr.

7.6.1. Fourier Donilisiimi Bulmak icin izlenecek Yontem

Zaman uzayinda ve belirli bir zaman arahginda F(t) gibi bir fonksiyonun
tanimlandigi kabul edilirse, bu durumda bu fonksiyonun frekans uzayinda Fourier
doniisimiini ( F¥(w )) bulmak icin asagida verilen asamalar izlenmektedir, (Craig,
1981);

A) Analiz igin gerekli zaman aralig1 [0, T] secgilmektedir.
B) Adimsayisi N ve F(t)’nin At araliklarla degerleri saptanir,( At = T/N).
C) Asagida gorilen denklemden X, degerleri elde edilir:
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=

-1

X, = ) WF, n=12..,N-1

=
I

0

2T

W=e v

D) Ensonunda da Fourier déniisimi bulunur:

FF = At X, n=12,..,N-1

7.6.2. Ters Fourier Déniisiimii Bulmak igin zlenecek Ydéntem

(7.26)

(7.27)

Frekans uzayinda Fourier donisimii FF(w)’nin verildigi varsiyhrsa, bu

durumda zaman uzayindaki F(t) tespit etmek i¢in asagida gorilen adimlar takip

edilecektir, (Craig, 1981);

A) Analiz igin gerekli frekans araligi [0, f.] secilir.

B) Adimsayisi N ve FF(w )’min Af araliklarla degerleri belirlenir.

C) FF(w)'min gergek ve sanal kisimlar: f, etrafinda simetrik ve anti-simetrik

olarak [0, 2f.] araliginda tarif edilir.

D) Asagida verilen denklemi yardim ile X, degerleri bulunur:
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7.7. Fourier Donustimin Yapr Dinamigi Problemlerine Uygulanmasi

Bilindigi gibi, yapt mekaniginde dinamik sistemdeki hareket denklemleri 2.
dereceden diferansiyel denklemlerinden olusmaktadir. Bu denklemlerin ¢ozim ile
ilgili zaman uzayinda 6nceki bolimlerde lzerine deginilmistir. Bu bolimde sadece

frekans uzayinda Fourier donistimi ile ¢6zim teknigi incelenmektedir.

7.7.1. Tek Serbestlik Dereceli Sistemlerin C6zimu
Tipik olarak tek serbestlik dereceli bir sistemin asagida verilen diferansiyel

denklem tarafindan idare edilmektedir.

. . P
X+2§<T)X+(T>2X=E (7.30)

Yukaridaki denklemde, @ serbest titresim frekansi olup, bu denklemin frekans

uzayindaki Fourier donisiimi asagidaki gibidir;

XF = (iw)XF
(7.31)
XF = (iw)?XF
PF
—w?XF + 2t w(iw)XF + @?XF = — (7.32)

Bu denklemlerdeki w Fourier donlsim parametresidir. Goraldugi gibi
yukarida verilen denklem, yap1 dinamiginde Fourier uzayindaki olay: idare eden
cebrik bir bigimde bas géstermekte ve bu denklemin ¢ézilmesinden XF degerleri
elde edilmektedir, (Celep ve Kumbasar,1992).

XF=2 ! P¥ 7.33
_E—w2+226(iw)+(§2] (7.33)
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Fourier dontsimun girisim 0zelligine (Fourier transform convolution
property) gore XF ‘in ters Fourier donusimi asagida verildigi sekilde elde
edilebilmektedir:

t

f p(1)e "¢ Sin[wp (t — 7)]dT
0

X(t) = —
T mwp

(7.34)

Bu denklemlerde, wp parametresi sistem icin sénimli serbest titresim
frekansidir. (7.34) denklemine tek serbestlik dereceli sistemler (T.S.D.S.) igin
Konvoliisyon veya Duhamel integrali ad: verilmektedir. Bu denklem, lineer sistem
analizlerde herhangi bir keyfi yukleme igin genel bir metot saglanmaktadir,
(Humar, 2003).

7.7.2. Cok Serbestlik Dereceli Sistemlerin C6zimu
Bu sistemler asagida matris notasyonunda verilen diferansiyel denklem
takimi tarafindan idare edilmektedir.

MX+CX+KX=P (7.35)

Asagida gosterildigi bicimde zaman uzayinda bir dinamik rijitlik matrisi (D)
tanimlanarak, sistem denklemi yeniden yazilacak olur ise;

IS

K:

jas]

(7.36)
D=(M d?

~

dt?+C d/dt+K)

seklini almaktadir. (7.36)’deki denklemin Fourier dénisimi alinacak olur ise, bu

durumda frekans uzayindaki son hali asagidaki gibi olmaktadir:
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D FxF - PF
(7.37)
DF = (iw)*M + (iw)C + K

Burada, D ¥ matrisi frekans uzayinda dinamik rijitlik matrisidir. (7.37)’den
de anlasilacag: Uzere, frekans uzayinda olan sistem hareket denklem takimi daha
basit bir bigime yani cebrik denklem takimina donustigu agikga gortlmektedir,
(Celep ve Kumbasar,1992).

(7.37) denklemi yardimiyla frekans uzayinda hesaplananlara asagidaki ters
Fourier donusimiinin denklemleri uygulanarak zaman uzayinda sistem bilinmeyen

blyuklikleri bulunabilmektedir:

X" =HPr
(7.38)
Hw)=({D")"
t
X() = f h(t - a)P(@)da , hF(w)=H (7.39)
0

Ornek 7.1.

Ucgen tipi yilklemeye maruz kalan cerceve sistemin kolonlar1 kitlesiz
oldugu ve eksenel sekil degistirme yapmadigi, tim kditleler kat hizalarinda
toplandig1 varsiyilirsa, 8 nolu elemanin maksimum kesme kuvvetinin ve 15 nolu
serbestlik derecesi yoninde olan maksimum deplasman degerinin hesaplanmasi

amagclanmaktadir.
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7. FOURIER DONUSUM METODU

P
Boyutsuz Buyuklikler
Po P=1,P=1 t;=1,;t/T=03
ElI=1 ; ¢=002 ; T=2n/&

w2 /2

l
T
t

1

Sekil 7.4. Ornek 7.1’e ait yikleme tipi

m* =24/(2nt/T)" = 6.7547

9
|Fi] 7 i
13
g 10 g @ i
0.5
12 11
5 3 4 m —
15] 13 &
14%.&4
1] Fi 1
3“%2\ 1o 8
f}'l‘«'??'f??? TTTITT %_} —
-

¢

Sekil 7.5. Ornek 7.1’¢ ait sekil
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Bu problem boyutsuz uzayda c¢ozileceginden gerekli  boyutsuz
biyiklukler sekilde verilmektedir. Hem Fourier transform metodu hem de
Newmark metodu ile bu tez calismasinda gelistirilmis Mathematica paket

programlari yardimu ile ¢ozilmis sonuglar asagida gosterilmektedir.

Cizelge 7.2. Ornek 7.1.”e ait degerler

MSRFT MSRN.MAT Mengi
S max 0.0590622 0.0535303 0.0507012
Vimax 1.0663 1.14109 1.17624

Tablodan da gorulebilecegi Uzere, verilen degerlere, Newmark metodu ile
¢6zim yapan MSRN.MAT ile elde edilen degerler, Fourier transform metodu ile
¢cozim yapan MSRF.MAT ile elde edilen degerlerden daha yakin  giktig

gorulmustar.
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8. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda, Mod Superpzisyon yontemi kullanilarak iki boyutlu
yap1 cerceve sistemlerinin dinamik analizi incelenmistir. Girisimsiz hale getirilen
diferansiyel denklem sistemleri, arzu edilen sistem bayikluklerin bulunmasi igin
mod stiperpozisyon ydnteminin yaninda Newmark ile Fourier dontsim yontemleri
de kullamlmustir. Bu iki yontem arasinda her acidan (Ornegin; birbirlerine gére
usttinlukleri, kullanim yerleri vb.) karsilastirmalar yapilmigtir. Bunlarla birlikte,
benzer sekilde serbest titresim analizinde kullanilan ¢6ziim yontemler arasinda da
karsilastirmalar yapilmistir. Bu incelenen konularindan elde edilen netice dzetge

asagida verilmektedir:

v/ Serbest titresim analizi yapan yontemlerden doénusim yontemlerinin
Ozdeger problemi ¢oziiminde pek uygun olmadigi neticesine varilmustir.
Genel olarak yap: dinamigi analizindeki problemler genis hacimli ve ¢ok
serbestlik dereceli sistemlerdir. Bunula beraber, donusiim yontemleri hig
gerektirmedigi halde tim serbest titresim frekanslart ve mod sekillerini
hesaplandigindan dolayr cok zaman alici, ¢ok islem gerektiren yontem
oldugu gorilmistar.

Vv Mod siiperpozisyon yonteminin ozelliginden dolay1, genis hacimli yap:
mekanigi problemlerinde, tim serbest titresim karakteristiklerinin
bulunmas: yerine, sadece en kigcuklerinin gz 6niinde bulundurulmasi
yeterli oldugu goértlmustir. Bu nedenle, 6zdeger problemi c¢dzimiinde
iterasyon yontemleri arasinda alt uzaylar ile iterasyon ve Rayleigh oraniyla
iterasyon yéntemi en Gstiin oldugu gézlenmistir. Bununla birlikte, sistem
matrislerinde bant genisligi blyuk olan sistemler icin alt uzaylar ile
iterasyon yonteminin kullanilmasi uygunken ama, bant genisligi kigik
olan sistemler icin determinant arama yonteminin daha uygun oldugu

sonucuna varilmastir.
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v Alt uzaylar ile iterasyon yoéntemi ve Rayleigh Oraniyla iterasyon
yonteminin tutarl kiitle (consistent mass) kabullenen sistemler i¢in uygun
oldugu gibi, tutarli kiutle yerine toplanmis Kkitle (lumped mass)
kabullendiginde sistem kitle matrisi genelde tekil olarak ortaya
cikmaktadir. Bu sebepten dolayi, bu tip sistemler icin Rayleigh oraniyla
iterasyon yonteminin (Sturm teoremi ile beraber) serbest titresim
blyuklukleri hesaplamasinda uygun oldugu géralmastr.

Vv Mod superpozisyon yéntemi ile zorlanmis titresim analizi sirasinda, sistemi
idare eden ikinci dereceden adi diferansiyel denklem takim: girisimsiz hale
getirilir. Daha sonra bu denklem takimi Fourier dondsimi metoduyla
¢ozuldigunde sistem cok basit forma yani cebrik denklem takimina
donismektedir. Bu 6nemli husustan dolayr Newmark ydntemine gore
Fourier donlisum yontemi daha basit oldugu ortaya ¢ikmaktadir. Ayrica,
Fourier donlisim ydnteminde, Newmark yonteminin tersine, herhangi bir t
zamaninda olan degerini hesaplamak icin daha once elde edilen degerlere
intiyag olmadigi gorulmastir. Bu  sebeple, Newmark yontemini
kullanilirken secilmesi gereken zaman artimi énemli oldugu gézlenmistir.

v/ Zorlanmus titresim analizinde, Fourier doniisim yonteminin kullanildiginda
hem sistem sénimlu ve hem de sisteme zorlanan yukin zaman ilerledikge
kicllerek sifirlanmas: gerekir. Oysaki Newmark yontemi igin bodyle bir
simirlama s6z konusu degildir ve bitiin yikleme tiplerde uygun oldugu
anlasiimigtir. Bundan dolayi, sadece zaman ile soniimlenen yik ve davranis
icin Fourier donlisim yontemi uygun oldugu gorilmustdr.

Vv Yine zorlanmis titresim analizinde, 6zellikle kesme tipi cerceve sistemlerde
mod slperpozisyon yontemi uygulandiginda yap: sistemin tim
modlarindan gelen katkilarin bulunmas: yerine sadece en kigik birkag
modun katkisinin g6z Online alinmasi, ¢ozim icin yeterli hassasiyete

oldugu goézlenmistir.
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