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R birlesmeli ve birimli bir halka olsun. Verilen A ve B sag R-modiiller igin,
eger her t :B — C monomorfizmasi ve her f : B — A homomorfizmasi i¢in, ht = f
olacak sekilde bir h : C — A var ise, A modiiliine, B-altinjektif modiil denir. Bir A
modiiliiniin altinjektif bolgesi, A modiiliiniin B-altinjektif oldugu B modiiller sinifi
olarak tamimlanmir. Bu tezde, 6z simf ve altinjektif notasyonlar1 araciligiyla,
burulmasiz (veya burulma-serbest) degismeli gruplarin genellemesi olan tekilsiz
modiillerin injektifligi c¢alisilmistir. Tekilsiz modiillerin muhtemel en kiiciik
altinjektif bolgesi belirlenmis ve bu bolgeye sahip tekilsiz modiiller incelenmistir.
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Let R be an associative ring with identity. Given right R-modules A and B,
A is said to be B-subinjective if for every monomorphism ¢ : B — C and for every
homomorphism f : B — A, there exists a homomorphism h: C — A such that
ht = f. The subinjectivity domain of a module A is defined to be the class of
modules B such that A is B-subinjective. In this thesis, through the notions proper
class and subinjectivity, injectivity of nonsingular modules is studied, which are the
generalization of torsionless (or torsion-free) abel groups. The smallest possible
subinjectivity domain of a nonsingular module is determined, and nonsingular
modules which have this domain are investigated.
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GENISLETILMIS OZET

R birlesmeli ve birimli bir halka olsun. Verilen A ve B sag R-modiiller i¢in,
eger her 1 : B — C monomorfizmasi ve her f : B — A homomorfizmasi i¢in, ht = f
olacak sekilde bir h : C — A var ise, A modiiliine, B-altinjektif modiil denir. Bir A
modiiliiniin altinjektif bolgesi, A modiiliiniin B-altinjektif oldugu B modiiller sinifi
olarak tanimlanir. Bir A sag R-modiiliiniin injektif olmasi i¢in, 3n~1(A) = Mod- R
olmasi gerek ve yeter kosuldur. Bir N injektif modiilii i¢in, her M modiili
N-altinjektiftir. Yani herhangi bir modiiliin muhtemel en kiiciik altinjektif bolgesi,
injektif modiiller sinifidir. Altinjektif bolgesi sadece injektif modiillerden olusan
modiillerin ¢alisilmasiyla, injektif modiillerin c¢apsal karsitt tamitilmis ve
calisilmistir. Bu sekilde, altinjektif bolgesi sadece injekif modiil siniflarindan olusan
modiiller, fakir (indigent) modiil olarak adlandirilmistir.

Oz smiflar (veya safliklar), kategori teorisindeki &nemli rolleri nedeniyle
zengin aragtirma konulart sunmaktadir. Buchsbaum tarafindan, belirli bir bagil
kohomolojiye tekabiil eden Ext gruplart olarak kisa tam modiil dizisi sinifinin
hesaplanabildigi kosullart aksiyomlagtirmak i¢in 0z smiflar tanimlanmustir.
Buchsbaum, bagil homolojik cebiri incelemek igin gerekli olan bir dizi
monomorfizma tizerine bazi aksiyomlar ortaya koydu. Bu aksiyomlar,
monomorfizmalar ve kisa tam dizilerin 6z sinifi kavraminin ortaya ¢ikmasina yol
agmustir. Bir 6z siifin Ext gruplar1 Baer toplamina gore degismeli gruplardir. Bu
bagil homolojik cebirin ¢ikis noktasidir. Pargalanan kisa tam dizilerin sinifi Split en
kiiciik 6z smiftir. En genis 6z sinif ise tiim kisa tam dizilerin simifi olan Abs 6z
smifidir (Skylarenko 1978, Clark vd 2006). Bu asikar 6rneklerin disinda, saf (pure),
kapal (closed veya complement (tiimleyen)), biitiinleyen (supplement) kisa tam
dizilerin sinifi, 6z siiflarin iyi bilinen ornekleridir.

Oz simiflar, yaygin olarak funktorlar araciligiyla iiretilirler B bir sol R-modiil

olsun. T(M, B) bir kategoriden alinan M nesnesine bagli olan toplamsal kovariant



veya kontravariant sagdan veya soldan tam bir funktor olsun. M, bu kategorinin
nesnelerinden olusan bir smif ise, t =1 (M) ile her M € M i¢in T(M,E) dizisinin tam
olmasini saglayan tiim E kisa tam dizilerinin olusturdugu sinifi gosterelim. t~1(M)
her zaman bir 6z smif olusturur. M, sol R-modiillerin bir sinifi olsun. T(M, -) olarak
kontravariant Hom(-, M) funktorunu ele aldigimzda injektif iiretilmis i =1 (M) 6z
smifin1 elde ederiz. Baska bir deyisle i~1(M) sinifi M den olan tiim modiillerin
injektif oldugu en biiyiik siniftir.

A bir sag R-moiil olsun ve K, A nm bir alt modiilii olsun. A nin her U # 0
alt modiilii igin, U N K # 0 ise K ya A nin bir biiylik (essential) alt modiilii denir ve
K =2 A ile gosterilir. A ise K nin genislemesi (essential extension) olarak adlandirilir.
Eger K nin A da 6z (proper) genislemesi yok ise K alt modiiliine A da kapali denir.
A nin {m € A : R nin bazi1 biiyiik idealleri i¢in mI = 0 dir} alt kiimesi, A nin tekil
elemanlarinin kiimesidir. A nin tekil elemanlarinin kiimesi Z(A) ile gosterilir ve A
nin tekil alt modiilii olarak adlandirilir. Tekil alt modiiller burulma guruplarinin
genellemesidir. A modiiliine Z(A) = 0 ise tekilsiz modiil denir ve eger Z(A) = A ise
tekil modiil denir. R nin sag tekil ideali Zg (R) = Z(Rg) dir. A modiiliiniin ikinci tekil
(veya Goldie burulma) alt modiilii Z, (A),

“ (A)/ 7(A) = Z (A Z(A))

esitligi ile tammlanir. Z,(A) = A ise, A modiiliine Goldie burulma modiilii denir.
Bu tezde, burulmasiz (veya burulma-serbest) degismeli gruplarin

genellemesi olan tekilsiz modiillerin injektifligi calisilmistir. Tekilsiz modiillerin

muhtemel en kiigiik altinjektif bdlgesi belirlenmis ve bu bdlgeye sahip tekilsiz

modiiller incelenmistir.
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1. GIRIS Sevda SONMEZ

1. GIRIS

Bu tezde ele alinan tiim halkalar birlegsmeli ve birimli halkalardir. Aksi
belirtilmedikge, R istege bagli bir halkayr belirtir ve tiim modiiller sag birimli
R-modiiller olacaktir. Her zaman oldugu gibi, Mod-R ile sag R-modiillerin
kategorisi ifade edilecektir.

Modiil teorisindeki bazi yeni ¢alismalarda, modiillerin injektifligini yeni bir
perspektiften ele almak i¢in klasik injektiflik tanimina odaklanilmistir. Verilen A ve
B sag R-modiiller i¢in, eger her 1: B — C monomorfizmas:t ve her f : B — A
homomorfizmasi i¢in, ht = f olacak sekilde bir h: C — A var ise A modiiliine,
B-altinjektif modiil denir. Bir A modiiliiniin altinjektif bolgesi, JIn~1(A), A
modiiliiniin B-altinjektif oldugu B modiillerinin sinifi olarak tanimlanir. Bir A sag
R-modiiliiniin injektif olmasi icin, §n~1(A) = Mod-R olmasi gerek ve yeter
kosuldur. Bir N injektif modiilii i¢in, her M modiilii N-altinjektiftir. Yani herhangi
bir modiiliin muhtemel en kiigiik altinjektif bolgesi, injektif modiiller snifidir.
Geleneksel olarak injektif olmayan modiillerin ne kadar injektif olmaya yakin
oldugu ¢aligilirken son zamanlarda bunun tam tersi olarak sadece injektif modiillere
gore injektif Ozelligi olan modiiller, yani altinjektif bolgesi sadece injektif
modiillerden olusan modiiller galisilmaya baglanmistir. Bu ¢alismalar ile injektif
modiillerin ¢apsal karsiti anlasilmaya ¢alisilmigtir. Bu sekilde, altinjektif bolgesi
sadece injekif modiil smiflarindan olugsan modiiller, fakir (indigent) modiil olarak
adlandirilmistir (Aydogdu, Lopez-Permouth, 2011). Halen keyfi bir halka i¢in fakir
modiiliin varligi bilinememektedir. Fakat noether halkalar tizerinde fakir modiillerin
varlig1 gdsterilmistir (Durgun 2016). Yakin zamanda fakir modiiller ile ilgili olarak
(Alizade, Biiyiikasik, 2014; Altinay, Biiylikasik, Durgun 2019) caligsmalarn
yaymlanmistir.

Oz smiflar (veya safliklar), kategori teorisindeki énemli rolleri nedeniyle

zengin arastirma konular1 sunmaktadir. Buchsbaum tarafindan, belirli bir bagil
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1. GIRIS Sevda SONMEZ

kohomolojiye tekabiil eden Ext gruplari olarak kisa tam modil dizisi sinifinin
hesaplanabildigi kosullar1 aksiyomlastirmak icin 6z smmiflar tanimlanmistir. Oz
siniflar, bagil homolojik cebirin temel araglardir. Bagil homolojik cebir, modiil ve
halka teorisi, kategori teorisi, topoloji ve cebirsel geometrideki birgok kaynaktan
ortaya ¢ikmustir. Bagil homoloji, Eilenberg ve Moore (1965) tarafindan yazilan ve
halen bir basyapit olarak kabul edilen kitabin ortaya ¢ikmasiyla tam tesekkiillii bir
konu haline gelmistir. Buchsbaum, bagil homolojik cebiri incelemek i¢in gerekli
olan bir dizi monomorfizma {izerine bazi aksiyomlar ortaya koydu. Bu aksiyomlar,
monomorfizmalar ve kisa tam dizilerin 6z sinifi kavraminin ortaya ¢ikmasina yol
acmustir. Bir 6z smifin Ext gruplari Baer toplamina gore degismeli gruplardir. Bu
bagil homolojik cebirin ¢ikis noktasidir. Par¢alanan kisa tam dizilerin sinifi Split en
kiiciik 6z smiftir. En genis 6z simif ise tiim kisa tam dizilerin sinifi olan Abs 6z
smifidir (Skylarenko 1978, Clark vd 2006). Bu asikar 6rneklerin diginda, saf (pure),
kapal (closed veya complement(tiimleyen)), biitiinleyen (supplement) kisa tam
dizilerin smifi, 6z siiflarin iyi bilinen 6rnekleridir ( Warfield 1969, Puninski vd
1999, Simmons 1987, Montano 2010, Alizade vd 2014, Biiyiikasik ve Durgun 2015,
Behboodi vd 2014, Facchini ve Moradzadeh-Dehkordi 2014).

Oz smiflar, yaygin olarak funktorlar araciligiyla iiretilirler B bir sol R-modiil
olsun. T(M, B) bir kategoriden alinan M nesnesine bagli olan toplamsal kovariant
veya kontravariant sagdan veya soldan tam bir funktor olsun. M, bu kategorinin
nesnelerinden olusan bir smif ise, t ~1 (M) ile her M € M i¢in T(M,E) dizisinin tam
olmasini saglayan tiim [ kisa tam dizilerinin olusturdugu sinifi gosterelim. t =1 (M)
her zaman bir 6z sif olusturur. M, bir sol R-modiiller sinifi olsun T(M, -) olarak
kontravariant Hom(-, M) funktorunu ele aldigimizda injektif iiretilmis i~1(M) 6z
sinifin1 elde ederiz. Baska bir deyisle i~1(M) sinifi M den olan tiim modiillerin
injektif oldugu en biiyiik simiftir. M tiim sol R-modiiller smifi ise i~1(M) = Split

olur. M, tiim injektif sol R-modiiller sinifi ise i ~1(M) = Abs olur.
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Oz siiflarm en iyi bilinen 6rnegi saf kisa tam dizilerin sinifi olan Pure 6z
simifidir. Pure 6z smifindan dolayi, 6z simiflar bazen safik (purity) olarak
adlandirilir.

A bir sag R-moiil olsun ve K, A nin bir alt modiilii olsun. A nin her U # 0
alt modiilii i¢in, U N K # 0 ise K ya A nin bir biiylik (essential) alt modiilii denir ve
K =2 A ile gosterilir. A ise K nin genislemesi (essential extension) olarak adlandirilir.
Eger K nin A da 6z (proper) genislemesi yok ise K alt modiiliine A da kapali denir.
A nin {m € A : R nin baz biiyiik idealleri i¢in mI = 0 dir} alt kiimesi, A nin tekil
elemanlarinin kiimesidir. A nin tekil elemanlarinin kiimesi Z(A) ile gosterilir ve A
nin tekil alt modiilii (singular submodule) olarak adlandirilir. Tekil alt modiiller
burulma guruplarinin bir genellemesidir. A modiiline Z(A) = 0 ise tekilsiz
(nonsingular) modiil denir ve eger Z(A) = A ise tekil denir. R nin sag tekil ideali
Zr(R) = Z(Rg) dir. A modiiliiniin ikinci tekil (veya Goldie burulma) alt modiili

Z,(A),

ZZ(A)/ 7(A) = Z (A Z(A))

esitligi ile tammlanir. Z, (A) = A ise A modiiliine Goldie burulma modiilii denir.
Tez ¢aligmamizda, tekilsiz modiiller ile injektif olarak iiretilen 6z simif
incelenmistir. Bu 6z sinifin Goldie burulma modiilii sinifi araciligiyla esinjektif
olarak iiretilen 6z sinifa esit oldugu gosterilmistir. Bu 6z sinifin esinjektif modiilleri
calisilmistir. Bu modiiller kullanilarak tekilsiz modiillerin altinjektif bolgesi ile ilgili

sonuglar elde edilmistir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Sevda SONMEZ

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tezde kullanacagimiz bazi tanim ve teoremleri ve tekilsiz
modiillerin injektifligini caligsmak i¢in gerekli olan 6n bilgileri verecegiz. Bu bilgiler,
modiil, halka ve homolojik cebir ile ilgili temel bazi tanim ve teoremleri
icermektedir. (Alizade, Pancar, 1999), (Hungerford, 1974), (Kasch, 1982), (Rotman,
1979), (Sharpe, Vamos, 1972), (Wiabauer, 1991).

2.1. Halkalar
Tamm 2.1.1. Asagidaki 6zellikleri saglayan (R, +, .) cebirsel yapisina halka

denir.

1) (R, +) abel gruptur,
2) Va,b,c €Rigin (ab)c = a(bc) dir,
3) Vab,c €eRigina(b+c)=ab+ acve(b+c)a=ba+ cadrr.

(R, +,.) halkasi verilsin. Eger her a,b € R i¢in ab = ba ise R ye, "."
islemine gore degismeli halka denir. R nin toplamsal birimine sifir1 denir ve O ile
gosterilir. Eger her a € R i¢in alp = 1pa = a olacak bicimde 1, € R varsa 1
elemanina R nin birim elemam (birimi) ve R ye de birimli halka denir ve birim
eleman tek tiirli belirlidir.

Bu tezde tiim halkalar birimli halka olarak alinacak ve R ile (R, +,.) halkasi

kastedilecektir.

Teorem 2.1.2 R halka ve a, b, c € R, n € Z olsun. Asagidakiler saglanir.

1) a0gp =alip = 0p.
2) (—a)b =a(—b) = —(ab).
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3) (—a)(—Db) =ab.
4) a(b — c)=ab—acve(a — b)c = ac — bc.
5 (na)b = a(nb) = n(ab).

Tamm 2.1.3. R bir halka, a, b € Rve a # 0y olsun. Eger ab = ac ikenb = ¢

(ba = ca iken b = ¢) ise, R de sol (sag) sadelestirme ozellikleri saglanmir denir.

Tamm 2.1.4. R bir halkave a,b € Rve a,b # 0y olsun. Eger ab = 0j ise, aya
bir sol sifir boleni ve b ye bir sag sifir boleni denir. Hem sol sifir boleni hem de sag
sifir boleni olan bir elemana sifir béleni denir. Ne sol sifir boleni ne de sag sifir
boleni bulunan halkaya da sifir bolensiz halka denir.

R birimli degismeli halka ve 0y # 15 olsun. Eger R sifir bolensiz ise, R ye

tamhik bolgesi denir.

Tamm 2.1.5. R halkave 0, # 1z, Og # a € R olsun. Eger ab = 15 olacak bigimde
b € R varsa b ye a nin sag tersi ve ca = 1y olacak bicimde ¢ € R varsa c ye a nin
sol tersi denir. d € R olmak tizere, eger ad = da = 1y ise d ye a nin bir tersi denir
ve a ya tersinir eleman denir. Eger a nin tersi var ise, a~! ile gosterilir. R birimli
degismeli bir halka ve O # 15 olsun. Eger R nin sifirdan farkli her elemani tersinir

ise R ye bir bolme halkasi denir.

Tamm 2.1.6. Eger R halkasinin sifir hari¢ her elemani tersinir ise, R ye cisim denir.

Tamm 2.1.7. R halka ve @ =1 < R olsun. I, (R,+) abel grubunun alt grubu ve
a,b € 1olsun. Her a, b € ligin, eger ab € 1 ise, I alt grubuna R nin alt halkasi denir.
Ayrica her r € R, her a € ligin, eger ar € I (ra € 1) ise, I ya R nin sag (sol) ideali
denir. I, R nin hem sag hem de sol ideali oluyor ise, I ya R nin ideali denir. Her sag

(sol) ideal bir alt halkadir ancak tersinin dogrulugu her zaman gecerli degildir.

6
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R ve {0z}, R nin idealleridir. {0z} ve R ye R nin asikar idealleri denir. R
nin kendisinden farkli her idealine R nin 6z ideali denir.

Alt halka tanimindan da anlasilacagi {izere, R halkasinin her sag ideali (sol
ideali) R nin bir alt halkasidir fakat her alt halka bir ideal degildir. Ornegin, Z,Q nun
bir alt halkasidir fakat ideali degildir.

R halka ve I, R nin ideali olsun. R/1 = {r + I: v € R} seklinde ifade edilen
yapt R nin islemleriyle halkadir ve R/I halkasina R nin I idealine gore boliim

halkasi denir.

Tamm 2.1.8. R bir halka ve M, R nin bir 6z ideali olsun. Eger R nin M yi i¢eren her
Jideali i¢in M =J ya da J = R ise, M ye R nin bir maksimal ideali denir.

Tamm 2.1.9. R ve S iki halkave 8 : R — S fonksiyonu verilsin.

Eger her a,b € R icin,

Bla+b) = B(a)+ B(b) ve B(ab) = B(a) B(b)

ise, B ya R den S ye bir halka homomorfizmas denir.

Tamm 2.1.10. R halkasinin ideallerinin, her artan

zinciri sonlu bir adimda duruyor ise, R ye noether halkasi veya noetherian halka
denir. Bu 6zellige artan zincir kosulu da denir.
Benzer sekilde, eger R halkasinin her sol ideali sonlu iiretilen ise, R

halkasina sol noether halkasi denir.
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Teorem 2.1.11. R bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1) R sagnoether halkasidir,
2) R nin her sag ideali sonlu tiretilmistir,
3) (Maksimal eleman kosulu) R nin sag ideallerinden olusan bostan farkli

her ailenin bir maksimal elemani vardir.

Sonug¢ 2.1.12. R sag noether halkasi ve I, R nin bir sag ideali olsun. Bu durumda R /1

da sag noether halkasidir.

Ornekler:

1. Hertemel ideal bélgesi bir noether halkasidir. Ozel olarak, Z tam sayilar
halkas1 noether halkasidir. Z/nZ b6liim halkasi da noether halkasidir.

2. Z[i] = fa+bi:abeZ} Gauss tam sayilar halkasi bir noether
halkasidir.

Tamm 2.1.13. Eger R halkasinin ideallerinin her azalan

zinciri sonlu bir adimda duruyor ise, R ye artinian halka veya artin halkasi denir.

Teorem 2.1.14. Asagidaki ifadeler denktir.

1. R sag artinian halkadir,
2. R halkasinin sag ideallerinin, bostan farkli her alt kiimesinin bir

minimal elemani vardir.
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Ornekler:

1. 1.Her cisim artinian halkadir.
2. n> 1 olmak iizere, Z/nZ halkas1 sonlu oldugundan artinian halkadir.

3. Z[i] Gauss tam sayilar halkasi artinian halka degildir. Gergekten,

3Z[i] o 3%Z[i] o --- o 3"Z[i] o -

dir.
4. Artinian halkanin her alt halkasi artinian olmak zorunda degildir.
Ornegin Q rasyonel sayilar cismi, artinian olmasina ragmen, Z tam

sayilar halkas artinian degildir.

Teorem 2.1.15. Her artinian tamlik bolgesi bir cisimdir.

Ispat. R artinian bir tamlik bolgesi ve 0 # a € R olsun. (a) 2 (a?) ... azalan
zincirini  g6zOniine alalim. R artinian oldugu i¢in bir n tam sayisit igin
(a™) = (a™*1) = .-+ dir. Su halde a™ = ra™*?! olacak sekilde r € R vardir. R bir

tamlik bolgesi oldugundan, 1 = ra dir. R cisimdir. i

Teorem 2.1.16. Bir artinian halkanin sonlu tane maksimal ideal vardir.

Tamim 2.1.17. R bir halka olsun. Eger R nin her sag (sol) ideali projektif ise, R ye
sag (sol) kalitsal (hereditary) halka denir. Bagka bir tanimi ise, R sag kalitsal
halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul injektif modiillerin bolim modiillerinin
injektif olmasidir. Eger R bir kalitsal halkasi tamlik bolgesi ise, R ye dedekind

halkasi denir.
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Ornekler:

1. Her yari-basit halka hem sol hemde sag kalitsaldir.
2. Her esas ideal bolgesi kalitsaldir ve bundan dolayr dedekind
halkasidir.

Tamm 2.1.18. R bir halka olsun. Her basit sol R-modiil injektif ise, R halkasina
V-halkasi denir.

Bir M sol R-modiiliiniin maksimal alt modiillerinin kesisimine, M
modiiliiniin radikali denir ve Rad (M) ile gosterilir. R halkasinin V-halkast olmasi

icin gerek ve yeter kosul her M sol R-modiilii i¢in, Rad (M) = 0 olmasidir.

Tamm 2.1.19. R bir halka olsun. R deki biitiin maksimal sol ideallerin kesisimine

onun Jacobson radikali denir ve J(R) = J ile gosterilir.

Onerme 2.1.20. X, bir R halkasinin elemani olsun, o zaman x € J(R) gerek ve yeter
kosul her a € R i¢in 1 — ax eleman bir sol terse sahiptir yani u(1 — ax) = 1 olacak

sekilde u € R vardir.
Tanimm 2.1.21. Eger her sol R-modiil bir projektif ortiiye sahip ise, R halkasina
miikemmel halka denir. Eger her sonlu olarak {iretilen sol R-modiil projektif ortiiye

sahip ise, R halkasina yarimiikemmel halka denir.

Teorem 2.1.22. Her sol artinian R halkasi sag mitkemmel halkadir.

Onerme 2.1.23. Her noether sol miikkemmel tamlik bdlgesi cisimdir.

10



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Sevda SONMEZ

2.2. Modiiller
Tammm 2.2.1. R halka ve (M,+) abel grubu vef:R XM — M fonksiyonu

olsun. f(r,m) € M elemanin1 rm ile gosterecegiz. Her r,s € R ve her m,n € M

olsun. Eger;
1. r(m+n)=rm+rn,
2. (r+sym=rm+sm,
3. (rs)m =r(sm),
4. 1l.m=m

ise, M ye birimli sol R-modiil (veya R halkasi iizerinde bir sol modiil) denir ve

gM ile gosterilir. Benzer kosullar1 gercekleyen bir

g:MXR->M (g(mr)=mr)

fonksiyonu verilmisse, M ye sag R-modiil denir ve Mp, ile gosterilir.

Tamm 2.2.2. R halka, M bir R-modiil ve @ # N € M alt kiime olsun. Eger N, (M,+)
degismeli grubunun alt grubu ve her m € N ve r € R i¢in rm € N oluyor ise N alt
kiimesine M modiiliiniin alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir. {0} ve M modiili,
M modiiliiniin asikar alt modiilleridir. M modiiliiniin kendisinden farkli alt
modiiliine 6z alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir. M modiiliiniin keyfi sayidaki

alt modiillerinin arakesiti M modiilinin bir alt modulidiir.

Tamm 2.2.3. (Kasch, 1982) M modiil ve N < M 6z alt modiil olsun. M nin N alt
modiiliinii kapsayan N den bagka 6z alt modiilii yoksa, N 6z alt modiiliine M

modiiliiniin maksimal alt modiilii denir.

Ornegin p asal olmak iizere (p) = pZ < 7 maksimal alt modiiliidiir.

11
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Tanmim 2.2.4. (Sharpe, Vamos, 1972) M bir R-modiil ve X, M nin alt kiimesi olsun.
M modiiliinin X alt kiimesini kapsayan biitiin alt modiillerinin arakesitine M
modiiliiniin X alt kiimesi tarafindan iiretilen alt modiilii denir ve (X) ile gosterilir.
X kiimesine (X) alt modiiliiniin iirete¢ kiimesi denir. Eger X sonlu kiime ise, (X) alt
modiiline sonlu iiretilmis alt modiil, X = {m} seklinde tek elemana sahipse
(X) = (m) alt modiiliine devirli alt modiil denir. Eger M = (X) olacak sekilde M nin
sonlu bir X alt kiimesi var ise, M ye sonlu iiretilmis modiil ve 6zel olarak M = (m)
olacak sekilde m € M elemani var ise, M ye m tarafindan iiretilen devirli modiil

denir. (m) =Rm = {rm | r € R} seklinde gosterilir.

Teorem 2.2.5. M sonlu iiretilmis modiil olsun. O zaman M nin her 6z alt modilii M

nin bir maksimal alt modiilii tarafindan igerilir.

Sonuc¢ 2.2.6. Sifirdan farkli sonlu iiretilmis R-modiil bir maksimal alt modiile

sahiptir.

Teorem 2.2.7. (Modiiler Kural) M modiil, K, N ve U da M nin alt modiilleri ve
U < Nolsun. O zaman, (U+K) NN =U+ (KN N) dir.

Tamm 2.2.8. M bir R-modil ve N < M olsun. M/ bélim grubu, r € R ve

m+N € M/ N elemanlar1 olsun.
e: R X M/N - M/N

dis islemine gore r(m + N) = rm + N seklinde ifade edilen yapi, R-modiil yapisina

sahiptir. Bu modiile M modiiliiniin N alt modiiliine gére boliim modiilii denir.

12
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Onerme 2.2.9. R halka olmak {izere M bir R-modiil ve U < M 6z alt modiil olsun.
U alt modiiliiniin M de maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her m € M/U icin,

U + Rm =M olmasidir.

Teorem 2.2.10. M sonlu iiretilmis modiil olsun. M nin her bdliim modiilii de sonlu

iretilmistir.

Tamm 2.2.11. Eger {N;| i € I}, M nin alt modiillerinin ailesi ise,

X: UNL

i€l

kiimesinin ~ Urettigi alt modiile N; modiillerinin toplanm  denir.

(X) = (Uier N;) = Xier N; seklinde gosterilir.
Tanim 2.2.12. M bir R-modiil ve {N;};c;, M nin alt modiillerinin ailesi olsun.

1) M=%iN;,
2) VieliginN;NY;.;N; = {0}

kosullarini ger¢ekleyen M modiiliine {N;};¢; alt modiiller ailesinin i¢ direkt toplan
veya direkt toplamm denir. M = @;¢N; seklinde gosterilir. Her bir N; alt modiiliine
M modiiliiniin direkt toplam terimi denir.

M modiiliiniin N; ve N, alt modiillerini aldigimizda M = N; @ N, olmas1
i¢in gerek ve yeter kosulun M = N; + N, ve N; N N, = 0 oldugu agiktir.

M =M @ {0} seklinde yazilabildiginden M =M + 0 ve M =M N {0} = {0}

olup M ve {0}, M modiiliiniin asikar direkt toplam terimleri denir.

13



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Sevda SONMEZ

Tanim 2.2.13. M modiiliiniin asikar direkt toplam terimlerinden baska direkt toplam
terimi yoksa M modiiliine parcalanamaz modiil, M nin asikar direkt toplam
terimleri disinda direkt toplam terimi mevcut ise, M modiiliine parc¢alanabilir

modiil denir.

Tanim 2.2.14. R halka ve I bostan farkli bir indis kiimesi olmak tizere, {N;};¢;

R -modiillerin bir ailesi olsun.

{y|y:l—>UNi,Vi€Iiginy(i)ENi

i€l
doéniistimlerin kiimesine {N;};c; modiiller ailesinin direkt ¢arpimi denir ve bu kiime

[Tie1 N; ile gosterilir. Her i € Tigin y(i) = y; ve ¥ = (¥;) ;e ile gosterelim. Burada

y; Ye y donisiimiiniin i. bileseni denir. Eger I indis kiimesi sayilabilir ise,
Y = Wdier = u ¥z o Vis o)
seklindedir. y,§ € [];e N; olmak tizere;
1) y=6 ©herieliciny; =4,
2) vy+6=it+0)ien
3) —v=("Vien

4) r € R olmak iizere vy = (r¥;) ;e

ile tamiml cebirsel islemlerine gore [[;c;N; bir R-modiil yapisina sahiptir. Bu

modiile {N;};¢; modiiller ailesinin dis direkt ¢arpimi denir.

14
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Tamm 2.2.15. Sadece sonlu sayida i €1 igin e; # 0 olan (e;);e; elemanlarinin
kiimesi E' olsun. Eger E nin bostan farkli bir alt kiimesi olan E’, E modiiliiniin bir alt

modiilii ise, E' modiiliine {E;};c; ailesinin dis direkt toplami denir ve @,E; ile

gosterilir. @i E; = {(¥i)ier | sonlusayidai € liginy; # 0}  kiimesi  [];er E;
modiiliiniin bir alt modiiliidiir. I indis kiimesi sonlu ise, i¢ direkt toplam ile dis direkt
toplam izomorftur ve bu nedenle i¢ direkt toplam yerine sadece direkt toplam

ifadesi kullanilir.

Tanmim 2.2.16. M bir R-modiil olsun. Tanim 2.2.15. deki her bir i € I igin E; = M
alinirsa @;¢(E; dis direkt toplamina M nin kopyalarimn toplamu denir ve M® jle

gosterilir.

Tammm 2.2.17. M ve N R-modiiller ve I bostan farkli bir indis kiimesi olsun.
f: M®D — N olacak sekilde bir epimorfizma varsa N ye M-iiretilmis modiil denir.

I indis kiimesi sonlu elemenli ise N ye sonlu M-iiretilmis modiil denir.

Tanmm 2.2.18. F bir R-modiil ve I indis kiimesi olmak tizere F = R® ise F ye
serbest modiil denir. I sonlu elemenli ise F ye sonlu iiretilmis serbest modiil denir.

Ozel olarak her R halkasi kendisi tizerinde serbest modiildiir.

Tanmm 2.2.19. R halka olmak {izere M ve N, R-modiilleri verilsin. Asagidaki

kosullar1 saglayan ¢ : M — N fonksiyonuna sol R-modiil homomorfizmasi denir.

1) Hera,b € Migin @(a + b) = @(a) + ¢(b) dir,
2) Hera eMveherr €Rigin @(ra) = re(a) dir.

Burada herhangi bir sol R-modiil homomorfizmasi kisaca homomorfizma olarak

adlandirilacaktir. ¢ : M — N homomorfizma olsun. Eger ¢ bire-bir ise, ¢
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homomorfizmasina bir monomorfizma, ¢ orten ise, ¢ homomorfizmasna bir
epimorfizma ve ¢ hem bire-bir hemde orten ise, ¢ homomorfizmasina bir
izomorfizma denir. M ve N modiilleri arasinda bir izomorfizma varsa, M ile N
modiillerine izomorf modiiller denir ve M = N ile gosterilir. ¢ : M - M
homomorfizmasina endomorfizma denir. M modiiliiniin tiim endomorfizmalarinin
kiimesi End(M) ile gosterilir.

N<Mveme Molsun. M ninm + N = {m + n | n € N} alt kiimesine, M
nin N alt modiiliine gore sol yansinifi denir ve biitiin sol yansiniflar kiimesi M/N ile
gosterilir.

M modiiliinden N modiiliine tanimlanan tiitm homomorfizmalarin kiimesi,

Hom(M,N) = {¢ | ¢ : M - N modil homomorfizmasi}

ile gosterilir. f, g € Hom(M,N) homomorfizmasinin f + g toplamin1 V m € M i¢in
(f +2)(m) = f(m) + g(m), 0 : M - N homomorfizmasidir.

Tammm 2.2.20. M modiil ve N < M olsun. Her n€ N ig¢in i(n) = n ile tanimh
i : N - M donisiimi monomorfizma olup i monomorfizmasina igerme

monomorfizmasi denir.

Tammm 2.2.21. pu:M ->M/N, upu(m)=m+N ile tanimhi doniisimii

epimorfizmadir. Bu u epimorfizmasina dogal (kanonik) epimorfizma denir.

Tamm 2.2.22. M modiil olmak iizere g(m) = m ile tamimli g : M = M fonksiyonu
R-modiil izomorfizmasidir. Bu izomorfizmaya birim (idantik) homomorfizma adi
verilir. M den M ye birim homomorfizmasi 1y ile gosterilir.

Teorem 2.2.23.f: M- N ve g : N = K birer homomorfizma olsun. gf : M - K

bileske fonksiyonu homomorfizmadir.
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Tammm 2.2.24. 7 : M - N homomorfizma olmak tizere, {m € M | t(m) = 0}
kiimesine m homomorfizmasimin ¢ekirdegi denir ve Cek(m) ile gosterilir.
Cek(m) < M alt modiiliidiir. Diger taraftan 7 nin monomorfizma olmas: igin gerek

ve yeter kosul Cek () = 0 esitliginin ger¢eklesmesidir.

Teorem 2.2.25. M ve K R-modiiller olmak iizere f : M — K epimorfizma olsun. Bu
durumda K modiiliiniin alt modiilleriyle M modiiliiniin Cek(f) yi kapsayan alt

modiilleri arasinda bire-bir bir esleme vardir.
Sonug 2.2.26.

1) M bir modiil ve N < M olsun. Bu takdirde M/N boliim modiiliiniin her
alt modiilii K, M modiiliiniin N alt modiiliinii kapsayan alt modiilii
olmak iizere K/N seklindedir.

2) M bir modiil ve N < M olsun. Bu takdirde N < K £ M olacak sekilde
K alt modiiliiniin maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K/N alt

modiiliiniin M/N boliim modiiliinde maksimal alt modiil olmasidir.

Tamim 2.2.27. 7 : M - N homomorfizma olmak tizere, {m(m) | m € M} kiimesine,
M modiiliiniin 7= altindaki homomorfik goriintiisii denir ve Gor(m) yazilisi ile
gosterilir. Gor(r) < N alt modiildiir Diger taraftan 7 nin epimorfizma olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul Gor(mr) = N esitliginin gergeklesmesidir.

. M — M/N dogal homomorfizmasi i¢in Cek(m) = N oldugu agiktir.

Teorem 2.2.28. Her R-modiil bir serbest R-modiiliin homomorfik goriintiisiidiir.

Teorem 2.2.29. (Homomorfizma Teoremi) M ve N modiil, f :M — N homomorfizma

olsun. Bu takdirde, M/Cek(f) = Gor(f) dir. f epimorfizma ise M/Cek(f) = N dir.
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Teorem 2.2.30. (1. Izomorfizma Teoremi) M modiiliiniin H ve K alt modiilleri igin

(H + K)/K < M/K alt modiilii olup (H+ K)/K = dir.

Ban

Teorem 2.2.31. (2. izomorfizma Teoremi) K < N < M modiiller olsun. Bu durumda

M
/ N :
( K)/(N/K) = M/ dir.

Tamm 2.2.32. P bir modiil olsun. Her f : A — B epimorfizmasi ve her g : P — B
homomorfizmasi i¢in g = f h olacak sekilde bir h : P — A homomorfizmasi var ise,

P ye projektif modiil denir. Diger bir degisle, tam satirli her

AL Boo
hk\ 19
‘p

diagrami bir h homomorfizmasi ile degismeli “liggene” tamamlanabilirse, P ye

projektif modiil denir.
Onerme 2.2.33.

1) {Mj}jel R-modiillerin bir ailesi olsun. O zaman M = @ j;M; modiili
projektiftir. Ozel olarak M projektif bir modiil ise, bostan farkli her ]
indis kiimesi icin M® projektiftir.

2) M projektif bir modiildiir gerek ve yeter kosul M, serbest bir modiiliin

bir direkt toplamina izomorftur.
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Teorem 2.2.34. Her serbest R-modiil projektiftir.

Tanmim 2.2.35. I bir modiil olsun. Her f : A — B monomorfizmasi ve g : A — |
homorfizmasi igin h o f = g olacak sekilde bir h : B — I homomorfizmasi bulunursa,

| ya injektif modiil denir. Diger bir degisle, tam satirli her

0> A LB
h
gl K/

diagrami bir h : B — I homomorfizmasi ile degismeli “liggene” tamamlanabilirse, I

ya injektif modiil denir.

Tanmm 2.2.36. M bir modiil ve N < M olsun. Eger M modiiliiniin sifirdan farkli her
alt modiilityle N alt modiiliiniin kesisimi sifirdan farkli ise, N alt modiiliine M
modiiliiniin bityiik (essential) alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir. Bu takdirde
M modiiliine N nin genislemesi (essential extension) denir. Eger N nin M da 6z
(proper) genislemesi yok ise N alt modiiline M de kapali (closed veya complement)
denir. Ayrica eger bir monomorfizmanin goriintiisii bityiik ise, bu monomorfizmaya
biiyiik monomorfizma denir. E injektif bir modiil ve f : M & E biiyiik (icerme)
monomorfizmasi ise, E injektif bir modiiliine M modiiliiniin injektif biiriimii denir

ve bu durum E(M) ile gosterilir.
Onerme 2.2.37. Eger f : M = N biiyilk monomorfizma ve K modiilii g : N — K

monomorfizmasi ile birlikte N nin injektif biirimii ise K modiilii gof : M — K

monomorfizmasi ile M nin injektif blirimiidiir.
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Teorem 2.2.38. Her modiilin bir injektif biirimii bulunur ve injektif biirim

izomorfizma harig tektir.

Onerme 2.2.39. {E;}yea R-modiillerin bir ailesi olsun. Bu takdirde [Jpes E; nin

injektif olmasi igin gerek ve yeter kosul her 4 € A i¢in E; nin injektif olmasidir.

Onerme 2.2.40. {E,; },ea R-modiillerin bir ailesi olsun. Bu takdirde,

1) ®,epE; injektif ise, her A € A icin E; injektiftir,
2) A sonlu bir indis kiimesi olmak iizere her A € A igin E, injektif ise, @,cE;
injektiftir.

Teorem 2.2.41. (Baer Kriteri) R halka ve M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin
injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her I € R sol ideali igin f : I —» M

homomorfizmasinin g : R — M homomorfizmasina genisletilebilmesidir.

Teorem 2.2.42. (Gomiilme Teoremi) Her R-modiil bir injektif R-modiil igine

gomiilebilirdir.

Teorem 2.2.43. Bir M modiiliiniin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin

kendisini kapsayan her modiilde direkt toplam terimi olmasidir.

Teorem 2.2.44. Bir R halkas1 i¢in asagidaki kosullar birbirine denktir.

1) Ry noetheriandir.
2) Iinjektif sag R-modiillerin her direkt toplami injektiftir.
3) Basit sag R-modiillerin injektif biriimlerinin her sayilabilir direkt

toplami injektiftir.
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Teorem 2.2.45. Bir R halkasi i¢in agsagidaki 6zellikler birbirine denktir:
1) R sol kalitsaldir.
2) Her projektif sol R-modiiliin her bir alt modiilii projektiftir.

3) Her injektif sol R-modiiliin her bir bolim modiilii injektiftir.

Tanim 2.2.46. R halka ve M sifirdan farkli R-modiil olsun. M modiiliiniin asikar alt

modiillerinden bagka alt modiilii yoksa M ye basit modiil denir.

K cisim olmak iizere kK nin alt modiilleri sadece 0 ve K oldugundan ¢K

basittir.

Onerme 2.2.47. R bir artinian halka olsun. Bu takdirde sifirdan farkli her R-modiil
bir basit alt modiile sahiptir.

Onerme 2.2.48. R halka olmak iizere M basit R-modiil olsun. {0}, M modiiliiniin
maksimal alt modiliidiir ve sifirdan farkli her m € M elemani i¢in Rm = M olup M

devirlidir.

Teorem 2.2.49. M modiil ve N < M olsun. M nin N alt modiiliiniin maksimal olmasi

icin gerek ve yeter kosul M/ N bolim modiiliniin basit olmasidir.

Tamm 2.2.50. R halka ve M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin her alt modiilii M de
bir direkt toplam terimi ise, M ye yari-basit modiil denir.
Basit modiil tanimina ve yari-basit modiil tanimina dikkat edilirse 0 alt

modiilii yari-basittir fakat basit degildir.
Teorem 2.2.51.

1. M Yari-basit bir modiil olsun. Bu takdirde M modiiliiniin sifirdan farkl

her alt modiilii bir basit modiil igerir.
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2. M=3M; basit alt modiillerin toplami ve N < M olsun. Bu takdirde;
e M =N @®(D;M;) olacak sekilde | < I alt kiimesi vardur.

o N = @;M; olacak sekilde K S I alt kiimesi vardir.

Teorem 2.2.52. Yari-basit modillerin alt modiilleri, boliim modiilleri ve direkt

toplamlar1 da yari-basittir.

Tamim 2.2.53. M bir R-modiil olmak tizere K £ M olsun. Eger K + L = M kosulunu
saglayan M modiiliiniin bir L 6z alt modiilii yoksa K alt modiiliine M nin kii¢iik alt
modiilii denir ve K « M ile gosterilir.

Her {0} # M modiiliiniin {0} alt modulii kii¢iiktiir. Z sol Z-modiiliiniin
sifirdan bagka kiigiik alt modiilii yoktur. Gergekten {0} # nZ < Z i¢in nNZ + mZ = 7Z
olacak sekilde bir m € Z elemam vardir. Dolayisiyla Z nin sifirdan farkli alt
modiilleri Z de kiiciik degildir.

Onerme 2.2.54. (Kasch, 1982) M bir modiil ve N < M olsun. M/ sonlu iiretilmis

ve N « M ise, M modiilii sonlu tiretilmigtir.

Tamm 2.2.55. M ve N birer R-modiil ve f : M — N bir epimorfizma olsun. Eger
cek(f) K M ise f epimorfizmasina Kkiigiik epimorfizma denir. P projektif
modiiliine, f : P - M kiigiik epimorfizmasi ile birlikte M modiiliiniin projektif
ortiisii denir.

Injektif biiriimlerden farkli olarak projektif rtiiler mevcut olmayabilir.
Onerme 2.2.56. f : M — N epimorfizmasimn kiigiik epimorfizma olmas icin gerek

ve yeter kosul foh epimorfizma olacak sekilde her h : L — M homomorfizmasinin

bir epimorfizma olmasidir.
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Tamm 2.2.57. (Wisbauer, 1991) M modiil ve N < M olsun. M = N + K olacak
sekilde bir K alt modiilii var ve K bu sarta gére minimal ise, yani N + L = M
kosulunu gergekleyen her L < K i¢gin L = K ise, K ya M de N nin
biitiinleyen(supplement) denir ve N ye M de biitiinleyene sahiptir denir.

M modiil ve N « M olsun. Bu takdirde kiiglik alt modiil tanimindan
goriilecegi lizere M, N alt modiiliiniin biitiinleyenidir. Dolayistyla modiiliin kendisi

sifirinin tek biitiinleyenidir.

Onerme 2.2.58. M modiil ve U,V < Molsun. V alt modiilinin U nun M de
biitiinleyeni olmasi igin gerek ve yeter kosul M = U + Vve (U N V) « V olmasidir.
Tanim 2.2.59. R tamlik bdlgesi ve M bir R-modiil olsun. R nin sifirdan farkli en az
bir r € R elemani igin rm = 0 kosulunu saglayan m € M elemanina, M nin burulma

elemam denir. M nin tiim burulma elemanlarinin kiimesi,

TM)={m € M |3 r € R\{0}icinrm = 0}

ile ifade edilir. 0 € R i¢in Ogm = 0y € T(M) olup T(M) # @ dir. my, m, € T(M)
keyfi elemanlar1 i¢in rym; =0 ve r,m, =0 olacak sekilde 7,7, € R\{0}

elemanlar1 vardir. R tamlik bélgesi oldugundan r; 7, # 0 olup,

ri1a(my —my) =ry(rimy) —r1(rp,my) =0

esitligi geregi my —m, € T(M) ve s € R keyfi elemanlar olsun. 0 # r € R igin
rm = 0 olup r(sm) = s(rm) = 0 dir. Dolayisiyla sm € T(M) olup T(M), M nin bir
alt modiildiir.

Burada R nin tamlik bolgesi olma sarti kaldirilirsa T(M), M R-modiiliiniin
bir alt modiilii olmak zorunda degildir. Ornegin Z¢ da 2 ve 3 elemanlar1 burulma

eleman1 iken bu elemanlarm toplam1 olan 5 burulma elemani degildir.
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Eger T(M) = M ise M modiiline burulma modiil;, T(M) = 0 ise, M

R-modiliine burulmasiz modiil denir.

Onerme 2.2.60. R tamlik bolgesi ve M R-modiilii béliinebilir ve burulmasiz olsun.

Bu takdirde, M injektiftir.
Tamim 2.2.61. A bir R-modiil olsun. A nin
{m € A : R nin baz1 genis idealleri i¢cin mI = 0 dir. }

alt kiimesi, A nin tekil elemanlarinin kiimesidir. A nin tekil elemanlarinin kiimesi
Z(A) ile gosterilir ve A nin tekil alt modiilii olarak adlandirilir. Tekil alt modiiller
burulma guruplarinin genellemesidir. A modiiliine Z(A) = 0 ise tekilsiz modiil denir
ve eger Z(A) = A ise, tekil modiil denir. R nin sag tekil ideali Zz (R) = Z(Ry) dir.

Tekil modiillerin temel 6zellikleri asagidaki gibidir:

1) A ve B birer modiil ve f : A — B bir R-modiil homomorfizmasi olsun.
Bu durumda f(Z(A)) < f(B) dir.

2) A, B nin bir alt modiilii olsun. Bu durumda Z(A) = A n Z(B) dir.

3) A, B nin biiylik (esential) alt modiilii olsun. Bu durumda B/ A tekil

modiildiir.

4) R sag tekilsiz halka olsun. Bu durumda Z (M /Z (M)) = 0 dur.

A modiilinin ikinci tekil (veya Goldie burulma) alt modili Z,(A),
Z2 (A)/Z(A) =7 (A/Z(A)) esitligi ile tanimlanir. Z, (A) = A ise A modiiliine Goldie
burulma modiilii denir. Eger R sag tekilsiz halka ise Goldie burulma modiilleri ve
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tekil modiiller ile ¢akisir. Goldie burulma teorisinin burulma simifi, homomorfik
goriintiiler, dogrudan toplamlar, uzantilari, alt modiilleri ve injektif biiriimler altinda
kapalidir; burulmasiz sinifi ise alt modiiller, dogrudan ¢arpimlar, uzantilar ve injektif

biiriimler altinda kapalidir.
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3. OZ SINIFLAR

Bu bdliimde bagil homolojik cebirin en dnemli notasyonlarindan olan 6z
siiflar ile ilgili tezimizde kullanacagimiz bazi temel bilgiler verilecektir. (Alizade,
Pancar, 1999), (Buchsbaum, 1956), (Cartan, Elinberg, 1956), (Clark, 2006), (Mac
Lane, 1963), (Sklyarenko, 1978), (Wisbauer, 1991).

3.1. Kisa Tam Diziler

Tamm 3.1.1. {M,, | n € Z} modiiller toplulugundan ve bunlarin
fai My > My
homomorfizmalarindan olusan

fi fn
- Mg =5 M, > My_q — -

dizisinde her n € Z i¢in Gor(f,4+1) S Cek(f,) ise, bu diziye kompleks dizi,
Gor(fne1) = Cek(f,,) ise tam dizi denir.

0 - A — B — C — 0 seklindeki tam diziye ise kisa tam dizi denir.

Onerme 3.1.2. f : M — N ve g : N — M homomorfizmalari igin gf = Iy; olsun. Bu
takdirde, N = Gor(f) @ Cek(g) dir.

f 8
Teorem 3.1.3.0 —» A :’ B (_) C — 0 kisa tam dizisi i¢in agagidaki ifadeler denktir.
h k

1) hf =1, olacak sekilde bir h : B— A homomorfizmasi vardir;
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2) Gor(f), B modiiliniin direkt toplam terimidir;
3) gk = I¢ olacak sekilde k : C — B R-modiil homomorfizmasi vardir ve

B =A@ Cdir.

Yukaridaki teoremde verilen denk kosullar1 saglayan kisa tam diziye

parcalanabilir kisa tam dizi denir.
Teorem 3.1.4. Bir K modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:
1) K projektiftir.
2) 0—N—M — K — 0 seklinde olan her kisa tam dizi pargalanabilirdir.

3) K bir serbest modiiliin direkt toplam terimidir.

Onerme 3.1.5. (Schanuel’s Lemma) P ve P' niin projektif oldugu

0K 5P5Mo>0vw0 K SP5M—0
kisa tam dizileri verilsin, 0 zaman K @ P' = K' @& P izomorfizmi vardir.
3.2. Oz Simf

P smifi R-modiil ve R-modil homomorfizmlerinin kisa tam dizilerinin bir

smifi olsun. Eger bir

E:0-ALBECS0 (3.1)

kisa tam dizisi P sinifina ait ise, f ye P-monomorfizm ve g ye P-epimorfizm denir.

[zomorfizmaya bagli olarak her E kisa tam dizisi bir f monomorfizmasi ve bir ¢
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epimorfizmasi ile tek tiirlii belirlidir. f ve g P-6z ve E kisa tam dizisi P-6z kisa tam

dizi olarak adlandirilir.

Tanmm 3.2.1. P sinifi asagidaki kosullar sagliyorsa (Buchsbaum 1959, Mac Lane
1963, Sklyarenko 1978) 2 ye 6z simif denir (Buchsbaum anlaminda):

1. P-1) Eger E kisa tam dizisi P de bir kisa tam dizi ise o zaman P sinifi
E ye izomorf olan her kisa tam diziyi igerir.

2. P-2) P sinifi biitiin pargalanan kisa tam dizileri igerir.

3. P-3) Eger bileskesi taniml1 ise iki P-monomorfizmi (P-epimorfizmi)
bilesimi bir P-monomorfizmdir (P-epimorfizmdir).

4. P-4) Eger f ve g monomorfizmler ve f og bir -monomorfizmi ise, o
zaman f bir P-monomorfizmidir. Eger f ve g epimorfizmler ve f og bir

P-epimorfizm ise, 0 zaman g bir P-epimorfizmdir.

P smifina ait olan Ext(C,A) nin biitiin kisa tam dizilerinin Exts(C,A)
kiimesi, Ext} (C, A) genislemelerinin bir alt grubudur.

Baz1 6nemli 6z siif 6rnekleri verelim:

Degismeli gruplarda Safy;,q_7 0z smifi: Eger biitlin n tam sayilarn igin
A N nB = nA oluyorsa B nin A alt grubuna saf alt grup denir. (3.1) de Gor(f), B
nin saf alt grubu olsun. O zaman (3.1) tam dizisine saf dizi denir. Saf tam dizilerin
Safyrpq—z smifi bir 6z simiftr. Bu 6z simf Safy,4_7 relative homolojik cebirinin
kokenlerinden birini olusturur.

R-modiillerin en kii¢iik 6z sinifi Parcalanan;,4_g olarak tanimlanir, bu
sinif R-modiillerin sadece parcalanan kisa tam dizilerini olusur.

R-modiillerin en biiyilk 6z smifi Absjypoq-g (@bsolute purity) olarak

tanimlanir, bu sinif R-modiillerin biitiin kisa tam dizilerinden olusur.
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Biitiinleyen ygoq_p smifi (3.1) biitiin kisa tam dizilerinden olugsur dyleki
Gor(f), B nin bir K alt modiiliniin biitiinleyenidir. Biitiinleyen;oq_g bir 6z
stuftir.

N, M nin bir alt modiilii olsun. Eger S basit R-modiilii i¢in,

Hom(S,M) — Hom(S,M/N) — 0

tam dizi ise N modiiliine M modiiliiniin neat alt modiilii denir. Gorf, B de neat alt
modiil ise, E kisa tam dizisine neat tam dizi denir. Tim neat kisa tam dizilerinin
siifi Neat ile gosterilir ve bir 6z sinif olusturur (Renault, 1964).

R-modiillerin bir 6z smifi P i¢in, eger igerme monomorfizmi ia : A — B,
ian(a) =a, a €A, Bnin A alt modiilii, B nin P-alt modiilii olarak adlandirilir, bir
P-monomorfizmidir ve A <pB olarak gosteririz.

R-modiillerin bir 6z smnifi P olarak tanimlanir. Bir R-modil M eger P
smifindaki biitiin kisa tam dizilere gore projektif (injektif) ise yani Hom(M,E)
(Hom(E,M)) P sinifindaki her kisa tam dizisi E i¢in tam ise, 0 zaman P-projektif
(P-injektif) olarak tanimlanir. Biitin P-projektif (P-injektif) modiller (P)
(1(P)) olarak adlandirilir. Modiillerin verilen bir M sinifi i¢in her bir M € M
P-projektif (P-injektif) olan en genis P 6z simfi M tarafindan projektif olarak
iiretilen (injektif olarak iiretilen) 6z simif seklinde tanimlanir ve w~1(P) (1" 1(P))
seklinde gosterilir.

A ve C R-modiilleri verilmis olsun. C ile biten (3.1) formundaki her kisa tam
dizisi P 6z simifinda ise, C modiiliine, P-esprojektif denir. Eger A ile baslayan (3.1)
formunun her kisa tam dizisi P 6z siifinda ise, A modiiliine, P-esinjektif denir.

Eger her R-modiil M igin bir P-projektif P (bir P-injektif 1) P-epimorfizmi
P — M (P-monomorfizmi M — 1) ile birlikte varsa 0 zaman R-modiillerin bir P 6z

simifi  yeterli projektiflere (yeterli injektiflere) sahiptir denir. Ayrica
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R-modiillerin bir P 6z sinifi yeterli projektiflere (yeterli injektiflere) sahip ise, bu 6z
sinif projektif 6z simif (injektif 6z sinif) olarak adlandirilir.

Bir 2 6z simifi ve R-modiiller A, C i¢in A ile baslayan ve C ile biten P deki
biitiin kisa tam dizilerin denk siniflar1 yani (3.1) formunun P deki bir kisa tam dizisi
Ext}(C,A) olarak veya sadece Ext»(C,A) ile gosterilir. Extp(C,A), Extg(C,A) nin
bir altgrubu haline gelir ve bir bifunktor Ext} : Mod- R X Mod-R — Ab funktoru
Ext} funktorunun bir alt funktorundan elde edilir(Maclane, 1963, béliim 12, syf4-5).

Ave C, birer R-modiil olsunlar. [E € Extz(C,A), E kisa tam dizisi Extz(C,A)
grubunun bir elemani demektir, yani E nin A da baglayip C de biten
R-modiillerinin bir kisa tam dizisi oldugu anlamina gelir. Eger R halkas1 belirli ise,
Extp(C,A) nin yerine Ext(C, A) yazacagiz.

Bir 6z sinif olusturmanin en etkili yolu funktorlar1 kullanmaktir. T(M, B),
bir kategoriden alman M nesnesine bagli olan toplamsal kovariant veya
kontravariant sagdan ya da soldan tam bir funktor olsun. M bu kategorinin
nesnelerinden olusan bir siif olsun. t =1 (M) ile, her M € M igin T(M, E) dizisinin

tam olmasini saglayan tiim E kisa tam dizilerin olusturdugu sinif olsun.

Lemma 3.2.2. P =t~} (M) bir 6z sinuftur.
t(®P), her E € P igin, T(M, E) dizisinin tam olmasini saglayan M

nesnelerinin sinifi olsun.

Lemma 3.23. P € t™}(¢e(P)), M < t(t7(M)), t(P) = t(t‘l(t(?))) ve

tT (M) =71 (t(t‘l(M))) iliskilerine ve ayrica t~1(M) ve t(P) yapismin

siniflart arasinda bir birebir ve orten iliskiye de sahibiz.

€, kisa tam dizilerin bir smifi olsun. € yi igeren en kiiciik 6z smif, €

tarafindan iiretilen olarak tanimlanir ve (€) seklinde gosterilir (Pancar, 1997).
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Kisa tam dizilerin bir € sinifi i¢in 6z siniflarin herhangi bir ailesinin kesigimi

6z oldugu i¢in,
(€) = ﬂ{ﬂ" : € € P; P bir 6z simftir} dir.
3.3. Bir Oz Simifa Gore Projektif, Injektif, Esprojektif Ve Esinjektif Modiiller

R-modiillerin ve R-modiil homomorfizmlerinin E: 0 - A EA B S C— 0bir
kisa tam dizisini alalim.

Verilen bir R-modiil M igin, eger asagidaki esdeger kosullardan herhangi biri
gecerliyse E kisa tam dizisine gore projektiftir veya g epimorfizmine gore

projektiftir denir:

1. 1lk satirin E oldugu ve ¥ : M — C in bir R-modiil homomorfizmi oldugu

her diyagram

E0sALBECSo0
X
vy
\
M

¥ : M — B bir R-modiil homomorfizmi secerek bir degismeli diagramin
icine gdmiilebilir; yani y : M — C her modiil homomorfizmi i¢in bir
tane y : M — B homomorfizmi vardir, 6yle ki g o y =y dir.

2. Hom(M,E) : 0 — Hom(M.A) 5 Hom(MB) & Hom(M,C) — 0

dizisi tamdir.
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Verilen bir R-modiil M igin, eger asagidaki esdeger kosullardan herhangi biri
gecerliyse E kisa tam dizisine gore injektiftir veya f monomorfizmine gore

injektiftir denir:

1. Ik satirin E oldugu ve a: A —» Min bir R-modiil homomorfizmi

oldugu her diyagram

E:0 — L/B§>C—>o

A
//
al‘( a

M

¢ : B — M bir R-modiil homomorfizmi secerek bir degismeli diagramin
icine gomiilebilir; yani a : A — M her modiil homomorfizmi i¢in bir

tane ¢ : B — M homomorfizmi vardir dyle ki & of = a dir.

2. Hom(E,M) : 0 — Hom(C,M) & Hom(B,M) 5> Hom(A.M) — 0

dizisi tamdir.

Exty funktorunu kullanarak bir P 6z siifin P-projektifleri, P-injektifleri,

P-esprojektifleri, P-esinjektifleri tanimlanabilir.

1.Bir R-modiil C, P-projektiftir gerek ve yeter kosul
biittin R-modiil A i¢in Extz(C,A) = 0 dir.
2.Bir R-modiil C, P-esprojektiftir gerek ve yeter kosul
biittin R-modiil A i¢in Extp(C,A) = Extr(C,A) dir.
3.Bir R-modiil A, P-injektiftir gerek ve yeter kosul
biitiin R-modiil C i¢in Ext»(C,A) = 0 dur.
4.Bir R-modiil A, P-esinjektiftir gerek ve yeter kosul

biitiin R-modiil C i¢in Ext»(C,A) = Extr(C,A) dir.
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Asagidaki onermeler € tarafindan iretilen 6z sinif (€) e gore ve kisa tam

dizilerin bir sinift € ye gore projektif (injektif) modiiller arasindaki iligkiyi verir.

Onerme 3.3.1. (Pancar, 1997, Propositions 2.3, Proposition 2.4)

1) n(&) =n(E)
2) (&) = (€Y

Onerme 3.3.2. (Misina, Skornjakov, 1960, Proposition 1.9, Proposition 1.4) Eger
0> M —> N — K — 0 kisa tam dizisinde M ve K modiilleri P-esprojektif
(P-esinjektif) ise 0 zaman N, P-esprojektiftir (P-esinjektiftir).

Onerme 3.3.3. (Misina, Skornjakov, 1960, Proposition 1.12) Bir R-modiil M,
P-esprojektiftir gerek ve yeter kosul bir projektif R-modill P den M ye bir

P-epimorfizmi vardir.

Sonug¢ 3.3.4. (Misina, Skornjakov, 1960, Proposition 1.13)
Eger 0 > A — B — C — 0 bir 2 6z sinifinda bir kisa tam dizi ve B P-esprojektif

ise, 0 zaman C de P-esprojektiftir.

Onerme 3.3.5. (Misina, Skornjakov, 1960, Proposition 1.7) Bir R-modiil N,
P-esinjektiftir gerek ve yeter kosul N den bir injektif modiil T ya P-monomorfizmi

vardir.

Sonug¢ 3.3.6. (Misina, Skornjakov, 1960, Proposition 1.8)
Eger 0 - A —» B — C — 0, P 6z smifinin eleman1 ve B, P-esinjektif ise o zaman

A da P-esinjektiftir.
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3.4. Injektif Olarak Uretilen Oz simiflar
M, R-modiillerin bir sinifi olsun. Her M € M i¢in, Hom(EE, M) yi tam yapan

tiim [E kisa tam dizilerinin sinifi 1= (M) olarak tanimlanir, yani
17I(M) = {E € AbSrroqg—r | Hom(E, M) biitiin M € M icin tamdir} dir.

Eger T(-,M) = Hom(:,M) alirsak t=*(M), 1"1(M) bir 6z sif oldugu
Lemma 3.2.2. den elde edilir. Aslinda :=1(M), her bir M € M smifinin P-injektif
oldugu en biiyiik 6z simiftir. 12 (M), M tarafindan injektif olarak iiretilen 6z sinif

olarak adlandirilir.

Teorem 3.4.1. (Sklyarenko, 1978, Teorem 3.2) M modiillerin bir sinifi olsun. Su
sekilde tammlanan R simifini diisiinelim: Biitiin ME M igin ve biitin f : A - M

homomorfizmleri igin,

Ext} = ﬂ Ker {f;: Ext:(C,A) —» Extk(C,M)}
M.f

dir. O zaman Extg(C, A) ye ait kisa tam dizileri 0 > A - X — C — 0, R sinifi

1m1() ile denk gelir ve bir 6z simif olusturur.

3.5. Injektif Olarak Uretilen Bir Oz Simifa Goére Esinjektif ve Esprojektif
Modiiller

Bu boliim boyunca P, R-modiillerin bir 6z sinifi olsun.

Onerme 3.5.1. (Sklyarenko, 1978, Proposition 9.1) Biitiin P-projektif modiillerin
sinifi ve biitiin P-esprojektif modiillerin sinifinin  kesisimi biitiin projektif

R-modiillerin sinifidir.
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Onerme 3.5.2. (Sklyarenko, 1978, Proposition 9.2) Biitiin P-injektif modiillerin
sinifi ve biitiin P-esinjektif modiillerin sinifinin kesisimi biitiin injektif R-modiillerin

sinifidir.

Onerme 3.5.3. (Sklyarenko, 1978, Proposition 9.4) P, injektif olarak iiretilmis
olsun. Bir C modiilii P-esprojektiftir gerek ve yeter kosul, her P-injektif J igin
Ext}(C,J) = 0 dur.

Bundan baska:

Onerme 3.5.4. Eger modiillerin bir M sinifi i¢in P = 1~ (M) olsun. Bir C modiilii
P-esprojektiftir gerek ve yeter kosul, her M € M icin Ext:(C,M) = 0 dur.

Tammm 3.5.5. J ve S, herhangi sol R-modiillerin siifi olsun. § den alinan tiim
modiillerin esprojektif oldugu en kiigiik k(S) 6z sinifina § tarafindan esprojektif
iiretilmis 6z simif denir. J den alinan tiim modiiller esinjektif oldugu i¢in en kiigiik
k(J) 6z smifina J tarafindan esinjektif iiretilmis 6z simf denir. k(S) ve k(7)
smiflart 6zel durumlarda Kepka (1973) da tamimlanmis ve incelenmistir, bundan
dolay1 biz bu siniflara Kepka simiflar: diyecegiz. (Misina, Skornyakov, 1969) de not
edildigi gibi herhangi 6z siniflar ailesinin kesisimi de 6z siiftir, dolayisiyla

yukaridaki siniflar iyi tanimlidir.
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4. TEKIL VE TEKILSiZ MODULLER iLE URETILEN BAZI OZ SINIFLAR

4.1, S-Biitiinleyen Alt Modiiller

Bu bélimde Goldie burulma modiilleri sinifi tarafindan esinjektif olarak
iiretilen 6z sinif incelenecektir. Bu 6z sinif ve altinjektif bolgeleri yardimiyla, tekilsiz
modiillerin injektifligi incelenecektir. Bu alt bdliimde verilen sonuglarin bazilari
Durgun (2019) ve Durgun (2020) makalelerinden alinmustir.

M bir sag R-modiil olsun. N, M nin bir alt modiilii olsun. Bu konuda yapilmis
olan caligmalarla biitiinlik saglanmasi i¢in, eger Z,(N) =N ise N ye M nin
S-biitiinleyen alt modiilii denir. S-biitiinleyen alt modiiller yardimiyla tanimlanan
S-biitiinleyen kisa tam dizilerin smifi olan S-Biit smifinin bir 6z sinif olmadigi
gosterilmistir. S-Biit simifini igeren en kiigiik 6z sinif (S — Biit) belirlenmis ve bu 6z
sinifin elemanlarinin yapisi S-biitiinleyen alt modiller aracilig1 ile belirlenmistir.
(S — Biit) 6z smifinin bilinen bazi 6z siniflar ile ayn1 oldugu durumdaki halka

yapilari belirlenmistir.

Tanim 4.1.1. X bir modiil ve Y de Xin bir alt modiilii olsun. Eger Y Goldie burulma

modiil yani Z,(Y) = Y ise Y alt modiiliine X in S-biitiinleyen alt modiilii denir.

E:0->Y L X->7Z-0
bir kisa tam dizisi olsun. Eger f(Y), X in S-biitiinleyen alt modiilii ise [E kisa tam
dizisine S-biitiinleyen kisa tam dizi denir. S-Biit ile S-biitiinleyen kisa tam dizilerin
siifin1 gosterecegiz. Asagidaki ornekte, S-Biit sinifinin bir 6z sinif olmadigini

gosterdik.

Ornek. X bir modiil ve Z,(X) # X olsun.
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Simdi 0 - X —» X — 0 parcalanan kisa tam dizisini diigiinelim. P-2)

sartindan Otlirii bu kisa tam dizi tiim 6z smiflara aittir. Ama X Goldie burulma
modiilii olmadigindan bu kisa tam dizi S-Biit sinifina ait degildir. Buradan, S-Biit

siifi bir 6z sinif belirtmedigi sonucunu elde ederiz.

Teorem 4.1.2. Asagidakiler birbirine denktir.

1) S-Biit sinifi bir 6z siniftir.

2) Her sag R-modiil X i¢in, Z,(X) = X dir.
3) Abs = S-Biit

4) R sag Goldie burulma halkasidir.

Ispat. 1) = 2) X, bir sag R-modiil olsun. 0 » X — X — 0 kisa tam dizisi par¢alanan
bir kisa tam dizidir. Kabuliimiizden bu dizi S-Biit sinifina aittir. Yani Z, (X) = X dir.
2) =4), 3) = 1) ve 2) = 3) agikca goriilmektedir.

4) = 2) X sag R-modiil olsun. X = m(E) olacak sekilde E serbest sag R-modiil ve
m : E — X orten homomorfizmasi vardir (Kasch, 1982). Dahasi Goldie burulma
modiilleri direkt toplam altinda kapali olduklarindan her serbest sag R-modiil, Goldie
burulma modiiliidiir. Ayrica Goldie burulma modiillerinin epimorfik gériintiileri de

Goldie burulma modiilii oldugundan Z,(X) = X bulunur. O

Kepka (1973), bir monomorfizma sinifi iizerine bazi kosullar koyarak yeni
0z simiflar olusturmustur. Bizde bu ¢alismamizda genisletilmis S-biitiinleyen alt

modiilleri olusturmak adina Kepka (1973) dan faydalanacagiz.

Tanim 4.1.3. X bir modiil ve Y de X in bir alt modiilii olsun. Eger T + Y = X ve
T N Y Goldie burulma olacak sekilde X in T alt modiilii varsa Y ye X in genisletilmis

S-biitiinleyen alt modiilii denir. S-biitiinleyen alt modiiller, genisletilmis
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S-biitiinleyen alt modiillerdir. S — Biit ile tiim genisletilmis S-biitiinleyen kisa tam

dizilerin sinifi gosterilecektir. (Kepka, 1973, Theorem 3.1) den S — Biit sinifi bir 6z

siniftir.

Simdi siradaki teorem ile S — Biit 6z siifinin S-Biit sinifi tarafindan

iiretilen en kiiciik 6z sinif oldugunu ispatlayacagiz.

Teorem 4.1.4. S — Biit = (S — Biit).
ispat. S-Biit sinifin1 igeren en kiigiik 6z sinf (S — Biit) dir. S — Biit bir 6z sif ve
S-Biit S S — Biit oldugundan (S — Biit) £ S — Biit dir.

Simdi (S — Biit) 2 S — Biit oldugunu gosterelim.
E:0-Y 5 X E) Z — 0 bir genisletilmis S-biitiinleyen kisa tam dizisi olsun.
Budurumda T + Y =X ve T N Y Goldie burulma modiilii olacak sekilde X in bir T
alt modiilii vardir. Genellemeyi bozmadan, a¢ nin bir igerme homomorfizmi

oldugunu kabul edebilirz.

Simdi asagidaki degismeli diagrami diisiiniirsek;

0 0
! !
TNX =TnX
l l
a B
E: 0 — Y - X - Z — 0
l 10 [

Y
0 —>Y/(Tnx)_> X/(TnX)"Z - 0

! !
0 0
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y bir par¢alanan-epimorfizmadir. O zaman y bir (S — Biit) epimorfizmadir. T N X

Goldie burulma modiilii oldugundan 6 bir (S — Biit) epimorfizmasidir. Dolayisiyla
B = ya bir epimorfizmadir. Diger taraftan 6z, smiflarin P-3) 6zelliginden dolay1
B, (S — Biit) epimorfizmasidir. Yani E kisa tam dizisi S — Bt sinifin1 igeren en
kiigiik 6z sinifin elemanidir. Bu da (S — Biit) 2 S — Biit oldugunu gostermektedir.

O

Bir sonraki sonug ile, S — Biit 6z smfinin, tekilsiz modiiller sinifi

tarafindan injektif olarak iiretilen bir 6z sinif oldugunu gosterdik.

Teorem 4.15. E: Y — X E> X/Y — 0 dizisi genisletilmis S-biitiinleyen kisa tam
dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her A tekilsiz modiilii icin Hom(E,A) nin tam
olmasidir.

Ispat: (&) Asagidaki degismeli diagranu diisiinelim:

0 0
l l
Zz(Y) = Zz(Y)
! !
E: 0 vy 5 x £ X
: — - - /Y — 0
l Ly [

%]
a.(E): 0 — Y/ZZ(Y) - X/ZZ(Y) > X/Y — 0

! !
0 0

Y/ Z,(Y) tekilsiz modiil oldugundan, . (E) parcalanan kisa tam dizidir. Yani,
2
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%/ Z,(Y) = (Y/ ZZ(Y)) e (¥ ZZ(Y))

olacak sekilde bir Z,(Y) € K ve K € Y vardir. Buradan kolaylikla X =Y + K ve
Y N K = Z,(Y) oldugu goriilmektedir. Yani [E, genisletilmis S-biitiinleyen kisa tam
dizisidir.

=)E:0-Y 5x L3 X/Y — 0 dizisi genisletilmis S-biitiinleyen dizisi ve A
tekilsiz modiil olmak tiizere y : Y —» A bir homomorfizma olsun. Bu durumda
f(E): 05A > Z - X/Y - 0 kisa tam dizisi genisletilmis S-biitiinleyen
dizisidir. O halde Z = A + L ve AN L Goldie burulma modiilii olacak sekilde bir
L < Z vardir. Ama AN L < A ve A tekilsiz modiil oldugundan, A N L tekilsiz

modiildiir. O zaman A N L = 0 olmalidir. Dolayisiyla buradan A @ L = Z bulunur.
Simdi asagidaki degismeli diagrami diigiinelim:

= E) X/Y — 0
vl 16 I

w@E: 0> A - 2z — X -0

O «—
O «—

Burada a, (E) parcalanan kisa tam dizi oldugundan, (i)(i)~! = 14 olacak sekilde
(0)7':Z —» A homomorfizmi vardir. O zaman ((i)”'6)a =y olacak sekilde

(i)716 : X > A homomorfizmi bulunmus oldu. |

Bir sonraki sonug ile, S — Biit 6z sinifinin, Goldie burulma modiiller sinif

tarafindan esinjektif olarak iiretilen bir 6z sinif oldugunu gosterdik.
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Teorem 4.1.6. K, Goldie burulma modiillerinin bir sinifi olmak tizere,

k(K) =S — Biit.

Ispat. k(K) c S — Biit oldugu aciktir, ¢ilinkii her Goldie burulma modiilii
S — Biit — esinjektiftir.

Simdi S — Bit € k(K) oldugunu gosterelim:
a B X
E: 0 — Y -» X - /Y - 0

dizisi genisletilmis S-biitiinleyen olsun. Bu durumda Y + T = X ve Y N T Goldie

burulma modiilii olacak sekilde bir T < X vardir. Teorem 4.1.4. ispatindaki
diagramdan Y N T Goldie burulma modiilii oldugu i¢in 6 bir k(K)-epimorfizmdir.
¥y parcalanan-epimorfizma oldugundan y da k(K)-epimorfizmadir. Oz smiflarn
P-3) 6zelliginden dolay B = y@ bir k(K)-epimorfizmidir. Yani S — Bit < k(K)

oldugu bulunmus olur. o

Her tekil sag R-modiiliin injektif oldugu R-halkasina Sl-halkas1 denir ve

S — Biit 6z sinifinin en kiigiik 6z sinifa esit oldugu halkalarin Sl-halkalar1 oldugunu
bulduk.

Sonug 4.1.7. R bir halka olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

1) Her Goldie burulma modiilii sag R-modiil injektiftir.
2) R sag Sl-halkasidir.

3) S — Biit=Parcalanandir.

Ispat. 1) = 2) ve 2) = 1) aciktur.
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1) = 3) Teorem 4.1.6. dan elde edilir.

3) = 1) K Goldie burulma modiilii olsun.

a B
E:0 > K->EK) -X—>0

kisa tam dizisini diisiinecek olursak; K Goldie burulma modiilii oldugundan E,
genisletilmis S-biitiinleyen dizisidir. Kabuliimiizden E, parcalanan kisa tam dizi olur.
Bu durumda K, E(K) modiiliiniin direkt toplam terimine izomorftur. Buradan K,

injektif modiil oldugu elde edilir. o

Tanim 4.1.8. Bir X modiilii ile baslayan her kisa tam dizi genisletilmis S-biitiinleyen

kisa tam dizi ise X e S — Biit-esinjektif modiil ad1 verilir.

Bir X modiilii S — Biit-esinjektif olur gerek ve yeter kosul X, E(X) de
genigletilmis ~ S-biitinleyendir gerek ve yeter kosul X, herhangi bir
S — Biit-esinjektif modiilde, genisletilmis S-biitiinleyendir.

(Mishina, Skornyakov, 1969, Proposition 1.7-1.8) den, S — Biit-esinjektif
modiiller; genislemeler ve genisletilmis S-biitiinleyen alt modiiller altinda

kapalidirlar.

Not. injektif modiiller ve Goldie burulma modiilleri S — Biit-esinjektif modiillerin

asikar ornekleridir.
Asagidaki sonugta ne zaman S — Biit-esinjektif modiillerin boliim

modiillerinin S — Biit-esinjektif modiillerin b6liim modiillerinin S — Biit-esinjektif

olacag diistintildii.
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Teorem 4.1.9. S — Biit-esinjektif modiiller boliim modiilleri altinda kapali olmasi

icin gerek ve yeter kosul injektif modiillerin boliim modiilleri S — Biit-esinjektif
modiildiir.

Ispat. () Acik.

(&) U, S — Biit-esinjektif modiil ve K < U olsun.

Asagidaki degismeli diagramu diisiinelim:

0 0
l A
K = K
! !
E:0 > U — Eu % B0
! L I
B0 U o EW, 5 B0
l l
0 0

U, S — Biit-esinjektif modiil oldugundan U, E(U) da genisletilmis S-biitiinleyen alt
modiildiir. Oz simf 6zelliklerinden U/ K> E(U)/ K da genisletilmig S-biitiinleyen alt
modiildiir. Kabuliimiizden E(U)/ g S — But-esinjektif modildir. (Mishina,

Skornyakov, 1969, proposition 1.8) den U/ g+ S — But-esinjektif modiildiir. O

Sonu¢ 4.1.10. S — Biit-esinjektif modiiller sag kalitsal halkalar iizerinde boliim

modiillerine gore kapalidir.

Onerme 4.1.11. S — Biit-esinjektif modiiller biiyiik genislemeler altinda kapalidir.
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Ispat. N, S — Biit-esinjektif modiil ve T, N nin biiyiik genislemesi olsun. N, T nin

bilyik alt modili oldugundan T/ tekil modildir. Tekil modiller
S — Biit-esinjektif ve S — Biit-esinjektif modiillerinin genislemesi,

S — Biit-esinjektif modiil oldugundan T, S — Biit-esinjektif modiildiir. O

Onerme 4.1.12. Tekilsiz S — Biit-esinjektif modiiller injektiftir.

ispat. U injektif olmayan tekilsiz S — Biit-esinjektif modiil olsun. (Mishina,
Skornyakov, 1969, Proposition 1.8) den U + N; = E(U) ve U n N4, Goldie burulma
modiil olacak sekilde E(U) nun bir N; alt modiilii vardir. Tekilsiz modiiller injektif
biirlime gore kapali oldugundan ve U tekilsiz modiil oldugundan dolay1 E(U) da
tekilsizdir. Bu durumda U N N; = 0 olur. Ama bu durum U nun E(U) da biiyiik

olmasi ile gelisir. Dolayisiyla U injektif modiil olmalidir. o

I, R nin sag ideali olsun. Eger R nin her K ideali (1 — e)K < I olacak sekilde
bir e? = e € K var ise R ye sag I-yarimiikemmel halka denir (Yousif, Zhou,2002).
R, sag Z,(Rg)-yarimilkemmel halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R sag

yarimiikemmel ve J(R) = Z, (Rg) olmasidir (Nicholson, Zhou, 2005, Corollary 37).

Onerme 4.1.13. Her modiiliin S — Biit-esinjektif modiil olmas1 igin gerek ve yeter
kosul R nin sag Z, (Rg)-yarimiilkemmel modiil olmasidir.

Ispat. (=) Onerme 4.1.12. ten her tekilsiz sag R-modiil injektiftir. Bu durumda
(Nicholson, Zhou, 2005, Theorem 49) dan R, sag Z, (Rg)-yarimiikemmel halkadir.

(<) Her tekilsiz sag R-modiil injektif ise bu durumda her kisa tam dizi genisletilmis

S-biitiinleyen kisa tam dizidir. Yani her sag R-modiil S — Biit-esinjektiftir. m

Teorem 4.1.14. R, sag Sl-halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S — But-esinjektif

modiiller injektif olmasidir.
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Ispat. (<) Her tekil modiil S — Biit-esinjektif modiil oldugundan agiktir.

(=) W, S — Biit-esinjektif modiil olsun. Bu durumda W + U = E(W) ve U N W
Goldie burulma modiilii olacak sekilde U € E(W) alt modiilii vardir.

Simdi asagidaki degismeli diagrami diistinelim:

0 0
! !
WnU = wnu
! !
E:0 > w — Ew & EWgpo
! Vf I
Ey: 0_’W/(WnU)_’E(W)/(WmU)E’ EWw 0
} !
0 0

Kabuliimiizden, W N U injektif oldugundan E(W) nun direkt bilesenidir. Dahasz;
W/ WnU) E(W)/ (WU nin direkt bilesenidir. Bu da W nin E(W) nin direkt

bileseni oldugunu gosterir ki bu bir ¢eligkidir. |

Eger R sag veya sol artinian ise ve sag veya sol self-injective ise bu R halkasi
bir quasi-Forbenius olarak adlandirilir kisaca QF-halka da denir.

R, QF halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul projektif modiillerin injektif
olmasidir.

Siradaki sonugta bir projektif modiiliin ne zaman S — Biit-esinjektif modiil

oldugunu gosterecegiz.
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Onerme 4.1.15. M;, M, modiiller ve f : M, » M; monomorfizm olsun. Eger M,

S — Biit-esinjektif modiil ise bu durumda M, nin her tekilsiz boliim modiili, M; in
tekilsiz bir boliim modiiliine izomorftur. Ozellikle My / 7,(M,) bir injektif modiiliin
2(Mz

bolim modilidir.

Ispat. Kabul edelim ki F, M, nin tekilsiz boliim modiilii ve m: M, — F bir

epimorfizm olsun. M,, S — Biit-esinjektif oldugundan
Hom(M,F) - Hom(M,,F) - 0

tamdir ve bu sebeple gf = m olacak sekilde bir g : M; = F homomorfizmi vardir.

Bu durumda g epimorfizmdir ve

Ml/(;ek(g) = g(M;y) = M,

tekilsiz modiildiir.
f: My = E(M;) igerme morfizmini kullanarak ve F = MZ/Z (M,) alarak teoremin
2(M;

diger kisminin ifadesini gosterebiliriz. O

Teorem 4.1.16. W projektif bir modiil olsun. W, S — Biit-esinjektif modiil olmasi

icin gerek ve yeter kosul W/Z W) nin injektif modiil olmasidir.
2

ispat. (=) W, S — Biit-esinjektif modiil olsun. Bu durumda Onerme 4.1.15. den

W/ bir injektif modiiliin boliim modiiliidiir. Bu injektif modiile E diyelim.
Z,(W)
Simdi 0 - Cek(a) = E — W/ZZ (wy ~ 0 kisa tam dizisini dilsiinelim,

W/ tekilsiz oldugundan (Sandomierski, 1968, Lemma 2.3.) Cek(a), E de
Z(W)
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kapali alt modiildiir. Bu durumda bu kisa tam dizi pargalanir. Dolayisiyla W/ 7, (W)
2

E nin bir direkt bilesenine (izomorf) olarak bir injektif modiildiir.

(<) Kabul edelim ki W/Z (w) injektif bir modil olsun.
2

E:0>W5E—S>A—0

E injektif modiilii ile birlikte bir kisa tam dizi ve H bir tekilsiz modiil olmak iizere
f : W = H bir homomorfizm olsun. Genelligi kaybetmeden f yi epimorfizm olarak

alabiliriz. Biz hg = f olacak sekilde bir h : E — H homomorfizminin var oldugunu

iddia ediyoruz. H tekilsiz modiil oldugundan, f(W) = H, W/Z (wy hin boliim
2

modiiliidiir. O zaman 7 : W/Z2 w) — H bir epimorfizmi vardir. W/Z2 w) injektif

ve H tekilsiz modiil oldugundan m pargalanan bir epimorfizmdir ve bu da H nin

injektif modiil oldugunu gosterir. Diger bir deyisle E kisa tam dizisine gore her

tekilsiz modiil injektif oldugundan W, S — Biit-esinjektif modiildiir. i

(Sandomierski, 1968, Lemma 2.3) ve Teorem 4.1.16. y1 yardimyla

asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.1.17. Bir P projektif modiilii S — Biit-esinjektiftir gerek ve yeter kosul P

nin her tekilsiz boliim modiilii injektif modiildiir.

Teorem 4.1.18. R nin sag Z, (Ry)-yarimiikemmel halka olmasi igin gerek ve yeter
kosul projektif modiillerin S — Biit-esinjektif olmasidir.

ispat. (&) (Nicholson, Zhou, 2005, Theorem 49) dan her tekilsiz sag R-modiiliin
injektif modiil oldugunu gostermemiz yeterlidir. U tekilsiz modiil ve f : T — U
epimorfizm ve T serbest modiil olsun. Kabuliimiizden t : T — E(T) icerme morfizmi

icin at = f olacak sekilde a : E(T) — U homomorfizmi vardir. U tekilsiz modiil
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oldugundan ve (Sandomierski, 1968, Lemma 2.3.) den Cek(a), E(T) de kapaldir.

Ama injektif modiillerin kapali alt modiilleri direkt bilesen oldugundan U injektif
modiildiir.

(=) Sonug 4.1.17. ve (Nicholson, Zhou, 2005, Theorem 49) dan agiktir. i

4.2. Tekilsiz Modiillerin Altinjektif Bolgeleri

Bu béliimde tekilsiz modiillerin altinjektif bolgeleri incelenmis ve injektif
olmayan tekilsiz modiillerin olasi en kii¢iik altinjektif bolgesi belirlenmistir. Ayrica,
muhtemel en kiiclik altinjektif bolgesine sahip tekilsiz modiiller aracilif1 ile bazi

halka karakterizasyonlar1 verilmistir.

Altinjektif Bolgesi, bir modiiliin injektifliginin analizinde alternatif bir
bakig agis1 olarak; iyi bilinen injektiflik kavramina karsit olarak tanitilmigtir

(Aydogdu, Lopez-Permouth, 2011).

Tammm 4.2.1. Verilen M ve N modiilleri i¢in N nin her K genislemesi ve her

@ : N —- M homomorfizmasi ig¢in ¢| = ¢ olacak sekilde bir ¢ : K-> M
N

homomorfizmasi varsa M modiiliine N-altinjektiftir denir. Bir M modiilii i¢in M nin
N-altinjektif oldugu tiim modiillerin sinifina altinjektif bolgesi denir ve Jn~1(M)

ile gosterilir. O zaman
SnI(M) = {N € Mod — R | M, N — altinjektiftir. } dir.

Agikea goriilmektedir ki bir modiiliin injektif modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul
altinjektif bolgesinin tiim modiillerini icermesidir. Injektiflik ile ilgili bu yeni
perspektif yardimiyla disiiniilecek pek ¢ok soru olsa da, ilk olarak altinjektif
bolgesine gore en az injektif olan modiiller lizerine odaklanilmustir. Agiktir ki,

altinjektif bolgeleri tiim injektif modiilleri icermektedir. Bu bakimdan injektiflige
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kars1 bir durum olarak, injektif b6lgesi sadece injektif modiillerden olusan modiiller

disiiniilmiistiir. Altinjektif bolgesi sadece injektif modiillerden olusan modiiller,
fakir (indigent) modiiller olarak adlandirilmistir (Aydogdu, Lopez-Permouth, 2011).
Lemma 4.2.2. Herhangi M ve N modiilleri i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir.

1) M ve N-altinjektiftir.
2) Her ¢ : N — M homomorfizmasi ve N 2 K olan her K modiilii i¢in

[0) | =@ olacak sekilde bir ¢ : K = M homomorfizmasi vardir.
N
3) Her ¢ : N > M homomorfizmasi igin q§| = ¢ olacak sekilde bir
N

¢ : E(N) > M homomorfizmi vardir.
4) Her ¢ : N — M homomorfizmasi i¢in N nin bir E injektif genislemesi

ve ¢ w= @ olacak sekilde bir ¢ : E - M homomorfizmi vardir.

Ispat. 1) = 2) = 3) = 4) aciktir.
4) = 1) N € N've ¢ : N — M homomorfizma olsun. Kabuliimiizden N nin bir E

injektif genislemesi ve ¢| = ¢ olacak sekilde bir ¢ : E & M homomorfizmasi
N
vardir. E injektif oldugundan, i : N = E igerme donilisiimii olmak iizere 111| =i
N

olacak sekilde bir i : N’ - E homomorfizmasi vardir. O zaman N’ den M ye giden
homomorfizmi ¢ alabiliriz. Ciinkii (¢1p) | =9 dir. Dolayistyla Ne n~t(M) dir.
N

O

Onerme 4.2.3.

Sn~1 (M) = {A € Mod — R | Ainjektiftir. }
M€ER-Mod
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Ispat. N € Nyer—aroq It (M) olsun. Bu durumda N € Sn~1(N) dir. O zaman N

injektif modildir. Diger taraftan, A injektif modil olsun. O halde her
M € R — Mod igin A € In~1(M) dir. O zaman A € N In~1(M) dir. O

Onerme 4.2.4. Herhangi bir N modiilii i¢in, asagidaki ifadeler dogrudur.

1) [lierM;, N-altinjektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her bir M; nin
N-altinjektif olmasidir.

2) i=12,..,n icin her bir M;, N-altinjektif ise bu durumda @-,M;,
N-altinjektiftir.

3) Bir N-altinjektif modiiliin her direkt bileseni bir N-altinjektif modiildiir.
Tersine, eger N sonlu iiretilmis bir modiil ve M;,i € I, I keyfi indeks
kiimesinde indekslenmis N-altinjektif modiillerin bir ailesi ise 0 zaman

@;1M; bir N-altinjektif modiildiir.
Tanim 4.2.5. M bir modiil olsun. Eger
Sn~1(M) = {A € Mod — R | A injektiftir. }
ise, M ye fakir (indigent) modiil denir.
Onerme 4.2.6. Eger bir M modiilii fakir ise, keyfi N modiilii icin M @ N fakirdir.
Ispat. A€ In~1(M @ N) olsun. Bu durumda Onerme 4.2.4. den A € Sn~1(M) dir.

M fakir oldugundan, A injektiftir. Dolayisiyla M @ N fakirdir. m

Bir R halkasinin, her sag tekil modiiliin basit alt modulii var ise, R ye sag

yari-basit artinian halkasi denir.
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Onerme 4.2.7. Keyfi bir R halkas1 i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir.

1) R yari-basit artinian halkadir.

2) Her (sifirdan farkl) R-modiilii fakirdir.

3) Injektif fakir modiil vardir.

4) {0} bir fakir modiildiir.

5) R fakir bir modiile sahiptir ve fakir modiillerin sifirdan farkli dogrudan

bilesenleri yoktur.

Lemma 4.2.8. S, Rad(S) = 0 olan bir modiil ve N de Rad(N) = N olan bir modiil
olsun. Bu durumda S, N-altinjektiftir.

Ispat. N maksimal alt modiile sahip olmadigindan ve Rad(S) = 0 oldugundan
Hom(N, S) = 0 dir. Dolayisiyla S, N-altinjektiftir. m

Sonug 4.2.9. Z tamsayilar halkasi bir yari-basit fakir modiile sahiptir.

M bir tekilsiz sag R-modiil olsun. Eger bir N sag R-modili

S — Biit-esinjektif modiil ise Teorem 4.1.5 yardimiyla M modiiliiniin, N-altinjektif
oldugu kolaylikla elde edilir. Oyleyse bir tekilsiz modiiliin olas1 en kiiciik altinjektif

bolgesi, S — Biit-esinjektif modiiller sinifidir.
Onerme 4.2.10. M tekilsiz sag R-modiil olsun. Bir sag N R-modiil icin M,

N-altinjektif modiildiir gerek ve yeter kosul Hom(E(N), M) = Hom(N, M) dir.
Ispat. M tekilsiz sag R-modiilii verilen bir sag N R-modiil icin N-altinjektif olsun.

0—-N—EN)—EM/ 0

kisa dizisini diigiinelim. M tekilsiz oldugundan,
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0 — Hom( M/, M) — Hom(E(N), M) — Hom(N, M) — 0

kisa tam dizisi elde edilir. BN/ tekil modil oldugundan Hom(E(M/\ M) = 0

bulunur. Boylece istenen Hom(E(N), M) = Hom(N,M) sonucu elde edilir.
Hom(E(N), M) = Hom(N, M) ise M, N-altinjektif oldugu Lemma 4.2.2. den elde

edilir. O

Onerme 4. 2.11. V' tiim tekilsiz sag R-modiilerin sinifi olsun. O zaman

ﬂ In1(N) = {M € Mod — R : M, S — Biit — esinjektif modiil}
NeN

dir.
Ispat. (2) N herhangi bir tekilsiz sag R-modiil olsun. Eger bir M sag R-modiilii

S — Biit-esinjektif modiil ise,
0->M-—->EM)— E(M)/M - M

kisa dizisi S-biitiinleyendir. Teorem 4.1.5 yardimiyla N modiilii bu kisa tam diziye
gore injektiftir. O zaman (Aydogdu, Lopez-Permouth, 2011, Lemma 2.2) Lemma
4.2.2 den, N bir M-altinjektiftir.

(S) M bir sag R-modiil ve M € Nyep In~1(N) olsun.

O—»M—>E(M)—>E(M)/M—>M—>O
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kisa tam dizisini diigiinelim. Teorem 4.1.5. yardimiyla bu kisa tam dizi S-biitiinleyen

oldugu elde edilir. (Mishina, Skornyakov, 1969, Proposition 1.8.) yardimiyla M,

S — Biit-esinjektif modiildiir. mi

Bir tekilsiz modiiliin altinjekif bolgesi S — Biit-esinjektif modiil sinifini
icerdiginden dolay:1 tekilsiz modiillerin injektifliginin makul bir capsal tersi,
altinjektif bolgesi yalnizca S — Biit-esinjektif modiillerden olusan tekilsiz modiiller

olarak diisiiniilebilir.

Tamim 4.2.12. Altinjektif bolgesi yalnizca S — Biit-esinjektif modiillerden olusan
tekilsiz modiiller, tekilsiz injektif fakir kisaca ti-fakir modiil olarak

adlandirilacaktir.

Teorem 4.2.13. Bir M sag tekilsiz R-modiil injektiftir gerek ve yeter kosul her
projektif sag R-modiil P i¢in M, P-altinjektiftir.

Ispat. (=) M sag tekilsiz modiil olsun. M injektif ise her projektif sag R-modiil P
icin M, P-altinjektiftir.

()M sag tekilsiz R-modiil olsun. Her projektif sag R-modiil P igin M,
P-altinjektif oldugunu kabul edelim. Her modiiliin bir projektif modiiliin epimorfik
goriintlisii oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla bir F projektif modiilii icin g : F > M
epimorfizmasi vardir. Kabuliimiiz geregi M, bir F-altinjektif modiildiir. O zaman
dogal 1: F — E(F) icermesi i¢in ht =g olacak sekilde bir h: E(F) —» M
homomorfizmas1 vardir. g epimorfizma oldugu i¢in h homomorfizmas1 da
epimorfizmadir. Simdi 0 — Ker(h) — E(F) i M — 0 kisa tam dizisini diigiinelim.
M tekilsiz oldugu igin bu kisa tam dizi kapali (closed) tam dizidir. Injektif

modiillerin, kapali alt modiilleri dogrudan toplam terimi oldugu i¢in bu kisa dizi

parcalanandir. Dolayisiyla M modiilii injektif E(F) modiiliiniin bir dogrudan toplam
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terimine izomorftur. Injektif modiiller dogrudan toplam terimlere Ve

izomorfizmalara gore kapali oldugundan M, injektiftir. O

R sag Z,(Rg)-yarimiikemmel halkadir gerek ve yeter kosul her tekilsiz
modiil injektiftir (Nicholson, Zhou, 2005, Theorem 49.), Teorem 4.2.13. yardimiyla

asagidaki sonug¢ dogrudan elde edilir.

Sonu¢ 4.2.14. R sag Z,(Rg) yarimiikemmel halkadir gerek ve yeter kosul her
projektif sag R-modiil S — Biit-esinjektif modiildiir.

Onerme 4.2.15. M tekilsiz injektif olmayan sag R-modiil olsun. M fakir ise R sag
SI -halkasidir.

Ispat. M tekilsiz oldugundan dolay1 her tekil sag R-modiil N icin Hom(N, M) = 0
dir. O zaman M, bir N-altinjektiftir. Kabuliimiiz geregi N injektif olmak zorundadir.

Dolayisiyla R sag SI-halkasi oldugu elde edilir. m

Her basit modiil ya tekil yada projektiftir, ayrica her basit modiil ya kiigiik
ya da injektif oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla tekil olmayan basit modiiller
tekilsizdir.

Onerme 4.2.16. M injektif olmayan projektif basit sag R-modiil olsun. Verilen bir
A sag R-modiilii i¢in M, A-altinjektiftir gerek ve yeter kosul Hom(A, M) = 0 dur.

ispat. (=) Verilen bir sag R-modiil M, A-altinjektif olsun. O zaman Onerme 4.2.10.
yardimiyla Hom(E(A), M) = Hom(A, M) olur. Eger Hom(A, M) # 0 ise sifirdan
farkli bir f : E(A) — M homomorfizmasi vardir. M basit oldugundan f
homomorfizmasi epimorfizma olmak zorundadir. Fakat M projektif modiil ve bu
yiizden f epimorfizmasi bir pargalanan epimorfizmadir, yani E(A) nin bir X alt

modiili i¢in E(A) = X @ M dir. Bu M modiiliiniin injektif olmasi ile gelisir
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dolayisiyla Hom(A, M) = 0 olmak zorundadir. Hom(A,M) = 0 ise M, A-altinjektif

oldugu agiktir. o

Onerme 4.2.17. M injektif olmayan projektif basit sag R-modiil olsun. Eger M
ti-fakir ise R nin M ye izomorf olanlar hari¢ injektif olmayan projektif basit sag
R-modiilii yoktur.

Ispat. (=) A injektif olmayan projektif basit sag R-modiil olsun. A 2 M oldugunu
kabul edelim. A 2 M ve A, M basit modiiller oldugundan dolayr Hom(A, M) = 0
oldugu elde edilir. Oyleyse M, A-altinjektiftir. M, ti-fakir oldugundan A,
S — Biit-esinjektif modiil olur. O zaman A + X = E(A) ve A n X Goldie Burulma
modiilii olacak sekilde E(A) nin bir X altmodiilii vardir. A basit modiil oldugundan
yaAnX=0yadaAn X=Aolur. An X =0 durumu, A modiilii E(A) nin biiyiik
alt modiilii oldugundan miimkiin degildir. A tekilsiz modiil oldugundan, ikinci
durum miimkiin degildir. O zaman A % M kabuliimiiz dogru degildir, yani R nin

izomorfizma harig tek bir injektif olmayan projektif basit sag R-modiilii vardir. O

Onerme 4.2.18. M injektif olmayan projektif basit sag R-modiil olsun. Jn~*(M)
sinifi, boliim modiilleri altinda kapalidir.
Ispat. () X € Sn™'(M) olsun. X in her Y alt modiilii igin, X/Y € n (M)
oldugunu gosterecegiz.

0-Y->X- X/Y -0

kisa tam dizisini diistinelim. Bu diziye, Hom(-, M) funktorunu uygularsak,

0 - Hom(¥/y,, M) > Hom(X, M) > Hom(Y, M)
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dizisini elde ederiz. Onerme 4.2.16 den, Hom(X,M) = 0 oldugu bulunur. Dolayisiyla,

Hom(X/Y, M) = 0 olmak zorundadir. Onerme 4.2.16 den X/Y € In~1(M) sonucu

elde edilir. O

Onerme 4.2.19. M injektif olmayan tekilsiz sag R-modiil olsun. Basit alt
modiillerinin toplam1 Soc ile ifade edilir. Eger M fakir ise, Soc(Ry) projektiftir.

Ispat. Soc(RR) projektif olmadigini kabul edelim. O zaman R halkasinin tekil basit
bir sag ideali vardir, bu ideali A ile gdsterelim. Hom(A, M) = 0 oldugundan M
modiilii, A-altinjektiftir. Fakat M fakir modiildiir ve bu yilizden A injektif olmalidir.
O zaman A ideali, R nin bir dogrudan toplam terimidir ve bu yiizden projektiftir. Bu

durum A modiiliiniin tekilsiz olmas1 olur. Bu yiizden Soc(Ry) projektiftir. O

Her basit sag R-modiiliin bir serbest modiiliin i¢cine gomiilebildigi halkalara

sag Kasch olarak adlandirilir.

Onerme 4.2.20. R bir sag Kasch halkas1 ve M injektif olmayan tekilsiz bir sag
R-modiil olsun. Eger M fakir ise R yari-basit artinian halkasidir.

Ispat. Her basit sag R-modiiliin projektif oldugunu gostermek yeterlidir. A tekil basit
sag R-modiil olsun. R bir sag Kasch halkasi oldugundan A modiilii R halkasinin igine
gbmiilebilir. Hom(A, M) = 0 oldugundan M modiilii, A-altinjektiftir. Fakat M fakir
modiildiir ve bu ylizden A injektif olmalidir. O zaman A ideali R nin bir dogrudan
toplam terimidir ve bu yiizden projektiftir. Bu durum A modiiliiniin tekil olmasi ile
gelisir. Dolayisiyla her basit sag R-modiil projektiftir ve bu yiizden R yari-basit

artinian halkadir. O
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