CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU

Mustafa Cagatay KORKMAZ

IKI YONLU GENELLESTIRILMIS DAGILIMLAR

ISTATISTIK ANABILiM DALI

ADANA, 2013

DOKTORA TEZI



CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU

IKI YONLU GENELLESTIRILMIS DAGILIMLAR

Mustafa Cagatay KORKMAZ
DOKTORA TEZI

ISTATISTIK ANABILiM DALI

Bu Tez 26/12/2013 Tarihinde Asagidaki Juri Uyeleri Tarafindan
Oybirligi/Oyc¢oklugu ile Kabul Edilmistir.

Dog. Dr. A. ihsan GENG Prof. Dr. Selahattin KACIRANLAR Prof. Dr. Hamza EROL
DANISMAN UYE UYE

Prof. Dr. Asir GENC Dog. Dr. Baris SURUCU

UYE UYE

Bu Tez Enstitiimiiz Istatistik Anabilim Dalinda hazirlanmistir.
Kod No:

Prof. Dr. Mustafa GOK
Enstitt Mudaru

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve baska kaynaktan yapilan bildiriglerin, cizelge ve fotograflarin
kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere
tabidir.



0z

DOKTORA TEZI

iKi YONLU GENELLESTIRILMIiS DAGILIMLAR

Mustafa Cagatay KORKMAZ

CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BiLiIMLERIi ENSTIiTUSU
ISTATISTiK ANABILIiM DALI

Damsman : Dog. Dr. Ali ihsan GENC
Yil: 2013, Sayfa: 116
Juri : Prof. Dr. Selahattin KACIRANLAR
: Prof. Dr. Hamza EROL
: Prof. Dr. Asir GENC
: Dog. Dr. Baris SURUCU

Bu tezde standart iki yonli kuvvet dagiliminin dénustimleri kullanilarak,
ustel, Weibull ve slash dagilimlarinin iki yonli genellestirilmis formlar:
tanimlanmistir. Bu genellestirme ile dagihimlarda iki yonlaluk fikri sinirli bir
araliktan sonsuz bir arahiga genisletilmistir. Elde edilen dagilimlarin, veri
modellemesi icin klasik dagilimlardan daha esnek bir yapiya sahip oldugu
gosterilmistir. Elde edilen yeni dagilimlarin ézellikleri incelenip parametrelerinin en
cok olabilirlik tahminleri elde edilmistir. Ayrica gercek veri kullanilarak veri
modellemede o6nerilen bu dagilimlarin klasik dagilimlar ile genellestirilmis diger
dagilimlar karsisindaki Gstunlukleri ortaya konulmustur.
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In this thesis, the two sided generalized versions of the ordinary exponential,
Weibull and slash distributions are defined by making appropriate transforms of the
standard two-sided power variate. With these generalizations, the idea of two
sidedness is extended to unbounded supports. The newly defined generalizations are
more flexible for modeling data than respective ordinary distributions. The properties
of these distributions are studied and the maximum likelihood estimators of
parameters are derived. In addition, the distributions are demonstrated on some real
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1. GIRIS

Dagilimlarda iki yonlilik kavrami; bir rasgele degiskene ait olasilik
yogunlugunun, bir kdse noktasi ile ikiye bolunen tanim araliginin her bir kisminda,
farkl: olasihik yogunluklar: icermesi ile agiklanabilir. iki yonli dagilimlarda ele
alinan rasgele degiskenin dagilimina ait 6zellikler, yogunluk fonksiyonunun farkl
esitliklerle ifade edilmesinden dolay:, her iki tamim kimesi icin farkl yapida
olabilmektedir. Bu durum ise, sinirli bir aralikta tanimlanmis olan iki yonll
dagihmlar icin, tanim araliklarinin genisletilip daha esnek formda elde
edilebilecegine ve farkli tipteki veriler Uzerine uygulanabilirligi fikrine vurgu
yapabilir.

Literatirde sinirlandirilmis iki yonlt dagilimlarin ilki, Schmidt (1934)
tarafindan tanimlanan Gcggensel dagilimdir. Schmidt, Gcgensel dagilim:i (0,1)
araligindaki iki diizgun dagilimin aritmetik ortalamasi olarak tanimlamistir ve ayrica
bu dagilima 6zel olarak “tine” dagilimi ismini vermistir. Ayyangar (1941), ticgensel
dagilimi genisleterek bu dagilimin simetrik ve simetrik olmayan durumlarini da ifade
etmistir. 20. yuzyilin sonuna kadarki stre igerisinde sinirlandiriimas iki yonli dagilim
modellerine ok az sayida ulasiimaktayd: (Van dorp ve Kotz, 2004). Ug parametreli
asimetrik ggensel dagilim, Johnson (1997) tarafindan, beta dagilimina alternatif bir
dagilim olarak gosterilmistir. Johnson ve Kotz (1999), asimetrik t¢gensel dagilimin
karma modelleri Gzerinde durup, genellestirilmis yawl dagilimi dnermislerdir. Van
dorp ve Kotz (2002a), U¢ parametreli tggensel dagilimin bir agilimini ele alip,
ucgensel, kuvvet ve dizgin dagilim ailelerini iceren, sinirli bir aralikta tanimli iki
yonlu kuvvet dagilim ailesini tanimlayip, bu dagilima iliskin dzellikleri ve parametre
tahminlerini elde etmislerdir. Van dorp ve Kotz (2002b), standart iki yonli kuvvet
dagilimini elde edip, ekonomik bir veri seti Uzerinde uygulama yapmislardir. Van
dorp ve Kotz (2003), (0,1) araliginda taniml: olan herhangi bir dagilim ile standart iki
yonlu kuvvet dagilimlarini (Van dorp ve Kotz, 2002b) kullanarak, iki yonli kuvvet
dagilimlarimin genel durumunu sinirli bir aralikta tanimlamaslardir. ki yonli
genellestirilmis kuvvet dagilimlarinin genel durumlar: ve dengesiz iki yonlu kuvvet

dagilimlart Van dorp ve Kotz (2004) tarafindan incelenmistir. Nadarajah (2005),
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standart iki yonlu kuvvet dagilimini dort parametreli bir formda genelleyip bu
dagilimin ozelliklerini ve en ¢ok olabilirlik tahminlerini elde etmistir. Orug ve
Bairamov (2005), Van dorp ve Kotz (2003)’un 6nerdigi dagilim sinifinin érneklerini;
negatif olmayan ve azalmayan, (0,1) aralhigi Uzerinde diferansiyellenebilir g(1)-
g(0)=1 sartin1 saglayan bir g fonksiyonu kullanarak, sinirli bir aralikta 6nermislerdir.
Yazarlar bu calismada, dagilim parametrelerinin en cok olabilirlik ve moment
tahminleri Gzerinde durup, moment ¢ikaran fonksiyonlar: ile kismi entropileri de elde
etmiglerdir. Vicari ve ark. (2008), Topp-Leone dagilimint kullarak, (0,1) sinirh
aralhiginda tamimli iki yonlid genellestirilmis  Topp-Leone dagilim  sinifim
sunmuslardir. Velasco ve ark. (2009), Van dorp ve Kotz (2004) tarafindan onerilen
genellestirilmis iki yonli kuvvet dagiliminin bir lineer dontsumuni kullanarak (0,1)
sinirl araliginda taniml iki yonlt genellestirilmis dagilim elde edip, bu déntsum
dagihminin dagilimsal 6zellikleri ve parametre tahmini Gzerinde durmuslardir.
Sultani ve Homei (2009), olasilik yogunluk fonksiyonu Gauss-hipergeometrik
fonksiyonlarla agiklanan simetrik, sinirli bir aralikta tanimli, genel bir iki yonli
kuvvet dagilimi sunmuslardir. Ayrica yazarlar, momentleri kullanarak, parametre
tahmininde bir yontem vermislerdir. Bu yapilan genellestirilmis dagilimlar, sinirli bir
araliga sahip olasilik yogunluk fonksiyonlar: olarak literattire girmistir.

Diger yandan, klasik tstel ve Kklasik iki parametreli Weibull dagilimlarinin
istatistikte ¢cok onemli bir yeri vardir ve Ozellikle yasam zamani ve guvenirlilik
calismalarinda bu dagilimlar oldukga populerdir (Johnson ve ark., 1995). Ancak bu
iki dagihmin bazi dezavantajlari vardir. Klasik Ustel dagilimin bozulma oram
fonksiyonu (tehlike fonksiyonu) sabit oldugundan dolay1, veri modellemedeki alani
stnirhidir  ve genellikle elektronik parcalarin  yasam zamanm calismalarinda
kullanilmaktadir. Klasik Weibull dagilim: ise igerdigi bicim parametresinden dolayi,
ustel dagilimdan daha esnek bir yapiya sahiptir. Ancak, bicim parametresi 1 den
biylik oldugunda, klasik Weibull dagilimimnin bozulma orani fonksiyonu 0 dan
sonsuza kadar artis gostermektedir ki bu durum bazi durumlarda istenmeyebilir. Bu
gibi nedenlerden dolay: dagilimlarin esnekliklerini artirip, daha genis Kkitlelere
uygulamak igin cesitli yontemlerle dagilimlara ait genellestirilmis durumlari birgok
istatistik¢i tarafindan tanimlanmistir (Mudholkar ve Srivastava, 1993, Adamidis ve
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Loukas, 1998, Gupta ve Kundu, 1999, Nadajarah ve Haigighi, 2011, Bidram ve ark.,
2013).

Bir baska problem olarak, kullanilan veri setinde sapan deger olmasi
durumudur. Sapan deger durumlarinda, veri modellemesi ic¢in kalin kuyruklu
dagihmlar tercih edilmektedir ve bu dagilimlarin en basinda t ve klasik slash
dagilimlar1 gelmektedir (Rogers ve Tukey, 1972, Morgenthaler, 1986, Lange ve ark.,
1989, Jamshidian, 2001, Arslan, 2008 ve Geng, 2013). istatistikte bircok sonug
¢cikarimi normal dagilima dayal: olarak yapildig: igin, sapan deger gibi durumlarda
normal dagilima gore sonug¢ ¢ikarmak verimli olmayabilir ve normal dagilimdan
daha kalin kuyruklu bir dagilim kullanmak gerekir (Arslan ve Geng, 2009).

Diger taraftan, veri modellemesi, zaman, maliyet ve bu gibi benzer
durumlardan kazang saglamak ve sonu¢ c¢ikariminda bulunmak igin istatistikte ¢cok
onemli bir yere sahiptir. Ornegin, pahal bir sistemin bozulma stireleri ile ilgili bilgi
toplanmak istendiginde, bu durum hem maliyeti hem de test zamanini artiracaktir. Bu
gibi durumlarda go6zleme dayali 6rneklem birimleri olusturulup, bir dagilim
Uzerinden sonu¢ cikarimina gidilebilir.  Ancak modellenmek istenen verinin
Ozellikleri nedeniyle her dagilim veriye uymayabilir. Veri modelleme calismalarinda
en 6nemli kisim, veri setini en uygun dagilim ile modellemektir.

Bu tez calismasindaki amag, sinirli bir aralikta tanimli iki yonli dagilim
simflarindaki ki yonliliok kavramini, sinirsiz  bir  araliga genisletip, veri
modellemesinde iki yonlu genellestirilmis dagilimlarin daha esnek bir formda elde
edilmesi ve iki yonlu dagilimlarin uygulanabilirliginin artirilmasidir. Bu tezde, Van
dorp ve Kotz (2002b) tarafindan Onerilen, standart iki yonlu kuvvet dagilimli bir
rasgele degiskenin dontsumleri kullanilarak, istatistik ve diger disiplinlerde oldukca
populer olan klasik Ustel, Weibull ve slash dagilimlarinin ve hatta bunlarin bazi
genellestirmelerinin daha genel ve daha esnek durumlarinin tanimlanmasi
planlanmigtir.  Sinirsiz  bir aralikta tammlanan bu dagihmlara, iki yonli
genellestirilmis dagzl:mlar denilecektir. Tezde, dnerilecek dagilimlarin 6zelliklerinin
ve veri yapisimin Ozelliklerine gore oOnerilen dagilimin  kullanilabilirliginin

arastirilmas: amaglanmistr.
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Tezin 6neminin belirtildigi bu boélumden sonra, ikinci bélimde standart iki
yonli kuvvet dagilimi (Van dorp ve Kotz, 2002b), dagihma ait 6zellikleri ile
verilecektir.

Tezin uglncu bolumde, klasik Ustel dagilimin olasilik integral dontsuminde
dizgiin dagilim yerine bu dagilimin genel bir durumu olan standart iki yonli kuvvet
dagilimi kullanilarak, Kklasik Gstel dagilim icin genel bir durum olan iki yonlu
genellestirilmis Gstel dagilim verilecektir. Elde edilen yeni dagilim icin, yogunluk
bigimi, 6zel ve limit durumlari, dagilim fonksiyonu 6zellikleri, rasgele say1 Gretimi,
bozulma oran: fonksiyonu ve bigimi, momentler, entropiler ve sira istatistikleri gibi
oOzellikler incelenecektir. Parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmini elde edilecektir.
Iki farkl tirdeki gercek veri kiimesi icin veri analizi yapihp, literatiirdeki diger
genellestirilmig Gstel dagilimlarla karsilastirma yapilacaktir. Dagilimin Gstlin ve zayif
yonleri ortaya konacaktir.

Tezin dorduncl bolimde, bir 6nceki bolime paralel olarak, klasik Weibull
dagilhiminin genel bir durumu olan iki yoénlu genellestirilmis Weibull dagilimi
tanimlanacaktir. Bir o©nceki bolimde incelenen benzer dagilim o6zellikleri
calisilacaktir. Parametrelerin en ok olabilirlik tahmini bir algoritmayla verilecek
olup, bu algoritmaya iliskin similasyon calismas: yapilacaktir. iki gercek veri
kiimesi icin veri analizi, literatirdeki diger genellestirilmis Weibull dagilimlariyla
karsilastirilarak yapilacaktir.

Tezin besinci boliminde, klasik slash dagiliminin tanimlamasindaki bir
dontsumle iki yonlu genellestirilmis slash dagilimi verilecektir. Dagilimin yogunluk
bigcimi ve 6zel durumlar: incelenecektir. Ayrica, bu dagilim ve bu dagilimin konum-
6lcek formundaki durumu icin momentler elde edilecektir. Dagilimdan rasgele say1
uretimi agiklanacaktir. Konum-6lgek formundaki dagilima iliskin parametrelerin en
cok olabilirlik tahminleri elde edilip, gercek veri kiimesi uygulamas: yapilacaktir. Bu
gercek veri kumesi Uzerinde dagilimin, klasik slash ve normal dagilim ile
kiyaslamasi yapilacaktir.

Sonu¢ boliminde c¢alismadan elde edilen bulgular degerlendirilerek

Onerilerde bulunulacaktur.
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2. STANDART iKi YONLU KUVVET DAGILIMI

Standart iki yonli kuvvet dagihimi Van dorp ve Kotz (2002b) tarafindan
tanmimlanmistir. Bu dagihm, yazarlar tarafindan Ozellikle ekonomide risk ve
belirsizlik problemlerinde, beta dagilimina alternatif, daha esnek ve daha sivri bir
dagilim olarak Onerilmistir. Bunun nedeni ekonomik verilerin yogunluklarinin sivri
ve degisken bir yapiya sahip olmasidir. Bu boélumde standart iki yonli kuvvet
dagiliminin temel 6zellikleri ve en ¢ok olabilirlik tahnminleri verilmistir. Bu dagilim
icin verilecek esitliklerin ispati verilmemistir. Detayli bilgi icin Van dorp ve Kotz
(2002b)’e bakilabilir.

Standart iki yonli kuvvet dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu (oyf)

La-1

1
Ta O<x£b
f(x;a,b):|L
o
L
I

"aé

MDANSB

= -I-1-O:

X
b,

(2.1.)
1-

b£fx<1

& I-I-O

esitligindeki gibi verilir. Burada, 0<b <1 ve a >0 dir. Iki yonli kuvvet dagilimi
TSP(a,b) ile ifade edilecektir. Buradaki, b parametresi yansitma (reflection

parameter) ve a parametresi ise bi¢cim (shape) parametresidir. TSP dagilimi beta
tipi bir dagilimdir. Bu dagilim sinirli bir aralikta tanimlanmistir. Dagilim
parametreleri beta dagiliminin parametrelerine benzer olup, dagilimin bigimini

belirlemektedir. 0<b <1 ve a >0 icin olasilik yogunlugu tek tepeli ve b ’da
modludur. 0<b <1 ve 0<a <1 olasilhik yogunluk fonksiyonun sekli U-bigimli
olup 0 ya da 1’de modludur. a =1 i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu [0,1] araliginda
duzgin dagihma, a =2 icin ise yogunluk fonksiyonu ti¢gensel dagilima sahiptir.
b =1 igin yogunluk kuvvet fonksiyonu bicimindedir. Sekil 1. de TSP(a,b)

dagihminin igerdigi dizgln, ucgensel ve kuvvet dagilimlarinin grafikleri 6zel

parametre degerlerine gore verilmistir. TSP dagiliminin beta dagilimina gore bir
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avantaji, kimdalatif dagilhim fonksiyonun (kdf) acik bir sekilde elde edilmesidir ve bu
dagilim fonksiyonu

o | <
(S E N
o
A
<
th
o

o
D>EH

F(x;a,b)= (2.2))

! ] ] ] e/

esitligi ile verilir.

| frp) 7

oA :

. S,
T d T T T d T ¥ T £ T
0 0,2 04 06 08

X
TSP{0.5,0.75) — — TSPZ,0.25) — - TSP(4,0.5)
— = TSKLE,0.75) — = T5P{4, 1)

v TSF{e=1)

Sekil 2.1. TSP(a : b) dagiliminin farkl parametre degerlerine gére bicimleri

2.1 Momentler

TSP(a,b) dagiliminin esitlik (1)’den tiiretilen k. momenti,

k_abk+1 <k>_ia kgi_ i+1
E(x )_a+k+§( 1) k-iga+i(1 b) (2.3)
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ile verilir. Buradan dagilimin beklenen degeri ve varyansi sirasiyla,

£(X) = 1 g2l , 1 1:(a—1)b+l
a+l a+l a+l a+l

(2.4)

v(x)== Eaz(fl z}(;)qﬁ)_zq) (25)

esitliklerindeki gibi elde edilir. a =1 icin esitlik (2.4.), 1/2 ye esittir ki bu da
Dizgiin [0,1] dagiliminin beklenen degeridir. a >1 durumunda, mod degeri olan
b ’ya daha ¢ok agirlik atanir ve a degeri artikga alt sinir ve ust sinirlardaki agirhik

daha da azalma gosterir. Ug deger durumunda, yani a ® ¥, hicbir agirhik sinirlara
ve ortalamaya etki etmez. Ayni zamanda, a <1 igin, yine sinirlara hicbir agirhik etki

etmezken, a ’nin artan degerlerin ise ortalama b ’ya kadar indirilir. Diger uc deger

durumunda, yani a ® 0, ortalama 1- b *ya kadar iner.

2.2 Dagihm Fonksiyonu Ozellikleri

TSP dagilimi, beta dagilimina benzer olarak stokastik artanlik ve azalanlik

oOzelliklerini saglamaktadir.

Tamm 2.1 Q bir parametre uzayi, {]TQ|q = (ql,qz)} bir parametre vektori ve

F(x,q) bir dagihm fonksiyonu olmak Uzere; q,>q, iken X icin
F(xa.) £ F(xq,) kesin esitsizligi varsa, {F(x,q)q TQ} ailesine q’da stokastik
artand:r denir.

Tamm 2.2 Q bir parametre uzayi, {]TQ|q = (ql,qz)} bir parametre vektori ve

F(x,q) bir dagihm fonksiyonu olmak Uzere; q,>q, iken X icin
F(xq,) 3 F(xq,) kesin esitsizligi varsa, {F(x,q)q TQ} ailesine q’da stokastik

azaland:r denir.
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Teorem 2.1.(Van dorp ve Kotz, 2002b)

I. a >1 icin, dagil:m fonksiyonu stokastik olarak artand:r, dyle ki,

b, <b,,xT(0,1)b F(x|b,,a)>F(x|b,,a) (2.6.)
dir.

ii. a <1 icin, dag:l:m fonksiyonu stokastik olarak azaland:r, dyle ki,

b, <b,,xT(0,1) P F(x|b,,a)<F(x|b,,a) (2.7
dir.

2.3. Kantil Ozellikleri

X, ile gosterilen p. kantil, F(xp |a,b)= p ile tanimlanir. Burada verilecek

olan kantil 6zellikleri b nin baslangi¢ tahmininde faydal1 olabilir. Ayrica verilecek

olan Ozellik 3 ve Ozellik 4, x, ile x,_, kantilleri arasindaki iliskiyi vermektedir.

TSP(a : b) dagiliminin kantil fonksiyonu,

1l/a

O |-o
[SEER=X

,0<p<b

O
[g:72 p}:E]

(2.8

o

lla

1-1-O

b<p<1

x
1
=) " "

1-(1-b)§3'—E
b

[T
=

esitligindeki gibidir. Simdi kantil 6zellikleri verilecektir.

Ozellik 1: Dagihm fonksiyonundan X, <P U p<b oldugu gériilir.
Ozellik 2: Benzer olarak, X, =b U p=>b dir ve a’nin degerinden bagimsizdir.

Boylece bitiin TSP dagilimlarinin olasilik yogunluklar1 b da ayrilmastir.
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Ozellik 3: p’nin p<min(b,1—b)degeri ile ilgilenilsin. Dagilim fonksiyonu ve

Ozellik 1 den
a-1
X5 (1_ Xl—p)a ~ % g b ga
= s 2.9.
ba—l (1_b)a—l l_Xl_p gl_bﬂ ( )

X
ifadesi elde edilir. Boylelikle P oram p<min(b,1—b)igin p degerine bagh
~ %,

degildir.

L&
a . X%, & b 0o
Ozellik 4: Ozellik 3 e benzer olarak p > max(b,1-b) igin —=-=¢——2  oram

1-X, gl—bg

da p degerinden bagimsizdir.
2.4. Limit Dagilimlar:

X rasgele degiskeni TSP(a,b) dagilimina sahip olsun. b =0 ve a ® ¥
olarak alindiginda esitlik (2.4) ve (2.5) den, X rasgele degiskeni sifir noktasinda 1

yogunluklu bir dejenere dagilima sahip olur. b =1 ve a ® ¥ olarak alindiginda X

rasgele degiskeni 1 noktasinda 1 yogunluklu bir dejenere dagilima sahip olur.

0<b <1l ve a ®¥ olarak alindiginda X rasgele degiskeni b noktasinda 1

yogunluklu bir dejenere dagilima sahip olur. 0<b <1 ve a ® 0 olarak alindiginda

(2.3) den buttn k degerleri igin Iigg E(X "): (1— b) elde edilir. Bunun sonucu olarak

a ® 0 iken k. moment 1 noktasinda (L - b) yogunlugunda bir Bernoulli dagihiminin
momentine yakinsar (Harris 1966, s. 103 e bakilabilir). Bu limit dagilimlari, beta
dagiliminin limit dagilhimlarina denktir (Van dorp ve Mazzuchi, 2000). Diger bir
deyisle TSP(a,b) dagihm sinifinin  esnekligi, beta dagilim ailesi ile
karsilastirilabilirdir.

Bir bagka ilging limit dagilimi A > 0 rasgele bir sabit ve a >1 olmak lzere
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Y=(a —1)A(Xk;b) (2.10.)
lineer donistimii kullanilarak taretilebilir. (2.1) ve (2.10)’dan,
i La-1
w20 c1+ 1 Y¢ -@a-1A<y <0
t(yla,b A)—I(a'l)Ae a-1hs (2.11)
1 My =1 a- . .
T ab 2 1 by o (L-b)a-1)A
5y gl— z 0<Y<
La-1)AE a-1(1-b)A; b
elde edilir. a ® ¥ iken,
LI AR Y£0
I A €Ay
f(y|b,A)=_.'_b . by (2.12.)
1 expg-———2 Y30
XA % 1-b Aj

olasilik yogunlugu elde edilir. Boylece f(y la,b, A), yogunlugu f(y| b, A) olan bir
“Simetrik Olmayan Laplace” dagilimina yakinsar (Johnson ve ark. 1994 bakilabilir).
Burada olasilik yogunlugu b ve (1— b) icinde A parametresi ne olursa olsun sifirda

bolinmustdr. Simetrik Olmayan Laplace dagilimi Kozubowski ve Podgorski (1999)

tarafindan incelenmistir.
2.5. Kismi Entropi

Mutlak sirekli bir olasilik yogunluguna sahip bir f(y;Q) olasilik yogunluk
fonksiyonun, g(y) olasilik yogunluguna bagli kismi entropisi (capraz bilgi ya da

ayristirma fonksiyonu)

10
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E(f :g ;q)=(‘)log:’f(y;qwf(y;q)dy (2.13.)

esitligi ile ifade edilmektedir (Soofi ve Retzer 2002). Ayrica kismi entropi, bir
rasgele degiskenin Kullback-Leibler uzaklhig: olarak isimlendirilmektedir (Kullback,
1959). Kismi entropi, dagilimlarin igerdigi bilgileri karsilagtirmanin bir ol¢tsudur.
Aynstirma terimi, E(f :9;Q)30 olmasim ve f(y;Q)=g(y) olmasini ifade
etmektedir.

Van dorp ve Kotz (2002b) TSP dagilimlarinin igerdigi bilgi ile Duzgun [0,1]

dagilimimin icerdigi bilgiyi teorik olarak karsilastirmiglardir. Beta dagiliminin

Dizgiin [0,1] dagilimina bagl kismi entropisi, Soofi ve Retzer (2002) tarafindan

calisiilmistir ve bu entropi

E(f:gla,b)=log(B(a,b))

-(a-1)y (a)-y (a+b))- (b-1)y (b) -y (a+b)) (2.14)

biciminde elde edilmistir. Burada,

f(x]a,b)= X1 -x)" (2.15.)

a>0, b>0, B(a,b)=G(a)c(b)/G(a+b), g Diizgiin [0,1] dagilima sahip olasilik
yogunluk fonksiyonu ve y (X) = G¢(X) psi fonksiyonudur.

TSP dagiliminin, Dizgin [0,1] dagilimina bagh kismi entropisi (2.1) ve
(2.13) kullanilarak

E(f:g|a,b):loga—a—_l (2.16.)
a

11
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gibi bulunmustur. Bu entropi, a =1 i¢in en kiguk degerini almaktadir yani O
olmaktadir. Bunun nedeni a =1 i¢in TSP dagiliminin Duzgin [0,1] dagilimina
dondsmesidir. Dikkat edilecek olursa (2.14) ve (2.16) yapr olarak benzerdir,
E(f:g|a,b) degeri, b degeri ne olursa olsun a degerleri igin sabittir. Boylece,
b "nin ¢esitli degerleri, a degeri sabit iken TSP dagiliminin icerdigi bilgiye higbir
bilgi eklememekte veya cikarmamaktadir. Sonu¢ olarak, [0,1] araligindaki btin
ucgensel dagilimlarin, Dizgin [0,1] dagilimina bagli kismi entropisi, -1/2 + Iog(2)

degerine esittir ve b mod degerinden etkilenmemektedir.

2.6. Parametrelerin En Cok Olabilirlik Tahminleri

TSP dagiliminin parametre tahminleri yapisindan dolay: sira istatistiklerinden

faydalanarak elde edilmektedir. Ozellikle de b yansitma parametresinin tahmini icin

sira istatistigi on plandadir. Bu nedenle bu parametre, TSP yogunlugunun
tanimlamasinda iki farkli analitik aciklama ile belirtildiginden ayirici olarak
dusunulebilir (Van dorp ve Kotz, 2004).

X =(X,,X,,L,X,), TSP(a,b) dagihmindan n birimlik bir érneklem ve

Xo £ Xy EL X, de bu ornekleme Kkarsilik gelen sira istatistikleri olsun. Bu

orneklem icin sira istatistigine dayal: olabilirlik fonksiyonu,

1 U

L(X;a, b):a”}: L _i=rd }, (2.17.)
| 1
T b

esitligi ile verilir. Burada Xy £b £ X(,,;, X =0 ve X, =1 dir.

12
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Teorem 2.2 (Van dorp ve Kotz, 2002b). X =(X,,X,,L_,X,) orneklemi

TSP(a,b) dag:limindan al:nmzs n birimlik bir 6érneklem olsun. (2.17)’i maksimize
eden en cok olabilirlik tahmin edicilerti,

(2.18)
logM (F) '

(2.19.)
i X(r) =l = X

bicimindedir.

13
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3. IKI YONLU GENELLESTIRILMIS USTEL DAGILIM

Ustel dagilim daha cok giivenirlilikte yasam zamani modellemelerinde
kullanilan basit ve 6nemli bir dagihmdir (Johnson ve ark. 1994, Ahsanullah ve
Hamedani, 2010). Diger disiplinlerde ve istatistikte, basitligi ve islenebilirligi Ustel

dagilimi populer yapmaktadir. Ustel dagilimin, E(q) goOsterimi altinda, oyf, kdf ve

bozulma orani fonksiyonlari siras ile

1

.I:E q)== -x/q 3.1.
(x;a) ~ (3.1)

Fe(x;q)=1-e™" (3.2)
) — fE(X;Q) _1

rlxia) 1-F(xq) a (33

esitlikleri ile verilir. Burada x>0 ve dagilimin 6lgek parametresi olan g >0 dir.
Ustel dagilim azalan bir oyf’ye sahip olup, tehlike fonksiyonu sabit olan tek stirekli
dagilimdir. Ayni zamanda, Y ~ Duzgiin [0,1] olmak lizere X =-qlogY rasgele
degiskeninin Ustel dagilima sahip oldugu iyi bilinmektedir. Bu ddntsum Ustel
dagilimdan rasgele say: Uretiminde de kullanilmaktadir. Genel olarak baktigimizda
bir logaritma dontdsumi altinda tammlanan logaritmik dagilimlar istatistikte gok
kullanighdirlar (Marshall ve Olkin, 2007).

Diger yandan, literatirde Ustel dagilimin kullanilabilirligini ve esnekligini
artirabilmek icin cesitli yontemlerle bir cok genellestirilmesi yapilmistir. Ornegin
Gupta ve Kundu (1999) tarafindan, GE(a,q) gosterimi ile, tstellestirilmis istel
dagilimi, siradan Ustel dagilima bir bicim parametresi eklenerek sunulmustur. Bu

dagilimin oyf’si

foe (x;2,0) = %e'”q - f”, xa,q>0 (3.4.)

15
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ile verilir. Agirlikli Gstel dagihm Gupta ve Kundu (2009) tarafindan WE(a,I)

gOsterimi ve

fWE(x;a,q):aTJrle"X(l—e‘a”), x,a,1>0 (3.5)

oyf’si ile verilmistir. BGE(a,b,a, I) gosterimi ile beta genellestirilmis tstel dagilimi

Barretto-Souza ve ark. (2010) tarafindan

foee(X;abal)= al nf =t _foe Pl xaba,l>0 (36.)
B(a,b)

oyf’si ile bulunmustur. Burada B(X;X) ile verilen ifade esitlik (2.15)’de verilen Beta
fonksiyonudur. Ustel dagilimin bir baska acihmi Nadarajah ve Haghighi (2001)

tarafindan verilmistir. Bu dagilimin oyf’si NHGE(a, I) goOsterimi ile
foee (@, 1) =ale™ 1+ 1x)* e xa 1>0 (3.7.)

biciminde elde edilmistir. Ayn1 zamanda Laplace dagilimi da cifte Gstel (double
exponential) ya da degistirilmis iki yonli Ustel dagilimi olarak da bilinir.

Tezin bu bélimunde, 2. bélumde verilen TSP dagilimli bir rasgele degiskenin
logaritmik bir dontsumt kullanilarak, bir iki yonlt genellestirilmis Gstel dagilim elde
edilmis ve yeni dagilimin temel dagilimsal 6zellikleri incelenmistir. Ayrica dagilim
parametreleri icin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri elde edilmis olup, bir similasyon
calismas: ve iki gergek veri analizi yapilmistir. Elde edilen yeni iki yonli dagilim,
siradan Ustel dagilimdan daha esnek bir yapida olup, parametrelerin durumlarina gére
daha farkl: bicimler alabilmektedir. Bu ise farkl: veri setlerini modellemek icin, elde
edilen dagilima bir avantaj saglamaktadir. Bunun yaninda bu dagilimin diger bir
avantaji ise dagilimlarda iki yonlultk fikrini sinirle bir araliktan sinirsiz bir arahga

genisletmis olmasidir (Korkmaz ve Geng, 2013).

16
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3.1. ki Yonli Genellestirilmis Ustel Dagihmin Tammlanmasi

Bu kisimda iki yonli genellestirilmis Ustel dagihim tanimlanmistir ve

dagilimin temel dagilimsal 6zellikleri ¢aligilmustir.
3.1.1. Dagilimin Tamimlanmasi

Esitlik (3.1)’de verilen dstel dagilimin  bir baska genellestirilmisini
tanimlamak igin, bir Gstel dagilim donlstimi olan X = -qlogY donusimindeki
diizgin dagihmi yerine bunun daha genel hali olan TSP(a,b) dagihmi, yani
Y ~TSP(a,b), disiinilmistir. Buna gére X rasgele degiskenin kdf’si dagilim
fonksiyonu teknigi kullanilarak

1-a -x/
F(x;a,b,q)z.l(l_b) (1_e q)a 0<x£-qlogb
Fl-b'2erah ~qlogh £ x<¥

(38)
seklinde elde edilmistir. TSP dagiliminin bir dontstimund kullandigimiz icin bu

dagilhima iki yonli genellestirilmis Gstel dagilim diyecegiz. Yeni dagilimin oyf’si

asagida tanimlanmustir.

Tamm 2.1. Bir X rasgele degiskeni, a bicim parametreli, b konum parametreli ve

q Olcek parametreli iki yonlu genellestirilmis Ustel dag:l:ma sahip ise bu dag:lim:n

oyf’si

-/

(-b)* - f e" 0<x£-qlogb

—

f(x;a,b,q)= (3.9.)

ol oo

bi®eald -qlogh £ x<¥

— ] —

esitligi ile verilir. Burada xT(0,%¥);a >0,q >0,b T(0,1) dir.

17



3. IKi YONLU GENELLESTIRILMIS USTEL DAGILIM
Mustafa Cagatay KORKMAZ

iki yonlii genellestirilmis istel dagihmi TSGE(a,b,q) gosterimi ile ifade
edecegiz. Oyf dogal olarak parcali fonksiyon seklinde ifade edilmistir. Oyf’nin ilk
parcasina (1— b) katki saglarken, diger pargasina b parametresi katki
saglamaktadir. Oyf'nin ilk parcast GE(a,q) dagihimin (1-b )" ifadesi ile, diger
parcas: ise E(q/a) dagiliminin b*® ifadesi ile carpilmustir. Ek olarak TSGE dagilim
GE(a,q) dagihminin -qlogb da iist sinirindan kesilmis dagilim: ile E(g/a)
dagihmmnin -qglogb da alt sinirindan kesilmis dagiliminin bir karmasidir. Yani,

E(a.b), @ Ve b noktasinda kesilmis Ustel dagilim: ifade etmek tizere

TSGE(a’ b ’q) = (1_ b)GE(O,—q Iogb)(aiq)-l_ b E(—q logh ,¥) g%g (310)

karma formu verilebilir.

3.1.2. Yogunluk Bigimi

x3 -qlogb oldugu zaman fi(x)=-(a/q)’b*2e™*? <0 olmaktadir. Bu

yuzden oyf bu tanim kimesinde azalandir. x £ -qlogb ve a <1 oldugu zaman

f@(x):a/(q 2(1- b)""'l)e‘x’q fi-e F*ae™ -1)<0 olmakta ve oyf bu durum
icin azalan bir fonksiyondur. Dolayisiyla a <1 ve bitin x >0 icin oyf her iki tanim
kiimesinde de azalandur.

f¢ fonksiyonunun x=-qlogb noktasindaki sagdan ve soldan limit

degerleri sirasiyla

L2
im  fo(x)=5-29 11,
X®!Ar|£1gb+ f4(x) g 4 b (3.11)
lim f@(x):w (3.12)
Xx®-q logh~ qz(]_—b)
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bicimindedir. Bu limitler ancak a =1 oldugu zaman, yani Ustel dagilim durumunda,
birbirine esittir. Aksi halde bu limitler farkhdir ve x=-qlogb noktasinda
fi(-qlogb) taniml degildir. Bu yiizden oyf x=-qlogh da bir kise noktaya
sahiptir. Dahas1 x £ -q logb tanim araliginda ab <1 ve a >1 sartiyla, f fonksiyonu
x =qloga noktasinda maximum olur. Aksi durumda ab 31 icin f¢>0 olur ve f
bu tanim araliginda artan bir fonksiyon olur. Bu durumda ise f, x=-qlogh
noktasinda maximum olur. Sonug olarak, a >1 icin f tanim kiimesi boyunca tek

tepeli olur.

Olasilik yogunluk fonksiyonunun tanim kimesinin sinmir noktalarindaki

durumu
i0, a>1
lim £ (x) = hig, a=1 (3.13)
¥, a<1
lim f(x)=0 (3.14.)

esitliklerinde gibi elde edilir. Olgek parametresi olan q dagilimin kuyrugunu kontrol
eder. g’mn bayik degerleri icin dagilim kahn kuyruklu olmaktadir. Olasilik
yogunluk fonksiyonunun parametrelerin cesitli degerlerine gore sekilleri Sekil 3.1. de
verilmistir.

Lemma 3.1. TSGE dag:l:m:nin oyf'si (0,-qlogb) tarum aral:ginda a <1 igin log-
konveks ve a >1 i¢in log-konkav bir yap:dad:r.

Ispat. Oyf’nin logaritmasinin ikinci tiirevi

2 1-a) e <0, a>1

1
T oty _ 5.
0 og f(x;a,b,q) 9’ (1_e_x,q)z %>0, a<1 (3.15))

oldugundan istenilen sonug saglanr.
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Sekil 3.1. Farkli parametre degerlerine gore TSGE dagiliminin bicimleri;
@b=q=05;(ba=2,b=05;(c)a=15,9=05;

d)b=01,q=1.

3.1.3. Dagihmin Ozel ve Limit Durumlan

TSGE dagilimi, a =1 durumunda siradan ustel dagilimi icerir. b ® 0 iken
Gupta ve Kundu (1999) tarafindan onerilen GE(a,q) dagihimi elde edilir. b ®1
E(@/a) dagihm: elde edili. a ® ¥ esitlik (3.8) den X, x=-qlogb da 1
yogunluklu dejenere dagilima yakinsar. a ® 0 ve b ® 0 iken dagilim, x=0 da 1
yogunluklu dejenere dagilima yakinsar. Dagilim g ® 0 iken sabit a ve b iginde,

x=0 da 1 yogunluklu dejenere dagilima yakinsama gosterir.
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3.1.4. Dagihm Fonksiyonu Ozellikleri

Stokastik siralama, yasam zamani ¢alismalarinda ve bir ¢cok alanda rasgele
degiskenleri siralamak igin kullanilan bir ydntemdir. Johnson ve ark. (1995)
dagilimlarin siralanmasi konusunda guzel bir 6zet vermislerdir. Ayrica Shaked ve
Shantikumar (2007) stokastik siralama icin kullanigl yontemler gostermistir.

Ustel dagilim olcek parametresine gore stokastik artanlik 6zelligi
gostermektedir. GE dagilim ailesinin stokastik siralamaninda icerisinde bulundugu
siralama ozelliklerine Gupta ve Kundu (1999) tarafindan deginilmistir. TSP dagilima,
bicim parametresinin durumuna gére konum parametresi icin stokastik artanlik ve
stokastik azalanlik ¢zelliklerinin her ikisine de sahiptir (Van dorp ve Kotz, 2002b).
Bu durum Bolim 2 de verilmisti. TSGE dagilimi ise 6lcek parametresi q ’ya gore
stokastik artanlik 0Ozelligi gostermektedir. Diger yandan, q =1 olan TSGE
dagihmlarinin siralama 6zelligi genelligini kaybetmeksizin asagidaki teoremde

verilmistir.

Teorem 3.1.
(@) TSGE dagilimznin dagil:im fonksiyonu b, <b, ve a>1 igin stokastik
azalandr,
(b) TSGE dag:l:mzn:n dagilim fonksiyonu b, <b, ve 0<a <1 igin stokastik

azalandr.
Ispat. X ~TSGE ile Y ~ TSP dagilimlarinin dagilim fonksiyonlar: arasindaki iliski

F(x;b,a)=1-F, (e™;b.a) (3.16)

esitligi ile verilir. Bu iliski ve Van dorp ve Kotz (2002b) tarafindan verilen TSP

dagilimininin stokastik siralama 6zellikleri kullanilarak teoremin sonucuna ulasilir.
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3.2. Rastgele Sayr Uretimi

TSGE dagilimindan rastgele sayr donustim yontemi ile Gretilebilir.
Bu metodda, ilk 6nce R paket programinda rmutil paketi icerisindeki twosidedpower
fonksiyonu kullanilarak TSP dagilimindan bir y rasgele sayisi dretilir. Daha sonra
x = -q logy koyularak rasgele say: uretilmis olur.

TSGE dagiliminin g. kantili

\'l—qlog{ (q(l— )a'l)lla}, 0<q£1-b
F*(0:a,b.q)= | (317)
,'r @/a)log{be*@-q)} . 1-bEq<1

esitligindeki quantil fonksiyonu ile verilir. Dagihimin g. kantili, dagilimin konum
parametresine baglidir. Ozel olarak dagilimin medyan:

—qlog{ ((1—b)a'1)”a/2}, 0<gq£l-b

3
I

(3.18)

it —ki =

-(g/a) Iog{b“lz} ,1-b £qg<1

ile verilir.

TSGE dagiliminindan rasgele say:1 Uretmenin bir baska yolu da ters donlsim
metodunu kullanmaktir. U, (O,l) araliginda tanimli diizguin dagilima sahip bir rasgele

degisken olmak Uzere,

i—qlog{ ( (- )a'l)lla}, 0<UE£1-b
X =1 (3.19)
1'~ (@/a) Iog{l Ub‘“} ,1-b £U <1
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rasgele degiskeni, olasilik integral doniistimii ile TSGE(a,b,q) dagilimina sahiptir.
Bu iliski dagilimdan say: Uretmek icinde kullanilabilir. Bunun yaninda, TSGE
dagilhim: igin (3.10) esitliginde verilen karma dagilim esitligi kullanilarak da sayi
uretilebilir. b karma parametreli kesilmis Ustel dagihm ve 1-b karma parametreli
kesilmis genellestirilmis tstel dagilim esitlik (3.10) gibi dlzenlenirse, iki yonli

genellestirilmis tstel dagilimdan sayi Gretilmis olur.
3.3. Bozulma Oram Fonksiyonu

Bozulma orani fonksiyonu, elde edilen verinin cesitliliginden dolay: 6zellikle
yasam zamani ¢alismalarinda 6énemli bir yere sahiptir (Barlow ve Proschan, 1975,
Cox ve Oakes, 1984 ve Lee ve Wang, 2003). TSGE dagilimi, hem iki yonli hem de
karma bir dagihm oldugu icin alternatif bir yasam zaman dagilimidir. Ornegin, iki
farkl bilesenden olusan ve Uretim kosullarindan dolay: farkli olan yasam uzunluklar
bir araya getirilmek istenebilir. Bu nedenle boyle bir durumu modellemek bir karma
dagilim kullanmay1 gerektirir.

Bu dagilimin bozulma oran: fonksiyonu,

i 1-a -t/q 1 -t/

_:_(a/q)(l—b) (l—e q) ae i ,0<t<-glogb
=1 1-@-b)*f-e) (3.20.)
La/q , —glogb <t<¥

esitligindeki gibi elde edilir. Bozulma orani fonksiyonunun bigimleri her iki tanim
kiimesinde de farkhdir. Ancak a =1 durumunda tiim uzay Uzerinde sabit bozulma
orant vardir. Ote yandan uzayin (-q Iogb,¥) araliginda da sabit bir bozulma

oraninin oldugu gorulmektedir. Tanim kiimesinin diger kismindaki bozulma oran

fonksiyonu bi¢imi icin asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.2. TSGE dagilim:nuin pozitif uzay:mnin (0;-qlogh ) tanim aralig:
Uzerinde, dag:l:m, eger a >1 ise artan bozulma oranina, eger a <1 ise azalan
bozulma oran: fonksiyonuna sahiptir.

Ispat. Lemma (3.1) de verilen log-konvekslik 6zelliginden ispat gortilebilir (Barlow
ve Proschan, 1975).

Ayrica r(t) nin limit durumlar asagida verilmistir.

!g@rg r(t) =alq (3.21)
lime(t)= 1 @71 (3.22)

1®0 ¥ a<1

Boylelikle a <1 oldugu zaman, bozulma orani fonksiyonu ilk 6nce ¥dan a/q ya
azalir daha sonra ise sabit olarak devam eder. a >1 oldugu zaman, bozulma oranm
fonksiyonu ilk 6nce 0 dan a/q ya artar daha sonra ise sabit olarak devam eder
(Sekil 3.2). Bozulma orani fonksiyonunun degisim noktas: ise -q logb dir. Sonug
olarak TSGE dagilimimin bozulma oranit fonksiyonu hem azalamayan hem de

artmayandir.
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Sekil 3.2. TSGE(a,0.5,1) dagilim: igin bozulma oran: grafikleri, (a) a = 0.5 ve

(bya=2.

3.4. Momentler

Bu kisimda TSGE dagiliminin momentleri kapali formda elde edilmistir.
X ~TSGE(a,b) ve q X ~TSGE(a,b,q) oldugu icin genelligini kaybetmeksizin
Olcek parametresi g = lalinarak islem adimlar1 sadelestirilmistir.

Dagilimin moment c¢ikaran fonksiyonu E(Y “) beklenen degeridir ve bu

beklenen deger Gradshteyn ve Ryzhik (2000) tarafindan esitlik (3.194.1) de verilen

formul ile,

g a 0

M(t):(';—;bl‘t +(1-b),F(ta;a+1;1-b) , t<a (3.23)
ea-tg

esitligindeki gibi elde edilmistir. Burada ,F,(,xxx) ile gésterilen fonksiyon Gauss

hipergeometrik fonksiyondur ve
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,F(a,b;c;x) = gm (3.24.)

S (o)

esitligi ile verilir. Burada (z), ifadesi, (z), = z(z+1)L_(z+i-1) ile verilen artan

faktoriyeli ifade eder.

Teorem 3.3. TSGE dag:l:m:n:n k. momenti

% yea-1og(k+1,-(j+1)logb)
v.og(x )= &(q)if3 00
k ( ) (1_b)a—l Ja:O-( ) J ﬂ (j+1)k+l

+a*b*G(k +1,-alogh )

ile verilir. Burada

¥
Gla,x)=gw* e ™dw (3.25.)
g(a,x)=gwe™dw (3.26.)

0

ifadeleri tamamlanmamzs gamma fonksiyonlar:n: ifade eder.

Ispat. Moment tammlamas: kullamlarak

-logb ¥
v, © E(Xk):m 9 X 1-e> e ax + = _Ig:ke‘xadx (3.27)

esitligi elde edilir. 0< x<¥ i¢in 0<e™ <1 oldugundan dolay1
a1l & za -1 _.
IR UK i (3.28)
j J
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Binom acilimi ile verilen esitlik elde edilir. Boylece (3.27) deki ilk integral,
Gradshteyn ve Ryzhik (2000) tarafindan esitlik (3.381.1) de verilen formil ile,

0

ifadesine esit olur. Boylece (3.27) deki ikinci integral ise Gradshteyn ve Ryzhik
(2000) tarafindan esitlik (3.381.3) de verilen formdil ile,

a™b*?G(k +1,-alogb ) (3.30.)

ifadesine esittir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Kural 3.1.  TSGE dag:l:m:n:n ilk dort momenti s:raswyla,

b j+1 |Ogb + ( b J+1)

a S ga - lo 1 é
E(X)=—2 & (-1)f".
RS St NI Ty
+bfa*-logb) (3.31)

3 2a -16éb ™" log’b g 2
E(x2)=___2 _1J&a % g
) o &0V T

+b(2a™fa™ -logh)+log®b) (3.32)

¥ 166 6 . b™*logbg 6
E(x3)= & ()" 1-pia)+ 2199
( ) (1-b)a‘195( )g J QS(J )( ) J+1 §(J’+1)2
€6zl

3loghb )
- — +log” b u+b ——Iogb + ——Iogb Iog b
J+1 i ea’ a’é :

(3.33.)
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¥ za -166 24 . b logb& 24
EX4 — a [} _1J%a iA 1_b]+l + g
( ) (1_b)a-1 90-( ) g i dg(j+1)5( ) j+1 (j+l)3

2 OL‘J 7 M

_12logh , 410g°D 15058 nE24EL 1ogh O+ log? b
(J+1) j+1 g éa ea g

,ngIong _4logb +Iogzb93 (3.34)
g a a au

esitliklerindeki gibi elde edilir.
Yukarida elde edilen ilk 4 moment, d, :(m3 - 3m,m, + 2mf) /(m2 - mf)3/2

carpikhk ve d, = (m4 - 4m,m, + 6m,m? - 3m1“)/(m2 - mf)2 basikhk formiillerinde

yerine koyularak elde edilebilir. Ayrica, varyasyon katsayisi CV = (m2 - mf )1/2 / m,

ifadesi de hesaplanabilir. Tablo 3.1 de, beklenen deger, varyans, medyan, varyasyon
katsayisi, carpiklik ve basiklik degerleri segilen bazi parametre degerleri igin
hesaplanmistir. a =1 Ustel dagilim durumunda, ortalama, varyans ve varyasyon
katsayisinin degerleri 1degerine medyan degeri 0.6931 degerine carpikhik Olgisi 2
degerine ve basiklik katsayisi ise 9 degerine esit olmaktadir. b =0.5 i¢in TSGE

dagihiminin medyani, a degeri ne olursa olsun Ustel dagilimin medyanina esittir.

Sabit a degerleri icin b arttikca, dagilimin varyansi ve medyan artarken varyasyon
katsayisi, carpiklik ve basikligin azaldigi gorilmektedir. Sabit b degerleri icin a
arttikca, varyans, varyasyon katsayisi ve garpiklik azalir, medyan ise b <0.5 igin
artar ve b >0.5 icin azalr. b arttikca dagilimin beklenen degeri, sabit a <1 igin
artarken sabit a >1 icin azalmaktadir. Sekil 3.3 de sabit b =0.5 icin bigim

parametresi a nin degerlerine gore carpiklik ve basiklik grafikleri verilmistir.

Sayisal hesaplamalardan a min biyik ve b nin kicuk degerlerinde, 6rnegin
b=0.1 ve a=5, dagilim igin sola (negatif) carpikhik gdzlemlenmektedir. Bu

durumda basiklik katsayisi ilk 6nce azalir daha sonra yavasca artar (Sekil 3.4 e
bakilabilir).
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Sekil 3.3. TSGE dagilim: b =0.5 igin carpiklik ve basikhik grafigi
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Sekil 3.4. TSGE dagilim: b =0.1 igin ¢arpikhik ve basiklik grafigi
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Tablo 3.1. TSGE dagiliminin beklenen deger, varyans, medyan, varyasyon katsayisi,
carpiklik ve basiklik degerleri

b a E(X) Var m CcV d, d,
0.5 0.8523 19809 0.3254 1.6513 3.4772 20.2565
1.5 1.1356 0.7313 0.9371 0.7530 1.2929 5.4066
2 1.2442 05954 1.1112 0.6202 0.8878 3.9419
5 1.6025 0.2979 1.6103 0.3406 -0.0142 2.4391
0.5 1.0270 2.6015 0.3747 15705 2.9628 15.2410
0.2 1.5 1.0480 0.6122 0.8790 0.7466 1.4059 6.1941
2 1.0976 0.4405 1.0009 0.6047 1.0117 4.7872
0.5 1.1794 3.0290 0.4418 14757 2.6476 12.7838
0.3 1.5 0.9783 0.5477 0.8195 0.7564 1.5473 6.9523
2 0.9840 0.3625 0.8955 0.6119 1.2170 5.7608
0.5 1.3180 3.3413 0.5390 1.3869 2.4341 11.3449
0.4 1.5 0.9191 0.5080 0.7570 0.7755 1.6784 7.5886
2 0.8891 0.3171 0.7935 0.6334 1.4307 6.6813
0.5 1.4467 35727 0.6931 1.3065 2.2821 10.4284
0.5 1.5 0.8669 0.4825 0.6931 0.8012 1.7875 8.0889
2 0.8069 0.2891 0.6931 0.6664 1.6203 7.4665
0.5 1.5678 3.7424 0.8755 1.2339 2.1721 9.8239
0.6 1.5 0.8200 0.4658 0.6324 0.8323 1.8719 8.4611
2 0.7338 0.2715 0.6020 0.7101 1.7715 8.0815
0.5 1.6828 3.8627 1.0296 1.1679 2.0936 9.4262
0.7 1.5 0.7772 0.4551 0.5810 0.8680 1.9326 8.7209
2 0.6678 0.2605 0.5249 0.7644 1.8809 8.5227
0.5 1.7927 39419 1.1632 11075 2.0407 9.1769
0.8 1.5 0.7378 0.4487 0.5365 0.9080 1.9721 8.8860
2 0.6074 0.2541 0.4581 0.8299 1.9515 8.8058
0.5 1.8983 3.9861 1.2809 1.0518 2.0100 9.0418
0.9 1.5 0.7011 0.4454 0.4972 0.9520 1.9935 8.9739
2 0.5518 0.2509 0.3993 0.9079 1.9890 8.9559

0.1
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3.5. Sira istatistikleri

Sira istatistikleri, istatistik ve ilgili diger alanlarda c¢ok ©énemli bir yere

sahiptir (bknz. Arnold ve ark., 1992). X,, X,,LL X, TSGE dagihmindan alinmis

birbirinden bagimsiz ve ayn: dagihmli n birimlik érneklem ve X, , X, ,L.X ., bu

ornekleme Kkarsihk gelen sira istatistikleri olsun. X, ile ifade edilen r. sira

istatistiginin dagilmi 1£1 £ n igin,

Zimé(ﬂ)ig i %(1_b)‘(l'a)(l-e'”q)a(i”)_le'”q,0<X£-q logb

M 'St (_ 1)iar-_lg '(1-a)e-xa(n-r+i+1)/q

,—Qqlogbh £ x<¥

-
O
—

=
I
[EEN
~—|

—

>

|

-
~—|
I
o
DD

(o

(3.35))

esitligindeki gibi bulunur. Ozel olarak, en biyiik ve en kiigiik sira istatistiginin oyfsi

sirasiyla,

i _ h\nt-a)

:':na(lc:))(l- g™/ )na_le'”q ,0<x£-qlogh

I

3.36.

fa(0=1 (3.36)

I (t-a) na . -1 .

i nab o -1 i&n 9 b |(1-a)e—xa(|+1)/q _

. - ,—qlogh £ x<¥

t 49 g( ) g I g

Tnafl-b)t) g en-ig fioen O

:fﬁ(‘l) § i E m 0<x£-qlogb

[ ’ (3.37.)
fl:n (X): |'

1 n(t-a)

:l:Le‘a”X/q ,—Q|Ogb£X<¥

1 q

ile verilir. r. sira istatistiginin k. momenti, k=1,2,3,..., olmak (zere asagidaki esitlik
gibi bulunmustur.
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I k 3R (@-a)@+n-r) r-1 a1 -1¢ bi(l—a)
E(xk )= Nd- b 3 (-)E
(x2) (r-in-riiy  a ,"f}( )g i g (+n-r+i)”
“6fcrL-alen-rei)iog)safi-b) I E & (o) f" g )
i=0 j=0 '/ J g
. (-p)ee) _ i
~——qglk+1-(j+1)logb)y.
e g (k +1,-(j +1)log )?3/
Buradaki gamma fonksiyonlar: (3.25) ve(3.26) da tanimlanmustir.
3.6. Entropiler
3.6.1. Rényi Entropisi
f yogunluklu bir dagihim igin Rényi entropisi
. i "
|R(w)=1—|og}_0f (x)dx;"z (3.38.)
-W T

ile tammlanir Burada w >0 ve w11 dir. Rényi entropisi, belirsizlik icinde
degisimin bir 6l¢lisu olup bilgi teorisinde kullaniimaktadir. Nadarajah ve Zografos
(2003), TSP dagilimin1 da iceren tek degiskenli bazi dagilimlar icin entropi
cokluklarini elde etmislerdir.

Gradshteyn ve Ryzhik (2000) tarafindan esitlik (3.194.1) de verilen integral

formili ile TSGE dagiliminin Rényi entropisi

(W)= ﬁ{w log(ab ) - log(wa ) +wloga + log(1- b )+ 2(1-w)logq

+log,F,(1-w,w(a -1)+1;w(@ -1)+2;1-b)
- logw(a -1)+1)} (3.39.)
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gibi elde edilir. Burada 2F1(><,X;X;><) ifadesi (3.24) te verilen Gauss hipergeometrik

fonksiyondur.
3.6.2. Kismi Entropi

Bir dagilimin, icerdigi baska bir dagilima olan kismi entropisi, B6lim 2 de
esitlik (2.13) de verilmistir. TSGE dagilimi, Ustel dagilimr icerdigi igin TSGE dagilim
ailesinin icerdigi bilgi ile Ustel dagilimin igerdigi bilgiyi karsilastirabiliriz. Esitlik
(2.13) kullanilarak kismi entropi,

E(f :g|a,b):loga—"i—_1 (3.40.)
a

olarak elde edilir. Kismi entropi b parametresine bagli olmayip sadece a
parametresinin bir fonksiyonudur. Bu nedenle b parametresi, tstel dagilima gore

TSGE dagiliminin icerdigi bilgiye etki etmemektedir. a =1 oldugu zaman entropi,
beklendigi gibi en kiiglk degeri olan 0’a esit olacaktir. a parametresi 0’a yaklastikca

entropi sonsuza yaklasacaktir (Sekil 3.5).
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4
|

Kismi Entropi
3
|

Sekil 3.5. TSGE dagiliminin ustel dagilima olan kismi entropi grafigi

3.7. Parametre Tahmini
3.7.1. En Cok Olabilirlik Tahmin Edicileri ve Bir Algoritma

X, %, Lx,, TSGE(a,b,q) dagihmindan alinmis birbirinden bagimsiz ve
aynt dagihmli n birimlik orneklem ve X, ), L-X(,) bu 6rnekleme karsilik gelen

sira istatistikleri olsun. Tanim kimesinin ilk kisminin r. sira istatistigine, tanim
kiimesinin ikinci kisminin kalan n-r. sira istatistigine dayali olarak olusturulan

olabilirlik fonksiyonu,

€, & RN mua_l
§O|=§ B ! :O r+1e K l:j
280 1zt 0 u
La,b,q —z e, ) (3.41)
aba)=e ] : (t-b)b’ 0
é U
g i
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olarak elde edilmistir. Burada, r =1,2,K,n icin x,) £ -gqlogh <X, ve Xg ©0,
(n+1) O X dir.

Sivri uclu dagilimlarin aksine, diizglnlik sartlarina sahip olasilik yogunluklu
dagihmlar icin, en c¢ok olabilirlik tahminleri log-olabilirlik fonksiyonunda
parametrelere bagli kismi tirevlerin sifira esitlenmesiyle elde edilir. Dizgunlik
sartlart icin Roussas (1997)’e bakilabilir. TSGE dagilimi, -qlogb noktasinda bir

sivrilige yani bir kose noktasina sahiptir. ~ Diger yandan, -qlogb, bazi X

degerlerine esit oldugu zaman TSGE dagiliminin log-olabilirlik fonksiyonu,

-qlogb noktasinda tlrevlenemez. Ancak -qlogb , her hangi iki x arasinda

oldugu zaman, log-olabilirlik fonksiyonu bu noktada tlrevlenebilir.
Once q parametresi bilindiginde a ve b parametrelerinin en ¢ok olabilirlik

tahminleri ile ilgilenelim. Genelligini kaybetmeksizin g =1 olsun. Bu durumda,

OLb-e )0, e
|1 |r+l

U
I{a,b I + 1 I e ( 3.42.
(a ) nloga - nX (a og 1 b) o H ( )

e

log-olabilirlik fonksiyonu elde edilir. Bélim 2 de Van dorp ve Kotz (2002b)
tarafindan verilen esitlik (2.18) kullanilarak, a ve b parametreleri igin

~ n
logM (F) (3.43)
b=e0,

o p————

tahminlerini elde ederiz. Burada = arg max 4(,,, , M (r) ve

<l
olg M e’ — (3.44)

gu r+1 e
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bigimindedir.

Simdi a parametresini biliniyor kabul edelim. a >1 durumunda q
U
i

araliginda turevlenebilir ve bu araligin u¢ noktalarinin birinde maximum olur. q

parametresine bagli log-olabilirlik fonksiyonu q icin E— x(r)/logb = x(r+1)/logb

parametresine bagli log-olabilirlik fonksiyonunun tirevini alip sifira esitledigimizde

q icin,

~ 11 5 § xge 0
q= 1 %”7 +la-1)ax - -1)80)—”3 (3.45.)
Ny i=f41 = 1-g” 0 b

biciminde verilen sabit nokta ¢ozimli olabilirlik tahmin esitligi elde edilir. a =1
icin tahminin 6rneklem ortalamas: olan X degerine esit oldugu gorilmektedir.
Tahminleri elde edebilmek i¢in bazi iteratif yontemlere ihtiya¢ duyulmaktadir.

Butln parametreler bilinmedigi zaman ise, tahminleri hesaplayan bir iteratif
algoritma asagidaki gibi verilebilir.
Adim 1: k=0 alinir ve qA(O) baslangi¢ tahmini log-olabilirlikte yerine koyulur.
Adim 2:

6(k+l) _ e—X(,)/q ' (346)
~(k+1) — n
a " =- = (3.47.)
logM |¢,q®
tahminleri elde edilir. Burada r = arg MaX 1.2, 0) M (r,q (")) ve
~() 1<l @1 - e‘x(i)/‘i(k) 9 o e'x(i)/d(k)
M (r,q ): Of —— . PG (3.48.)

5i:r+1 e
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bigimindedir.
Adim 3: Esitlik (3.45) ile qAW) bulunur ve g guncellestirilir.

Adim 4: |I(é(k+1),g“(k+l),6(k+l),d(k+l))— I(é(“l),g“(k),6(k+1),d(k))| degeri verilen tolerans

degerinden, ornegin 10 gibi, kiiciikse algoritma durdurulur, degilse k =k +1
alinarak Adim 2’ye gidilir.

Esitlik (3.45), tirevlenebilir ve q icin sabit nokta ¢ozumudir. Iyi bir
baslangi¢c noktas: alimip yakinsama saglanarak Newton metodu ile q igin ¢6ziime
ulasilabilir. Olabilirlik tahmin esitlikleri basit bir yapida olmadigindan en c¢ok
olabilirlik tahminleri, Newton metodu gibi iteratif prosidurler iceren niumerik
metotlarla hesaplanmalidir. Ayrica tahminleri elde etmek igin bilgisayar paket
programlardaki optimizasyon teknikleri kullanilabilir. Ornegin R paket programinda
optim komutu icindeki L-BFGS-B optimizasyon metodu kullanilabilir.

En cok olabilirlik tahmin edicilerinin asimptotik varyans-kovaryans matrisi
Fisher bilgi matrisinin tersi ile verilir. Dizgun oyf’ler igin Fisher bilgi matrisinin
elemanlari, parametrelere bagli log-olabilirlik fonksiyonunun ikinci  kismi
tirevlerinin beklenen degerlerinin negatif degerleridir. Buna karsin TSGE dagilimi
icin Fisher bilgi matrisi olusturulamaz. Bunun nedeni TSGE dagiliminin tanim

kiimesinin, b ve q parametrelerine bagl olmasindan dolay: diizginlik sartlarina

uymamasidir.
3.7.2. Simulasyon Cahsmasi

Bu kisimda en c¢ok olabilirlik tahmin edicilerin yanlilik 6zelliklerini
incelemek icin, bir similasyon calismas: yapilmistir. Butin hesaplamalar R paket
programi kullanilarak elde edilmistir. TSGE dagiliminin farkli parametre degerleri
icin 20, 50 ve 100 birimlik 10000’er drneklem Uretilmistir. Tahminler, R deki optim
komutu ile elde edilmistir. Tablo 3.2. de tahminlere iliskin ortalama ve standart
hatalar verilmistir.

Tablo 3.2. den, tahminlerin olduk¢a duragan ve gercek degerlerine yakin

oldugu go6zlemlenmektedir. Ayrica, 6rneklem birim sayis1 arttikca yanlilik
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degerlerinin distagl gorilmektedir. Son olarak, a parametresi arttikca, a tahmin

yanliligi artmaktadir.

3.8. Veri Analizi

Bu kisimda, biri saga garpik digeri ise sola carpik olan iki gergek veri kiimesi
analiz edilmistir. Parametreler in en cok olabilirlik tahminleri 6nce R paket
programindaki optim komutu ile L-BFGS-B metodu kullanilarak sonrada algoritma
cahistirilarak elde edilmistir. Saga ¢arpik olan ilk veri kiimesi igin, dnceden tanitilan
WE, NHGE, BGE, TSGE dagilimlart karsilastirilmistir. Sola ¢arpik olan ikinci veri
kiimesi icinse, TSGE ile BGE dagilimlari karsilastirilmastir.

3.8.1. Kobay Hayvanlar Veri Kimesi

Bu kisimda, farkli miktarda tlberkiloz bakterisi enjekte edilen kobay

hayvanlarinin yasam sireleri (gtn olarak) ile ilgilenilmistir.

Tablo 3.2. Farkli parametre degerleri icin TSGE dagilimindan, simulasyon ¢alismasi
sonucu tahminlere iligskin elde edilen ortalama ve standart sapmalar

n=20 n=50 n=100
o a b a b a b

a q (SD) (SD) (SD) (SD) (SD) (SD) (SD) (SD) (SD)
05 03 0.5349 0.3137 1.0117 0.5092 0.3073 1.0010 0.5019 0.3054 1.0027
) ’ (0.1336)  (0.1454)  (0.3310) (0.0778)  (0.1208)  (0.2259)  (0.0540)  (0.0990)  (0.1736)
1 03 1 1.0426 0.3256 0.9896 1.0189 0.3313 0.9947 1.0126 0.3324 0.9969
’ (0.3599) (0.1809) (0.2976)  (0.2114) (0.1771) (0.1853) (0.1399) (0.1808)  (0.1251)
15 03 1 1.7181 0.3449 1.0445 1.6046 0.3251 1.0237 1.5590 0.3189 1.0143
) ’ (0.5237)  (0.1957) (0.3254) (0.2850)  (0.1519) (0.2178) (0.1794) (0.1321) (0.1462)
2 03 1 2.2790 0.3251 1.0452 2.1382 0.3200 1.0309 2.0724 0.3103 1.0133
’ (0.6408)  (0.1617) (0.3372) (0.3575) (0.1346) (0.2203)  (0.2287)  (0.1042)  (0.1526)
05 05 1 0.5351 0.4880 1.0488 0.5114 0.4925 1.0224 0.5037 0.4931 1.0135
) ’ (0.1520) (0.1671) (0.3611) (0.0911) (0.1382) (0.2421) (0.0642) (0.1110) (0.1839)
1 05 1 1.0371 0.4855 0.9930 1.0178 0.4966 0.9970 1.0120 0.5013 1.0006
’ (0.4129) (0.1864)  (0.3494) (0.2504) (0.1840) (0.2231) (0.1783) (0.1884)  (0.1634)
15 05 1 1.7375 0.5083 1.0478 1.6374 0.4991 1.0412 1.5624 0.4944 1.0184
’ ' (0.6016)  (0.2031) (0.3823) (0.3879)  (0.1704)  (0.2835)  (0.2242)  (0.1469)  (0.1816)
2 05 1 2.3337 0.4853 1.0526 2.1541 0.4936 1.0340 2.0735 0.4885 1.0107
' (0.7585)  (0.1737)  (0.3991) (0.4143) (0.1409) (0.2536) (0.2673)  (0.1169)  (0.1725)
05 03 2 0.5362 0.3307 2.0145 0.5102 0.3143 1.9934 0.5033 0.3079 2.0058
’ ' (0.1296)  (0.1610) (0.5974) (0.0764) (0.1269) (0.4229) (0.0537) (0.1026)  (0.3301)
1 03 2 1.0427 0.3523 1.9775 1.0100 0.3287 1.9859 1.0128 0.3317 1.9936
' (0.3612) (0.2012) (0.4821) (0.2043) (0.1830) (0.3281) (0.1419) (0.1832)  (0.2603)
15 03 2 1.7376 0.3324 2.0543 1.6186 0.3281 2.0364 1.5645 0.3160 2.0211
’ ' (0.5084)  (0.1867) (0.5896) (0.2736) (0.1582)  (0.3825) (0.1815) (0.1366)  (0.2888)
5 03 2 2.3023 0.3150 2.0626 2.1501 0.3135 2.0323 2.0812 0.3061 2.0159
) (0.6533)  (0.1585)  (0.6731) (0.3562) (0.2284)  (0.4214) (0.2284)  (0.1074)  (0.3191)
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Veriler, Bjerkedal (1960) tarafindan elde edilmistir. Gupta ve ark. (1997), bu
yasam verisini lognormal dagilim icin analiz etmis ve Kolmogorov-Smirnov (K-S)
testi ile dagilima uygunlugunu test etmislerdir. Sonuca goére lognormal dagilim (LN)
uygunlugu reddedilmemistir. Ayn1 zamanda bu veri kimesi, Gupta ve Kundu (2009)
tarafindan sunulan WE dagilimi igin de analiz edilmistir. Veriler asagida verilmistir.
X={12, 15, 22, 24, 24, 32, 32, 33, 34, 38, 38, 43, 44, 48, 52, 53, 54, 54, 55, 56, 57,
58, 58, 59, 60,60, 60, 60, 61, 62, 63, 65, 65, 67, 68, 70, 70, 72, 73, 75, 76, 76, 81, 83,
84, 85, 87, 91, 95, 96, 98, 99, 109, 110, 121, 127, 129, 131, 143, 146, 146, 175, 175,
211, 233, 258, 258, 263, 297, 341, 341, 376}.

Veriye ait bazi betimsel istatistikler Tablo 3.3 de verilmistir. Tablo 3den

verinin saga carpik oldugu gortlmektedir.

Tablo 3.3. Kobay hayvanlar: veri kiimesine ait bazi betimsel istatistikler
Ortalama Medyan Mod SD CV  Genislik Carpikhk Basiklik n

99.82 70 60 80.55 0.8070 364 1.7962  5.6144 72

Veri kiimesi, 6nceden deginilen ¢ genellestirilmis Ustel dagilim ve TSGE
dagilim: icin analiz edilmistir. En ¢ok olabilirlik tahminlerine iliskin hesaplamalar
Tablo 3.4 de verilmistir. Bunun yaninda, AIC (Akaike Information Criterion)
degerleri de AIC = —2I(¢|5)+2p*form[]|u kullanilarak hesaplanmistir. p”, modelde

tahmin edilen parametre sayisini ifade etmektedir.

Tablo 3.4. TSGE dagilimi ile diger dagilim modellerinin kobay hayvanlar: veri
kimesine iliskin en ¢ok olabilirlik tahminleri, log olabilirlik, AIC
degerleri ve tahminlere iliskin standart hatalar (parantez iginde)

Model a b a b | q | AlIC
1.6243 0.0138
WE -393.5689 791.1378
(1.2406) (0.0023)
1.6118 0.0052
NHGE -401.4905 806.9810
(0.3805) (0.0017)
1.4756 0.2222 4.0234 0.0631
BGE -390.7999  789.5998
(L1674)  (0.1213) (2.9724) (0.0301)
2.4351 0.6993 162.1656
TSGE -389.4683 784.9366
(0.2870)  (0.0126) (0.3096)
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Bu kriterlere gore en iyi model arastirildiginda, en kigik AIC degeri ve en
biylik log-olabilirlik degerlerine sahip olan model secilmelidir. Tablo 3.4.
incelendiginde en kuclk AIC degerine ve en blyilk log-olabilirlik degerlerine, bu
dagilimlar arasinda, TSGE dagiliminin sahip oldugu gérilmektedir. BGE dagiliminin
uyumu, TSGE dagiliminin uyumuna yakin oldugu sdylenebilir (Sekil 3.6). Diger
yandan , Gupta ve ark. (1997) bu veri icin, K-S ve p degerlerini sirasiyla 0.8222,
0.4856 olarak bulmusglardir. TSGE dagiliminin K-S degeri 0.1170 olarak elde edilmis
olup buna bagli p-degeri ise 0.2776 olarak bulunmustur. K-S degerine gore TSGE

dagilimi, LN dagilima gore veriye daha iyi uyum saglamistir. Sekil 3.7, TSGE, LN ve
WE dagilimlarinin bozulma oran: grafigini gostermektedir. Sekil 3.8 de TSGE
dagilim: icin Q-Q plot (a) ve deneysel dagilima karsi1 TSGE dagiliminin dagilim
fonksiyonlar: grafikleri (b) verilmistir. Diger yandan, bulunan tahmin sonuglarina

gore —qAIogB =58 olarak elde edilmistir. Bu degerde 22. sira istatistigi degerine

denktir. Bu ise elde edilen tahminlerin dogrulugunu goéstermektedir.

o — TSGE
o g --- WE
C:; i |I NHGE
I-Il\ I|I T BGE
oo |I
2 - AL
) i)
y © .1 ~.
) I|I 4
g § il :I'I Illl"x
UG 4,
n ' |I L
' g /|
_ q
u g I'II
k ad
o t |r
= i
& 1 i
L} 1 I|I
I|I.I i
& II|I ~ ;'.-":’-"—..
o ..l E | e
=] T I T I T
0 100 200 300 400

Yasam Sireleri

Sekil 3.6. TSGE, WE, NHGE ve BGE dagilimlarina gére modellenen kobay
hayvanlar1 yasam surelerinin veri kiimesi grafigi
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Sekil 3.8. Kobay hayvanlari veri kimesi i¢in TSGE dagiliminin (a) Q-Q plot ve
(b) deneysel dagilim fonksiyonu grafikleri

Simdi ise, bir Onceki kisimda verilen algoritma kodlari R de yazilarak

tahminler bulunmustur. Buna gore 18. iterasyonda yakinsama saglanmis olup r nin

tahmini 22 olarak elde edilmistir. Oyle ki —dlog b =58= X(5y) Olmaktadir. Standart
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sapmalari  parantez  icinde verilen tahminler ise, é:2.4075(0.1866),

b =0.6987(0.0517), o =161.7674(11.6585) olup bu tahminlere iliskin log-
olabilirlik degeri ise -389.466 olarak hesaplanmistir. Bu bulgular ise, Tablo 3.4 de

verilen degerlere oldukga yakindir.
3.8.2. Cam Liflerin (Fiber) Direncleri Veri Kiimesi

Sola carpik olan bu veri kiimesi, 63 gozlemden olusmaktadir. Bu g6zlemler
1.5 cm olan cam liflerin direngleri olarak, ingiltere de ulusal fizik laboratuvarinda
elde edilmistir. Literatirde bu veri kiimesi, carpik ve kalin kuyruklu dagilimlart
modellemek ic¢in oldukca sik kullanilmistir (Jones ve Faddy, 2003, Azzalini ve
Capitanio, 2003, Wang ve Genton, 2006, Arslan, 2008 ve Geng, 2013). Bu veri
kiimesi asagida verilen gozlemlerden olusmaktadir ve verinin bazi istatistikleri Tablo
3.5 de verilmistir.
X={ 0.55, 0.74, 0.77, 0.81, 0.84, 0.93, 1.04, 1.11, 1.13, 1.24, 1.25, 1.27, 1.28,
1.29,1.30, 1.36, 1.39, 1.42, 1.48, 1.48, 1.49, 1.49, 1.50, 1.50, 1.51, 1.52, 1.53, 1.54,
1.55, 1.55, 1.58, 1.59, 1.60, 1.61, 1.61, 1.61, 1.61, 1.62, 1.62, 1.63, 1.64, 1.66, 1.66,
1.66, 1.67, 1.68, 1.68, 1.69, 1.70, 1.70, 1.73, 1.76, 1.76, 1.77, 1.78, 1.81, 1.82, 1.84,
1.84,1.89, 2.00, 2.01, 2.24}

Tablo 3.5. Cam liflerin direncleri veri kiimesine ait bazi betimsel istatistikler
Ortalama Medyan Mod SD CV  Genislik Carpikhk Basiklik n

15070  1.5900 1.6100 0.2150 0.8070 1.6900 -0.8999  3.9237 63

Barreto-Souza ve ark. (2010), BGE dagilimi ile klasik Ustel ve Nadajarah ve
Kotz (2006) tarafindan sunulan beta Ustel dagilimint bu veri kimesi ile
karsilastirmislardir. BGE dagilimi, bu veriye Ustel ve beta tstel dagilimlarindan daha
iyi uyum saglamistir. BGE dagilimi igin parametreler a = 0.4125, b = 93.4655,
a =22.6124, I =0.9227 degerleri ile tahmin edilmis olup, bu tahminler icin log-
olabilirlik degeri -15.5995 olarak bulunmustur (Barreto-Souza ve ark., 2010). Bu
verilere gore AIC degeri, 39.1990 olarak elde edilir.
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Bir onceki veri analizinde BGE dagilimi, diger genellestirilmis Ustel
dagilhimlardan daha iyi sonug verdigi icin, bu veri icin TSGE ile BGE dagilimlar
karsilastirilacaktir. Bu veri kiimesi i¢cin TSGE dagilimlarinin parametre tahminleri,
& =8.2931 (1.0450), b = 0.2785(0.0066), q =1.3140(0.0126) olarak bulunmustur.
Parantez igindeki degerler tahminlerin standart hatalarini gostermektedir. Bu
degerleri icin log-olabilirlik degeri -12.3325 ve AIC degeri 30.6650 olarak elde
edilir. Boylece TSGE dagilimi, BGE dagilimina gore log-olabilirlik ve AIC degerleri
icin veriye daha iyi uyum saglamaktadir (Sekil 3.9 ve Sekil 3.10).

Ayrica bir 6nceki kisimda verilen algoritma kodlari, qA(O) baslangi¢c degeri
orneklem ortalamas: alinarak, R paket programinda yazilip tahminler bulunmustur.

Buna gore 7. iterasyonda yakinsama saglanmis olup r nin tahmini 47 olarak elde

edilmistir. Oyle Ki —qAIog b=1.68= X(47) Olmaktadur.

v
i — TSGE
--- BGE
=4
=i
[~
=
l-=T%
=]
oo
[Tp]
2
L] I_._---“”/ =
o
I 1 I |
0.5 1.0 1.5 2.0
Direncler
Sekil 3.9. Cam liflerin direncleri veri kiimesi i¢cin TSGE ve BGE dagilimlarinin
yogunlugu
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Sekil 3.10. Cam liflerin direncleri veri kiimesi i¢in TSGE dagiliminin (a) Q-Q plot ve

(b) deneysel dagilim fonksiyonu grafikleri

Standart hatalari parantez iginde verilen tahminler ise, & =8.2771(0.0109),

b =0.2575(0.0008), g =1.2381(0.0034) olup bu tahminlere iliskin log-olabilirlik

degeri ise -12.3679 olarak hesaplanmistir. Bu bulgular ise yukarida verilen degerlere

oldukga yakindir.
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4. iKi YONLU GENELLESTIRILMIS WEIBULL DAGILIMI

Weibull dagilimi ilk olarak 1939 yilinda, isvecli fizik¢i Walodi Weibull
tarafindan, materyallerin bozulma strelerinin gosteriminde kullanilmistir. Weibull
dagilimi, guinimizde biyolojik, muhendislik, kalite kontrol, guvenilirlik ¢alismalar
gibi ¢ok genis uygulama alanlarina sahiptir (Johnson ve ark., 1995, Murthy ve ark.,
2004). Bunun yaninda Weibull dagilimi son zamanlarda bozulma surelerini
modellemede kullanilan dagilimlarin basinda gelmektedir (Xie ve Lai, 1996, Xie ve
ark., 2002, Lai ve Xie, 2003, Zhang ve Xie, 2007, Lu ve Shi., 2012, Silva ve ark.,
2013). Weibull dagilimi sahip oldugu esnek yapidan dolay: farkli tirdeki verileri
modellemede etkilidir.

Weibull dagilimi ustel dagilimin genellestirilmis bir halidir ve sahip oldugu
bicim parametresinden 6tlrl Ustel dagilima gore daha esnek bir yapiya sahiptir. Ayni
zamanda bozulma orani, yalnizca sabit olmayip artan veya azalan bir bicimde de

olabilmektedir. W(g,q) ile ifade edilecek olan iki parametreli klasik Weibull

dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu
9 yo-1g-(x/ay x>0 (4.1)

ile verilir. Burada g parametresi bicim parametresidir ve dagilimin bigimini

belirler.q parametresi ise dagilimin 6lgek parametresidir. Weibull dagiliminin bigim

parametresi g =1 alindiginda ustel dagilim, g =2 alindiginda Rayleigh dagilim:

elde edilir. Weibull dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonu, yasam fonksiyonu ve

bozulma orani fonksiyonu sirasiyla,
F(xg,q)=1-e 0, X30 (4.2)

S(x:g,q) =etf X30 (4.3)
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r(g.9)= 5%, x20 (4.4)

esitlikleriyle verilir. Bicim parametresi, g <1 iken bozulma oran: fonksiyonu
monoton azalan, g >1 iken bozulma oran: fonksiyonu monoton artan ve g =1 iken

bozulma orani fonksiyonu sabittir. Weibull dagiliminin beklenen deger ve varyansi

sirasiyla,
g 19
B0 =q GEL+ (45.)
/]
V(X) :q2§6g1+ 20 Gy, 190 (4.6)
Jpg g ﬂg

esitlikleri ile verilir. Burada G(X) fonksiyonu, esitlik (3.25) de verilen gamma

1/9

fonksiyonudur. Ayni zamanda, Y ~ Duzgun [0,1] olmak Uzere X :q(— IogY)
rasgele degiskeni W(g,q) dagilimimna sahiptir. Bu donusim Weibull dagilimdan
rasgele say1 Uretiminde de kullanilmaktadir.

Diger yandan, literattirde Weibull dagilimin kullanilabilirligini ve esnekligini
daha da artirabilmek icin cesitli yontemlerle bircok genellestirilmesi yapilmstir. Lai
ve ark. (2011), literatrdeki genellestirilmis Weibull modelleri ve Weibull
dagiliminin genisletilmis durumlari icin iyi bir tarama calismas: vermislerdir.
Literattrdeki genellestirilmis baz1 Weibull modelleri asagida verilmistir.

Mudholkar ve Srivastava (1993) tarafindan, EW(a,g,q) goOsterimi ile,
ustellestirilmis Weibull dagilimi, siradan Weibull dagilimina bir bigim parametresi

eklenerek sunulmustur. Bu dagilimin oyf’si

agx** T ax
fow (:2,0,9) = gqg R LLY - exp) _Q__ﬁ 47)
f

T €Qo T eqo
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esitligi ile verilir. Burada x >0;a,g,q 30 dir.
Yazarlar bu dagilimin bazi 6zelliklerini ve en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini elde
etmislerdir. Nassar ve Eissa (2003), EW dagiliminin mod, momentler, bozulma oran

ve ortalama geri kalan 6mur gibi istatistiksel 6zelliklerini incelemislerdir.
MW (x;a,b,q) ile ifade edilen modifiye edilmis Weibull dagilim: Lai ve ark.

(2003) tarafindan x,a,b,q >0 olmak tizere

fuw (2, b,q) =a(b +ax)x** exp(gx)expf-a x® exp(ax)} (4.8)

oyf’si ile verilmistir.
Bir baska genellestirilmis Weibull modeli Bebbington ve ark. (2007)

tarafindan verilmistir. FW(a,b) g6sterimi ile esnek Weibull diye adlandirilan bu

dagilimin oyf’si
fry (x:2,b) = (2 +b /X2 Jexp(ax - b / x)exp(- e*"*) (4.9.)

ile verilmistir. Burada, x >0;a,b >0 dir.
Weibull ve geometrik dagilimin birlestirilmesi ile elde edilen Weibull-
geometrik dagilimi1 Barreto-Souza ve ark., (2011) tarafindan verilmistir. WG(g b ,q)

ile ifade edilen bu dagilimin oyf’si
9 9 -2
fue (@, 0,9)=0q° (1- b)x¢te @ (1— be ) ) (4.10.)
esitligindeki gibidir. Burada, x>0 ve g,q,a,b,>0 dir.
Yakin zamanda ise, Cordiero ve ark. (2011) ve Bidram ve ark. (2013)

tarafindan elde edilen beta Weibull-geometrik dagiliminin oyf’si, BWG(a,b,g,b,q)

gosterimi ile
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1 -blax) _(ax)y P71 (g (@*D)
g(l—b)bqug 1g-blox) (1_e (o) )a (1—be (o) ) (411)
B(a,b)

fonc(Xa,b,g,b,q)=
esitligindeki gibi verilir. Burada, x>0;9,9,a,b,>0, bT(O,l) ve B(X;X) ile verilen
ifade esitlik (2.15)’de verilen beta fonksiyonudur.

Tezin bu boliminde, Bolum 3 e paralel bicimde, klasik Weibull dagilimin
daha esnek bir yapiya donustirmek amaciyla, TSP dagiliminin bir logaritmik kuvvet
donustimand kullanarak genellestirilmis bir Weibull dagilimi elde edilmistir. Elde
edilen yeni dagilim iki yonlt genellestirilmis  Weibull dagilimi  olarak
adlandiriimigtir. Yeni dagihm dort parametreye sahiptir. Bu parametrelerden ikisi
bicim parametresi oldugu icin bu yeni dagilimin, Klasik Weibull ve diger bazi
Weibull modellerinden daha esnek bir yapiya sahip olmasi beklenir. Yeni iki yonli
dagilim, yine parametrelerinden dolayi, ustel, Rayleigh, Weibull, EW, GE, Burr-X ve
tezin Ucuinci bolimunde verilen TSGE dagilimlarint genellemektedir.

Bundan sonraki kisimlarda, iki yénlu genellestirilmis Weibull dagiliminin
tanimlanmas yapilip, bu dagilimin yogunluk bigimi, 6zel ve limit durumlari, dagilim
fonksiyonu ozellikleri, rastgele say:1 tretimi, bozulma orani fonksiyonu ve bigimi,
ortalama geri kalan 6mur, momentler, entropiler ve sira istatistikleri gibi temel
dagihmsal 0Ozellikleri incelenecektir. Parametrelere iliskin en c¢ok olabilirlik
tahminleri bir algoritmayla verilip, bu algoritmaya yonelik bir similasyon ¢alismasi
verilecektir. iki gercek veri kiimesi igin veri analizi yapilmis olup klasik Weibull
dagilhimi ve literaturdeki diger genellestirilmis Weibull dagilimlar: ile karsilagtirma

yapilmistir. Sonuglar verilerek bu bélim bitirilecektir.
4.1. iki Yonli Genellestirilmis Weibull Dagihmimn Tanimlanmasi
4.1.1. Dagihmin Tammlanmasi
TSP(a,b) dagilimi, dizgiin dagilimin genel bir bigcimi oldugu icin bu genel

durumu klasik Weibull dagiliminin bir genellemesini elde etmek icin kullanilabiliriz.
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Y ~TSP(a,b) olsun. X =q(-logY )" logaritmik kuvvet doniisimlii bir rasgele
degisken tamimlandiginda, bu rasgele degiskenin kdf’si,

azxo 0

1

:(1 b)lagl e~ 0<x<q(-logb)”
F(xa.g.b.a)=1 g g (4.12)

I XOg

H-piag fas ,q(-logb)"* < x<¥,

seklinde elde edilir. TSP dagiliminin bir dénustimind kullandigimiz igin bu dagilima

iki yonlt genellestirilmis Weibull dagilimi diyecegiz. Yeni dagilimin oyf’si asagida
tanimlanmustar.

Tamm 4.1. Bir X rasgele degiskeni, a ve g bigim parametreli, b konum

parametreli ve q0lcek parametreli iki yonlu genellestirilmis Weibull dag:l:m:na
sahip ise bu dagilim:n oyf’si

i agxu ® 2 X8 Oa_l

:i:g(lq—gb)xg-le €d g (;1 e RIT : 0< X<q(_ |ogb)1/9
f(x;a,9,b,q)=1 e g

:agbla g-1 agq%g 1/

g x¢ e ,q(-logb)"® <x<¥

(4.13.)

esitligi ile verilir. Burada x T (0,¥);a >0,9 >0,q >0,b T(0,1) dir.

a =1 oldugu zaman (4.13) de verilen oyf klasik Weibull dagilimina
indirgenir. Boylelikle Weibull dagilimi genellestirilmis olmaktadir. ki yonli
genellestirilmis Weibull dagilimin TSGW(a,g,b,q) gosterimi ile ifade edilecektir.

TSGE dagilimina benzer bir sekilde, oyf’nin ilk parcasina (l— b) etki ederken, diger

parcasina b parametresi etki etmektedir. TSGW dagihmi, EW(a,g,q) dagihminin

q(-logb)"® da tst sirindan kesilmis dagihmi ile W{ga™*,g) dagihiminin
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q(-logbh)"® da alt simirindan kesilmis dagiliminin bir karmasidir. Yani, Wia by
benzer seklide EW(,}), a ve b noktasinda kesilmis Weibull dagilimlarint ifade etmek

uzere TSGW dagilimi igin,

TSGW (a,b,9,q) = [1-b)EW( 0 (@.9.9)+ bW(_qlogbAé)(qa‘”g ) (4.14.)
esitligi verilebilir.
4.1.2. Yogunluk Bicimi

TSGW dagilim: iki bicim parametresine sahip oldugu igin farkli bigimlerde
olabilmektedir. Yogunluk bicimi asagida incelenmistir. x >q(-logb)"® oldugu
zaman (dlog f)/dx = (g -1)/x-agq *x** olmaktadir. g £1 igin oyf bu tamm
kiimesinde  azalandhr. g>1 icin, (d log f)/dx ifadesinin  kokii

=q((g -1)/(ag ))""* dir ve bu noktadaki ikinci tiirevin degeri

(d210g 1 )/dx? = -(g -2)/(xf -ag(g -1 (x'f * <0 (4.15.)

olmaktadir. Dolayisiyla oyf tek tepeli (log-konkav) bir yapiya sahiptir ve x” noktasi

bu tanim kiimesinin mod noktasi olur. x <q (— log b)”g oldugu zaman,

(dlog f)/dx=(g -1)/x-g(L-a)x e Vg9 {1 eaF )_1 -gx*'q° (4.16.)

olmaktadir. ¢ £1 ve a £1 icin oyf azalan bir fonksiyondur. Aksi halde bir mod

noktas: vardir ve mod noktasinin ¢ézimdi

,‘g -

Og 33 1 Ogﬁt aexo
agg—; +getae 1’1 9—— g-e +1=0 (4.17.)
£9 g i éds i
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ile verilen lineer olmayan esitligin ¢ozimuddr. TSGW dagilimi kesilmis EW ve
kesilmis W dagilhimlarinin  bir karmas: oldugu ic¢in bazi yogunluk bigimleri
literatlirdeki bilgilerden yararlanilarak verilebilir. Mudholkar ve Hudson (1996)’ya

gore, EW dagilim: ag £1 icin azalan ve ag >1 icinse tek tepeli bir bir bicime sahip
olmaktadir. Boylece TSGW dagilim: icin, ag >1 ve g >1 olmak Uzere cift tepeli

(bimodal) bir dagilim olur. Bu durum ise, TSGW dagiliminin hem EW hem de W

dagilhimlarindan daha esnek olduguna vurgu yapar. Bunun yaninda, ag >1 ve g <1
olmak Uzere ilk tanim kiimesi Uzerinde, ag £1 ve g >1 olmak Uzere ikinci tamm

kiimesinde tek tepeli bir yogunluk vardir. TSGW dagilimina ait olasilik yogunluk

fonksiyonunun farkl: parametre degerleri icin bigimleri Sekil 4.1 de verilmistir.
X :q(— Iogb)l’g noktasinda, f¢ fonksiyonunun sagdan ve soldan limitleri

sirasiyla,

oO:

R g ¢
lim £¢(x) = agzb (-logb )gglgg—l1 ~ag(-log b)ng: (4.18.)
@ (-ogb d(-logb); g
: ag 9-2
lim f¢(x) =— (-logb) s {lg -1)1-b)+g(l-ab)logh} (4.19.)
«@a(-logh); (-b)

bicimindedir. Bu limitler ancak a =1 ve g =1 oldugu zaman, yani Ustel dagilim
durumunda, birbirine esittir. Aksi halde bu limitler farklicir ve x=q(-logb )"

noktasinda f¢(q (- logb)" ) taniml: degildir. Bu ytizden oyf x =q(-logb)"* da bir
kdse noktaya sahiptir. Ayni1 zamanda, bu limitler, g £1 oldugu zaman a ®0 iken
esittir ve kdse nokta gittikce kaybolacaktir. Benzer bicimde, ag £1 igcin ¢ ® 0 iken

ayn durum s6z konusudur (Sekil 4.1).
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Sekil 4.1. TSGW dagilimi oyf bicimleri(a) g =b =q =0.5,(b)a=b =q =05
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Olasilik yogunluk fonksiyonunun, tanim kimesinin sinir noktalarindaki

davranislari

lim f(x)=0 (4.20.)
_‘|_O, ag >1

lim £ (x) = lq,ag =1 (4.21)
¢, ag <1.

esitliklerinde gibi elde edilir. Olgek parametresi olan q dagilimin kuyrugunu kontrol

eder. d “nin buyuk degerleri icin dagilim kalin kuyruklu olmaktadir.
4.1.3. Dagihmin Ozel ve Limit Durumlari

TSGW dagilimi, parametrelerin durumuna ya da parametrelerin limit durumlarina

gore iyi bilinen bir¢ok dagilimi icermektedir. TSGW dagilimi,
a=1ve g =1ig¢in, q 6lcek parametreli Ustel dagilima,
a=1ve g =2 igin, q 6lgek parametreli Rayleigh dagilimina,
a =1 icin W(g ,q) dagilimina,
g =1 icin, TSGE dagilimina (Korkmaz ve Geng, 2013),
g = 2 igin, asagida oyf si verilen iki yonli genellestirilmis Rayleigh (TSGR)

dagilimina

a-1

- —/

L f_pya  axfe  axd )
2a(l 2b) xe Equgl_egw T ,0<x<qg/-logb
q :

fTSGR(X;a’b!q): € Y (4.22.)

— —\—

-2ab gt

1-a 0
0 xe ¢4¢ ,0+/-logh <x<¥

-
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b ®0 iken, EW(a,g,q) dagilimina,

g =1icin, b ®0 iken, GE(a,q) dagilimina (Gupta ve Kundu, 1999),
g=2 icin, b®0 iken, Burr-X dagihmina (genellestirilmis Rayleigh
dagilimi),

b ®1 iken, W(qa'l’g ,g) dagilimina

donusmektedir.
4.2. Rasgele Say: Uretimi

TSGW dagiliminin g. quantili

o [ '09@-{Q(1— o)} )]/ 0<g<1-b
F*(ea.0.b,a)= 17

%-q[—a‘l log(1- q)o=)|"*, 1-b <qg<1.

(4.23)

esitligindeki kantil fonksiyonu ile verilir. Dagilimin g. kantili, dagilimin konum

parametresine baghdir. Ozel olarak dagilimin medyani ise

:"_q [— logﬁ—{(l— bt/ )]”g b <1/2
(4.24.)

m=1i
%q[—a‘1 loglb=/2)]"*, b=1/2.

ile verilir.
TSGW dagiliminindan rasgele sayi tretmenin bir baska yolu da ters dontsim

metodunu kullanmaktir. U, (0,1) araliginda taniml: duizgiin dagilima sahip bir rasgele

degisken olmak Uzere,
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:"_q [— Iog(l—{J(l— b)a'l}l/a)]ug 0<U<1-b
x =1 (4.25)

1/g

:;q[—a'l log(1-u)b=2)]"*, 1-b<U <1

rasgele degiskeni, olasilik integral donistima ile TSGW(a,g,b,q) dagilimina
sahiptir. Ayrica, TSGW dagilimi icin (4.14) esitliginde verilen karma dagilim esitligi
kullanilarak da say: uretilebilir. b karma parametreli kesilmis Weibull dagilimi ve
1-b karma parametreli Ustellestirilmis Weibull dagilimi, esitlik (4.14) gibi

duzenlenirse, iki yonli genellestirilmis Weibull dagilimindan say: Uretilmis olur.
4.3. Bozulma Oram Fonksiyonu
TSGW dagilimi, hem iki yonli hem karma hem de iki bicim parametresine

sahip oldugundan dolay: farkli tipteki bozulma orani bigimlerini modellemek igin
daha kullanigh bir dagilim olabilir. Bu dagilimin bozulma oran: fonksiyonu,

—" )

g na
&te 0

. & 0 0
Tag(1- b)l'atg'lgl—e cas Doece
[} ¢ g ,t£q(-logb)"

A La
€ P aty

(4.26.)

A

e €

. g-1
'Tl'agtg  t>qg(-logb )"
q

_1
~—+
N
I
- ———r -

esitligindeki gibi elde edilmistir. Bozulma orani fonksiyonun bigimleri her iki tanim
kiimesinde farkli bicimlerdedir. Ancak a =1 ve g =1 durumunda sabit bozulma

orani vardur. (q(— Iogb)“g ;¥) tamm araliginda bozulma oramt klasik Weibull

dagilimi ile aymdir. Bu durumda sabit, artan veya azalan bozulma oranlar1 g =1,

g >1 ve g <1 icin sirasiyla gézlenebilir. Tanim kiimesinin diger kisminda, bozulma
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oraninin bigimleri EW dagiliminin bigimiyle aynidir. Mudholkar ve Hutson (1996),
EW dagilimmnin bozulma orant fonksiyonunun bigimleri igin Teorem 4.1.i

vermislerdir. Bu Teorem soyle verilmistir.

Teorem 4.1. EW dagilimq,

g >1 ve ag >1 icin, artan bozulma oran: fonksiyonuna,

g £1 ve ag £1 icin, azalan bozulma oran: fonksiyonuna,

g >1 ve ag <1 icin, kivet egrisi bicimli bozulma oran: fonksiyonuna,
g <1 ve ag >1 icin, tek tepeli bozulma oran: fonksiyonuna,

a =1ve g =1 icin, sabit bozulma oran: fonksiyonuna sahiptir.

Buna gore, TSGW dagiliminin bozulma oran: fonksiyonu igin Teorem 4.2.

verilebilir.

Teorem 4.2. TSGW dag:limy,

g>1 ve ag>1 igin, tim tamum araliginda artan bozulma oran:

fonksiyonuna,
g£1 ve ag £1 icin, tim tamum araliginda azalan bozulma oran:

fonksiyonuna,
g=1veag>1 (ag £1) icin, Once artan (azalan) sonra sabit bozulma oran:

fonksiyonuna,
g >1 ve ag <1 igin, dnce kivet egrisi bicimli sonra artan bozulma oran:

fonksiyonuna,
g<1l ve ag >1 icin, once tek tepeli sonra azalan bozulma oran:

fonksiyonuna,
a =1ve g =1 icin, sabit bozulma oran: fonksiyonuna sahiptir.

Ispat: Mudholkar ve Hutson (1996)’nin verdigi Teorem 4.1 ve Weibull dagiliminin
bozulma orani 6zellikleri ile sonuca ulasilir.

r(t), ilk tamm araliginda a ve g bicim parametrelerine bagliyken, ikinci
tamm araliginda g bicim parametresine baghdir. Ote yandan, r(t) nin limit

durumlar: asagida verilmistir.
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10,a>1veg >1
lim r(t) = fgta=g=1 (4.27)
¥, a<lveg<1

i¥,9>1

: N

limr(t)= a2 =g =1 (4.28)
10,9 <1 .

Boylelikle ag >1 ve g >1 oldugu zaman, bozulma orani fonksiyonu Odan ¥ a
artarak gider. ag £1 ve g £1 oldugu zaman ise bozulma orani fonksiyonu ¥ dan 0 a
azalandir. Bozulma oram fonksiyonunun degisim noktas ise q(-logb )" degeridir.

Bozulma oran: fonksiyonunun farkl: parametre degerlerine gore aldig: bigimler Sekil

4.2 de verilmistir.
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Sekil 4.2. TSGW dagihminin r(t) gizimleri: (8),b = 0.5, =0.5,9 = 2
(b)b =0.5,q =0.5,9 =0.25, (c),(d) b =0.5,q =0.5,9 =1,
(e)b =0.25,g =05, =35(f) b =0.1, =05, =0.6

4.4. Ortalama Geriye Kalan Omur

Guvenirlik teorisi ve yasam analizi ¢alismalarinda, bir sistemin yasam zamani

karakterizasyonu, ortalama geri kalan Omur gibi tanimlanan bazi Olcilerle
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yapilabilmektedir .Verilen bir t, zamanina kadar sag kalan bir sistemin ortalama geri
kalan omrii m(t, ) ile ifade edilir ve sistemin t, zamanindan bozulma zamanina kadar
ki yasadig: siiredir. Ayni zamanda, m( ) fonksiyonu, bir F dagilim fonksiyonunun

tekligini karakterize eder (Kotz ve Shanbhag, 1980). Bu konu ile detayli bilgi igin
Barlow ve Proschan (1975)’e bakilabilir.
S(t):l—F(t) yasam fonksiyonuna sahip strekli bir rasgele degiskenin

ortalama geri kalan 6mr,

M) = B -t 1T >1)=§ a1 s et (4.29)

(
o St) sl

esitligi ile verilir. Ek olarak, t, =0 alnrsa m(t,), dagilimin beklenen degerine esit

olur.

Teorem 4.3. TSGW dag:limunin m(t,) fonksiyonu,

-/
[EY

L¢3 %2ad (1) 2 .. L1 60
_1_bl A2 2 : gk+1 | b _tgkl
-(1-Db) caag, = o (~logb)’s mﬁ
L 14
+1 eq g
m(t,) = +%G§§ —alogb; .t £q(-logb): (4.30)

, t0>q(-logb)gE

e} ] ) ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]

esitligi ile verilir. Burada ki S,(t, ), ilk tan:m kiimesinin yagam fonksiyonu ve

¥

G(v,um)=m"j p*“e ""dp (4.31)
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ile verilen ifade tamamlanmamzs gamma fonksiyonudur.

Ispat. TSGW dagiliminin ortalama geri kalan 6miir fonksiyonu

1 a(-logb J"'¢ 1 ¥ 1
m,(t,) = y Si()dt+——~ S, £q(-logb)s
__m1(o) 81(to) 0 81( )dt+82(t0)q( 082()dt 1 Q( Ogb)g

-logb "9

3
—+
<)
~
11
—) o — - —

T 1 3 1
"mz(to) = (t )Osz(t)dt > (' log b)g

(4.32)
esitligi ile yazilir. S,(t,) ve S,(t,) sirasiyla, ilk ve ikinci tamim kiimesindeki yagam

fonksiyonlaridir. ilk tanim kiimesindeki birinci integral asagida belirtilen islemler
yapilarak,

1 q(—logb)“g() 1 ]q(—logb)“g() o () i
I, = 0S,(t)dt = T 0S.\t)dt -qS,(t)dty
) O TS ) T TR
1 _ g € £ a2u U
1 .In( logh ) 8 .~ 2 Lo 0 y
- | e1-(1-b a(}l_ €dg - udt
sy 0 g
] e € 50 p
LE g e
- A-(1-b)2%1-ecas ™ Ut 4.33.
BN S S -
e € by

2t

biciminde elde edilir. 0<e fas <1 oldugu igin

e

0 34 a0 -jc—+
= A1) e (4.34)
/]

_etd

s : L . g .
esitligi ile verilen binomial seri agilim: kullanilarak ve bu agilimdaki e “4° ifadesi
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—_

% (-1)e jt
q =
% 'gq

(4.35)

=
&IIO

verilen esitlikteki seriye acilarak esitlik (4.33) igin,

~

T ¥ ¥ ) : sk Ga(-logb)e t U
S%t )_!'_Q(-logb)”g -t -(1-b)l'aéé(-1)’+k§?%qj—§ gredt - gt*dt u§ (4.36.)
o5

1 j=0 k=0 0 0 Hb

esitligi elde edilir. Buradaki integraller alinarak,

ad ( 1)j+ka ® | gk+1 k+1 QY 'i'
A W S logb -t 4.37.
k 5 (ok +1)O|gkk'gq (-1og )g ﬁu% (4.37)

esitligi elde edilir ve ilk tanim kiimesindeki birinci integral degeri hesaplanmis olur.
Ote yandan, ilk tanim kiimesindeki

LY e D L
| S, (t)dt = e s dt (4.38)
’ S, (to ) q (-|08b )jg S, (to ) q (—Iogb yre

esitligi ile verilen ikinci integral, y =a(t/q) ve u=y/a doénisimleri yapilarak,

l-a g+l ¥ ll
l, b g ou® e™du (4.39.)
gSz(tO) -logb

Integrali elde edilir ve sonug olarak bu integralde,
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2t ¢’
FP R 5
:%GEE,—a Iogbg (4.40.)
g g g

I,

esitligi ile bulunur. Buradaki tamamlanmamis gamma fonksiyonu, (4.31) de
verilmistir (Gradshteyn and Ryzhik, 2000, Esitlik, 3.381.3). ikinci tamm

kuimesindeki integral ise |, integrali gibi elde edilir. Ayn1 zamanda bu integral,

esitlik (4.1) de verilen klasik Weibull dagiliminin ortalama geri kalan omur
fonksiyonudur. Buna gore bu integral,

(4.41)

esitligi ile verilir ki boylece ispat tamamlanmis olur.
4.5. Momentler

Bu kisimda TSGW dagiliminin kapali bir formda momentleri elde edilmistir.

Dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu, E(eq‘(""g”ug) beklenen degerine esittir. Bu

beklenen degerde (4.34) ve (4.35) de verilen seri agilimlar1 kullanilarak,

_ bl-ag(qt)kG(k/g +1,-alogb)

M (t) s ak/gk!

Sy ;1§(qt)kg*(k/g +1,-(j+1)logh)

0 j20 k'(j +1)k/g+1

(4.42.)

verilen esitlikle elde edilir. Buradaki G(X,X) ile verilen fonksiyon (4.31) de verilen

tamamlanmamis gamma fonksiyonu ve g*(X,X) ile belirtilen fonksiyon ise,
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g"(v,um)=m"gp“e™dp, v>0,m>0 (4.43)
0

ile verilen tamamlanmamis gamma fonksiyonunu ifade eder (Gradshteyn and
Ryzhik, 2000, Esitlik, 3.381.3).

TSGW dagiliminin k. momenti, TSGE dagihmindaki gibi benzer islemler
kullanilarak,

‘a &, ea-16g"(k/g+1,-(j+1)logb)
E(x -_da 3 —1Jaa_ ig
Sy S (L VT e (7

k

9 G(k/g+1,-alogh) (4.44.)

a.k/g ba—

esitligi ile verilebilir.

Tablo 4.1 de, secilen parametre degerlerine gore esitlik (4.44) den
yararlanilarak, TSGW dagilimi igin beklenen deger, varyans, medyan, varyasyon
katsayisi, carpiklhik ve basiklik degerleri hesaplanmistir. Bu degerler hesaplanirken,
X ~TSGW(a,g,b) ve QX ~TSGW(a,g,b,q) oldugundan dolay: genelligini
kaybetmeksizin g =1 alinmastir.

Tablo 4.1 incelendiginde, b = 0.5 i¢cin TSGW dagiliminin medyani, a ve g

parametrelerinden bagimsiz olarak, klasik Weibull dagiliminin medyanina esit

olmaktadir. Sabit biylk a ve sabit g degerleri icin, b parametresi arttikca,
dagilimin beklenen deger ve medyan degerleri, azalmaktadir. Kigiik a ve sabit g
degerlerinde, b parametresi arttikga, dagilimin beklenen deger ve medyan degerleri
ise artmaktadir. Diger yandan, a parametresinin artan degerlerinde, kicik b
degerleri ve sabit g degerleri icin negatif carpiklik gdzlenmektedir(Sekil 4.3). Sabit
a ve sabit b (g) degerleri igin, artan g (b) degerlerinde yine carpiklik negatif
olmaktadir. Dagilimin basiklik degerleri, kiicliik a ve kuclk g degerleri icin blyuk

olmaktadir.
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Tablo 4.1. TSGW dagiliminin beklenen deger, varyans, medyan, varyasyon katsayisi,
carpiklik ve basiklik degerleri

b a ¢ E(X) V(x) m 0 d, d,

0.5 2.7073 114.3693 0.1058 3.9501 11.1385 237.8726
0.5 2 0.7109 0.3468 0.5704 0.8283 1.3524  5.1089
5 0.7906 0.5704 0.7988 0.3904 -0.1889 3.1111

0.5 2.1433 6.7598 1.2346 12130 29256 19.8121
01 2 2 1.0584 0.1237 1.0541 0.3323 0.0865 2.6206
5 1.0079 0.0206 1.0213 0.1426 -0.4799 3.0868

0.5 2.6602 3.7038 2.2518 0.7234 1.0812  4.8599
4 2 1.2052 0.0647 1.2250 0.2111 -0.3269 2.6685
5 1.0712 0.0091 1.0845 0.0891 -06857  3.3320

0.5 40544 1755937 0.1644 3.2683  8.9553 155.8528
0.5 2 0.8129 0.4443 0.6367 0.8199 1.1163 3.9541
5 0.8332 0.1072 0.8348 0.3920 -0.1912 2.8550

0.5 1.4731 3.5233 0.8981 1.2742 3.9256 34.3274
025 2 2 0.9705 0.0958 0.9735 0.3190 0.1401  3.0049
5 0.9448 0.0176 0.9893 0.1362 -0.4894 3.3586

0.5 1.4351 0.9918 1.2820 0.6939 1.7795 10.6898
4 2 1.0436 0.0387 1.0640 0.1886 -0.3048 3.2535
5 1.0125 0.0064 1.0251 0.0791 -0.7207 3.9028

0.5 5.6655 239.4315 0.4804 2.7311 7.6472 115.2935
0.5 2 0.9652 0.5149 0.8325 0.7345 0.7687  3.0891
5 0.9016 0.1123 0.9293 0.3717 -0.3879  2.7903

0.5 0.9401 2.1061 0.4804 15436 5.1455 54.9894
05 2 2 0.8520 0.0808 0.8325 0.3337 0.4798  3.5543
5 0.9248 0.0164 0.9293 0.1387 -0.2321 3.4170

0.5 0.6192 0.3040 0.4804 0.8903  3.5141 28.2507
4 2 0.8390 0.0273 0.8325 0.1971 0.3402  4.0107
5 0.9277 0.0055 0.9293 0.0799 -0.1786 3.9664

0.5 6.9289 284.5438 1.2069 2.4344 7.0125 97.8431
0.5 2 1.1087 0.5090 1.0481 0.6434 0.5563  2.9601
5 0.9719 0.1004 1.0189 0.3261 -0.6491 3.2841

0.5 0.6625 1.5608 0.2405 1.8855 5.9519 71.8038
2 2 0.7440 0.0833 0.7002 0.3879 0.7517  3.6752

0.75 5 0.8724 0.0188 0.8671 0.1575 0.0642  3.0317

0.5 0.2769 0.1448 0.1513 1.3745 4.9878 51.4105
2 0.6555 0.0295 0.6237 0.2622 0.9161 4.2610
5 0.8379 0.0074 0.8279 0.1026 0.4141  3.3878

Buna karsin, a ve g parametrelerinin artan degerlerinde, basiklik degerleri
azalmaktadir. Sabit a ve sabit b degerleri icin g parametresinin artan blyuik

degerlerinde, beklenen deger artarken, varyans ve varyasyon katsayisi azalmaktadir.
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Sekil 4.3. TSGW icin garpiklik ve basiklik grafikleri: (a), (b)g =b =0.5,

©),(d) g=2,b=01

Bliyuk a ve buyiuk g parametrelerinde kiclik varyans degerleri elde

edilmistir. b parametresinin artan degerlerinde, kiigik a ve kiiglik g degerlerinde

varyans degerleri artmaktadir.

4.6. Sira istatistikleri

X, X,, L X, TSGW dagilimindan alinmis birbirinden bagimsiz ve ayn1 dagilimli n

65



4. IKI YONLU GENELLESTIRILMIS WEIBULL DAGILIMI
Mustafa Cagatay KORKMAZ

birimlik orneklem ve X, X, ,L X . bu drnekleme karsilik gelen sira istatistikleri

olsun. X, ile ifade edilen r. sira istatistiginin dagihmi L£i £ n igin,

'i' 2 x ¢’ n-ré 2 axi (-ja(”i)-l

Fntag witeter g (-0 Sl b) e e

:::qg(r-1)!(n_r)!§ ’ : g

[} 1
frn(x)::’ yX£Q(—|0gb)§

I 0 —a(n-r+i+ @199

10 (- - S ’ 1

t ,x>q(-logb)s

(4.45.)

esitligindeki gibi bulunur. Ozel olarak, en biyik ve en kiciik sira istatistiginin

dagilim: sirasiyla,

3 Lafi+l)-1
I e _ & axd'
_:_nag o 1e_353 . (_ 1).?‘ | 1(_)(1 )(1-a)(1+-)gl p tdo :
it g
l g i € 2
f = )
inl) i xEq(-logh)s
' g-1 —ant X
:;:naggx bn(l-a)e &qg , X>q(_ Iogb)l/g
(4.46.)
LS. 1 ST
Inagx ge (l—b)n(l_a)gl—e €qs : ’ x£q(— Iogb)l/g
fa()=f 1 :
o o

I 1 n- N =16 oy -aliv)i=
)Ifnagg):g 2 (- 1)|§ni lgb(l_a)(”l)e s . x>q(-logb )"
! i=0 1]

(4.47.)

gibi elde edilir. r. sira istatistiginin k. momenti, k=1,2,3,..., olmak (zere,
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laq 5 Iar _10 b(l—a)(n—r+i+1)
ElXX :n—' 2
( r.n) (r—]_)!(n— ) ’:‘?0' g i a{a(n_r_l_i_'_l)}k/gﬂ

’G§5+1,—a(n—r+i+1)logbg+ %{3(_1)“‘&” rféa(rf) 12

g g =0 j=0 I g J )]
-b) ek 6l

~ 7 __ g g—+1-{j+1)logb =y 4.48.
A (j +1)log 2l (4.48.)

esitlikleri ile verilir. Buradaki gamma fonksiyonlari (4.1) ve (4.43) te tamimlanmustr.
4.7. Entropiler
4.7.1. Renyi Entropisi

TSGW dagilimr icin esitlik (3.38) de tanimlanan Rényi entropisi

l.(s)= 1 }Wloga+(w 1)Ioggg—9
i

ed g

Gaew +1,-wa logb 0

¢
e :
a 1 g g
+10g8 < OEN(E
gb @) IR
e
1 4 JaeW(a 1)0
+ z
ORI A
g*aé(w_lg( 1w+ j)iogb 2y
. Bl
NELEM W (4.49)
(w+j) > o
up

(w-1)(g -1)3 0 olmak iizere verilen esitlikteki gibi elde edilir.
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4.7.2. Kismi Entropi

Weibull dagilimi, TSGW dagiliminin 6zel bir durumu oldugu icin, TSGW dagilim
ailesinin icerdigi bilgi ile Weibull dagiliminin igerdigi bilgiyi kismi entropi
kullanarak karsilastirabiliriz. Esitlik (2.13) kullanilarak TSGW dagiliminin, Weibull

dagilimina olan kismi entropisi,

E(f :g|a,b):loga—aT_1 (4.50.)

biciminde elde edilir. Bulunan kismi entropi, g, b ve g parametresine bagh

olmayip sadece a parametresinin bir fonksiyonudur. Bu parametreler, TSGE

dagilimindaki gibi, TSGW dagiliminin igerdigi bilgiye etki etmemektedir.
4.8. Parametre Tahmini
4.8.1. En Cok Olabilirlik Tahmin Edicileri ve Bir Algoritma

Xy Xy, L2 X, TSGW(a,g , b,q) dagilimindan alinmis birbirinden bagimsiz ve
aynt dagihmli n birimlik orneklem ve x), X, L. X, bu drnekleme karsilik gelen

sira istatistikleri olsun. Buna gore olusturulan log-olabilirlik fonksiyonu,

g

I(a,g,b,q): nloga +nlogg -gnlogq +(g —l)é|09 Xi -égﬁg
i=1 i-1€q g
e @ 2x)¢ 0 2’ U
§691_e§q ; :6e§q A
( ) gi=1§ Ei=r+l 3
+(a -1)logx 4.51.
% L-b)b" i (4.51.)
¢ (
¢ i
€ f
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esitligi ile verilir. Burada, r=123,... icin x,£q(-logb)* £x,, ve
X(O) =0, X(n+1) =¥ dir.

TSGW dagilimi, TSGE dagiliminin genel bir durumu oldugu icin TSGE
dagilimi gibi diizgun bir olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip degildir. Bu nedenle,
TSGW dagiliminin log-olabilirlik fonksiyonu, kose noktasi

1/9

olanq (- logb )" noktasinda tiirevlenemez ve parametrelerinin tahmini TSGE
dagihmina benzer sekilde yapilir. Dolayisiyla, a ve b parametrelerinin en cok

olabilirlik tahmini Van dorp ve Kotz (2002b) ile sirasiyla,

. n
A= (4.52))
logM (f,g.q)
J- 043
5 =expy-§20 ¥ (453)
T eqo g
burada , f =argmaxM(r,g,q) v
<l a5 4 q g
M(r,g.a)= 5 J 02— (4.54)
i=1 ¢ —EX(')Q Tizr+l —EX(')?
§1-g®99 5 g9

esitliklerindeki gibi verilir. g ve q parametreleri icin olabilirlik tahmin denklemleri

sirasiyla,
I LOL
r Ex(i)g e 15 Jog X
ﬂ—:——nlogq +alogx —ag—- log '+(a )& 90 . g
ﬂ g i=1 i= 1eq /] q i=1 _EEO
1-e®%¢
n . “g -
_a-) 302 oM =g (4.55.)
i=r+8 0 g g
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P zx() ¢’ 0
¢, L agbas i
L gn, g 8 g(a—l)géx(i)e S =
— ==Y 4+ X - - X ,:0 4.56.
fig q qg+12 I qg+1 (}2 _Efx(‘)ég igl 0 : ( )
g 1-g €90 g

gibi elde edilir. Esitlik (4.56) da, a =g =1 olursa, g 'mn en ¢ok olabilirlik tahmin
edicisi X olacaktir. g ve g parametreleri icin olabilirlik esitlikleri agik ¢bzimlerle

bu parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerini elde etmek igin iteratif bir prosedire
ihtiyag duyulur. Bu prosedur, TSGE dagiliminda verilen algoritmaya paralel bir

bicimde asagidaki algoritmayla agiklanmstir.

Adim 1: k=0 alinir ve g“(o) ve cf(o) baslangi¢ tahmini log-olabilirlikte yerine koyulur.

Adim 2:

I} g

b (k+1) :expl_ae Xe 0 'f, (4.57.)
4,

a0 = n (4.58)

TlogM g ®,q®)’

tahminleri elde edilir. Burada f = argmax M (r,g ©) q (")) ve

& zx @ 0 & X(j) 0

46, TEwy T R TI0F

Y - L A N VRN L
M(r,g®,q¥)= o} — 0 — (4.59))

i=1 B X(r g i=rel _“rk g

gl—e §q7ﬂn 5 e gwn

bicimindedir.
Adim 3: Esitlik (4.55) ve (4.56) ile ¢** ve q®*Y tahminleri bulunur ve g ve g

parametreleri glincellestirilir.
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Adim 4: | ( k1) gt) pet) g k”) (a(“l) Gl p k) gl )| degeri verilen tolerans

degerinden, ornegin 10 gibi, kiiclikse algoritma durdurulur, degilse k =k +1
alinarak Adim 2’ye gidilir.
Esitlik (4.55) ve (4.56) kolayca tirevlenebilir ve g ve g parametreleri icin

sabit nokta ¢6zimil, Newton metodu gibi iteratif yontemlerle yapilabilir. Bu
parametrelere iliskin iyi baslangic degerleri verilerek yakinsama saglanabilir. Bu
prosedir icin Matlab, Maple, SAS ve R gibi paket programlarindan herhangi biri
kullanilabilir. Tahminlere iliskin verilen bu algoritma Matlab programi ile yazilmis,

similasyon ve veri analizi kisminda kullanilmistir. Bu kodlar EK-1 de verilmistir.
4.8.2. Simulasyon Calismasi

Bu kisimda TSGW dagiliminin en ¢ok olabilirlik parametre kestirimlerinin
etkinligini gormek icin, TSGW dagilimindan alinan ve dagilimin farkli parametre
degerlerinden retilmis 20 ve 100 birimlik 6rneklemler alinmistir. Her bir 6rneklem
icin 10000 deneme yapilmis olup tahminlerin ortalamas: ve standart sapmasi Tablo
4.2. de verilmistir. Btin hesaplamalar Matlab paket programi kullanilarak elde
edilmistir. Her bir tahminde kullanilan iterasyon arasindaki mutlak fark 10 olarak
alinmigtir. Tablo 4.2. den elde edilen tahminlerin duragan ve gercek degere yakin
oldugu gorilmektedir. Bunun yaninda drneklem sayisi arttikga tahminlerin standart

sapmalarinin ve yanlarinin giderek azaldigi da g6zlemlenmektedir.
4.9. Veri Analizi

Bu kisimda, TSGW dagilim, iki gercek veri kiimesi icin analiz edilmistir ve
diger bazi genellestirilmis Weibull dagilimlar: ile Kkarsilastirma yapilmstir.
Parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri, tahmin kisminda verilen algoritmayla
Matlab paket program: kullanilarak elde edilmistir (EK-1). ilk veri kiimesi igin,
onceden tanitilan EW, MW, FW, WG ve TSGW dagilimlar: kullanilmastir. ikinci veri
kiimesi iginse, TSGW ile BWG ve WG dagilimlar kullaniimastir.
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4.9.1. Karbon Liflerinin Gerilme Direncleri Veri Kimesi

Bu veri kimesi Nicholas ve Padgett (2006) tarafindan, 50 mm lik karbon
liflerinin gerilme direncleri olarak verilmistir. Ayn1 zamanda yazarlar, bu veri
kiimesini kullanarak, onerdikleri bootstrap yuzdelik grafikleri ile Weibull dagilimi
yuzdelik grafiklerini karsilastirmislardir. Veri kiimesi 100 gézlemden olusmaktadir.
Literatirde iyi bilinen bu veri kiumesi, dagilim modelleri calismalarinda sik
kullanilmaktadir (Lemonte ve Cordeiro, 2011, Hemmati ve ark., 2011, Cordeiro ve
Lemonte, 2011, Barretto-Souza ve ark., 2011, Lemonte, 2013, Bidram ve ark. 2013).
Tablo 4.3 de baz1 betimsel istatistikleri verilen karbon veri kiimesi su sekildedir.
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Tablo 4.2. TSGW dagilimi farkli parametre degerleri tahminleri igin similasyon

sonuclar
n=20 n=100
a a
q b 9 a g b q 9 b q
(SD) (SD) (SD) (SD) (SD) (SD) (SD) (SD)

15 1.7084 0.5296 0.3934 0.9937 1.5307 0.5119 0.3971 0.9963
0.5 : (0.3874) (0.0367) (0.2545) (0.2439) (0.1484) (0.0104) | (0.1139) | (0.1387)
25 2.7635 0.5436 0.4107 0.9530 2.5514 0.5083 0.4034 1.0132
i (0.6419) (0.0325) (0.0888) (0.2184) (0.2781) (0.0066) (0.0386) (0.0997)
15 1.6860 1.0562 0.4052 0.9723 1.5394 1.0321 0.4020 1.0081
1 ’ (0.3858) (0.0790) (0.2672) (0.1425) (0.1657) (0.0258) | (0.1303) | (0.0673)
0.4 25 2.8292 1.1007 0.3865 0.9937 2.5537 1.0213 0.4055 1.0011
: (0.6563) (0.0759) (0.0825) (0.1170) (0.2455) (0.0153) | (0.0455) | (0.0497)
15 1.7668 2.1007 0.3883 1.0022 15131 2.0617 0.4121 1.0022
) ’ (0.4027) (0.1293) (0.2506) (0.0700) (0.1482) (0.0454) | (0.1282) | (0.0316)
25 2.7369 2.1645 0.3980 0.9930 2.5304 2.0198 0.4004 0.9990
’ (0.6292) (0.1063) (0.1014) (0.0488) (0.2552) (0.0264) | (0.0320) | (0.0223)
15 1.7444 0.5280 0.4550 0.8512 1.5193 0.5144 0.4991 0.9498
0.5 : (0.4244) (0.0381) (0.2603) (0.4419) (0.1465) (0.0145) | (0.1388) | (0.1772)
25 2.7211 0.5297 0.5180 0.8623 2.5683 0.5076 0.5047 0.9970
: (0.6231) (0.0358) (0.0956) (0.2623) (0.2854) (0.0125) | (0.0406) | (0.1229)
15 1.7031 1.0403 0.4966 0.9323 1.5763 1.0221 0.4942 0.9816
1 05 1 (0.3973) (0.0686) (0.2601) (0.1577) (0.1654) (0.0281) | (0.1056) | (0.0636)
: 25 2.6325 1.0889 0.5051 0.9428 2.5234 1.0037 0.4997 0.9854
’ (0.5086) (0.0573) (0.0966) (0.1113) (0.2792) (0.0222) | (0.0375) | (0.0470)
15 1.7603 2.1246 0.4824 0.9897 1.5356 2.0505 0.5265 0.9799
) ’ (0.4175) (0.1382) (0.2492) (0.0602) (0.1488) (0.0634) | (0.1309) | (0.0334)
25 2.6730 2.0852 0.5112 0.9694 2.5546 2.0092 0.5021 0.9833
: (0.5881) (0.1113) (0.0916) (0.0497) (0.2374) (0.0435) | (0.0357) | (0.0251)
15 1.6947 0.5122 0.5993 0.9112 1.5314 0.5081 0.5992 0.9688
0.5 : (0.3423) (0.0384) (0.2512) (3.2997) (0.1524) (0.0166) | (0.1289) | (0.2116)
25 2.8127 0.5018 0.6045 0.9285 2.5766 0.5105 0.5976 0.9772
’ (0.5967) (0.0404) (0.0869) (1.7427) (0.2827) (0.0162) | (0.0366) | (0.1043)
15 1.7269 1.0124 0.6278 0.9136 1.5288 1.0090 0.6008 0.9649
1 : (0.4195) (0.0816) (0.2390) (0.1440) (0.1521) (0.0388) | (0.1314) | (0.0874)
0.6 25 2.6862 1.0344 0.6057 0.9000 2.5794 0.9919 0.6001 0.9698
: (0.6442) (0.0669) (0.1079) (0.1592) (0.2872) (0.0345) | (0.0369) | (0.0529)
15 1.7254 2.0409 0.6060 0.9424 1.5291 2.0161 0.6007 0.9847
) ’ (0.4448) (0.1412) (0.2418) (0.0746) (0.1458) (0.0607) | (0.1094) | (0.0325)
25 2.7763 2.0202 0.5929 0.9362 2.5160 2.0028 0.5985 0.9879
’ (0.6867) (0.1612) (0.0901) (0.0618) (0.2401) (0.0593) | (0.0379) | (0.0257)
15 1.7113 0.5289 0.3970 1.9245 1.5678 0.5153 0.3976 2.0310
05 : (0.4160) (0.0376) (0.2703) (0.6078) (0.1657) 0.0112) | (0.1172) | (0.2938)
25 2.7724 0.5598 0.4110 2.0316 2.5917 0.5053 0.4026 2.0084
: (0.7403) (0.0439) (0.1041) (0.4432) (0.2586) (0.0071) | (0.0337) | (0.1898)
15 1.6987 1.0560 0.4262 1.9500 1.5199 1.0393 0.4253 2.0230
1 ’ (0.3785) (0.0680) (0.2806) (0.3270) (0.1550) (0.0249) | (0.1294) | (0.1204)
0.4 25 2.6653 1.0782 0.4184 1.9756 2.5343 1.0222 0.4056 2.0239
: (0.5777) (0.0571) (0.0915) (0.2064) (0.2752) 0.0173) | (0.0377) | (0.0981)
15 1.7628 2.1233 0.4011 2.0021 1.5498 2.0632 0.4125 2.0101
) : (0.3726) (0.1312) (0.2310) (0.1234) (0.1538) (0.0431) | (0.1273) | (0.0633)
25 2.7710 2.2356 0.3941 1.9946 2.5752 2.0504 0.4106 2.0012
: (0.5894) (0.1685) (0.0980) (0.0958) (0.2475) (0.0415) | (0.0372) | (0.0476)
15 1.7248 0.5154 0.4950 1.9080 1.5320 0.5081 0.4982 1.9230
05 : (0.3388) (0.0410) (0.2819) (4.6528) (0.1428) 0.0132) | (0.1109) | (0.2751)
25 2.7481 0.5392 0.5113 1.8075 2.5294 0.5101 0.4999 1.9924
i (0.5455) (0.0357) (0.0976) (0.5984) (0.2796) (0.0133) (0.0399) (0.2053)
15 1.6774 1.0447 0.5098 1.9479 1.5523 1.0380 0.4873 1.9764
) 05 1 (0.3753) (0.0697) (0.2806) (0.2928) (0.1507) (0.0268) | (0.1181) | (0.1194)
25 2.8816 1.0582 0.5046 1.9488 2.5548 1.0181 0.5019 1.9729
: (0.7418) (0.0608) (0.0847) (0.2098) (0.2554) (0.0269) | (0.0431) | (0.1194)
15 1.7731 2.1186 0.4888 1.9698 1.5258 2.0492 0.4992 1.9857
) ’ (0.3881) (0.1630) (0.2502) (0.1336) (0.1457) (0.0503) | (0.1153) | (0.0642)
25 2.7038 2.1804 0.4953 1.9837 25178 2.0245 0.4981 2.0058
: (0.6155) (0.1371) (0.0962) (0.1079) (0.2328) (0.0491) | (0.0349) | (0.0473)
15 1.7234 0.5124 0.5672 1.8246 1.5543 0.5040 0.5995 1.9659
0.5 : (0.4023) (0.0405) (0.2653) (4.7764) (0.1637) (0.0185) | (0.1164) | (0.2412)
25 2.8328 0.5187 0.5908 1.8871 2.5426 0.5018 0.5997 1.9696
: (0.7888) (0.0321) (0.0959) (4.0879) (0.2487) (0.0156) | (0.0366) | (0.2206)
15 1.6860 1.0144 0.6025 1.8396 1.5277 1.0034 0.5993 1.9339
1 ’ (0.3303) (0.0861) (0.2681) (0.3314) (0.1291) (0.0349) | (0.1121) | (0.1483)
0.6 25 2.7641 1.0090 0.5854 1.8193 2.5198 0.9978 0.6002 1.9459
: (0.6544) (0.0637) (0.0921) (0.2430) (0.2603) (0.0362) | (0.0376) | (0.1131)
15 1.7705 2.0254 0.6277 1.8887 1.5272 2.0014 0.6023 1.9728
) ’ (0.4324) (0.1880) (0.2322) (0.1532) (0.1607) 0.0678) | (0.1291) | (0.0721)
25 2.7843 2.0288 0.5828 1.8996 2.5224 2.0032 0.5986 1.9882
’ (0.5960) (0.1461) (0.0816) (0.1270) (0.2564) (0.0684) | (0.0375) | (0.0563)

73



4. IKI YONLU GENELLESTIRILMIS WEIBULL DAGILIMI
Mustafa Cagatay KORKMAZ

X={0.39,0.81,0.85,0.98,1.08,1.12,1.17,1.18,1.22,1.25,1.36,1.41,1.47,1.57,1.57,1.59,
1.59,1.61,1.61,1.69,1.69,1.71,1.73,1.8,1.84,1.84,1.87,1.89,1.92,2,2.03,2.03,2.05,2.12,
2.17,2.17,2.17,2.35,2.38,2.41,2.43,2.48,2.48,2.5,2.53,2.55,2.55,2.56,2.59,2.67,2.73,2.
74,2.76,2.77,2.79,2.81,2.81,2.82,2.83,2.85,2.87,2.88,2.93,2.95,2.96,2.97,2.97,3.09,3.
11,3.11,3.15,3.15,3.19,3.19,3.22,3.22,3.27,3.28,3.31,3.31,3.33,3.39,3.39,3.51,3.56,3.
6,3.65,3.68,3.68,3.68,3.7,3.75,4.20,4.38,4.42,4.7,4.9,4.91,5.08,5.56}.

Tablo 4.3. Karbon liflerinin gerilme direncleri veri kiimesine ait bazi istatistikler
Ortalama Medyan  SD CV  Genislik Carpikhik Basiklik n

2.6210 2.7000 1.0138 0.3867 5.17 0.3681  3.1049 100

Bu veri kimesi icin TSGW dagilimina ve diger genellestirilmis Weibull
dagilimlarina iliskin en ¢ok olabilirlik tahminleri, AIC ve K-S degerleri Tablo 4.4 de

verilmistir.

Tablo 4.4. TSGW dagilimi ile diger dagilim modellerinin karbon liflerinin gerilme
direncleri veri kiimesine iliskin en ¢ok olabilirlik tahminleri, log-
olabilirlik, AIC degerleri ve tahminlere iliskin standart hatalar (parantez)

Model 4 g b q [ AIC (p_*j;ﬁje)
TSGW (Toi) (00014) (00053 (000s) LI09N4 2878229 oo
WG (ff;i)jg) (8188%) (82?822) -141.5291  289.0582 (823?128)
FW ol © (teses - 1432819 2005639 li0
MW (giiggg) ' (8:(1)%;) (821(2)(23) 1420487 290.0974 (82921112)
EW (g:?ggi) (gigiég) ' ((1):8;(2)421) 1480784 302.1497 (82(1)?122)

Tablo 4.4 de verilen modeller arasinda en iyi modeli belirlemek igin Gg¢ kriter
verilmistir. En iyi model, en blyuk log-olabilirlik ve en kiicik AIC ve K-S degerine
sahip olan modeldir. Tablo 4.4. incelendiginde bu kriterlere gore en iyi model TSGW
modelidir ve diger dagilim modellerine gore veriye daha iyi uyum saglamistir. Sekil
4.4. ve Sekil 4.5. te sirasiyla, TSGW dagiliminin tahminlerine iliskin elde edilen
modelin yogunluk fonksiyonu ve dagilimin kantiline iliskin Q-Q plot grafigi (a) ile
deneysel dagilima karsi ¢izilen dagilim fonksiyonu grafigi (b) verilmistir. Sekil 4.4

ve Sekil 4.5 den TSGW dagiliminin veriye iyi uydugu goralir.
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Sekil 4.4. TSGW, WG, FW ve EW dagilimlarina gére modellenen karbon liflerinin
gerilme direncleri veri kiimesi grafigi
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Sekil 4.5. Karbon liflerin gerilme direngleri veri kiimesi igin TSGW dagilim1 (a) Q-
Q plot ve (b) deneysel dagilim fonksiyonu grafikleri

Matlab paket programinda elde edilen TSGW tahmin sonuclara gore; 9.
iterasyonda yakinsama saglanmis olup r nin tahmini 74 olarak elde edilmistir. 74.

sira istatistigine karsilik gelen deger ise 3.19 degeridir. Diger yandan, elde edilen

tahminlere gore d(— log 6)”6 = 3.19 olmaktadir ve bu deger de 74. sira istatistigidir.
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4.9.2. Hava Kirliligi Veri Kiimesi

Bu veri kiimesi 1973 yilinda mayis ve eylll aylar: arasi, New York da élgllen
havadaki gunluk ozon konstre seviyesi ol¢imlerinden olusmaktadir. Veriler
Nadarajah (2008) tarafindan ters beta dagilim: icin modellenmistir ve veriler bu
calismadan alinmistir. Ayrica bu veri kiimesi, Levia ve ark, (2010) ve Vilca ve ark.,
(2011) tarafindan sirasiyla, carpik sinh-normal ve Birnbaum-Saunders dagilimlarini
modellemek igin kullanilmigtir. Veriler asagida verilen gozlem degerlerinden
olusmaktadir ve Tablo 4.5 te bazi 6zet istatistikleri verilmistir
X={41,36,12,18,28,23,19,8,7,16,11,14,18,14,34,6,30,11,1,11,4,32,23,45,115,37,29,7
1,39,23,21,37,20,12,13,135,49,32,64,40,77,97,97,85,10,27,7,48,35,61,79,63,16,80,10
8,20,52,82,50,64,59,39,9,16,78,35,66,122,89,110,44,28,65,22,59,23,31,44,21,9,45,16
8,73,76,118,84,85,96,78,73,91,47,32,23,21,24,44,21,28,9,13,46,18,13,24,16,13,23,36
7,14,30,14,18,20}.

Tablo 4.5. Hava kirliligi veri kiimesine ait bazi betimsel istatistikler
Ortalama Medyan SD CV  Genislik Carpiklik Basiklik n

42.1300 31.5000 32.9900 0.7830 167 1.2100  3.1100 116

Diger yandan, Cordeiro ve ark., (2011), bu veri kiimesini kullanarak dnceden
tanitilan BWG dagilimini modellemislerdir ve BWG dagilimi ile WG, beta Weibull
(Famoye ve ark., 2005), klasik Weibull, Birbaum-Saunders t student dagilim: (Diaz-
Garcia ve Leiva, 2005), ters beta ve kesilmis ters beta dagilimlar: (Nadarajah, 2008)
ve sinh-normal dagilimlarin: (Leiva ve ark., 2010) karsilastirmigtir. Bu karsilastirma
log-olabirlik ve AIC kriterlerine go6re yapilmistir ve BWG dagilimi diger
dagilimlardan daha iyi sonug¢ vermistir.

Diger yandan, TSGW dagilimi, bu veri kimesi ile modellemis ve BWG
dagilhim: ile AIC ve log-olabilirlik degerlerine gore karsilastirma yapilmistir. Elde
edilen sonuglar Tablo 4.6 te verilmistir. Tahminlerin standart hatalar1 parantez iginde
verilmistir. BWG dagilimi icin verilen degerler, Cordeiro ve ark., (2011) tarafindan

elde edilmistir.
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Tablo 4.6. TSGW dagilim: ile BWG dagilim modelinin hava kirliligi veri kiimesine
iliskin en ¢ok olabilirlik tahminleri, log olabilirlik, AIC degerleri ve
tahminlere iliskin standart sapmalar: (parantez iginde)

Model  a b a g b q 1 AC
22314 08471 00219 251020

TsGwW - - " (0.0785) (0.0182) (0.0306) (0.2862) 205 10811
08619  0.3367 26166 09580  0.0175

BWG  03788) (0.1064) °  (07082) (0.0482) (0.0040) o83 10866

Tablo 4.6. incelendiginde, blylk log-olabilirlik degerine ve kiguk AIC
degerine, TSGW dagiliminin sahip oldugu gozlemlenir. Boylece, bu kriterlere gore
TSGW dagiliminin, BWG dagilimindan ve BWG dagiliminin daha basarili bulundugu
belirten modellerden, dstiin oldugu séylenebilir. Sekil 4.6., elde edilen parametrelere
iliskin TSGW dagilimina uyan yogunluk fonksiyonunun grafigini veri histogrami
uzerinde vermektedir. Sekil 4.7 de ise, TSGW dagilim: igin, Q-Q grafigi (a) ve
deneysel dagilima kars gizilen grafikler (b) verilmistir.
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Sekil 4.6. TSGW dagilimina gére modellenen hava kirliligi veri kiimesi grafigi

Matlab paket programinda elde edilen TSGW tahmin sonuclara gore; 21.

iterasyonda yakinsama saglanmis olup r nin tahmini 113 olarak elde edilmistir.
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Sekil 4.7. Hava kirliligi veri kiimesi icin TSGW dagilimi (a) Q-Q plot ve (b) deneysel

dagilim fonksiyonu grafikleri

113.sira istatistigine karsilik gelen deger ise 122 degeridir ve elde edilen tahminlere
gore qA(— log 5)1/9 =121.9982 olmaktadir ve bu degerde 113. sira istatistigine

oldukca yakin bir degerdir.
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5. IKI YONLU GENELLESTIRILMIS SLASH DAGILIMI

Normal dagilim, bircok alanda pratik uygulamas: olan, cok énemli strekli bir
dagilim ailesidir. Istatistikte, bircok sonug ¢ikarimi ve testler normal dagilima dayal
olarak yapilmaktadir. Bu ytizden normal dagilim istatistikte ¢cok onemli bir yere
sahiptir ve bu dagilimin uygulama alanlari ¢ok genis olmaktadir. Ancak veride
olabilecek sapan degerler normalden daha kalin kuyruklu bir dagilim drettiklerinden,
normal dagilima dayal: ¢ikarilan bu sonuclar bu durumdan kottu yonde etkilenirler.
Bu gibi durumlarda normal dagilima alternatif kalin kuyruklu bir dagilim kullanmak
¢coziim olabilir. Bu ylzden normal dagihma alternatif kalin kuyruklu olabilen
dagihmlar dretmek bircok istatistik¢inin dikkatini ¢ekmistir. Normal dagilima
alternatif olarak bilinen kalin kuyruklu dagilimlarin en basinda dayanikl istatistiksel
analizlerde de populer olan, t ve slash dagilimlari gelmektedir (Rogers ve Tukey,
1972, Morgenthaler, 1986, Lange ve ark., 1989). Slash dagilim: literarirde, normal
dagilima alternatif, kalin kuyruklu bir model olarak ve dayaniklilik calismalarinda
kullanilmak Uzere Rogers ve Tukey (1972) tarafindan bir oransal dagilim olarak
tanimlanmis  ve bu dagilimin  Ozellikleri yazarlar tarafindan incelenmistir.
Morgenthaler (1986), sapan deger durumunda, dayanikli gtiven araliklari olusturmus
ve normal dagihm ve slash dagilimlarint karsilastirmistir.  Ayrica literatiirde,
hatalarin kalin kuyruklu bir dagilima sahip oldugu varsayimi altinda, dayanikl
regresyon analizi calismalari yapilmistir (Jamshidian, 2001, Kashid ve Kulkarni,
2003).

Sozel olarak klasik slash dagilim, standart normal dagilim degiskeninin, (0,1)
araliginda taniml: ve standart normal dagilimindan bagimsiz dizgin dagilimli bir
rasgele degiskenin kuvvetine orani olarak tanimlanir. Stokastik bir ifadeyle, bagimsiz

Z ~ N(01) ve U ~Uniform(0,1) rasgele degiskenleri icin

X = (5.1.)
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orani, Kklasik slash dagilimi olarak adlandirilir ve Sl(q) olarak ifade edilir. Klasik

slash dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu
g(x)= q(‘):tqf(xt)dt ~¥<X<¥ (5.2.)

bigciminde olup, burada q dagilimin kuyruk kalinligin1 kontrol eden bigcim parametresi

ve f(X) ifadesi ise
flz)=——e?  -¥<z<¥, (5.3.)

ile verilen O ortalama ve 1 varyansa sahip olan standart normal dagilimin, N(O,l)

gosterimi ile, olasilik yogunluk fonksiyonunu ifade etmektedir.
Klasik slash dagilimi, normal dagilim gibi simetrik bir dagilim olup, benzer
sekilde dagilimin tek momentleri sifira esittir. Esitlik (5.2) de verilen olasilik

yogunluk fonksiyonuna karsilik gelen kiimalatif dagilim fonksiyonu ise
G(x) = qj " F(xt)dt, - ¥ < x< ¥, (5.4

esitligi ile verilir. Buradaki, F(x) ifadesi ise

2

dw, - ¥ <z<¥ (5.5)

1 % 2w
F(z)=—= ge 2
Voo 8
ile verilen 0 ortalama ve 1 varyansa sahip olan standart normal dagiliminin kiimulatif
dagilim fonksiyonudur.

Slash dagiliminda g=1 i¢in elde edilen yogunluk
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I (1 exp( X /2)) x10;
g(x) = ! (5.6)
V 1 aksi halde.

Tov2p

seklindedir ve standart slash dagilim: olarak adlandirilmaktadir. Ayni zamanda slash
dagilimmnin bu bigimine, kanonik slash dagilimi da denmektedir. Kanonik slash
dagihminin 6zellikleri Rogers ve Tukey (1972) tarafindan calisilmistir. Ek olarak,

q ® ¥ iken (5.2) de verilen olasilik yogunlugu, normal dagilima yakinsamaktadir.

Kafadar (1982), standart slash dagilimini, konum ve Olgek ile
parametrelendirerek bu parametrelerin en c¢ok olabilirlik tahminlerini elde etmistir.
Wang ve Genton (2006), ¢cok degiskenli carpik bir slash dagilimini, Azzalini (1985)
tarafindan verilen ¢arpik normal dagilimi kullanarak tanimlayip, carpik veri kiimesi
uzerinde modelleme yapmislardir. Geng (2007), Ustel kuvvet dagilim: ile diizgin
dagilimi kullanarak, genel bir slash dagilim: oOnermistir. Arslan (2008), ¢ok
degiskenli bir slash dagilimini, ¢cok degiskenli normal dagilim ve TSP dagiliminin
6zel bir durumu olan kuvvet fonksiyonu dagilimint kullanarak tanimlamustir. Arslan
ve Geng (2009), Kotz (1975) tarafindan verilen Kotz tipi ¢cok degiskenli normal
dagilimi kullanarak, cok degiskenli bir slash dagilimi tanimlayip, bu dagilima iliskin
uygulama vermislerdir. Reyes ve ark. (2012), normal dagilim ve 6lcek parametresi 2
olan Ustel dagilimi kullanarak modifiye edilmis bir slash dagilimi elde edip, dagilim
parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminine iliskin bir uygulama yapmiglardir. Geng
(2013), beta normal dagilimin1 (Eugene ve ark., 2002) kullanarak, beta tipli ve ¢arpik
olabilen genellestirilmis bir slash dagilimi elde etmistir ve parametrelere iliskin en
cok olabilirlik tanminlerini elde edip bu dagilima uygulamalar vermistir.

Tezin bu boliminde klasik slash dagilimindan daha esnek bir yapiya (daha
kalin veya daha ince kuyruk) sahip olmasinm bekledigimiz ve normal dagilima
alternatif genellestirilmis bir slash dagilimi elde edilmistir. TSP dagilimi, dizgin
dagihmin genel bir hali oldugu icin elde edilmis yeni dagilimda klasik slash
dagiliminin genisletilmis bir genel durumudur. Oncelikle dagihmin tammlanmas:

yapilmis, daha sonra dagilimsal 6zellikler incelenip, en ¢ok olabilirlik tahminleri
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uzerinde durulmustur. Gergek bir veri kiimesi Uzerinde uygulama sonuglar: elde

edilip, bu dagilima iligkin sonugclar verilip bu bolim bitirilmistir
5.1. Tki Yonli Genellestirilmis Slash Dagihiminin Tammlanmasi

Klasik slash dagiliminin tanimlamasina benzer olarak yeni genellestirilmis
dagilim da bir oransal dagilimdir. TSP dagilim: diizgun dagilimin genellestirilmis bir
durumu oldugu icin, esitlik (5.1) de verilen stokastik tanimlamada diizgiin dagilim

yerine TSP dagilimi kullaniimistr.
Tanim 5.1. Z ~ N(0,1) ve V ~ TSP(a,b) olsun. g > 0 igin

z

X :Vllq

(5.7)

rasgele degiskeni tanimlans:n. Z ve V birbirinden bagimsiz olmak Uzere X rasgele

degiskeninin olas:l:k yogunluk fonksiyonu,

_ 92 \b”qtqaf(xt)dt+ﬁ()jmtq(l‘tq)a_lf("t)dt (8)

f(x;a,b,q)=

bal

biciminde elde edilir. Burada -¥<Xx<¥, qg,a>0 ve bi¢cim parametreleri,
0<b <1 ve ¢(.) ifadesi ise esitlik (5.3) de verilen standart normal dag:l:m:n olas:l:k

yogunluk fonksiyonunu ifade eder.

Ispat: Z ve V’nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

-1

1
it Elg ~¥<72<¥ 0<vEDb
f(z,v)::' b ) (5.9.)
| 21-vQ
Ul g—: ~¥<z<¥ b<v£fl
T b g
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seklindedir. z = xv*’® donusiimi yapilarak

:::f(xv“q)ag%g v/ -¥<x<¥,0<VEDb

f(x,v)=t S (5.10.)
-:-f(xv”q)aél_—vg Ve ¥ <x<¥ b<vEl
T 1-byg

+0f(xv1’q)a“‘—"2 vy - ¥ <x<¥ (5.11.)
gl b g

dir. Burada t=v"® donisimi yapildiginda (5.8) esitligi elde edilir ve ispat
tamamlanir. 0O

Elde edilen bu yeni dagihm TSGS(a,b,q) ile ifade edilecektir. TSGS

dagilimi, onceki bolumlerde verilen TSGE ve TSGW dagilimlarinin sahip oldugu
benzer tanim kiimelerine sahip degildir. Bunun nedeni TSGS dagilimini tanimlarken,
olasilik integral donusimuinin kullanilmamasidir. Burada iki yoénlulik kavrami,
TSGE ve TSGW dagilimlarindaki tanim kimelerinin iki yonli olmasinin aksine,
klasik slash dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonunda yer alan integralin dagilim
parametreleriyle iki parcaya bolinmesidir.

Esitlik (5.7) de verilen stokastik ifadede, (0,1) araliginda taniml: diizgln
dagilhim yerine, TSP dagilimi kullanmak tanimlanan dagilimin basikligin: artirabilir.
Yani, TSP dagilimi tanimlanan dagilimin kuyruklarina diizgiin dagilimdan daha fazla
agirhik verebilir. Boylece u¢ noktada bulunan veriler bu dagilim modeliyle daha
uyumlu olabilir. Bunun sonucunda ise normal dagilim ve slash dagilimlarindan daha
kalin kuyruklu dagilim elde edilmis olur.
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TSGS dagiliminin kiimalatif dagilim fonksiyonu,

F(x)= ¢ f(u;a,b,q)du
¥

qa pi/a

ol o F (ut)du dt

-¥

qa \l q q a -1 )\< _
e (DTLAN f(ut)dudt, w=ut
(1_ b) 1 OD ( ) _0¥

_oga ot
= FQ’ td 10f(W)det
¥

+

ga_

bqi (‘)Obwtqa‘lF(xt)dt dt

xt
¥ e -0 g F(w)dwat
Y

) ) 612)

esitligi ile verilir. Burada -¥<x<¥, q.a>0, 0<b <1 ve F() ifadesi ise esitlik
(5.4) de verilen standart normal dagilimin kimulatif dagilim fonksiyonunu ifade

eder.
5.2. Yogunluk Bicimi ve Ozel Durumlar
Standart normal dagilim 0 a gore simetrik oldugu icin, TSGS dagilim: da

benzer simetrik bir yapiya sahiptir. Ayrica esitlik (5.8) den f(— x): f(x) oldugu

gorulmektedir. Bu durumda dagilimin moddaki degeri,

NPNIETLY ¥
f(o):i:,Qb g -b) [B(1+1/q,a)- B, (1+1/q,a)]§ (5.13.)
]
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ile verilen degerdir. Burada B(xy) ifadesi, (2.15) de verilen beta fonksiyonunu ve

B, (x1) ile gosterilen ifade

B.(a,b) = gw* (- w)* " dw (5.14.)
0

esitligi ile verilen tamamlanmamis beta fonksiyonunu ifade etmektedir.

Diger yandan, TSGS dagiliminda, a =1 igin Sl(q) dagilimi elde edilir.
b ®1 iken ise dagilim, Sl(qa) dagilimina yakinsar. b ® 0 iken TSGS dagilimi,

asagidaki olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip slash bi¢imli bir dagilima indirgenir.

f(x;a,q)= anjtq(l—tq)a_lf(xt)dt. (5.15.)

Ayrica, esitlik 5.15 te verilen olasilik yogunlugunun asimptotik agilima,

S za -10 .
aa(-l)’ga. 21y (x: (i +1)a) (5.16)

j=0 ] g

esitligi ile verilir. Burada fq(x;(j+1)q) ifadesi, q(j+1) sekil parametreli klasik
slash dagiliminin  olasilik yogunlugunu ifade eder. Ayrica, b ®0 iken,
TSP ® Beta(l,a) dagilimina yakinsar. Dolayisiyla, TSGS(a,b,q) dagilim: beta
dagilimi ile dlgeklendirilmis normal dagilima yakinsar. a =1 ve q ® ¥ iken N(O,l)

dagilim: elde edilir.
Diger yandan, esitlik (5.1) de verilen stokastik gosterimde, esitlik 2.15 de

ifade edilen V ~ Beta(a, b) dagilimi alinirsa,

foon (6, 1,0) = =t (1-17) " F(xt)dt (5.17))
0
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esitligi ile verilen olasihik yogunluguna sahip bir baska genellestirilmis beta tipli

slash dagilimi elde edilir. Bu durumu kullanarak TSGS(a, b,q) dagilimt icin,
frses (X) =b**® (1_ f3|bl,q (X;qa))"' (1_ b)l_a fos Mg (X;]-,a1Q) (5.18.)

esitligi verilebilir. Burada fg (x,q),

1

fg, (x,a) = qgt*F(xt)dt (5.19.)

esitligi ile wverilen klasik slash olasilik yogulugunun tamamlanmamisi ve

fosim, (X;a, I ,CI) ise

o, (i@, 1,0) = B(a? ) ot™ (1 -t° )I T (xt ot (5.20.)

ile verilir. Bu ise (5.17) de verilen olasilik yogunlugunun tamamlanmamis bigimidir.
Ek olarak, g ® ¥ iken, TSGS dagilimi N(O,l) dagilimina yakinsar. g ® 1 iken ise,
TSGS dagilimy, esitlik (5.18) de verilen bi¢ime yakinsar. Sekil 5.1 de TSGS(a, b, q)
ve Sl(q) dagilimlarinin grafikleri farkli parametre degerleri icin verilmistir.

Sekil 5.1. incelendiginde genellestirilmis slash dagiliminin, Kklasik slash
dagihmina goére daha kalin kuyruklu ya da daha ince kuyruklu bir bigime sahip
oldugu gorulmektedir. Bu da genellestirilmis slash dagiliminin daha esnek yapida

oldugunu gostermektedir.
5.3. Momentler

Bu boliimde TSGS dagiliminin moment ¢ikaran fonksiyonu ve momentleri

elde edilecektir.
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Sekil 5.1. TSGS(a, b,q) ve SI(q) dagihmlarinin farkl: parametre degerleri icin

yogunluk ve kuyruk grafikleri.
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Teorem 5.1. TSGS dag:l:im:nin moment ¢ikaran fonksiyonu, ga >2i, q>2i ve

hTA olmak lizere,

¥ 2 -2/q
M, (h) = E[e™ = _(hb
a Sh?é g 2i 0 g 20 o
+ —aBgl-—,az-B gl-—,az. 5.21.
Lo 2§ o b O

dir.
Ispat. Dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu

bt/ ¥
M (h)= bq § % ge"F(xt)dxdt .
0 _¥

1 ¥
B 5ot f e (xt)dxdt (5.22)

+
Q-b) o he

esitligi ile verilir. xt =u dontdsumund kullanarak

bt/ ¥ h
§ t= get F(u)dudt

0 -¥

qa_

MX(h) bal

1 ¥ h
985t f- 1 get F(u)dudt (5.23)

+
(1‘ )_ bt ¥

esitligini elde ederiz. Burada

‘o, "
et Flu)du =e* (5.24.)

-¥
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dir ve standart normal dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu ile aynidir. Bu degerin

seri agilimint kullanarak

v % (h2r2?)

e? = qt— (5.25.)
i=0 i!
esitligini elde ederiz. BOylece moment ¢ikaran fonksiyon
a % (h2/2)° in
Mx(h):bqa—l_a( i| ) th 12dt
i=0 . 0
ga & (h2 /2)i i a-1
v—1a_JV IS st ge Pt (5.26.)
(1_ b) i=0 II bl/q

esitligine dondsur. Buradaki integraller (2.15) ve (5.14) ile alindiginda ispat
tamamlanmis olur.

Diger taraftan, TSGS dagilimi simetrik oldugundan tek momentleri sifirdir.
Asagida verilen teoremde TSGS dagiliminin ve bu dagilimin konum-6lcek bigiminin

momentleri elde edilmistir.
Teorem 5.2. X ~TSGS(a,b,q) ve Y =s é+m ~TSGS(a,b,q,m,s) konum
\V q

Olgek formlu rasgele degiskenleriigcinr =1,2,3,..., q>2rve a>2r/q olmak

Uzere r. momentler

My 1 = E(X2)=0 (5.27.)
m, = E(x*)= )1 a [B(1-2r/q.a)-B, [-2r/q.a)
i 2'r13(l-b ) ’
a.bl—2r/q U
' 28,
+a—2r/qg (5.28)
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E(Yr): ég;gskmr‘kmk (5.29.)
o

egitlikleriyle verilir.
Ispat: Z ve V bagimsiz oldugundan dolay: esitlik (5.1) den

my = E(X %)= EE% = gz gl 2'0) (5.30)
e

vY

elde edilir. Buradaki E(er) beklenen degeri standart normal dagilimin cift

momentlerine denktir ki bu da E(z%")=(2r)1/(2"r1) ifadesine esittir. Ote yandan

diger beklenen deger ise,

.a-1 "
Eé/‘zr/q):(\)obv_zr/an%% dv+0; —2r/qa§j'_g; dv
ab1-2r/q
Ta-2riq
oprlBl-2r/aa)-8,-2r/qa) o

ifadesine esittir ki X rasgele degiskenin cift momentleri elde edilmis olur. Y’nin

momentleri ise binom agilimindan elde edilir. Yani,

K r

:mr—k — ég

' k=0

r
Kg

I- -1-O:
1-1-O:

efrr)= é’laék s Kmem (5.32)

k=0

<
i
i~
.D
= lo:
=
=-

ifadesine esittir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
Sonug 5.1. TSGS(a,b,q) dagilim: igin, g>4 ve a >4/q olmak iizere beklenen

deger, varyans ve dag:l:m:n bas:kl:k katsay:s: sirasiyla,
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E(x)=0 (5.33.)

1-2/
m, :V(X)_ab a + a

“a-2/q [@L-bP [Bl-2/9.a)-B,(-2/0.2)  (5.34)

izab™"  3a U
= B(L-4 -B,(1-4 g /m; .35.
d, }a—4/q+(1—b)a'1[( /g9,a)-B, /q,a)]g/m2 (5.35.)

esitlikleri ile verilir.
Sonug 5.2. TSGS(a,b,q,m,s) dag:lim: icin, g>4 ve a > 4/q olmak uzere ilk dort

momenti sirasiyla,

E(Y)=mym=m (5.36.)
E(v?)=m? +s?m, (5.37.)
E(V®)=m® +3ms?m, (5.38.)
E(v*)=m*+6s2m?m, +s*m, (5.39.)

esitlikleriyle verilir. Burada, m, ve m, degerleri siras:yla, esitlik (5.34) ve (5.35) de
verilmigtir.

a ® ¥ icin, beta fonksiyonun degeri sifira yaklasacagindan, esitlik (5.34) ve
(5.35) de verilen varyans ve basiklik katsayisi degerleri sirasiyla, 1 ve 3 degerine
yakinsayacaktir. O halde a ® ¥ ic¢in dagilimmin, normal dagihima yakinsadig:
sOylenebilir.

Tablo 5.1 de TSGS(a,b,q) dagiliminin cesitli parametre degerine gére
varyans: ve basiklik degerleri hesaplanmistir. Tablo 5.1 e bakildiginda, a <1 igin

basiklik degerleri blyuktir. Dagilimin varyans: ve basikhigi, sabit q ve sabit b
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degerleri icin a arttikca azalmaktadir. Bunun yaninda, sabit a ve sabit b

degerlerinde g arttikga yine varyans ve basiklik azalmaktadir. Buna ek olarak, bu

degerler sabit beta ve sabit alfa icin q degerleri arttikca azalmaktadir. Diger yandan,

bu degerler, sabit g ve a <1 igin betanin artan degerlerinde artmaktadir. Basiklik

degerleri, a,b,q parametrelerinin biyuk degerlerinde normal dagilimin basiklik

degerine yakindir. Sekil 5.2 de basiklik degerleri igin ¢izimler verilmistir.

Tablo 5.1. TSGS(a, b, q) dagiliminin cesitli parametre degerine gdre varyansi ve
basiklik degerleri
b la|q|V(X)] d, [b|la |[q|Vv(X)| d, |b |a |[q|[V(X)] d,
5| 1.745 |13.836 5 11.807 |14.174 5| 1.852 |14.273
6 | 1.543 | 5.034 6 | 1.586 | 5.110 6 | 1.618 | 5.133
0.85 7 |1.427 | 3.977 0.85 7 |1.460 | 4.018 0.85 7 |1.485|4.031
8 | 1.352 | 3.592 8 | 1.379 | 3.619 8 | 1.399 | 3.628
5 1.666 | 5.399 5 11.666 | 5.399 5| 1.666 | 5.399
1 6 | 1.500 | 4.000 1 6 | 1.500 | 4.000 1 6 | 1.500 | 4.000
0.25 7 | 1.400 | 3.571 |05 7 | 1.400 | 3.571 |0.75 7 | 1.400 | 3.571
8 |1.333 | 3.375 8 | 1.333 | 3.375 8 | 1.333 | 3.375
51568 | 3.280 511.417 | 3.220 511321 | 3.203
2 6 | 1.447 | 3.178 2 6 | 1.332 | 3.138 6 | 1.256 | 3.127
7 11.368 | 3.124 7| 1.275 | 3.095 2 | 711213 3.087
8 | 1.313 | 3.091 8 | 1.235 | 3.070 8 |1.182 | 3.063
4
< 3
: :
Q] *
T
\\‘__ .........

T
3

]

o
i

Sekil 5.2. TSGS (kesiksiz) ve Sl (kesikli) dagilimlarinin basiklik grafikleri.
TSGS(2,0.5,9) , SI(q) (sol), TSGS(a ,0.5,5) , SI(5) (sag)
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5.4. Rasgele Sayr Uretimi

TSGS(a, b,q) dagilimindan say: Uretmek igin, dnce N(O,l) dagilimindan bir
z sayis1 Uretilir. Daha sonra TSP(a,b) dagilimindan, v rasgele sayisi dretilir. v

rasgele sayisi esitlik (2.8) yarcimi ile dretilebilir. Bdylece x=z/v'® oram,

TSGS(a,b,q) dagihimindan tiretilmis bir say: olacaktir.

5.5. Parametrelerin En Cok Olabilirlik Tahmini

Bu kisimda, TSGS dagilimina m konum ve s 6lgek parametreleri eklenerek,
TSGS dagiliminin konum-6lgek formlu bigimiyle ilgilenilmistir. Bu durumda a =1
ve q ® ¥ iken TSGS dagilimi, N(m,s) dagilimina yakinsamaktadir. Konum-6lgek

bicimli olan olasilik yogunluk fonksiyonu,

. ga Y  faXx-mg,U
)= gpay 1Pyt
ga 1 qf, .qp-lefEX-MEU
L L PR 1 (L) B 2ty dt (5.40.)
s-pyT b by € s ol

esitligi ile verilir. Burada, q = (a,b,q,m,s) olan parametre vektoriidur.
Xy Xy, L2 X, TSGS(a,b,q,m,s) dagilimindan alinmis birbirinden bagimsiz

ve aym dagilimli n birimlik 6érneklem olmak Uzere, olusturulan log-olabilirlik

fonksiyonu,
0 iga b éaX. -mo. U
1) = §logi ) te st dt
i1 sta‘loo SS s g
ga R (f-Le€e X, —mg Ul
o 8 i1t 3ty vt (5.41.)
(-b)s b b-v) & s ol
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esitligindeki gibidir. Buna gore bes parametreye bagli olusturulan log-olabilirlik
fonksiyonundan bu parametreler icin elde edilen log-olabilirlik tahmin denklemleri,

o aw(x)

1, —n+ag W(Xi) =0 (5.42)
1, =( -a)éwz(xi):o (5.43)
i i wix) o
I :n+§w3(xi)=o (5.44))
! i=1 W(Xi)
1, = éw =0 (5.45.)

i=1 W(Xi)
I =-ns?+3 (x -mfw(x) _ (5.46.)

seklinde elde edilir. Burada esitlikler icinde verilen gosterimler i=12,....nicin,

wix)= (b1, +(@-b)=1,,) (5.47)
w,(x)=b2(1, -1, logb)+(@-b) (1, -1,)log{l-b) (5.48.)
w,(x)=b 21, -(1-b)?1, (5.49.)
wy(x)=b*2al, +{1-b)?(l, -@-1)1,) (5.50.)
w,(x)=b*21, -[1-b)?1, (5.51.)
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biciminde olup ve

p/a gz X. —m g, U
l.=q t%@Fac— “todt 5.52.
b TR s (5:52)

I, = (‘);,qtq(l—tq)a_lfgg Xis' i gtgdt (5.53.)
I, = Q)b“qtqafgg X‘S' m gtg logtdt , (5.54.)
1, = (‘);,qtq(l—tq)a'lf% X‘S' m Zt§ log(t-t)dt, (5.55.)
Ly = (Lot f-to )""'1f§age Xi; il §t§ logtdt |, (5.56.)
Ly = 0t (1—tq)""'2f§age X‘S_ m §t§ logt dt , (5.57.)
| = (‘)Ob“qtqa”fgg Xi; m gtgdt , (5.58.)
Iy = (‘Jj“qt‘“z(l—tq)a'lfgg Xis' d gtgdt (5.59.)

seklinde verilir.

Burada elde edilen olabilirlik tahmin esitlikleri basit kapali bir formda
degillerdir. Bu yuzden tahminleri dogrudan elde edemeyiz. Tahminleri elde etmek
icin, Newton-Raphson metodu gibi nimerik prosedirlere ihtiyac vardir. Bu prosedur
icin Matlab, Maple, SAS ve R gibi paket programlarinda bulunan lineer olmayan

optimizasyon yontemleri iyi bir baslangic degeriyle kullanilabilir.
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5.6. Veri Analizi

Bu kisimda TSGS dagilimt igin bir reel veri kiimesi Uzerinde modelleme
yapilmistir. Parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminini elde etmek icin R paket
programt  kullanilmistir.  Bu  programda lineer olmayan  optimizasyon
fonksiyonlarindan optim komutu segilerek niimerik bir yontem olan “L-BFGS-B”
metodu kullanilmistir. Parametrelerin baslangi¢ degerleri ise, veri histogrami izerine,
cesitli parametre degerleri igin cizdirilen TSGS dagilimlarindan, veriye iyi uyum
saglayan modelin parametre degerleri olarak secilmistir.

Bu kisimda kullanilacak olan veri, Bolum 3 te, TSGE dagilimi igin de
kullanilan cam liflerin direncleri verisi olacaktir. Veri hakkindaki bilgiler kisim
3.8.2. de verilmistir. Bu veri kumesi literatirde kalin kuyruklu bir veri olarak
bilinmektedir (Jones ve Faddy, 2003, Azzalini ve Capitanio, 2003, Wang ve Genton,
2006, Arslan, 2009 ve Geng, 2013). TSGS dagiliminin kalin kuyruklu bir veriyi
modelleyebilecegini gostermek icin, bu veri kimesi ile TSGS, SI ve normal
dagilimlart modellenmistir. TSGS ve SI dagilimlarinin parametre tahminleri, konum-
Olgek formlu olarak elde edilmistir. Model parametrelerine iliskin sonuclar Tablo 5.2

de verilmistir.

Tablo 5.2. TSGS, Sl ve normal dagilima iliskin, cam liflerin direngleri veri kiimesine
iliskin en ¢ok olabilirlik tahminleri, log-olabilirlik, AIC ve K-S degerleri

(tahminlere iliskin standart hatalar parantez icerisinde verilmistir)

A

Model () (sz) (qu) (st> (§D> i MC pran
s g o o e 00 s soumn 052
s - - (é:gég%) (cligggg) (giéﬁg) -15.8259  37.6518 (8:%8)
Normal - : © (Oodos) (0oosp MTUISE 398316 oo
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Sekil 5.3. Cam liflerin direncleri veri kiimesi icin TSGS, Sl ve normal dagilim
yogunlugu

Tablo 5.2. de uygulama modellerini Kkarsilastirmak icin kriter olarak log-
olabilirlik, AIC ve K-S test istatistigi degerleri verilmistir. Bu kriterlere bakilacak
olursa, en buyik log-olabilirlik, en kiigiik AIC ve K-S degerinin TSGS dagilimina ait
oldugu goralir.
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Sekil 5.4. Cam liflerin direncleri veri kiimesi icin TSGS dagilim fonksiyonu ve
deneysel dagilim fonksiyonu ¢izimleri

Ayrica K-S degeri icin hesaplanan p degerinin de biyik oldugu
gozlemlenmektedir. Dolayisiyla, karsilastirma Kriterleri icin bu dagilimlar arasinda
en iyi model TSGS dagihmidir. Ote yandan uygulama modellerine iliskin
yogunluklar Sekil 5.3 te, TSGS dagilim fonksiyonunun deneysel dagilima karsi
cizilen grafigi ise Sekil 5.4 de verilmistir. Verilen sekiller incelendiginde TSGS
dagiliminin veriye iyi uydugu soylenebilir. Boylece TSGS dagiliminin kalin kuyruklu

dagihimlara alternatif bir dagilim oldugu sdylenebilir.
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6.SONUCLAR VE ONERILER

Iki yonli genellestirilmis dagilimlar ad: altindaki bu tez calismasinda, sinirl
bir aralikta taniml: olan standart iki yonlt gi¢ dagilimi kullanilarak, sinirlandirilmas
dagihmlarda iki yonlaluk kavrami, sinirle bir araliktan sinirsiz bir araliga tasinmis
bulunulmaktadir. Bununla beraber, iki yonlulik oOzelligi tasiyan, klasik
dagihmlarindan daha genel yapiya sahip UG¢ yeni dagilim modeli elde edilmistir.

Bunlardan ikisi (0,%) arahiginda, digeri ise (- ¥,¥) arahginda tamimlanmstir. (0,%)

araliginda tanmimlanmis iki dagilim modeli igin, her iki tanim arahiginda da kendi
klasik dagilimlarinin daha genel durumlarini icerdiklerinden ve elde edilen
dagilimlara bicim parametresi eklenmesinden dolayi, klasik dagilimlarin esnekliginin

artirlldigr gozlemlenmistir. (— ¥,¥) araliginda tanimlanan dagilim iginde icerdigi

dagihmlardan daha esnek oldugu gortlmustir. Boylece ustel, Weibull ve slash
dagilimlarina TSP dagilim 6zellikleri eklenmistir.

Bu tez calismasinda Onerilen genellestirilmis iki yonlu dagilimlarin
tanimlamasinda, TSP dagilim: kullanildig: igin; genellestirilmis bir bicimde elde
edilmis bu dagilimlar, genelledikleri dagilimlarin kesilmis bicimlerinin toplami
olarak yani karma bir modeli olarak elde edilmislerdir. Ayrica, verilerin
modellenmesindeki  Gstunlukleri nedeniyle klasik Gstel, Weibull ve slash
dagilimlarina gucli bir alternatif olarak gosterilmislerdir.

TSP dagilim: ya da TSP dagiliminin genel durumlari; normal, gamma,
Gompertz, gibi baska istatistiksel dagilimlar igin kullanilarak orjindeki siradan
dagilimdan daha esnek olabilen bir baska iki yonlt genellestirilmis dagilimlar elde
edilebilir. Bununla beraber heterojen yapidaki veriler burada verilen karma model

esitlikleri kullanilarak modellenebilir.
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EK1
TSGW dagilimi igin parametre tahminlerini veren Matlab kodlar
clear all
clc
load data
x=data;
n=length(x);
for i=1:n
for j=1:n
if x(i)<x(j)
yedek=x(j);
x()=x();
X(i)=yedek;
end
end

end

t(1)=2;

b(1)=0.2;

a(1)=5;

9(1)=0.5;

m=1;

for i=1:n

if x(i)< t(m)*(-log(b(m)))(1/g(m));
f(i)=a(m)*g(m)*(1-b(m))"(1-a(m))/t(m)"g(m)*(1-exp(-(x(i)/t(m))"*g(m)))"(a(m)-
1)*x(1)(g(m)-1)*exp(-(x(i)/t(m))*g(m));

else x(i)>= t(m)*(-log(b(m)))"(1/g(m));
f(i)=a(m)*g(m)*b(m)"(1-a(m))/t(m)*g(m)*x(i)*(g(m)-1)*exp(-
a(m)*(x(i)/t(m))*g(m));

end

end
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11=sum(log(f));
gfark=1000;

eps=0.001,
while gfark>eps
for r=1:n
for i=L:r
mr11(r)=prod((1-exp(-(x(1:))/t(m))."(g(m))))/(1-exp(-(x(r)/t(m))*(g(m)))));
mr21(r)=prod((exp(-(x(i+1:n)/t(m))."g(m)))/(exp(-(x(r)/t(m))"*g(m))));
end
Mr(r)=mr11(r)*mr21(r);
end
eb=max(Mr);
for i=1:n
if Mr(i)==eb
rmax=i;
end
end
rmax;
m=m-+1;
%betanin tahmini
b(m)=exp(-(x(rmax)/t(m-1))*g(m-1));
% alfanin tahmini
a(m)=-n/log(max(Mr));
%tetanin tahmini yenileniyor
for i=1:n
T1(1)=(x())(g(m-1));
end
for i=1:rmax
T2(1)=((x(1))"(g(m-1))*exp(-(x(i)/t(m-1))*(g(m-1))))/(1-exp(-(x(1)/t(m-1))*(g(m-
D)

end
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for i=rmax+1:n

T3(i)=(x())g(m-1));
end
Payt=-g(m-1)*n/(t(m-1))+g(m-1)/(t(m-1))*(g(m-1)+1)*sum(T1)-(a(m)-1)*g(m-
1)/(t(m-1))"(g(m-1)+1)*sum(T2)+(a(m)-1)*g(m-1)/(t(m-1))*(g(m-1)+1)*sum(T3);

for i=1:rmax
TA(1)=((x(1))"(2*g(m-1)))*(exp(-(x(1)/t(m-1))"*(9(m-1))))/(1-exp(-(x(i)/t(m-1))*(g(m-
D);

T5(i)=((x())M2*g(m-1)))*(exp(-2*(x(i)/t(m-1))*(9(m-1))))/(1-exp(-(x(i)/t(m-
DYM9(M-1))))"2;

end

Paydat=n*g(m-1)/(t(m-1))"2-g(m-1)*(1+g(m-1))/(t(m-1))(g(m-
1)+2)*sum(T1)+(a(m)-1)*(g(m-1)*(1+g(m-1))/((t(m-1))*(g(m-1)+2))*sum(T2)-
(9(m-1)/t(m-1)(g(m-1)+1))*2*sum(T4)-(g(m-1)/t(m-1)*(g(m-1)+1))*2*sum(T5)-
g(m-1)*(1+g(m-1))/((t(m-1))"*(g(m-1)+2))*sum(T3));
t(m)=t(m-1)-(Payt/Paydat);
% gammanin tahmini yenileniyor
for i=1:n
T6(i)=log(x(i));
T7(1)=(x(1)t(m-1))(g(m-1))*log(x(i)/t(m-1));
end
for i=1:rmax
T8(1)=(exp(-(x(i)/t(m-1))*(g(m-1)))*(x(i)/t(m-1))*(g(m-1))*log (x(i)/t(m-1)))/(1-
exp(-(x(i)/t(m-1))*(g(m-1))));
end
for i=rmax+1:n
TI(1)=(x(1)t(m-1))(g(m-1))*log(x(i)/t(m-1));
end
Payg=n/g(m-1)-n*log(t(m-1))+sum(T6)-sum(T7)+(a(m)-1)*(sum(T8)-sum(T9));
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for i=1:n
T10(1)=(x(i)/t(m-1))*(9(m-1))*(log (x(i)/t(m-1)))"2;
end
for i=1:rmax
T11(i)=(exp(-(x(1)/t(m-1))*(g(m-1)))*(x(i)/t(m-1))(g(m-1))*(log (x(i)/t(m-1)))"2)/(1-
exp(-(x(i)/t(m-1))*(g(m-1))));
T12(i)=(exp(-(x(1)/t(m-1))(g(m-1)))*(x(i)/t(m-1))*(2*g(m-1))*(log(x(i)/t(m-
D))"2)/(1-exp(-(x(i)/t(m-1))*(g(m-1))));
T13(i)=((exp(-(x(1)/t(m-1))*(g(m-1)))*(x(i)/t(m-1))*(g(m-1))*log(x(i)/t(m-1)))/(1-
exp(-(x(i)/t(m-1))*(g(m-1)))))"2;
end
for i=rmax+1:n
T14(i)=(x(i)/t(m-1))*(g(m-1))*(log(x(i)/t(m-1)))"2;

end
Paydag=-n/(g(m-1))"2-sum(T10)+(a(m)-1)*(sum(T11)-sum(T12)-sum(T13)-
sum(T14));
g(m)=g(m-1)-(Payg/Paydag);
for i=1:n
if x(i)< t(m)*(-log(b(m)))*(1/g(m));

f(i)=a(m)*g(m)*(1-b(m))"(1-a(m))/t(m)"g(m)*(1-exp(-(x(i)/t(m))"g(m)))"(a(m)-
1)*x(1)(g(m)-1)*exp(-(x(i)/t(m))*g(m));
else x(i)>= t(m)*(-log(b(m)))"*(1/g(m));
f(i)=a(m)*g(m)*b(m)"(1-a(m))/t(m)*g(m)*x(i)*(g(m)-1)*exp(-
a(m)*(x(i)/t(m))"*g(m));
end
end
I3=sum(log(f));
gfark=abs(I1-13);

if gfark > eps

11=13;
end
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rmax

t(m)*(-log(b(m)))"(1/g(m))
x(rmax)

end
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