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EKSENEL DONEL S_iMETRiK KABUK PR__O@LEMLERiNiN DINAMIK ANALIZi
ICIN ALTERNATIF COZUM METODU’

An Alternative Solution Method For Dynamic Analysis Of Axisymmetric Shell
Problems

Ahmad Reshad NOORI Beytullah TEMEL
Insaat Mih. Anabilim Dali Insaat Mih. Anabilim Dali

OZET

Bu calismada eksenel donel simetrik geometri ve yiklemeye sahip kabuk
problemlerin dinamik analizleri igin alternatif bir ¢6zim metodu teorik olarak
arastiriimistir. Eksenel donel simetrik kabuk cisimlerin sénimli davranislari, ikKi
boyutlu diizlemsel eleman modeli kullanilarak, sonlu elemanlar ve Laplace déntgim
metodlarinin birlikte kullaniimasi ile elde edilmistir. Kabuk malzemesi izotrop, lineer
elastik veya viskoelastik olarak kabul edilmistir. Viskoelastik malzeme durumunda
Kelvin sénim modeli kullaniimistir. Kelvin modelinde elastik sabitler elastik-
viskoelastik analojisi yardimi ile Laplace uzayinda kompleks karsitlari ile yer
degistiriimektedir. Sistemi idare eden hareket denklemi oncellikle zaman uzayinda
elde edilmistir. Ardindan sistem hareket denklemine Laplace donlisimu uygulanarak
elde dilen lineer cebrik denklem takimi, sayisal olarak ¢ozilmustir. Donismis
uzayda elde edilen ¢dziimlerden zaman uzayina gegmek icin Durbin’in modifiye
edilmis ters Laplace dénusuim metodu kullaniimistir. Bu islem kullanilarak sonlu
elemanlar metoduna dayali bir bilgisayar programi hazirlanmistir. Programin
dogrulugu literatirde bulunan diger yontemlerle karsilastirilarak gosterilmistir.
Literatirde mevcut olan dider sayisal yodntemler ile karsilastirildiginda, bu
prosedurin oldukga dogru ve etkin oldugu kanitlanmistir.
Anahtar Kelimeler :. Eksenel Doénel Simetrik Kabuklar , Ters Laplace Dénisimd,

Sonlu Elemanlar Metodu, Kelvin S6niim Modeli

ABSTRACT

In this study, an alternative method for dynamic analysis of axisymmetric
shell problems subjected to axisymmetric loading is theoretically investigated. The
solutions of damped response of axisymmetric shells have been obtained by finite
elements method in conjunction with Laplace transform method using the two
dimensional plane elements. Materials of the shells are assumed to be isotropic,
linear elastic and/or viscoelastic. In the viscoelastic material case, the Kelvin model
is employed. According to the correspondence principle the material constants are
replaced with their complex counterparts in the Laplace domain. The governing
equations of motion of the problem are first obtained in the time domain. Laplace
transform is then applied and the set of simultaneous linear algebraic equations are
solved numerically in the Laplace domain. The solutions obtained are transformed
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to the time domain using the modified Durbin’s inverse numerical Laplace transform
method. For the suggested model, a finite element analysis computer program is
coded in Fortran. Verification of the program is performed by comparing the results
of the present method with other numerical methods available in the literature. This
procedure has proved to be highly accurate and efficient compared to various other
numerical methods available in the literature.
Key Words : Finite Element Method, Inverse Laplace,Transform, Axisymmetric
Shells, Kelvin Damping Model

Girig

Eksenel dénel kabuklarla ilgili daha 6nce gesitli galismalar yapilmistir. Bu
calismalara, kabuklarin analizi ve tasarimi (Jawad, 1994), ince kabuk teorisi
(Gibson, 1984), Dinamik kabuk eleman problemleri i¢in sonlu eleman yaklagimi
(Weaver ve Johnston, 1984), Dinamik analiz igin dogrudan integrasyon
yontemlerinin kargilagtiriimasi ( Bathe ve Wilson, 1976), elastik kabuklarin zorlanmig
titresimi (Bhuta, 1963), rijitlik matrislerinin elde edilmesi ve uygulanmasi (Casimir ve
ark., 2007), ortotropik ve viskoelastik paklarin Laplace uzayinda dinamik analizi
(Temel ve Sahan 2013) ve silndirik kabuklarin statik ve dinamik analizi (Bhimaraddi,
1987) 6rnek olarak gosterilebilir.

Bu calismada, elastik ve viskoelastik malzemeye sahip izotropik eksenel
donel kabuklarin dinamik davraniglari sonlu elemanlar metodu yardimiyla Laplace
uzayinda teorik olarak arastirilacaktir. Dénel kabuklara ait hareket denklemleri
Langrangean ve Hamilton prensibi yardimiyla elde edilmistir. Sistemi idare eden
hareket denklemi, her diaguminde 2 serbestlik derecesine sahip 8 digumli
kuadratik elemanlar kullanilarak, sonlu elemanlar yardimiyla zaman uzayinda elde
edilecektir. Sonlu elemanlara ait rijitlik matrisleri, kitle matrisleri ve yik vektorleri 3
noktali Gauss sayisal integrasyon metodu yardimiyla hesaplanacaktir. Elde edilen
sistem hareket denklemi Laplace donlsimu yardimiyla lineer cebrik takimina
donusturilecektir. Bu denklem takimi Gauss eliminasyon metodu ile Laplace
uzayinda bir dizi Laplace parametresi icin ¢odzllecektir. Laplace ddnugsumleri
sayesinde dinamik problem statik forma donlismekte, ayrica sénimin etkisi
donusmuls uzayda kolayca ele alinabilmektedir. Kabuk malzemesinin lineer elastik
veya viskoelastik oldugu kabul edilmistir. Elde edilen ¢6zUmlerin Laplace uzayindan
zaman uzayina donisimui icin Durbin’in modifiye edilmis sayisal ters Laplace
metodu kullaniimaktadir (Durbin, 1974, Temel ve ark., 2004). Bu ¢alismada bulunan
sonuglar, ANSYS programindan elde edilen c¢ézumler ile karsilastirilacaktir
(ANSYS®, ver.14).

Materyal ve Metot

Eksenel simetrik ylklemeye maruz ¢ boyutlu eksenel simetrik cisimler veya
eksenel donel simetrik kabuklar ile ilgili problemler, iki boyutlu basit problemler olarak
ele alinabilirler. Sekil 1.’de gorildigi gibi, cisimler ve yiklemeler z eksenine gore
simetrik oldugundan deformasyonlar ve geriimeler, 6 doénme acgisindan
bagimsizdirlar. Bu nedenle, problemler r-z dizleminde tanimh olan dénel alan



Uzerinde iki boyutlu olarak ele alinacaktir (Sekil 1b.). Yercekimi kuvvetleri z ekseni
dogrultusunda oldugu kabul edilmektedir. Volan benzeri dénel cisimlerdeki

merkezka¢ kuvvetler hacim kuvvetleri olarak ele alinmaktadir. (Chandrupatia,
Belegundu, 2002.)

Problems involving three-dimensional axisymmetric solids or solids of revolution,
subjected nto axisymmetric loading, reduce to simple two-dimensional problems.
Because of total symmetry about the z-axis, as seen in Fig.1, all deformations and
stresses are independent of the rotational angle 0. Thus, the problem needs to be
looked at as a two-dimensional problem in r-z, defined on the revolving area (Fig.
1b). Gravity forces can be considered if acting in the z direction. Revolving bodies
like flywheels can be analyzed by introducing centrifugal forces in the body force

term. We now discuss the axisymmetric problem formulation (Chandrupatla,
Belegundu, 2002.)

(a) (b)

Sekil 1. Eksenel donel simetrik problem

Herhangi bir noktanin deplasmanlari:
u=u(,z) , v=v(,z) Q)



Agirlik ve yayil sinir yikleri, sirasiyla:

{fy={fr, z}7 , {t} = {tr, tz}7 2)

ile gosterilmektedir. Uzama oranlari ile deplasman arasindaki iligki
du dv u Ju av}

{S} = {Sri €2, €9y YrZ}T = {E ;g :; —_

'Oz+a 3)

olarak yazilir. Gerilme vektord,

{o} = {or, 0400, Trz}T (4)
olarak tarif edilmektedir.
Uzama oranlari ile gerilmeler arasindaki iligkiyi belirten bunye denklemi:

or A-v)p vp vp 07 /&
oy 1-v)p vp 0]) &,
= 5
Oe (1-v)p 0f|°% ©
Ty Simetrik Gl \Yrz
Burada p ve G, (6) ve (7) denklemlerinde verilmistir.
E E
P=Usvwa=—2' S 20+v ©

Bu galismada izoparametrik, sekiz digimli, kuadratik eleman kullaniimistir.
Kuadratik dortgen elemanda herhangi bir noktanin koordinatlari sekil fonksiyonlarina
bagh olarak,

8 8
r= Z Niri ; Z= Z NiZi (7)
i=1

i=1

seklinde ifade edilmektedir. Burada, ri ve zi, i diguminun koordinatlari olup, Ni ise
kuadratik sekil fonksiyonlaridir. Deplasmanlar i¢cin 8 parametreli kuadratik baz
polinomlari segilmektedir.

um ={PEmia , vEn)={PEmia} (8
{u}} deplasmani, referans elemaninin 8 digimdu icin asagidaki gibidir.
{Ug} = [Ps){a} 9)
u@m) = PEM) P~ (Ua) (10)
sekil fonksiyolari
(NG} = {PE M} [Pl (11)

Gergek eleman ile referans elemani arasinda gegisi saglayan Jacobian donisim
matrisi, [J] asagdida verilmistir.

8 8
or 0z Ny - NTONi
5 7E| & o8t Liog”
_ E E_ i=1 i=1
Ul = = (12)
[61’ 0z aN- aN.
an Jn a_lri a_lzi
i=1 i=1 N



oN; oN; 0z 9z [ON;
W_[]]—l[az“_ 1 | on 05}[65}

oN;| = U1 o, | = Gergy| o or | [oN, (13)
9z |5 | |"an 3t ] [on]
U1=t=071
[B] sekil degistirme matrisi asagidaki gibi elde edilmektedir.
,aNl -
k3
ON;
Jii Jiz 0 0 0 n 0
4710 0 0 0 1/r|]p =2
Joo Ji2 Ji1 Jiz 0 9%
o N
on
[N; 0.
Eleman rijitlik matrisi, © Gzerinde (0, 217) arasinda integral alinirsa asagidaki gibi olur.
+1 +1
kel =2n [ [ [BITICIBI r decl] déd (15)
-1 -1

Hacim ve eleman sinirina etkiyen yayili yiklerden olusan eleman dugium yik vektori
asagidaki gibi elde edilmektedir. Burada g yercekimi ivmesini gbstermektedir.

+1 +1
{f.}=pg2m f f {N}T {f} r det[]] dédn + 27 f (NYT{T} r - df (16)
-1 -1
Eleman kutle matrisi, 8 Gzerinde (0, 21) arasinda mtegral alinirsa asagidaki gibi olur.
+1 +1
mel =p2r [ [ 0O 7 Dech] déd (7
-1 -1

Eleman kitle ve rijitlik matrisleri ile yUk vektori ifadelerinin integralleri (3 x3) noktali
standart Gauss sayisal integral yontemi ile hesaplanmaktadir.

Bu calismada hareket denklemi Hamilton prensibi kullanilarak elde
edilmistir. Potansiyel enerji ve kinetik enerji arasindaki fark Langrangean olarak
tanimlanirsa;

L=T- 1=_{d} M{d} - {d)7[K }{d} (18)
Burada {d}, sistem hiz vektéri, {d} sistem deplasman vektéri, [K]sistem rijitlik
matrisi ve [M] sistem kutle matrisidir.

Hamilton Prensibi: Langrangean’in <t1, t2> gibi keyfi bir zaman araliginda integrali
alinirsa,




t
1= f Ldt (19)
t

L deplasman ve hiz cinsinden tanimlanan bir fonksiyon oldugundan, hareket
denklemi asagidaki gibi olur.

d (oL oL 0 20

dt\ad;) ad; (20)
Bunun sonucu olarak sistem sénimsiz hareket denklemi asagidaki gibi elde
edilmektedir.

[M]{d} + [K}{d} = (F} (21)

Hareket denkleminin sag tarafi cesitli tiplerde zamanla degisen dinamik dis
ylklerden olusabilir. Zamana bagh bir f(t) fonksiyonunun Laplace dénlsimu, F (s),

LIFO] = F(s) = f (t) e~tdt 22)
0

seklinde tanimlanmaktadir. Burada s, Laplace doéniusim parametresini
gOstermektedir. Zamana gore birinci ve ikinci mertebeden tlrevlerin Laplace
doénlugsumleri kapali olarak asagidaki gibi elde edilebilir.

L[f(®)] = sF(s) — f(0) (23)

L[f(t)] = s2F(s) — s f(0) — £(0) (24)
Bu dénusumler hareket denklemine uygulanirsa, (21) denklemi asagidaki gibi olur.

(s*[M] + [KD{d} — s [MI{d(0)} — [M]{d(0)} = {F} (25)

Burada, {a} ve {F} sirasiyla, sistem deplasman ve ylUk vektorlerinin Laplace
donusumlerini temsil eder. {d(0)} ve {d(O)} ise baslangic deplasman ve hiz
vektorlerini gostermektedir.

Viskoelastik malzeme durumunda Kelvin sénim modeli kullaniimaktadir.
Kelvin s6nim modelinde elastik sabitler, elastik-viskoelastik analojisi yardimiyla,
Laplace dénisum uzayinda kompleks karsitlari ile yer degistirmektedir (Pekel ve
ark., 2011, Boley ve Weiner, 1960, Sahan, 2012).

E, =E(1+4+gs) , Gy=G(1+gs) (26)
Burada G, kayma modiilli, g malzemenin viskoz séniim orani, Ev ve Gy viskoelastik
malzeme sabitleri ve s Laplace dénisim parametresidir.

Arastirma Bulgulari ve Tartisma
Bu calismada elde edilen sonuglar, ANSYS (ki bu programda hareket

denklemi Newmark yodntemi ile ¢ézulmektedir.) paket programindan elde edilen
deplasmanlar ve gerilmeler ile karsilastirilip, sonuglar grafikler Gzerinde verilmistir.

Daha iyi bir sonug elde edebilmek igin problemler kalinlik yéninde en az iki
elemana boélinmelidir. Bu ¢alismada, problemlerin kalinliklari boyunca G¢ elemana
béliinmesi yeterli gériilmistiir. Ug elemandan daha fazla elemana béliinmesi halinde
sonuclari degdistirmeyip, islem yUkunu artirmaktadir.



ic ylizeyinde diizgiin yayili yik bulunan silindir ele alinmistir. Silindir igin
boyutlar: et kalinhgi, t = 0.016 m; yari ¢api, r = 0.034 m ve yuksekligi, h = 0.2 m;
Poisson orani, v = 0.3, kiitlesel yogunlugu, p = 7850 kg/m® ve Elastisite Modill, E
= 2 x 1011 N/m2 alinmis olup, i¢ ylizeyine q = 1 x 106 N/m? siddetinde dlzglin
basing etki etmektedir. Silindirin geometrisi ve problemle ilgili sonlu eleman agi Sekil
2.’de gosterilmistir. Bu galismada bulunan degerler ANSYS ile karsilastiriimistir.

A

X"—q

A > e ¥ ) f o« ¥ e
q
e @ w0 @@ e 55

CREAE (™) (3

- e [7] = 22 [9]

0.20

— \CRAE R

— |—e: 7] = 2 (6] ez

Sekil 2. Silindirin geometrisi ve sonlu eleman agi
Dinamik ylkleme, asagida verilen yik fonksiyonlari i¢in hem sénimli hem de
s6nlimsuz olarak uygulanmistir.

q(t) q(t)
A A
qo
P goSin( tr/c)
- et(s) = t(s)
¢ =5x10
(a) Adim Tipi Yiik (b) impulsif Siniis Tipi Yiik

Sekil 3. Dinamik ylk fonksiyonlari (qo = 108 N/m?)

g = 7.8E-7 ve g = 1.3E-6 viskoz s6nUm oranlari i¢cin sistemin viskoelastik analizi
yapilmis olup, deplasmanin zamanla degisim Sekil 4. - 6. Uzerinde gosterilmistir.
Sonuglar silindir kalinh@inin ortasi igin verilmistir.

1.2E-06
—-a—-Bu Calisma (dt =4E-6, g=7.8E-7) —-+—- Bu Calisma (dt=2E-6, g=7.8E-7)
1.0E-06 o--------- Bu Calisma (dt=1E-6, g=7.8E-7) statik
8.0E-07 |—¢— Bu Galigma (dt=4E-6, g=1.3E-6) ----¢---- Bu Calisma (dt=2E-6, g=1.3E-6)
z &
< 6.0E-07
S
2 4.0E-07 A
Q.
j<]
0O 2.0E-07 A
0.0E+00 T T T T T T T T
0.0E+00 3.0E-05 6.0E-05 9.0E-05 1.2E-04 1.5E-04 1.8E-04 2.1E-04 2.4E-04

Zaman(s.)



Sekil 4. Adim tipi yukleme igin silindir kaliniginin ortasindaki deplasmanin zamanla

Deplasman (m)

degisimi

1.2E-06

— -o—- ANSYS (dt =4E-6, g=7.8E-7)
--------- ANSYS (dt=1E-6, g=7.8E-7)
—o— ANSYS (dt=4E-6, g=1.3E-6)

1.0E-06 4

8.0E-07

6.0E-07

—-+—- ANSYS (dt=2E-6, g=7.8E-7)
statik
----%---- ANSYS (dt=2E-6, g=1.3E-6)

4.0E-07

2.0E-07

0.0E+00

0.0E+00 3.0E-0O5 6.0E-05 9.0E-05 1.2E-04 1.5E-04 1.8E-04 2.1E-04 2.4E-04

Zaman(s.
Sekil 5. Adim tipi yikleme igin silindir kallnllgm(m) ortasindaki deplasmanin zamanla

Deplasman (m)

degisimi
1.2E-06
— -a—- Bu Calisma(dt =4E-6, g=7.8E-7) —-—-—- ANSYS (dt=1E-6, g=7.8E-7)
1.0E-06 - statik —o— Bu Calisma (dt=4E-6, g=1.3E-6)
8.0E-07 -
6.0E-07 A ‘
4.0E-07 A+ ;
2.0E-07 A v aa
0-0E+00 T T T T T T T T

0.0E+00 3.0E-05 6.0E-05 9.0E-05 1.2E-04 1.5E-04 1.8E-04 2.1E-04 2.4E-04
Zaman(s.)

Sekil 6. Adim tipi yikleme icin silindir kalinliginin ortasindaki deplasmanin zamanla

Deplasman (m)

degisiminin karsilastiriimasi

1.0E-06 4 —2—-BuCalisma(dt =4E-6, g=7.8E-7) —-—-- ANSYS (dt=1E-6, g=7.8E-7)
—o— Bu Calisma (dt=4E-6, g=1.3E-6) — — = ANSYS (dt=1E-6, g=1.3E-6)
7.0E-07 A tatik
4.0E-07 A
2n
1.0E-07 4
-2.0E-07 A
-5.0E-07 T T T T T T T T
0.0E+00 3.0E-05 6.0E-05 9.0E-05 1.2E-04 1.5E-04 1.8E-04 2.1E-04 2.4E-04
Zaman(s.)
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Sekil 7. impulsif tipi yiikleme igin silindir kalinhginin ortasindaki deplasmanin
zamanla degisiminin karsilastiriimasi

ANSYS’de kullanilan yapisal sénim orani (§) ile bu galismada kullanilan
viskoz s6énUim orani (g) arasindaki iliski g= 2&w1 seklindedir. Burada ws, yapinin
birinci dogal titresim frekansidir.

Cesitli s6bnim oranlar igin viskoelastik dinamik analizler yapilmis olup,
deplasmanlarin zamanla degisimleri Sekil 4. — 7. Uzerinde gdsterilmigtir. Beklendigi
gibi viskoelastik durumda deplasmanlara ait salinimlar zamanla statik degdere
yaklasarak kaybolmakta, sénim oranlari artikga titresim genlikleri statik degere daha
cabuk yaklasmaktadir.

Sekil 4.’te goraldigu gibi, Laplace uzayinda farkh zaman artim miktarlari
kullanilarak elde edilen degerler birbiri ile értismektedir. Ancak sekil 5.’te gorildigu
gibi Newmark metodu ile ANSYS programindan elde edilen sonuglar, zaman
artimina karsi ¢ok hassas olup, tutarli sonu¢ bulabilmek icin zaman artiminin ¢ok
kiguk secilmesi gerekmektedir
Sonuglar

Bu calismada eksenel simetrik ylklemeye maruz kalan, eksenel doénel
simetrik geometriye sahip izotropik cisimler ile ilgili problemler, iki boyutlu basit
problemler olarak ele alinmistir. Elastik ve viskoelastik malzeme durumlari igin
eksenel donel simetrik cisimlerin statik davranisi ve Laplace uzayinda dinamik
davranisi sonlu elemanlar metodu yardimiyla arastirilmigtir. Elde edilen ¢ézimler
ANSYS yardimiyla elde edilen ¢ozimler ile karsilastiriimistir. Sistemi idare eden
hareket denklemi sonlu elemanlar metodu kullanilarak zaman uzayinda elde
edilmistir. Ardindan, sistem hareket denklemine Laplace dénusimu uygulanarak
elde edilen lineer cebrik denklem takimi bir dizi Laplace parametresi icin ddntismus
uzayda c¢ozllmektedir. Bu calismada, viskoelastik malzeme igin Kelvin sénim
modeli uygulanmistir. Viskoelastik malzeme durumunda elastik sabitler, elastik-
viskoelastik analojisi yardimiyla, Laplace uzayinda kompleks kargitlari ile yer
degistirmektedir. Laplace uzayindan zaman uzayina dondsim igin Durbin’in
modifiye edilmis ters Laplace metodu kullaniimistir. Bu ¢alismada dnerilen metodun
esaslari dogrultusunda asagidaki sonuglar elde edilmistir:

Laplace dénusim uygulanarak, dinamik problem statik hale dénismekte ve
boylece Laplace uzayinda elde edilen lineer denklem takimi sayisal olarak
¢ozllebilmektedir. Zaman uzayina gegis icin etkin bir sayisal ters Laplace donisum



metodu kullaniimigtir. Dinamik yikleme altindaki problemlerde séniim etkisi Laplace
uzayinda kolay bir sekilde ele alinabilmektedir. Ayrica, Laplace uzayindaki
¢6ziimlerde dogal titresim periyotlari ve mod sekillerine de ihtiya¢g duyulmamaktadir.

Bu calismada Onerilen metod ile kaba zaman artim miktarlari kullanilarak
elde edilen deplasman ve gerilme degerlerinin, ANSYS programi yardimiyla sik
zaman artim miktarlari kullanilarak elde edilen degerlere olduk¢a yakin oldugu
goOralmastar.

Viskoelastik durumda deplasman ve gerilme dederlerine ait salinm
genlikleri zamanla statik dedere yaklasarak kaybolmaktadir. S6nim oraninin
artinlmasi durumunda salinima ait genlikler statik dedere daha c¢abuk
yaklasmaktadir. Genel olarak, viskoelastik malzemeye sahip izotropik eksenel doénel
simetrik cisimlerin dinamik davranislari belirli bir siire sonra sénimlenerek statik
degere ulasmaktadir.

Sonlu elemanlar ve Newmark metodunu birlikte kullanan ANSYS programi
ile elde edilen ¢dzimlerin dogrulugu zaman artim miktarinin uygun olarak
secilmesine baglhdir. Bu nedenle dogru zaman artim miktarinin secgilmesi ¢ok
onemlidir. Bu ¢alismada oOnerilen metod ile kaba zaman artim miktarlari kullanilsa
bile istenilen hassasiyete sahip ¢ozumler elde edilebilmektedir. Bununla beraber,
toplam ¢dzim sureleri de dikkate deder bir oranda azalmaktadir.

Sonu¢ olarak bu c¢aligmada o6nerilen metodun ANSYS programinin
kullandigi Newmark metoduna (adim adim intergrasyon metoduna) gére daha etkin
oldugu ornekler tzerinde gosterilmistir
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