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ABSTRACT

In this study, the buckling load of straight column made of functionally graded material in the
axial direction is investigated by the Complementary Functions Method (CFM). The
canonical equations governing the buckling behavior are obtained with the aid of equilibrium
equations based on the Euler-Bernoulli and Timoshenko beam theories. The set of ordinary
differential equations is solved with a program prepared in Python language. The effects of
material variation coefficients, length/thickness ratios, and different boundary conditions on
the buckling load are investigated parametrically. The buckling loads obtained are compared
with the existing methods in the literature and the values found in Abaqus, the finite element
program, and the efficiency of the applied method is shown.
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OZET

Bu caligmada; eksenel yonde fonksiyonel derecelenmis malzemeli, dogru eksenli kolonlarin
burkulma yiikii Tamamlayict Fonksiyonlar Yontemi (TFY) ile incelenmistir. Burkulma
davranigini idare eden birinci mertebeden kanonik denklemler, Euler-Bernoulli (BKT) ve
Timoshenko kiris teorilerine (TKT) dayali olarak denge denklemleri yardimiyla elde
edilmistir. Adi diferansiyel denklem takimlari, Python dilinde hazirlanan programla
¢Ozililmiistir. Malzeme degisim fonksiyonunun, uzunluk/kalinlik oraninin ve farkli sinir
kosullarinin burkulma ytikiine etkisi parametrik olarak arastirilmistir. Elde edilen burkulma
yukleri, literatirde bulunan mevcut yontemler ve Abaqus sonlu elemanlar programinda
bulunan degerler ile karsilagtirilmis, uygulanan yontemin etkinligi gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Burkulma; Fonksiyonel derecelenmis malzemeler; Tamamlayici
fonksiyonlar yontemi
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GIRIS
Mekanik oOzellikleri bir noktadan diger bir noktaya siirekli olarak degisen fonksiyonel
derecelenmis (FD) malzemeli elemanlar, havacilik ve uzay sanayi, tip, otomotiv ve modern
miihendislik uygulamalarinda yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu tiir yapilarin; Uretim
teknikleri, asinma, yorulma, titresim, burkulma gibi 6zelliklerinin belirlenmesine yonelik
calismalar giiniimiizde Onem kazanmistir. Bu nedenle FD malzemeli elemanlarin
burkulmasini inceleyen bir¢ok ¢alisma mevcuttur.

Goren ve Erim [1], degisen kesitli konsol Timoshenko kirislerinin stabilitesini incelemistir.
On farkli, kademeli ve kademesiz kirisin kritik burkulma yiiklerini, sonlu eleman ve sonlu
eleman-transfer matris metotlarin1  kullanarak, Matlab 5.1 programlama diliyle
hesaplamiglardir. Coskun ve Atay [2], sabit ve degisken kesitli Euler kolonlarinin burkulma
yiiklerini bulmak i¢in, dogrusal olmayan adi kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde
kullanilan Varyasyonel iterasyon Yéntemini kullanmuslardir. Shahba ve ark.[3], homojen
olmayan fonksiyonel derecelenmis Euler-Bernoulli kiriglerinin serbest titresim ve stabilitesini
Euler-Bernoulli kolonlarinin burkulma davraniglarinin incelenmesi igin analitik yaklasim
sunmuslardir. Mafsal uglu, ankastre uglu ve konsol kolonlarin burkulma davranisini idare
eden diferansiyel denklemi, Fredholm integral denklemine indirgemislerdir. Elishakoff [5],
fonksiyonel derecelenmis kolonlarin burkulma davrasini incelemistir. Calismasinda konsol
kolonlarin burkulma modunu, farkli polinom varyasyonlarini dikkate alarak vermistir. Y1lmaz
ve ark. [6], elastik mesnetli uniform olmayan eksenel yonde fonksiyonel derecelenmis
kolonlarin burkulma analizini Lokalize Diferansiyel Kuadratiir Yontemi ile incelemislerdir.
Filiz ve Aydogdu [7], Ritz Metodu yardimiyla eksenel yonde fonksiyonel derecelenmis Euler-
Bernoulli kirislerinin ¢esitli sinir kosullarinda boyutsuz frekans parametrelerini ve Kkritik
burkulma yuklerini bulmuslardir. Ulukdy [8], malzeme 6zelliginin geniglik boyunca degistigi
eksenel basing yiikii altindaki kolonun burkulma analizini sonlu eleman tabanli Ansys
programini kullanarak yapmistir. Xiao ve Li [9], bir ucunda donme yay1 bulunan homojen
olmayan konsol kolonlarin Euler burkulmasini incelemiglerdir. Burkulma yiklerini kesin
olarak bulabilmek ig¢in problem bir Bessel denklemine doniistiirilmiistlr. Bulunan kesin
burkulma yuklerini, moment metodu kullanilarak bulunan yaklagik burkulma yiikii
degerleriyle karsilastirmiglardir. Lee ve Lee [10], kesit ve malzeme 6zelliklerinin kolon ekseni
boyunca dogrusal degistigi Euler-Bernoulli kolonlarinin serbest titresim ve burkulma analizini
birlesik bir modelde sunmuslardir. Yonetici denklemleri elde edip, bu denklemleri
determinant arama algoritmasi ile birlestirilmis dogrudan integrasyon yOntemiyle
¢ozmiiglerdir. Bulduklari sonuglari, Adina sonlu eleman yazilimindan elde ettikleri sonuglarla
karsilagtirmislardir. Akgoz [11], kesitlerinin uzunluklar1 boyunca siirekli degistigi eksenel
basing altindaki narin kolonlarin burkulma davranisini incelemistir. Kolonlar Euler-Bernoulli
kirig teorisiyle modellenmis ve burkulma yiikleri Ritz Metoduyla bulunmustur. Lee ve Lee
[12], burkulma kapasitesini en iist diizeye ¢ikarmak igin eksenel derecelenmis degisen kesitli
kolonlarin optimizasyonunu incelemislerdir. Diferansiyel denklemler, determinant arama
algoritmasi ile birlestirilmis dogrudan integrasyon yontemi ile ¢oziilmiistiir. Rajasekaran [13],
fonksiyonel derecelenmis uniform olmayan kirislerin serbest titresim ve burkulma analizlerini
diferansiyel transformasyon yontemini kullanarak incelemistir.

Bu calismada; kayma deformasyonlarinin etkileri de dikkate alinarak, eksenel yonde FD
malzemeli kolonlarin burkulmasi TFY ile incelenmistir. Malzeme degisim fonksiyonunun,
uzunluk/kalinlik oraninin ve farkli sinir kosullarinin burkulma yiikiine etkisi arastirilmistir.
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TEMEL DENKLEMLER ve COZUM YONTEMI

Sekil 1’de eksenel basing kuvveti altindaki FD malzemeli kolonda; A dikddrtgen kesitin
alanmi, | atalet momentini, E(x) ise elastisite modilunin x ekseni boyunca malzeme

fonksiyonuyla degisimini gostermektedir.

V4

I
P P
o o —X l Ih

;mea=m , E(x=L) b

Sekil 1. Ekseni Yoniinde Fonksiyonel Derecelenmis Kolon

Eksenel ve diisey yer degistirmeler, U, ve U, ile birim sekil degistirmeler ¢, ve y,,; TKT’ye
gore denklem (1-4)’deki gibi ifade edilmektedir [14].

U, =u(x)+z6(x) 1)
U, =w(x) @
& = aéJXX =Uu'+260" 3)
Ve =O+W (4)

Sekil 1. de verilen dikdortgen kesit 6zelliklerine gore i¢ kuvvetler ile gerilmeler arasindaki
iliskiler denklem (5-7)’de verilmektedir.

hy/2 hy/2

N, =b [ odz=b | E(x)z,dz (5)
-h/2 -h/2
h/2 h/2
M, =b [ o,zdz=b [ E(x)s,2dz (6)
—-h/2 —h/2
h/2 h/2
QZ = ka I TXZdZ = ka J‘ E(X) }/XZ (7)
“hi2 2 2(+0)

Burada k., kesite bagli kayma dizeltme katsayisini, v ise poisson oranini gostermektedir.

Denklem (3-4), i¢ kuvvet-gerilme bagmtilarinda yerine yazilarak (8-10) denklemleri elde
edilir. Normal kuvvet, kesme kuvveti ve momentteki degisimler ise, (11-13) denklemlerinde
verilmektedir [15]. Bu ¢alismada burkulma davranigini idare eden birinci mertebeden kanonik
denklem takimi (8-13)’deki gibi elde edilmistir.
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du N
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dx Ky;—P
40 _M, (10)
dx K,
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=0 11
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4, _ 0 (12)
dx
M, —q-p[ Lelo (19
dx Ky —P
Burada K, ,K,,ve K,, kesit rijitlik sabitleri olup, denklem (14-15)’de verilmistir.
1Ku, Ko} = {E()A E()I} (14)
Ks;; = KG(X)A (15)

Calismada 0Ozel olarak, BKT’ye dayali burkulma yiikii hesabinda denklem (9) ve (13)
esitliklerindeki, K, / (K, —P) =1 alinmaktadir.

S(y)=a,y" +a,,y"V +..+ay'+a, (16)

Denklem (16)’da genel formu verilen siir deger problemi, n adet birinci mertebeden adi
diferansiyel denklem takimina indirgenir. Tamamlayic1 fonksiyonlar yontemiyle diferansiyel
denklem takiminin ¢6zimi [14,16,17]; n adet homojen, bir adet homojen olmayan baslangig
deger problemi ¢oziimii seklinde denklem (17)’deki gibi yazilir. Caligmada baslangi¢ deger
problemlerinin ¢éziimiinde besinci mertebe Runge-Kutta algoritmasi kullaniimistir [18].

y(¥) = Yo (¥) + ¢y, () +...+ €.y, (X) (17)

Denklem (17)’de; y,(x) homojen olmayan ¢ozumi, y,(X) homojen ¢dziim fonksiyonlarini,
¢, terimleri ise integrasyon sabitlerini ifade etmektedir. integrasyon sabitleri problemin sinir

kosullarindan elde edilir. Bu ¢aligmada ele alinan problemler ¢oziiliirken Cizelge 1°de verilen
siir kosullart dikkate alinmigtir.

Cizelge 1. Smir Kosullar

Sinir Kosullari Serbestlikler
Ankastre Mesnet (A) u=0 w=0 6=0
Sabit Mesnet (S) u=0 w=0 M, =0
Serbest Ug (Se) u=0 Q,=0 M, =0
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Analizi yapilan problemin burkulma yiikleri, sinir kosullar1 dikkate alinarak, diferansiyel
denklem takiminin homojen ¢0zlimiinden elde edilen katsayilar matrisinin determinantini sifir
yapan degerlerden elde edilmektedir. Burkulma yiikleri, Secant metoduyla iteratif olarak
bulunmaktadir.

SAYISAL UYGULAMALAR
Uygulama 1

Kullanilan ¢6ziim yo6nteminin uygunlugu, yakinsamasi ve etKinligini gostermek igin
literattirde analitik ¢6zimu verilen homojen-izotrop malzemeye sahip bir kolon ele alinmistir.
Kolonun geometri ve malzeme 6zellikleri denklem (18)’de verilmistir. Burkulma davranigini

idare eden diferansiyel denklem takimi TFY ile N = {5,10, 20,50} adim araliklar ve gesitli
siir kosullart (SK) i¢in ¢oziilmiistiir.
|
AL?
Cizelge 2. Homojen-Izotrop Euler-Bernoulli Kolonlarinin Boyutsuz Burkulma Y tkleri
(P, =R, L*/EIl)
SK Bu Calisma Wang
N =5 N=10 N=20 N=50 [20]
S-S 9.86920 9.86960 9.86960 9.86960 9.86960
A-S  20.18424 20.19060 20.19072 20.19072 20.19073

A-A  39.41029 39.47681 39.47839 39.47842 39.47842
A-Se 246740 246740 2.46740 2.46740 2.46740

r =

=001, k =5/6, v=0.3 (18)

Cizelge 2°de BKT’ye dayali homojen izotrop kolonlarin TFY ile bulunan boyutsuz burkulma
yiikleri verilmigtir. Cizelge 3°de ise kayma deformasyonlarinin etkisinin dikkate alindig:
TKT’ye dayali homojen izotrop kolonlarin boyutsuz burkulma yiikleri sunulmustur.

Cizelge 3. Homojen-izotrop Timoshenko Kolonlarmin Boyutsuz Burkulma Y ikleri
(P, =R,L°/EI)

SK Bu Calisma Wang
N=5 N=10 N=20 N =50 [20]
S-S 754573 7.54596 7.54596 7.54596 7.54596
A-S  12.38488 12.38727 12.38732 12.38732 12.38732
A-A  17.67594 17.68931 17.68962 17.68963 17.68963
A-Se 229102 2.29102 2.29102 2.29102 2.29103

TKT’ye dayali homojen-izotrop konsol kolunun dort burkulma moduna ait boyutsuz
burkulma ytikleri Cizelge 4’de verilmistir. Bu siir kosuluna sahip kolonun P eksenel yiikiine
bagli katsayilar matrisi determinantinin degisimi ise Sekil 2°de gosterilmistir.

Cizelge (2-4) incelendiginde, TFY ile elde edilen burkulma ytklerinin, literatirde bulunan
mevcut burkulma yikleriyle ¢cok uyumlu oldugu goriilmektedir. S-S sinir kosuluna sahip;
homojen-izotrop Euler-Bernoulli kolonunun N =5 adim araliginda literatiir ile birebir uyum
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sagladig1 goriilmektedir. Timoshenko kolonu igin ¢6ziim araligt N =10 adim alindiginda

yeterli hassasiyet saglanmustir.

Cizelge 4. Homojen-izotrop Timoshenko Konsol Kolonunun Boyutsuz Burkulma Y tkleri

(P =RL*/EI)
A-Se Bu Calisma Wang
N =5 N=10 N=20 N=50 [20]
El 2.29102 2.29102 2.29102 2.29102 2.29103
FZ 13.11484 13.11785 13.11791 13.11791 13.11791
53 21.06022 21.09093 21.09196 21.09198 21.09198
54 25.33910 25.33024 25.33488 25.33498 25 33498
0.020
—— Determinant Degeri
2 0015 (A-Se)
g 0.010 \ {,_:\\
2 00054 X x
£ MPIN M Py P Pi 1
5 0.000 ’S\‘/ ¥ \¥
. X # YO#
£ _0.005 - “x < x ]
= ~ *
2 *x o
& —~0.010 Honae® v
-0.015 ; : . . .
0 5 10 15 20 25

Sekil 2. A-Se Sinir Kosulu i¢in Katsayilar Matrisi Determinantinin Degigimi

Uygulama 2

Bu uygulamada, eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin analizleri i¢in malzeme modelleri
Cizelge 5°de ve degisim fonksiyon grafikleri Sekil 3’de verilen ii¢ farkli model ele alinmistir
[3,13]. FD malzemeli kolonlarda k, =0.85, v =0.3 olarak sabit alinmistir. Bu uygulama igin

Boyutsuz Eksenel Yik

TFY ile yapilan analizlerde N =20 adim aralig1 kullanilmistur.

Cizelge 5. Malzeme Degisimi Fonksiyonlari

Model No Degisim Fonksiyonlari
Model 1 1+x-x°

Model 2 1+x

Model 3 1+2x+ X

362
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Sekil 3. Elastisite Modiiliiniin Kolon Boyunca Degisimi

Eksenel yonde fonksiyonel derecelenmis BKT’ye gore kolonlarin boyutsuz kritik burkulma
yukleri Cizelge 6’da verilmistir.

Cizelge 6. BKT’ye gore FD Malzemeli Kolonlarin Boyutsuz Burkulma Yiikleri
(P, =P,L’/E,l)
Model 1 Model 2 Model 3
SK Bu calisma Rajasekaran Rajasekaran Rajasekaran

[13] [13] [13]
S-S 12.00000  12.00000 1451125 1451125 20.79229  20.79229
A-S 23.66437  23.66438  29.44896  29.44897  42.10915  42.10919
A-A 45.39557 4539565 57.39388 57.39401  81.92314  81.92347
A-Se 2.86537 2.86375 3.11770 3.11770 3.83638 3.83638

Bu ¢alisma Bu ¢alisma

BKT’ye dayali FD malzemeli kolonlarin ¢esitli sinir kosullar1 i¢in TFY ile bulunan boyutsuz
burkulma yiklerinin literatiirde verilen sonuglarla olduk¢a uyumlu oldugu goriilmektedir. A-
A smir kosulunda; bu calismadan elde edilen sonuclarla literatirde bulunan  mevcut
sonuglarin, malzeme degisim modellerine gore, {Model 1, Model 2, Model 3} bagil farklari
sirastyla, { % —1.76x107*,% —2.27x10™*, % — 4.03x10~* } olarak bulunmustur.

Timoshenko teorisine dayali eksenel yonde fonksiyonel derecelenmis kolonlarin burkulma
analizi icin TFY ve Abaqus sonlu elemanlar paket programi kullanilmistir. Sonlu elemanlar
programinda, malzeme degisiminin hassas olarak modellenebilmesi i¢in kolon, uzunlugu
boyunca 200 adet homojen-izotrop elemana boliinmiistiir. Abaqus ile analizlerde, kayma
deformasyonlarinin dikkate alindig1 B21 elemani kullanilmistir. Farkli sinir kosullarina sahip,
FD malzemeli Timoshenko kolonlarinin g¢esitli L/h oranlarinda boyutsuz kritik burkulma
yukleri Cizelge (7-10)’da sunulmustur.
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Cizelge 7. TKT'ye gore FD Malzemeli (S-S) Kolonlarin Boyutsuz Burkulma Yikleri
(Pcr = PcrLZ/EOI )
L/h

S-S 5 10 20 50

TFY  Abaqus TFY  Abaqus TFY  Abaqus TFY  Abaqus

Model 1 10.80851 10.80795 11.67826 11.67756 11.91792 11.91715 11.98679 11.99003
Model 2 13.09563 13.09508 14.13040 14.12970 14.41419 14.41373 14.49563 14.49653
Model 3 18.44967 18.44918 20.15927 20.15850 20.63077 20.62978 20.76629 20.76825

Cizelge 8. TKT'ye gore FD Malzemeli (A-S) Kolonlarin Boyutsuz Burkulma Y kleri
(P, =P, L*/Egl)
L/h

A-S 5 10 20 50

TFY  Abaqus TFY Abaqgus TFY Abaqgus TFY Abaqus

Model 1 19.52678 19.15028 22.47451 22.24680 23.35530 23.18256 23.61438 23.46390
Model 2 24.45475 23.79053 28.02424 27.69678 29.07975 28.87166 29.38927 29.22015
Model 3 34.49752 33.37868 39.94574 39.45156 41.54909 41.27102 42.01864 41.80950

Cizelge 9. TKT'ye gore FD Malzemeli (A-A) Kolonlarin Boyutsuz Burkulma Y ukleri
(Pcr = PcrLZ/EOI )
L/h

A-A 5 10 20 50

TFY  Abaqus TFY  Abaqus TFY  Abaqus TFY  Abaqus

Model 1 32.55260 32.55503 41.32260 41.32656 44.30405 44.30837 45.21734 45.22418
Model 2 40.50100 40.54020 52.01028 52.03872 55.94869 55.96512 57.15777 57.17063
Model 3 55.70032 55.88985 73.53695 73.67220 79.66902 79.72704 81.55473 81.58725

A-A sinir kosuluna sahip, L/h=5 olan FD Timoshenko kolonun; TFY ve Abaqus ile
bulunan burkulma yiiklerinin, malzeme degisim modellerine gore, {Model 1, Model 2, Model
3} bagil farklari sirasiyla,{ % — 7.46x107°, %—9.68x107%,% —3.40x10"} olarak bulunmustur.

Cizelge 10. TKT'ye gore FD Malzemeli (A-Se) Kolonlarin Boyutsuz Burkulma Yikleri
(Pcr = I:)(:rI‘Z/EOI )

L/h
A-Se 5 10 20 50
TFY Abaqus TFY Abagqus TFY Abaqus TFY  Abaqus
Model 1 2.79511 2.79513 2.84748 2.84752 2.86088 2.86084 2.86465 2.86834
Model 2 3.05877 3.05880 3.10275 3.10279 3.11394 3.11408 3.11709 3.11900
Model 3 3.77934 3.77941 3.82197 3.82210 3.83277 3.83278 3.83580 3.83954
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Bu galismada, FD malzemeli kolonlar i¢in bulunan boyutsuz burkulma yiklerinin, hem
literatiirde verilen mevcut sonuglar hem de Abaqus sonlu elemanlar programindan elde edilen
sonugclar ile uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Model 1 malzeme degisim fonksiyonu icin BKT ve TKT’ye dayali olarak modellenen FD
malzemeli kolonlarda L/h oranlarinin farkli sinir kosullarinda boyutsuz burkulma yuklerine
etkisi Sekil 4’de gosterilmistir. FD kolonlarda L/h orami arttikga TKT’den elde edilen
sonuglarin BKT sonuglarina yaklastigi gozlemlenmistir.

=
™~
IS

— TKT | — TKT
(S-S) — BKT ) (A-A) — BKT

-
N
[N]
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-
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o
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n o
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Sekil 4. Farkli Sinir Kosullarina Sahip Model 1 FD Malzemeli Kolonlarda L/h Oraninin
Boyutsuz Burkulma Yuklerine Etkisi

SONUCLAR

Bu calismada, basing kuvveti altinda eksenel yonde fonksiyonel derecelenmis kolonlarin
burkulma davranisi incelenmistir. Analizlerde, hem Euler-Bernoulli hem de Timoshenko kiris
teorileri kullanilmigtir. Homojen-izotrop kolonlar Gzerinde yontemin uygunlugu, yakinsamasi
ve etkinligi gosterilmistir. Bu ¢alismada bulunan burkulma yiiklerinin, hem literattrde verilen
mevcut sonuglar hem de Abaqus sonlu elemanlar programindan elde edilen sonuglar ile
uyumlu oldugu goriilmiistiir. FD kolonlarda en blyik boyutsuz burkulma yikleri, Model 3
malzeme degisim fonksiyonu i¢in bulunmustur. L/h orami arttikga Timoshenko teorisinden
elde edilen sonuglarin Euler-Bernoulli kiris teorisi sonuglarina yaklastigi; bu oran azaldikga
kayma deformasyonlarmin kritik burkulma yiikiine etkisinin arttig1 gézlemlenmistir. Sonug
olarak, uygulanan yontemin farkli siir kosullarina sahip FD kolonlarin burkulma
analizlerinde etkin olarak kullanilabilecegi gosterilmistir.
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