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Bu calismada, bazi yarigrup yapilarinin sonlu takdim edilebilirligi ile ilgili
olarak yakin zamanda elde edilen bazi sonuglar incelenmistir. Ozellikle sonlu
takdimli bir monoidin herhangi bir atgrubunun ve bir M monoidinin (grubunun)
M nin bir g endomorfizmi ile olan Bruck-Reilly genislemesi BR(M,q) nin sonlu
takdim edilebilirligi hakkindaki problemler calisilmstir. Sonlu takdimli bir monoidin
sonlu indekse sahip herhangi bir altgrubunun da monoid olarak sonlu takdimli
oldugu gosterilmistir. Ayrica M sonlu dogurayl: / takdimli bir monoid iken
BR(M,q) min da sonlu dogurayli / takdimli oldugu gosterilmistir. Son olarak, G bir

grup iken BR(G,q) min sonlu dogurayl olmasi igin gerek ve yeter kosulun Aj I G

sonlu bir kime olmak (zere G nin UAQ' formundaki kime tarafindan
i*0

dogurulabilir olmasi oldugu ve BR(G,q) nin sonlu takdim edilebilir olmast igin de

gerek ve yeter kosulun R, iliskilerin sonlu bir kiimesi olmak tizere G grubununun,

iliskileri R=URg' formunda olan takdim tarafindan tammlanabiliyor olmasi
i30

oldugu gosterilmistir.
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In this study, we survey some recent result concerning finite presentability of
several semigroup constructions. Namely we study problems regarding finite
presentability of an arbitrary subgroup of a monoid defined by a finite presentation;
and of Bruck-Reilly extensions BR(M,q) of amonoid (group) M with respect to an

endomorphism g of M. It is proved that any subgroup of a finitely presented
monoid with finite index is also finitely presented as a monoid. Also it is proved that
if M isafinitely generated / presented monoid than BR(M,q) isfinitely generated /
presented. Finally, it is proved that when M is a group, BR(M,q) is finitely

generated if and only if G can be generated by a set of the form U Ag', where

i?0

Al G isfinite; and BR(M,q) is finitely presented if and only if G can be defined

by a presentation with relations of the form R=URQ' for some finite set of
i30

relations R, .
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1. GIRIS LeylaBUGAY

1. GIRIS

Yarigrup teorisi cebirin en temel dallarindan biridir. “Yarigrup” terimi ilk
olarak 1904’'te Monsieur I’Abbé J. A. Séguier’in “Eléments de la Théorie des
Groupes Abdtraits’ adli kitabinda yer almis, 1926 ve 1928 vyillarinda A. K.
Sushkevich'in bir sonlu yarigrubun minimal idealinin yapisini belirlemesiyle gelisim
siirecine baglamistir. Bu dénemden itibaren ¢alismalar hizla artmis ve nihayet 1950’ li
yillarin sonunda yarigrup teorisinin kendisi modern cebirin basli basina bir alt dali
haline gelmistir. Yarigruplarin zengin bir soru icerigine sahip olmasinin yam sira
grup ve halka teorisi basta olmak Uzere matematigin diger alanlar1 ile olan baglantisi
yarigrup teorisinin énemini arttirmustir.

Diger cebirsel teorilerde oldugu gibi yarigrup teorisinde de temel
problemlerden biri, yarigruplarin siniflandiriimasimi saglayacak ve onlarin yapisini
tammlayacak belirli Ozelliklerle ifade edilip edilemeyecegini gosteren yontemler
bulmaktir. Bu yontemlerden biri takdim bulma yontemidir.

Bir yarigrubun takdimini bulma problemi yarigrup teorisinde cok uzun
zamandir calisilan bir konudur. Matematikciler tarafindan bu amacla gelistirilen
GAP ve MAGMA gibi bilgisayar programlarimt kullanabilmek igin de cebirsel
yapilarin (varsa) sonlu takdimlerinin bilinmesi gerekmektedir. Bu nedenlerden dolay1
cebirin bir alt dali olan yarigruplarin sonlu takdim edilebilirligi basli basina bir
arastrma konusu olmustur. 1990 yilinda E. F. Robertson ile Y. Unlirniin
gelistirdikleri bir bilgisayar program: ve bu programin gelistiriimesi sayesinde bu
konuda yayinlanan ¢alismalar hizla artmstir.

Biz de bu caismada bazi 0zel yarigrup yapilarinin  Bruck-Reilly
genislemelerinin sonlu takdim edilebilirligini inceleyecegiz.

M, birim elemam 1,, olan bir monoid ve g, M Uzerinde bir endomorfizm

olsun. g° doniisimiini M  {zerindeki birim doniisim olarak alalim ve negatif
olmayan tamsayilar kiimesini [1° ile gégterelim. 1°={0, 1, 2, 3, ...}.
0° M~ [ kimes Uzerinde bir ikili islem (carpma islemi), her

(ma,n), (p.b,g)l 0°" M~ @ igin r =max{n, p} olmak tizere
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(ma,n) (p.b.g)=(m- n+r,(aq""Jba"?)qa- p+r)

seklinde tammlansin. 0°° M [? kiimesi bu islem ile birim eleman: (0,1,,,0) olan
bir monoiddir. Bu monoide M monoidinin q ile olan Bruck-Reilly genislemesi
denir ve BR(M ,q) ile gosterilir.

Bu yam Bruck, Reilly ve Munn tarafindan olusturulan yapilarin
genellestirilmis halidir ve tersinir yarigrup teorisinde 6nemli bir rol oynamaktadir.

Bruck-Reilly genislemelerinin ingsa edilme sireci, Bruck’un 1958'de her S
yarigrubunun bir basit monoid igerisine gomulebilecegini gostermesiyle baslamstir.
Bruck, 1°° S'" [? kilmes tzerinde S' in her elemammi S' in birim elemanina
esleyen g homomorfizmi ile yukaridaki ¢arpma islemini tammlad: ve bu yapinin S
ye izomorfik olan bir altyarigrubu igeren (bu altyarigrup {(0,5,0): s1 S} dir) bir basit
monoid oldugunu gosterdi. Elde edilen bu yapiya Bruck genislemes denir.

1966 yilinda Reilly ayni yapiy1 bir G grubu tizerinde ve g homomorfizminin
G Uuzerinde herhangi bir endomorfizm olmasina izin vererek tekrar insa etti. Bu
yapiya ise Rellly genislemes denir. Reilly bu yapiyr kullanarak, elde edilen
monoidin bir katli-basit w-yarigrup oldugunu ve tersine bir katli-basit w-yarigrubun
da birimlerinin olusturdugu altgrubunun (simdiki adlandirilistyla) Bruck-Reilly
genislemesi oldugunu gosterdi.

1970'de Munn bu genislemeleri genellestirerek Bruck-Reilly genislemesi
terimini ortaya koydu ve bunu, herhangi bir M monoidinin M den M nin
birimlerinin olusturdugu gruba tammlanan q homomorfizmi ile olan genislemesi
olarak tarmmladh.

Biz “Bruck-Reilly genislemes” terimini, ¢ homomorfizminin monoid
Uzerindeki  herhangi  bir endomorfizm oldugunu vurgulamak istedigimizde
kullanacagiz.  Ayrica, “Munn-Bruck-Reilly genislemesi” terimini de q
homomorfizminin, monoidden monoidin birimlerinin olusturdugu gruba tamnimli olan

homomorfizm oldugunu vurgulamak istedigimizde kullanacagiz.
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2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu bolimde, yarigrup teorisinde yer alan ve ileride kullanacagimiz bazi
temel tamm ve teoremleri verecegiz.

2.1. Yangruplar

S bos olmayan bir kime olmak Uzere S° S den S ye tanimli bir “m”
fonksiyonuna S (izerinde bir (kapali) ikili islem denir. Her x,yl S icin xvey
elemanlarina uygulanan bu ikili islem xmy seklinde gogerilir. Eger “m”, S
Uzerinde bir ikili islemise (S, m) ikilisine bir grupoid denir.

(S;m bir grupoid olsun. Eger “m” ikili islemi S Uzerinde birlesme

ozelligine sahip yani " x,y,zI S icin

xm(yne) = (xmy)mz
oluyorsa (S, m) grupoidine bir yarigrup denir.
Biz bu calismamizda genellikle “ikili islem” yerine “carpma islemi”

diyecegiz ve bu islemi “x" ile gbsterecegiz. Eger carpma isleminin ne oldugu

icerikten belli ise (S,¥ yerine S ve xxy yerine de xy yazacagiz.

Tamim 2.1.1: Bir S yangrubu degisme 6zelligine sahip ise yani " x,yl S

icin

Xy =YX

oluyorsa S yarigrubuna degismeli yarigrup denir.

Tamim 2.1.2: S bir yarigrup ve el S olsun. Eger " xI S icin ex=e oluyor

ise e ye S nin bir sol afir eleman ve eger " xI S icin xe=e oluyor ise e ye S
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nin bir sag sifir elemani denir. Eger el S hem sol hem de sag sifir eleman ise e ye

S nin bir afir eleman denir. Asagidaki 6nermeden dolay: sifir eleman “0” ile

goserilir.
Onerme 2.1.3: Bir S yarigrubunun sifir elemar varsa tektir.
Ispat: 0 ve 0¢, S niniki sifir eleman olsun. O halde

0 = 00¢ (O, sifir eleman oldugundan)
o¢ (0¢ sifir eleman oldugundan)

dir. m

Tanim 2.1.4: S bir yangrup olsun. Eger " x1 S icin ex=x olacak sekilde
bir el S varsa e ye S nin bir sol birim elemam ve eger " xI S igin xe=x olacak
sekilde bir el S varsa e ye S nin bir sag birim elemam denir. Eger el S hem sol

hem de sag birim eleman ise e ye S nin bir birim eleman: denir ve genellikle 1g

veyakisaca 1 ile gosterilir.
Onerme 2.1.5: Bir S yarigrubunun birim eleman varsa tektir.
Ispat: 1 ve 1¢, S niniki birim eleman olsun. O halde

1 = 11¢ (1€ birim eleman oldugundan)
= 1¢ (&, birim eleman oldugundan)

dir. m

Tamm 2.1.6: S bir yarigrup olsun. Eger S nin birim eleman: varsa S ye bir

monoid denir.
S hir yarigrup olsun. O zaman
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;S bir monoid ise
E{3 ;'S bir monoid degilse

kiimesini ele alalim. Bu kiimenin, Uzerinde

by ixtlytl

|
R £ . :1
"xyl S igin xy:%X fy_
.I.y ,X—l
{1 x=y=1

seklinde tammmlanan carpma islemi ile bir monoid oldugu agiktir ve bu monoide S ye

gerekirse birim eleman eklenerek elde edilen monoid denir.

Tamim 2.1.7: S bir yanigrup ve el S olsun. Eger

oluyor ise e ye S nin bir idempotent elemam denir. S yarigrubunun tim

idempotent elemanlarinin kimesi E(S) ile gosterilir.
Eger S yarigrubunun tim elemanlar1 birer idempotent eleman yani E(S) =S

ise S ye bir band denir. Eger S yarigrubu hem degismeli hem de bir band ise S ye

bir yarilatis denir.

Ornek 2.1.8: Tam sayilar kiimesi [ , rasyonel sayilar kiimesi [] , reel sayilar

kimesi [1 ve karmasik sayilar kiimesi [1 , Uzerlerinde tanimlanan bilinen toplama ve
carpma islemleri ile birer monoiddir.

Dogal sayilar kimesi [1 , tam sayilar kimesi tzerinde tamml1 bilinen toplama
islemi ile bir yarigrup ve bilinen carpma islemi ile birim elemam: 1 olan bir

monoiddir.
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0°= [CE{0} kimesi tam sayilar kiimesi tizerinde tamml: bilinen toplama

islemi ile birim elemarn: O olan bir monoiddir.

Ornek 2.1.9: 1% ﬁ’:{(m,n):m,nT ‘T} kimesi (m,n),(p,q)T 0°°

ve r =max{n, p} olmak tizere

(mn)(p,q)=(m- n+r,q- p+r)

seklinde tanimlanan ikili islem ile birim eleman (0,0) olan bir monoiddir. Bu

monoide iki-devirli (bicyclic) monoid denir.
Tamim 2.1.10: S bir yarigrup olsun. Eger
"xI Sicin Xx=Sve xS=S
oluyorsa S ye bir grup denir. Bu tamm cok kullanilan bir tamm degildir ve

genellikle bu tamma denk olan asagidaki tanim kullanlir.
S bir yarigrup olsun.

kosullart saglamyorsa S ye bir grup denir. Bu tamm da aslinda grup teorisinde
kullanilan asagidaki tanima denktir.

S hir yarigrup olsun.

N—"
—_
&
)]

n
wn
N——
ml

n
(7]
I
A
n
I
)
TR
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kosullar: saglamyorsa S ye bir grup denir. Burada el S ye grubun birim elemam
ve s'1 S ye s elemaninin tersi denir.
Sadece birim elemandan olusan {1} kiimesi bir grup olup bu gruba asikar

grup denir.

Tamim 2.1.11: S bir yangrup ve /£ Ti S olsun. Eger T, S deki carpma
islemine gore kapali yani " x,yl T icin xyl T (T?1 T) oluyor ise T ye S nin bir
altyarigrubu denir ve T £ S seklinde gosterilir.

Ornegin; SS=S?1 S olup SES dir. S de bir sifir eleman var ise {0} £S

ve S bir monoid ise {} £S dir. Bu altyarigruplara asikar altyarigruplar ve

bunlarin disindaki altyarigruplara 6z altyarigruplar denir.

S bir yarigrup ve T de S nin bir altyarigrubu olsun. Eger T, S deki
carpma islemiyle bir monoid oluyorsa T ye S nin bir altmonoidi, eger bir grup
oluyorsa T ye S nin bir altgrubu denir. Benzer sekilde bir monoidin altmonoidi, bir

monoidin altgrubu ve bir grubun altgrubu kavramlar: tanumlanabilir.

Tamim 2.1.12: S bir yarigrupve G S de S nin bir altgrubu olsun. Eger S
nin GI HIi S olacak sekilde bir H altgrubu mevcut iken H=G veya H=S

olmak zorunda kaliyor ise G ye S nin maksimal altgrubu denir.

Tamm 2.1.13: S, birim eleman 1 olan bir monoid ve xI S olsun. Eger

yx =1 olacak sekilde bir yI S varsa x elemanina S nin bir sol birimi ve xz=1

olacak sekilde bir zI S varsa x elemanina S nin bir sag birimi denir.
xI S hem sol hem de sag birim ise yx=1 ve xz=1 olacak sekilde y,zl S

vardir. Bu durumda

y=yi=y() = () 2=12=2

olur.
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Egser xI S hem sol hem de sag birim ise x elemanina S nin bir birimi denir
ve S monoidinin tim birimlerinin kimesi U (S) ile gosterilir. U (S) nin S nin bir

altgrubu oldugu kolayca gosterilebilir. Bu gruba S nin birimleri grubu denir.
U (S)={xT S:$yl Sicinxy=yx=1

Tamm 2.1.14: S bir yangrup ve /A£* 11 S olsun. Eger "sl S ve " al |
icinsal | yani S 1 | ise | ya S ninbir sol ideali veeger " sl S ve " al | icin
asl | yani ISI | ise | ya S nin bir sag ideali denir. Eger |, S nin hem sol hem
desag idealiise | ya S nin bir ideali denir ve | <S ile gosterilir.

Ornegin; SS=S*1 S olup S<S dir. S de bir sifir eleman varsa
{0} s={0} i {0} ve S{0} ={0} i {O} olup {Q} <'S dir. Buideallere asikar idealler
denir.

S yarigrubunun |+ S ve | 1 {0} olacak sekilde bir ideali varsa bu ideale 6z

ideal denir.
Dikkat edilirse, her ideal bir altyarigruptur.

Tanim 2.1.15. S ve T iki yargrup olsun. S’T:{(s,t):sT S, ti T}
kilmesine S ile T nin kartezyen carpimu denir. s,sd S ve t,t@ T olmak iizere

S° T kartezyen carpim kiimesi, tizerinde tanimlanan
(s,t)(s§t9 = (ssttt9
carpma islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba S ile T nin direkt ¢arpim denir.

Tamim 2.1.16: G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. Herhangi bir

x1 G icintammlanan xH ={xh:hi H} ve Hx={hx:hT H} kumelerine sirasiyla
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H nin G deki sol koseti ve sag koseti denir. Ayrica, H nin G deki tim sol
kosetlerinin kiimesi sol (H) ve sag kosetlerinin kimesi sag(H ) ile gosterilir.

Onerme 2.1.17: G bir grup, H £G ve x,y1 G olsun. O halde
(i) xI xH.

(i) xH=HU xi H.

(i) xH=yH U xI yH.

(ivy xH=yHUO yxI H.

(v) yaxH=yH yada xH C yH = /A dir.

Ispat: Karakas (2008), Ders 7, Onerme 2'ye bakiniz. m

Tamm 2.1.18: G bir grup ve H £G olsun. G nin ikili isleminin sol (H)

kiimesine tasinabiliyor olmasi demek " xH,yH T sol (H) igin

(H)(yH) =) H
seklinde tammlanan islemin iyi tamml1 yani
xH =aH, yH =bH P (xy)H =(ab)H
kosulunu sagliyor olup bir ikili islem olmasi demektir.

Teorem 2.1.19: G bir grup ve H £G olsun. O halde asagidaki 6nermeler

birbirine denktir.
(i) G ninikili islemi sol (H) kumesine tasinabilirdir.
(i) " xI G icin xH = Hx dir.
iy " x1 G icin xHx*=H dir.
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(iv) " xI G icin xHx* H dir.
Ispat: Karakas (2008), Ders 8, Teorem 1’ e bakiniz. m

Tamm 2.1.20: G bir grup ve N £G olmak Uzere Teorem 2.1.19'un denk
olan 6nermelerinden biri saglamyorsa N ye G nin bir normal altgrubu denir ve
N <G ilegosterilir.

G degismeli bir grup iken her altgrubu bir normal altgruptur.

N <G iken N nin her sol koseti aym zamanda bir sag koset oldugundan

“sag koset” ve “sol koset” yerine kisaca “koset” denir. Bu durumda N nin G deki

tum kosetlerinin ailesi

G/N ={xN:xI G}

ile gosterilir. Bu kiime " xN, yNT G/N igin

ON)(yN) = ()N

seklinde tammlanan carpma islemi ile birim elemant N olan bir grup olup bu isleme

koset carpimi ve bu grubada G nin N ile olan bolim grubu denir.

Tamim 2.1.21: G bir grup ve Ri G olsun. G nin R yi iceren en kiigiik

normal altgrubuna R nin normal kapanis denir ve N (R) ile gosterilir.

2.2. Baginti ve Denklik

X ve 'Y bos olmayan iki kiime olmak tizere X~ Y in her bir r altkimesine
X ten Y ye bir baginti ve X“ X in her bir r altkiimesine X Uzerinde bir

baginti denir. X Uzerindeki tim bagintilarin kiimesi B(X) ile gosterilir. Y ani

10
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B(X)={r:r I X" X}

olur. r , X uzerinde bir bagint: olmak tizere (x,y)1 r yerine xr y de yazabiliriz.

A, D, =1, ={(x,x):xI X} kimesi ve X ~ X inkendisi, X uzerinde birer
bagintidir. Bu bagintilara sirasiyla bos baginti, birim baginti ve evrensel baginti
denir. Ayrica, " r T B(X) olmak lizere

ri={(x, )T X" X:(y,)7 r}i X X
bagintisina r nun tersbagintiai (ters) ve

domr ={x1 X:$yl Xicin (x,y)T r};
Xr :{yT X:(x,y)1 r};ve
imr ={yT X:$xI Xigin(xy)i r}

kimelerine de srastyla r bagintisimin tanim kiimesi, xI X in r altindaki

goruntl kimes ve r bagintisinin gorintd kiimes denir.
Tammlar dikkatle incelenirse a, b1 B(X) igin

al bb domai domb veima i imb;
(a) =
al bpallb?

oldugu kolayca goruiltr.

Tamm 2.2.1: X bos olmayan bir kilme olsun ve r,s T B(X) olmak lizere

B(X) tizerinde bir carpma islemi

ros ={(xy)T X* X:$zl X igin (x,2)I r ve (zy)1 s}

11
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seklinde tammlansin. B(X) bu islemle bir yarigruptur ve bu yarigruba (tim)
bagintilar yarigrubu denir. Ayrica B(X) in, birim eleman: D, olan bir monoid

oldugu da kolayca gosterilebilir.
a,b,g,a,,K,a 1 B(X) olsun. O halde

al bbpaogi bogvegoal gob ve
(a,0a,0L0a,) " =a;'0Koa; 0a;*

drr.

Tamim 2.2.2: r1 B(X) olsun. Eger " xI X icin |xr|£1 ise r ya X
tizerinde bir kismi doéntstim ve " x1 X icin |xr|=1ise r ya X (gzerinde bir
donusum (fonksiyon) denir.

r 1 B(X) bir (kismi) donisim ve (x,y)T r isegenel olarak (x)r =y veya
xr =y seklinde gosterilir.

r1 B(X) olsun. Al X olmak tizere " al A igin
(a)r¢=(a)r

seklinde tanmmlanan r ¢ A® X donUsimine r nun A kimesine kisitlanisi denir
ve r|, seklinde gosterilir.
Benzer sekilde, X | A olmak tizere " al A igin

‘al X ise

(a)

(a)re=p 2t 80t
i(a)r¢ ;al X ise

seklinde tamimlanan r @€ A® A donistimine de r nun A kimesine genislemesi

veya r dondsumind A kidmesine geren donusuim denir.

12
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Tamim 2.2.3: X bos olmayan bir kiime ve r, X Uuzerinde herhangi bir
bagint1 olmak Uzere
D, I r iser yayanamah bagints;
r-t=r iser yasimetrik bagints;
rCrti Dy iser yaterssimetrik baginti; ve
ror |l r iser yagecismeli baginti
denir.
Eger r bagintist yansimali, simetrik ve gegismeli baginti ise r ya X
Uzerinde bir denklik bagintisi denir.

Eger {r :i1 1}, X kiimesi {izerindeki denklik bagintilarinin bostan farkl: bir

ailesi ise kolayca gosterilebilir ki, || r; de X Uzerinde bir denklik bagintisidir.

r, X uzerinde bir denklik bagintisi ve x1 X olmak (izere

xr ={yl X:(x,y)T r}

kimesine bir denklik sinifi ve X intim denklik siniflarinin ailesi olan

X/r ={xr :xI X}

kimesinede X in r ileeldeedilen bélim kiimes denir.

Onerme 2.2.4: r, X uzerinde bir denklik bagintisi olsun. O halde
xr,yr 1 X/r iginya xr Cyr =/ yada xr =yr dur.

Ispat: Karakas (2008), Ders 1, Teoreml’e bakiniz. m

Tanmim 2.2.5: r, X Uzerinde bir denklik bagintisi olmak tizere

13
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"xI X igin (r " =xr

olarak tammlanan r *: X ® X/r donistimi 6rten bir doniisiim olup bu donustime

X (Uzerindeki dogal doniistim denir.

Tanim 2.2.6: X,Y bos olmayan iki kime olsun. f, X ten Y ye bir

dontstim olmak Uzere
fof *={(x,y)T X" X:x =y}

seklinde tammlanan kiime X Uzerinde bir denklik bagintisi olup bu bagintiya f nin

cekirdegi denir ve kerf =f of * ile gosterilir.

Tamm 2.2.7: X bos olmayan bir kiime ve R, X uzerinde bir denklik
bagintisi olsun. O halde Ri X~ X olup X uzerinde R vyi iceren en az bir denklik
bagintisi vardir. X Uzerinde R yi igeren tim denklik bagintilarinin arakesiti de R i

iceren bir denklik bagintist olup bu denklik bagintisina R tarafindan dogurulan

denklik bagintis denir ve R° ile gosterilir.

RO =1{r :Ri r ver , X uzerindebir denklik bagintisi}
= I r

Rir,
r, X lzerinde
bir denklik bagintis

Dikkat edilirse R®, R vyi iceren en kii¢lk denklik bagintisidir. Ayrica
R=/AP R°=D,;
R bir denklik bagintist P R°*=R;

R =(R")

14
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olur.

Tamim 2.2.8: X bos olmayan bir kiime ve R, X Uzerinde yansimali bir

bagint1 yani D, | Rolsun. O zaman

R=D,0Ri RoOR P RI R}
R°=D,0R’i RoR® b FRi R}

olup bu sekilde devam edilir ise

Ri Rl Rl LI R'I L

olur. Budurumda X uzerinde R* bagintisi

RR=UR

no*

olarak tamimlanr.

Onerme 2.2.9: X bos olmayan bir kiime olmak (izere X (zerindeki
herhangi bir R yansimal1 bagintisi icin tammlanan R*, X (izerinde R yi iceren en
kicuk gecismeli bagintidir.

Ispat: Howie (1995), Lemma 1.4.8'e bakiniz. m

Tamm 2.2.10: X bos olmayan bir kime ve R, X Uzerinde yansimali bir

bagint1 olsun. O zaman R* = |J R" olarak tammlanan R* bagintisna R nin

no*

gecismeli kapans: denir.

15
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Onerme 2.2.11: X bos olmayan bir kilme ve R, X (izerinde herhangi bir
baginti olsun. O halde

*=[RER"ED,]"
olur.

Ispat: Howie (1995), Proposition 1.4.9'a bakiniz. m

2.3. Homomorfizmler

S veT iki yangrupve f de S den T ye bir doniisim (f : S® T) olsun.

Eger " x,yl Sigin

Oy)f = (X)f (y)f

oluyorisef ye S den T yebir homomorfizm denir.

f:S® T bir homomorfizm olmak Uzere eger f bire-bir ise f ye bir
monomorfizm, eger f Ortenise f ye bir epimorfizm ve eger f hem bire-bir hem
de oOrten ise f ye bir izomorfizm denir. Baska bir ifade ile; 1,5:S® S ve
Lor:T® T birim donusimler olmak Uzere eger ff '=1,, ve ff =1,
olacak sekilde bir f *:T ® S homomorfizmi varsaf ye bir izomorfizmvef ' e
def ninters denir. Eger S den T ye bir izomorfizmvarsa S ile T ye izomorfik
yanigruplar denir ve S@T seklinde gosterilir. Ayrica eger f , S den S ye bir
homomorfizmise f ye bir endomorfizm veeger f , S den S ye bir izomorfizm ise
f yebir otomorfizm denir.

S ve T iki monoid ve f :S® T bir (yarigrup) homomorfizm olsun. Eger

15, S nin birim elemanini ve 1., T nin birim elemanini olmak tizere
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1) =1,

oluyor ise f ye bir monoid homomorfizmi denir.

Y ukaridaki diger tammmlar monoidler icin benzer sekilde genellestirilebilir.

Tamim 2.3.1: S ve T iki yarigrup, ve f :S® T bir homomorfizm olsun. O

Zaman

kerf ={(xy)T S" S:x =}

imf =S ={xf :x1 §

olarak tammlanan kimelere sirasiyla f nin ¢ekirdek kiimes ve goruntl kiimes

denir.

imf | T oldugu agiktir. Ayrica x,yl S olmak tizere xf , yf T inf icin
(6 )(of ) = (xy)f T inrf
olup inf £T dir.

Tanmim 2.3.2. S ve T iki yarigrup ve a :S® T bir homomorfizm olsun.
Eger "j1 0 icin a*’ =a* olacek sekilde kT [ varsa a homomorfizmine sonlu

dereceli homomor fizm denir.
2.4. Kongruandar

S bir yanigrup ve R, S {zerinde bir baginti olsun. Eger "al S ve
" (s,1),(s¢t9T R icin

(as,at)T R ise R bagintisinasol uyumiu;

(sa,ta)] Rise R bagintisinasag uyumlu;

17



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER LeylaBUGAY

(ss¢ttg1 R ise R bagintisina uyumlu

bagint1 denir. Ayrica, sol uyumlu bir denklik bagintisina sol kongrtians, sag uyumlu
bir denklik bagintisina sag kongrtans ve uyumlu bir denklik bagintisina kongrians
denir.

S bir yangrup ve {r,:il 1} S uzerindeki kongriianslarin bir ailesi ise

kolayca gosterilebilir ki || r; de S Uzerinde bir kongriianstir.

Onerme 2.4.1: S bir yarigrup ve R, S uizerinde bir denklik bagintis: olsun.
R nin bir kongriians olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin hem sol hem de sag

kongruans olmasidr.
Ispat: Howie (1995), Proposition 1.5.1’e bakiniz. m

Tamim 2.4.2: S bir yarigrup ve R, S Uzerinde bir denklik bagintisi olmak
Uzere tammdan kolayca gordliyor ki R nin bir kongriians olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul R nin S” S nin bir altyarigrubu olmasidir. O halde S™ S nin alt yarigrubu

olan Dg ve S” S, S Uzerinde birer kongruanstir. Bu kongriianslara sirastyla S nin

asikar kongruana ve evrensel kongrians denir.

Tamm 2.4.3: S bir yarigrup ve r , S Uzerinde bir kongrtians olsun. S nin
r ile elde edilen bdlim kiimesi S/r izerinde bir carpma islemi " xr,yr 1 S/r

icin
(0 )yr ) = (xy)r

seklinde tammlansin. S/r , bu ¢arpma islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba S
nin r ileelde edilen bolim yarigrubu denir.
Kolayca goruliyor ki, eger S birim eleman: 1 olan bir monoid ise S/r da

birim eleman: 1r olan bir monoiddir.

18
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Tamm 2.4.4. S bir yarigrup ve r , S Uzerinde bir kongrtans olsun.

r:S® Sfr
aaar

seklinde tammmlanan r”, Orten bir homomorfizm olup bu homomorfizme dogal

homomor fizm denir.

Onerme 2.4.5: S, T iki yanigrup ve f : S® T bir homomorfizm olsun. Bu

durumda

kerf =f of *={(x,y)1 S S:xf =yf},
S Uzerinde bir kongrianstir.
Ispat: Howie (1995) , Theorem 1.5.2'ye bakiniz. m

Teorem 2.4.6: (1. izomorfizm Teoremi) S, T iki yangrup ve f :S® T

orten bir homomorfizm ise S/kerf @r dir.

Ispat: a:S/kerf ® T dontisimi (skerf ) a § olarak tammlansin.

S——> T
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(kerf )’ a

S/kerf
Sekil 2.1. 1. Izomorfizm Teoreminin Diyagramu

Bu donisumin ima =inf olacak sekilde bir homomorfizm oldugu kolayca
gogerilebilir. Ayrica f Orten oldugundan ima =inf =T olup a da orten bir

homomorfizmdir.

Her x,y1 S icin (xkerf )a =(ykerf )a olsun. Bu durumda xf = yf olup
(x, y)T kerf ve buradan yT xkerf dir. Ayrica y1 ykerf olup Onerme 2.2.4’ten
xkerf =ykerf dir. O halde a bire-birdir. m

Tamim 2.4.7: S bir yarigrup ve R, S Uzerinde herhangi bir bagint1 olsun. O
hade RI S°S olup S iizerinde R vyi iceren en az bir kongrilans vardir. S
Uzerinde R yi igceren tim kongruanslarin arakesiti de R yi igeren bir kongriians olup

bu kongriiansa R tarafindan dogurulan kongriians denir ve R* ile gosterilir.

R'=1{r :RI r ver, S uzerinde bir kongriians}

= I r

Rir,
r, X lizerinde bir kongruans

Tammdan kolayca goriiliiyor ki R*, R yi iceren en kiigik kongriianstr.

Tamim 2.4.8: S bir yarigrup ve R, S Uzerinde herhangi bir baginti olmak

Uzere R® kUmesi

R° :{(xay, xby): x, yI S, (a,b)i R}
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seklinde tammlansin. Bu durumda kolayca goriliyor ki R®, R yi iceren en kiiglk

sol ve sag uyumlu bagintidir. Ayrica Q da S Uzerinde herhangi bir baginti olmak

uzere

Ri Qb R°I Q°;

(R =(R)*

(REQ) =R EQ";

R bir kongriansise R° =R
dir.

Teorem 2.4.9: S bir yarigrup ve R, S Uzerinde herhangi bir bagint1 olmak

uzere R* :(RC)e dir.
Ispat: Howie (1995), Proposition 1.5.8' e bakiniz. m

2.5. Green Denklik Bagintilary

S bir yarigrup ve al S olsun. S nin a elemamm igeren en kiigik sol, sag

ve iki tarafli idealleri sirasiyla

Sa=sak{a ={xa:xI S},
as'=aSE{a} ={ay:yl S}, ve
S'aS'= SaSE Sak aSE{a} ={xay: x,yl S}

olur. Bunun yardimriile S Gzerinde tammlanan

L ={(ab)i §" s:S'a=s't},

R ={(ab)i S S:as'=bs}, ve
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J={(ab)i S" s:Sas" =S'bs}

bagintilarina sirasiyla sol-Green bagintia (L-Green ), sag-Green bagintia (R —
Green) ve Green bagintia (J —Green) denir. Bu bagintilarin birer denklik bagintisi
oldugu agiktr.

Onerme 2.5.1: S bir yarigrup ve a,bl S olmak iizere
(i) aLbU a=xb ve b= ya olacak sekilde x,yl S' vardrr.
(i)  aRbU a=bx ve b=ay olacak sekilde x,yl S' vardrr.

(iii)  aJbU a=xby ve b=uav olacak sekilde x,y,u,vl S" vardir.

ispat: (i) (P) aLbp Sa=Shp al Sb olup a=xb olacak sekilde
$x1 S' vardir. Benzer sekilde b = ya olacak sekilde yT S' oldugu gosterilebilir.

(U) a=xbve b=ya olacak sekilde x,yl S' var olsun. S'a=S'xbi S'b
ve Sb=S'yal Sa olup S'a=S' veburadan (a,b)i L dir.

Digerleri benzer sekilde gosterilebilir. m

Onerme 2.5.2: S bir yarigrup olmak iizere S lizerindeki sol-Green bagintisi

L vesag—Green bagintist R degismeli yani LoR=RoL dir.
Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.3'e bakiniz. m

Tamm 2.5.3: S bir yarigrup olsun. L , R sirasiyla S yarigrubu tizerindeki L

-Green ve R-Green bagintilari olmak tzere

H=LCR
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olarak tammlanan denklik bagintisina H-Green bagintis ve S yarigrubu Uzerinde L
ve R bagintilarint igeren en kigik denklik bagintisina da D-Green bagintis denir.
O halde

D=LUR=(LER)®

olur. Dikkat edilirse L ile R simetrik ve yansimali iki bagint: oldugundan
(LER)=(LER)*veDsi LER olup(LER)E (LER)'E D;=LER dir.

AyricaLl LoR, Rl LoR veLoR =RoL oldugundan
(LER)o (LER)=(LoL)E (LoR) E (RoL) E (RoOR)
=LE (LoR) E(LOR) ER
=LoR

ve

(LER)E (LoR)=LE[ RE(LoR) ]=LoR

oldugu elde edilir. Dolayisiyla " n3 2 icin(LE R )"=LoR olur. O halde

D=(LER)®
=[(LER)E (LER)'E L]

:H [(LER)E (LER)E 4]’
=U weRr)

=LER)E U (LER)’
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-(LER)E ( UZ LoR )

=(LER)E LoOR
=LoR

dir.
Bir S yarigrubu Uzerindeki L, R, J, H ve D Green denklik bagintilart icin
D, I HI L, RI DI Ji S S olup aralarindaki bu iliski asagideki diyagram ile

ifade edilebilir. Bu diyagrama Hasse Diyagram denir.

¢S’ S

DX
Sekil 2.2. Green Denklik Bagintilarinin Hasse Diyagram

Onerme 2.5.4: G bir grup ise L=R=J=H=D=G" G olur.

Ispat: " a,bl G icin
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olup x=ab'T G ve y=ba'l G ainirsa a= xbve b= ya olacak sekilde x,yl G
bulunmus olur. O halde " a,bl G icin aLb olup L=G” G dir. Benzer sekilde
R=G" G olup L=R=J=H=D=G" G oldugu elde edilir. m

Onerme 2.5.5: S degismeli bir yarigrup ise L=R=H=D olur.

Ispat: aLb olsun. O halde a= xb ve b= ya olacak sekilde x,yT S' vardr.
S degismeli oldugundan aym1 zamanda a=bx ve b=ay olup aRb olur. Boylece

LI R oldugu gordlir. Benzer sekildeR | L olup L=R =H=D oldugu elde edilir. m

Tamm 2.5.6: S bir yarigrup olmak lzere S lzerindeki J, D, L, R, H Green
denklik bagintilarina gére elde edilen denklik sinmiflarinin kiimeleri sirasiyla S/J,
S/D, S/L, S/IR, S/H ve al S igin a y1iceren J, D, L, R , H Green denklik
siniflari srasiyla J,, D,, L,, R,, H, ile gosterilir.

Eger J, D, L, R, H Green denklik bagintilarinin S yarigrubu tizerinde tamml:
oldugu icerikten belli olmuyor ise bu denklik bagintilar: sirastylaJ g, Dg, Lg, R ,
H ile gosterilir.

S bir yanigrup ve al S olmak (izere

H I LT D,
H.i R D,
Ha:LagRa

oldugu ve D-Green denklik bagintisinin tammindan dolay: da

aDbU RCL,* £U L,CR® £
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oldugu aciktir. O halde bir D-Green denklik sinifi D, ayrik L-Green denklik ve R -
Green denklik simiflarinin birlesimidir. Bu ytizden Clifford ve Preston bir D simifini,
her satir1 bir R-sinifim, her siitunu bir L-sinifint ve her hiicresi de bir H-sinifini

temsil eden bir yumurta kutusu olarak distinmaslerdir.

Da La

Sekil 2.3. Bir D-Green Denklik Sinifi1 Ornegi

Teorem 2.5.7: (Green Teoremi) S bir yarigrup ve a,bl S olmak lizere

(i) Eger (a,b)i R ise as=bve bt =a olacak sekilde s,tT S" var olup

rs:L,® L, xaxs,

reL,®L,yauw

seklinde tanumlanan r ¢ ve r, donusumleri birbirinin tersi olan iki bire-bir ve orten
donusumlerdir. Ayrica r , L, daki her bir H-siifint L, de bu H-sinifimin bulundugu
R-simifindaki H-simifina esler. Benzer sekilde r, de L, deki her bir H-simfint L, da
bu H-sinifinin bulundugu  R-sinifindaki H-sinifina esler.

(i) Eger (ab)i L ise sa=bve tb=a olacak sekilde s,tT S" var olup

l.:R® R, xa x,
lR® R, yaty

seklinde tammlanan | ; ve |, donlistmleri birbirinin tersi olan iki bire-bir ve orten

dondstmdur. Ayrica |, R, daki her bir H-sinifit R, de bu H-sinifinin bulundugu
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L-siifindaki H-sinifina esler. Benzer sekilde |, de R, deki her bir H-simifii R, da

bu H-sinifinin bulundugu  L-simifindaki H-simifina esler.
Ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.1 ve Lemma 2.2.2’ ye bakinz. m

Sonug 2.5.8: H,, H, aym D-simifindaiki H-sinif1 ise [H,| =|H,| olur.

Ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.3'e bakiniz. m

Sonug 2.59: S bir yarigrup olsun. Eger H, S de bir H-simifi ise

H?CH =/ veya H?=H olur. Aynnica H>=H oldugunda H, S nin bir
altgrubudur.

Ispat: Howie (1995), Theorem 2.2.5' e bakiniz. m

Sonug¢ 2.5.10: S bir yarigrup ve H, S de bir H-sinifi olsun. Eger H bir

idempotent eleman iceriyor ise S nin bir altgrubudur. m

Sonug¢ 2.5.11: S debir H-sinif1 en fazla 1 tane idempotent eleman icerir. m
2.6. Reguler (Duzglin) Yarigruplar

S bir yarigrup olsun. Eger bir al S icin axa=a olacak sekilde bir xT S
varsa a elemanina S nin bir regtiler elemam denir. Eger S nin her eleman: reguiler
ise S yebir regller yarigrup denir.

Ornegin; S bir yarigrup ve el S bir idempotent eleman ise e bir regiler

elemandir. Ayrica, her grup bir regtiler yarigruptur.

Onerme 2.6.1: S bir yanigrup ve al S olsun. Eger a bir regiiler eleman ise

L, ve R, siniflarimin her eleman: reguilerdir.
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Ispat: S bir yarigrup, al S bir regiiler eleman olsun. O halde axa=a
olacak sekilde xI S vardir. Herhangi bir bl L, yani (a,b)l L alalim. O zaman

sa=b ve tb=a olacak sekilde s,tT S' mevcut olup
b(xt)b =bx(tb) = bxa = saxa = s(axa) =sa=b

oldugundan b1 L, regilerdir.

Benzer sekilde " ¢l Ra elemaninin daregiiler oldugu gosterilebilir. m

Sonug 2.6.2: S bir yarigrup ve al S olsun. Eger a bir regiller eleman ise

D, nmin her eleman daregulerdir. m

Sonug 2.6.2'den kolayca gorultyor ki bir D-Green denklik sinifi D nin ya
hi¢ reguler eleman yoktur ya da tim elemanlari regulerdir. D nin tim elemanlart

regiler ise D yeregiler D-sinmifi denir.

Onerme 2.6.3: Regiiler bir D-sinifinda her L-sinif1 ve her R-sinif1 en az bir

tane idempotent eleman igerir.

Ispat: D bir regiler D-simifi ve al D olsun. O halde axa=a olacak

sekilde xT S vardir. Bu durumda

(xa)(xa) = x(axa) = xa

(ax)(ax) = (axa)x = ax
olup xa ve ax birer idempotent elemandir. Ayrica

a(xa)=a ve x(a) = xa;
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(ax)a=a ve (a)x = ax

olup bu esitliklerden srrasiyla xaLa ve axRa yani xal L, ve axi R, oldugu

gorulur. m
Sonug 2.6.4: Reguler bir D-sinifi en az bir tane idempotent eleman igerir. m

Onerme 2.6.5: S bir yarigrup ve el S bir idempotent eleman olsun. O

halde €, R, nin bir sol birim eleman: ve L, nin bir sag birim elemanidr.

Ispat: e bir idempotent eleman ve al R, olsun. O halde a=ex olacak

sekilde x1 S' mevcut olup
ea=elex)=e’x=ex=a
olur. Benzer sekilde, bl L, icin be=b oldugu da gogterilebilir. m
Tanim 2.6.6: S bir yarigrup ve al S olmak lizere eger axa=a ve xax =X
olacak sekilde bir xI S varsa x elemanina a nin bir ters denir ve a nin tim
terslerinin kiimesi V (a) ile gosterilir.
V(a)={x] S:axa=a,xax=x}

Eger el S bir idempotent eleman ise eee=e olup el V (e) dir.

Onerme 2.6.7: S bir yarigrup olmak iizere al S nin bir tersinin var olmasi

icin gerek ve yeter kosul al S nin regiiler olmasidir.
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Ispat: al S nin bir tersi varsa aymi zamanda regiiler oldugu taimdan
kolayca goriliyor. Tersine; al S regiler iken a mn bir tersinin var oldugunu

gosterelim. al S reguler iken axa=a olacak sekilde bir xI S var olup y = xax

olarak alirsak

aya = a(xax)a=(axa)xa=axa=a,

yay = (xax)a(xax) = x(axa) (xax) = xa(xax) = x(axa) x = xax =y
oldugundan y, a mn bir tersi olur. m

Teorem 2.6.8: S bir yarigrup, D bir D-simifive al D olsun.

() ali V(a) ise adl D dir. Aynica R, CL,, ve RCL, H-sniflar
srasiyla aa¢ ve a& idempotent elemanlarin igerir.

(i) bl D igin RCL, ve RCL, H-snflan srasiyla e ve f
idempotent elemanlarin iceriyor olsunlar. O halde aat=e ve a& = f
olacak sekilde adl V (a) vardir. Ayrica afl H, dir.

(itf) a nin birden fazlatersini igeren H-sinif1 yoktur.

Ispat: Howie (1995), Theorem 2.3.4' e bakiniz. m

Onerme 2.6.9: S bir regiiler yarigrup ve a,bl S olsun.

() aLbU a&=b® olacak sekilde al V(a) ve bd V (b) vardr.
(i) aRb U aat=bbt olacak sekilde adl V (a) ve bdl V (b) vardr.
(i) aHb U a&=b® ve aat=bbt olacak sekilde adl V (a) ve bd V(b)

vardir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.4.1'e bakiniz. m
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2.7. Badit Yarigruplar

S, sifir elemansiz bir yarigrup ve S nin kendisi disinda baska ideali yok ise
S yebir basit yarigrup denir.

S, sifir elemanl (ve sifirin diginda en az bir baska elemar olan) bir yarigrup
olsun. Eger S nin {0} ile kendisi disinda baska ideali yok ve S?* {0} ise S ye bir

O-basit yarigrup denir.

Onerme 2.7.1: S, sifir elemanl: bir yarigrup iken S nin 0-basit yarigrup
olmast igin gerek ve yeter kosul " al S\{0} icin SaS='S olmasi ve bunun iginde
gerek ve yeter kosul "abl S\{0} i¢in sat=b olacsk sekilde sti S

elemanlarinin var olmasidir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 3.1.1'e bakiniz. m

Sonug 2.7.2: S, sifir elemansiz bir yarigrup iken S nin bir basit yarigrup
olmasi igin gerek ve yeter kosul " al S icin SaS=S olmasi ve bunun iginde gerek

ve yeter kosul "a,bl S icin sat=b olacak sekilde s,tT S elemanlarimn var

olmasidir. m

Ornek 2.7.3: Her grup bir basit yarigruptur. Ayrica, sol sifir yarigruplar, sag
sifir yarigruplar ve dikdortgensel bandlar basit yarigruptur.

2.8. Doguray Kumeleri
S bir yangrup ve A X1 S olsun. S nin X kiimesini iceren tim

altyarigruplarimin arakesiti de X kimesini igeren bir altyarigrup olup bu altyarigruba

S nin X tarafindan dogurulan altyarigrubu denir ve ;< X > ile gosterilir.

31



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER LeylaBUGAY

<X>=HT:XI T, TES

Dikkat edilirse ;<X >, X kiUmesini igeren en kiguk altyarigruptur ve X

Uzerindeki ttm sonlu carpimlarin kiimesidir.
<X >:{xlx2Kxn nl 07 x,%,K,x T X }

Benzer sekilde X tarafindan dogurulan altmonoid ve X tarafindan
dogurulan altgrup datammlanabilir. Bunlar da sirasiyla

M<X>:{x1x2Kxn:nT 075 %, %, K, x T X}E{]} ve

<X >:{xflx2‘32K>gf" nl 05 xT X, e {-1+1i :L2,K,n}
olur. Tarumdan kolayca géruliyor ki X :{x'l 4 X} olarak tammlanirsa
<X >=<XEX*'>

olur.

Eger X kiimesinin bir yarigrup, monoid veya grup doguray kimesi oldugu
icerikten anlasiliyorsa X tarafindan dogurulan altyarigrup, altmonoid veya altgrup
kisaca (X ) ile gosterilir.

S bir yangrup, £ X1 S ve ErYI S omak lzere XI Y ise
(X)T (Y} oldugu agiktir.

Tamim 2.8.1: S hir yarigrup olmak tzere eger S=(X) olacak sekilde bir
AL X1 S kimesi var ise bu X kiimesine S nin bir yarigrup doguray kiimesi,
X in her bir elemanina S nin bir dogurayr ve S ye de X tarafindan dogurulan

yarigrup denir.
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Eger S=<X > olacak sekilde S nin sonlu bir X altkiimes varsa S ye
sonlu dogurayh yarigrup denir. Ozel olarak, sonlu bir yarigrup aym zamanda
kendisi i¢in bir sonlu doguray kiimesi olup sonlu doguraylidir.

S bir yarigrup ve S=< X > olsun. Eger X ={x} seklinde tek elemanl: bir
kime ise S ye monojenik (tek dogurayh) yarigrup denir ve S=(x) seklinde de

yazilabilir.
Benzer tammlar monoid ve grup igin de yapilabilir.

Ornek 2.8.2: [J bilinen toplama islemi ile bir yarigrup ve aym zamanda bir

gruptur. Eger [ yi bir yargrup olarak disiintirsek [ =¢ ({- 1.+1}) ve bir grup olarak

diistintirsek [ =¢ ({+1})=(1) olur.
Tamm 2.8.3. S, sonlu dogurayli bir yarigrup olmak Gzere
min{|X|:S: (X)) veX sonlu}

tam sayisina S ninyarigrup rank denir ve rank _(S) ile gosterilir. Benzer sekilde

monoid ranki ve grup ranki da tammlanabilir.

Onerme 2.8.4: S, T hirim elemanlar: srasiyla 1, 1, olan iki monoid ve

X,Y srasiyla S ile T nin birer doguray kiimesi olsun. O halde

Z :{(x,lT): x1 X} E{(ls,y) -yl Y}

kimesi S T monoidinin bir dogurayidr.
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Ispat: (s,t)T S'T olsun. O halde sT S ve tI T olup s=xxLx, ve
t=vy,y,Ly, olacak sekilde x T X,il {L12K,n} ve y, 1Y, i {12K,n} vardr.

Bu durumda

(st) = (%% L X Va¥o LY, ) = (%010 ) K (%0010 ) (L6, 2) K (L6, Vi)
olup S" T =(Z) olur. m

Sonug 285 S ve T sonlu dogurayli iki monoid ise S° T de sonlu
doguraylidir. m

Ornek 2.8.6: iki-devirli (bicyclic) monoid 0° ?, X ={(0,1),(10)}

kimesi tarafindan dogurulur.

ispat: "mt0 ve "nt 0 igin (m0)=(L0)" ve (0,n)=(01)" olup
"(mn)T 0° -{(0.0)} igin (mn)=(mo0)(0n)=(10)"(0,1)" ve ayrica

(0,0)=(0,1)(1,0) oldugundan 0°" [®=(X}) olur. m

Ornek 2.8.7: iki-devirli monoid [1°° [?, 0° uzerindeki doniisumler

monoidinin bir altmonoidine izomorftur.

Ispat: 0° lzerinde na =n+1 ( ni DO) ve Ob =0, nb=n-1 ("nil O)
seklinde tammlanan donisimler tarafindan dogurulan B=({a,b}) altyarigrubunu

alaim. Burada ab =1, olup B bir atmonoiddir. Simdi j :0° P® B

doniistimini (m,n) & b™a " olarak tarimlayalim ve bu déniisiimiin bir izomorfizm

oldugunu gosterelim.
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(mn),(p,g)l 0° [ igin (mn)=(p,q) iken m=p ve n=q olup
bm™a" =bfa oldugundan (m,nj =(p,q) olur. Dolayisiylaj iyi tanumhdir.

Ayrica, r = max{n, p} olmak lizere

(M- n+r,q- p+r)j

— m- n+r - ptr
b aq p

((mn)(p.q))i

jb"a® ™ ;r=n(n3 p) ise
+bm-n+paq ;r:p(p>n) ise

ve

(bma”)(bpaq)
b”‘(a”bp)aq

(mn)i (p.9);

ib"a™f™ ;n3 pise
| .
Th™Pfa? ;p>nise

olup ((mn)(p,a)j =(mn)j (p,q)j olur. Ohalde] bir homomorfizmdir.
(mn)j =(p.,q)j olsun. O hade bM™a"=bPfa%, yani "xIO0° icin

(x)b™a" =(x)b*a? olup, 6zel olarak OT 1 ° igin
(0)bm™a"=(0)bfa’p (0b™)a"=(0b")a‘P Ga"=0a®p n=q
olur ve bu sonug kullamilarak, k >max{m, p} icin
(k)bma"=(k)b"a®Pp (kb™)a"=(kb*)a®p (k- m)a"=(k- p)a“
P k- m+n=k- p+tgqbP m=p

elde edilir. O halde (m,n)j =(p,q)j U (mn)=(p,q) olup | bire-birdir. Ayrica

ab=1, oldugundan "uf B=({{a,b}) demam u=b"a" (mni(°)
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formundadir. Burada (mn)i 0°° [ olup (mn)j =b"a" =u oldugundan |

ortendir. m

Onerme 2.8.8: S sonlu dogurayl bir yarigrup ve A, S nin herhangi bir
doguray kiimesi olsun. O halde S nin bir doguray kimesi olacak sekilde sonlu bir
A1 A atkimesi vardr.

Ispat: S sonlu dogurayl1 bir yarigrup ve A, S nin herhangi bir doguray
kimesi olsun. B={b,b,,K,b}, S nin bir sonlu doguray kiimesi olmak (izere

"b1 B (i=12K,n) igin

h=aa L3

n

olacak sekilde ajl,a,.z,K,a,.rT A ve r1 0 vardr. ,%:U{ail,aiz,K,air} olarak

i=1
taimlanir ise A, A, sonlu bir kiimedir ve S=(B)I (A1 (A)=S olup A, S

nin bir doguray kiimesidir. m
2.9. Yarigrup ve Monoid Takdimleri

A bos olmayan bir kime olsun. Bu kimenin elemanlarini bir alfabe

sisteminin tim harfleri olarak distinirsek " a,,...,a,1 A, nl 0*E{0} igin

we al a,

ifadesine uzunlugu n olan bir kelime denir ve w kelimesinin uzunlugu (boyu)

I(w) veya | ile gosterilir. Eger 1(w) sonlu bir tamsay: ise w kelimesine bir sonlu
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kelime denir. Ozel olarak 1(w) =0 ise w kelimesine bos kelime denir ve e veya 1
ile gosterilir.

A bos olmayan bir kiime (alfabe) olmak Uzere, A Uzerindeki tim bos
olmayan sonlu kelimelerin kimesi A" ileve A" E{e} = A"E{1} kimes de A ile

goserilir.

A :{alLa\q:nT 0* vea,K,a 1 A}

A :{alLan:nT 0*E{0} vea,K,a 1 A} =A"E{e} = A E{1

Tanim 2.9.1: A bir alfabeve wi A" olsun.

(i) Eger w° uwu, (vT A u,ul A ) ise v ye w nun bir alt kelimesi
denir.

(i) Eger wo wu, (v,u,1 A")isev ye w nunbir 6n kelimesi denir.

(i) Eger w uv (u,vi A")ise v ye w nunbir son kelimesi denir.
Tamm 2.9.2: A" kimesi, "u® aL.a,v° bhLb 1 A (n,mT D*) icin

we (aLa)bLb)=aLabLb,

seklinde tamimlanan carpma islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba A Uizerindeki
serbest yarigrup denir.

Dikkat edilirse, A" kiimesi yukarida tammlanan islemle birim elemar 1 olan

bir monoiddir ve bu monoide serbest monoid denir.
Tamm 2.9.3: F bir yangrup, Al Fve i:A® F, "al A icin (a)i=a

olarak tanimlanan gémme donustimu olsun. Eger her S yarigrubu ve her f : A® S

fonksiyonu igin
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diyagrami degismeli yani ioy =iy =f olacak sekilde bir tek y :F® S
homomorfizmi varsa F, A Uzerinde bir serbest yarigruptur denir. Bu durumda

y |4=f olur.

A", A (zerinde bir serbest yarigruptur.

Teorem 2.9.4. Bir A kimesi Uzerinde izomorfizme goére bir tek serbest

yarigrup vardr.

Ispat: F ve F4, A kimesi lizerinde iki serbest yarigrup olsun. O halde

diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek y :F ® F¢ homomorfizmi ve benzer
sekilde

diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek y ¢ F¢® F homomorfizmi vardir. Yani
y [s=i veyd,=i dir. O halde "al A icin (a)yy ¢=a olup yy ¢F® F,
yy G}A:i olacak sekilde bir homomorfizmdir. Ayrica F bir serbest yarigrup

oldugundan
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diyagrami da degismeli yani a|A:i olacak sekilde bir tek a:F® F
homomorfizmi var olup teklikten dolayr a =yy ¢ olur. L :F® F birim
homomorfizmini distnelim. Dikkat edilirse il. =i olup 1F|A:i dir ve yine

teklikten dolayr a =1, =y y ¢olur. Benzer sekildey ¢ =1_. olup F @F¢olur. m

A Uzerindeki bu tek serbest yarigrubu A" olarak alacagiz.

Tamim 2.9.5: S ve T iki yarigrup olsun. Eger S kiimesinden T kimesine

bir f oOrten homomorfizmi varsa T ye S nin bir homomorfik gorintusi denir.

Onerme 29.6: Her vyanigrup bir serbest yarigrubun  homomorfik

gorintisudur.

Ispat: S bir yarigrup ve Al S de S nin bir doguray kiimesi olsun. A", A

Uzerinde serbest oldugundan f =i olarak alindiginda

diyagram degismeli yani iy =i olacak sekilde bir tek y : A" ® S homomorfizmi
vardir. S=(A) oldugundan " sl S i¢in s=a, L a, olacak sekilde a,,...a,1 A,

nl 0" vardir veaym zamanda a, L.a 1 A* olup
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(alaly =(ay L(a)y =(a)iL(a)i=ala =s
oldugundany ortendir. O halde S, A" nin bir homomorfik gorinttstdir. m

Buradaki y :A"® S epimorfizmine dogal homomorfizm denir ve

genellikle p ile gosterilir.

Tamim 2.9.7: A bir alfabe ve Ri A"" A" olmak lizere (A| R> ikilisine bir

yarigrup takdimi denir. R*, A" Uzerinde R tarafindan dogurulmus kongriians
olmak iizere (A|R) tarafindan takdim edilen yarigrup A"/R* bélim yarigrubu
olarak tammlanr.

Eger Rl A" A" ise (A|R) ikilisine bir monoid takdimi denir. R*, A
tizerinde R tarafindan dogurulmus kongriians olmak Uizere (A|R) tarafindan takdim

edilen monoid ise A'/R" olarak tammlanr.
Onerme 2.9.8: Her yarigrubun bir takdimi vardr.

Ispat: S bir yarigrup ve A, S nin bir doguray kimes olsun. A", A

Uzerindeki serbest yarigrup ve i bir gémme donistim olmak Uizere

diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek p : A" ® S homomorfizmi vardir ve bu

homomorfizmin 6rten oldugu agiktir. O halde 1. izomorfizm teoreminden
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A%erp @s

olur. kerp bir kongriians olup Ri kerp , kerp nin bir kongriians doguray: (boyle
bir doguray mevcuttur, en azindan R=kerp alinabilir) olmak tizere S @A|R)

olur. m

Tamm 2.9.9: S bir yarigrup olsun. S@A"/R* olacak sekildeki bir (A|R)
yarigrup takdimine S nin bir yarigrup takdimi denir. Bu durumda S nin elemanlar:

A" Uizerindeki kongrtians simiflar: ile bire-bir eslenmistir. Baska bir ifadeyle de A"
daki her kelime S nin bir elemamm temsil eder.

S bir monoid iken S@A'/R* olacak sekildeki (A|R) monoid takdimine S

nin bir monoid takdimi denir.

Bir monoid aym zamanda bir yarigrup oldugundan hem yarigrup hem de

monoid takdiminden bahsedilebilir. Bu durumda yarigrup takdimi _(A|R) ve
monoid takdimi  ( A|R) ile gosterilir.
Eger A ve R sonlu kiimeler ise (A|R) ye bir sonlu takdim ve eger bir S

yarigrubunun/monoidinin  sonlu bir takdimi varsa S ye sonlu takdimli

yarigrup/monoid denir.

Tamm 2.9.10: (A[R) bir yangrup takdimi olsun. Eger (r,s)1 R ise bu
elemana tammlayic iliski (bagint1) denir ve genellikle (r =s)I R veya sadece
r = s seklinde yazilr.

Eger A={a,K,a,} ve R={r,=5,K,r, =5} (m,nT D*E{O}) seklinde
ise (AR) yerine (a,K,a,|r, =5,K,1, =s,) yazlabilir.

w,w,T A" olmak lizere eger w, ile w, tamamen ayn kelime ise w, © w,

seklinde ve eger w; ile w, S=(A[R) nin aym elemamni temsil ediyor yani
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(w,w,)T R ise w, =w, sekline yazilir. Bu durumda w, =w,, S’de saglaniyor
denir.

Ornegin; A={a,b} ve R={ab=ba} iken aba=a’b fakat abay a’b.

Tamm 2.9.11: (AR) bir yangrup takdimi ve w,w,1 A" olsun. Eger
W, © urv ve w, © usv olacak sekilde u,vi A" ve (r,s)T R (veya (s,r)1 R) var ise
w,, W, den R deki bir iliski kullanilarak elde edilmistir denir.

Eger w,°w, veya her i=12,K,n-1 icin a a, den R deki bir iliski

i+17

kullanilarak elde edilmis olmak Uzere kelimelerin sonlu bir
w%a,®a,®L®a,’°w,

dizisi varsa w,, w, den R deki iliskiler kullanilarak elde edilmistir veya sadece

W, =W, R nin bir sonucudur denir.

Onerme 2.9.12. P=(A|R) bir yangrup takdimi ve S, P tarafindan
tammlanan yarigrup olsun. w,,w,1 A" olmak Uzere w, =w, nin S de saglamyor

olmast igin gerek ve yeter kosul w, =w, nin R nin bir sonucu olmasidir.
Ispat: Howie(1995), Proposition 1.5.9'a bakinz. m

Onerme 2.9.13: P=(A|R) bir yangrup takdimi ve S, P tarafindan

tanimlanan yarigrup olsun. Ayrica T, bir B kimesi tarafindan dogurulan yarigrup

olsun. Eger f : A® B Orten bir fonksiyonvar ve p : A" ® T, f nin tek genislemesi
olarak tarimlanan dogal homomorfizm olmak tizere " (r,s)1 Ricin rp = ise T,

S nin bir homomorfik goruntisidur.
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Ispat: Ruskuc (1995), Proposition 2.1’ e bakiniz. m

Sonug 2.9.14: S, (A|R) takdimi ile tammlanan yarigrup ve T, A kiimesi

tarafindan dogurulan yarigrup olmak Uzere eger R deki her iliski T de saglamyor

ise T, S nin bir homomorfik goruntisidir. m

Sonug 2.9.15: S=(A|R) ve T=(A|Q) olsun. Eger Ri Q ise T, S nin bir

homomorfik goruntisidir. m

Sonug 2.9.16: S, (A|R) takdimi ile tammlanan yarigrup ve T =(A| )= A’
serbest yarigrup olsun. Al R olup S, T nin bir homomorfik goriintusiidiir.

Dolayisiyla her yarigrup bir serbest yarigrubun homomorfik gortnttsidir. m

Onerme 29.17. S, A kimes tarafindan dogurulan bir yarigrup ve

Ri A" A" olsun. O halde, (A|R) ikilisinin S nin bir yarigrup takdimi olabilmesi
icin gerek ve yeter kosul

() R dekitimiliskilerin S de saglamyor yani " (r,s)I Ri¢in Sder=s
olmasi ve

(i) "u,vl A" icin u=v S de saglamyor iken u=v iligkisinin R nin bir

sonucu olmasidir.
Ispat: Ruskuc (1995), Proposition 2.3’ e bakiniz. m

Sonug 2.9.18: S, X I S kumes tarafindan dogurulan bir yarigrup, A
herhangi bir kiime, f:A® X bir orten fonksiyon ve Ri A" A'olsun. O halde
(A|R) ikilisinin S nin bir yarigrup takdimi olmasi icin gerek ve yeter kosul p , f
nin tek genislemesi olarak tammlanan homomorfizm olmak Uzere

(i) " (r,s)T Ricin (r)p =(s)p olmasi ve
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(i) "u,vl A" icin (Up =(V)p iken u=v iliskisinin R nin bir sonucu

olmasidir. m

Sonu¢ 2.9.19: S bir yarigrup, A herhangi bir kime ve f:A® S bir
fonksiyon olsun. O halde (A|R) ikilisinin S nin bir yarigrup takdimi olmasi icin
gerek ve yeter kosul p, f nin tek genislemes olarak tanimlanan homomorfizm
olmak Uzere

(i) (A)f nin S icin bir doguray kiimesi olmasi,

(i) " (r,s)1 Ricin (r)p =(s)p olmasi ve

(iii) " u,vl A" icin (U)p =(V)p iken u=v iliskisinin R nin bir sonucu

olmasidir. m

Ornek 2.9.20: A bos olmayan bir kiime olmak Uizere A" kimesi iizerinde
bos kiimeyi iceren en kiicik kongriians {(W,W):WT A*} olup (Al ) takdimi

tarafindan tanmmlanan yarigrup A" serbest yarigrubudur.

Ornek 2.9.21: (a|a” =a) takdimi {a} asikar yangrubunu tammlar. Burada

{(az,a)} kiimesi tarafindan dogurulan kongriiansin {a} "~ kiimesi tizerindeki evrensel

kongriians oldugu agiktir.

Ornek 2.9.22: <a

a“*1:a> takdimi n elemanli (derecesi n olan) devirli

grubu tammlar. Gergekten de, " a1 {a}” kelimesinin a™* =a iliskisi kullamlarak

{a,aZ,K,a“} kimesinin bir elemamina donustirilebildigi  agiktr. O halde

(a

eleman icerir. Ayrica modn ye gore dusiiniildiigiinde a,a*,K,a" kelimelerinin S

a™t :a> takdimi tarafindan tamimlanan yarigruba S dersek S en fazla n tane

nin farkli elemanlarim temsil ettikleri de kolayca goriliyor. O halde
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S:{a, aZ,K,a“} olup birim elemam a" ve derecesi n olan devirli gruptur. Daha da

genel olarak <a

a™ = a'> takdimi derecesi n+r - 1 olan monojenik (tek dogurayl)

yarigrubu tammlar. m

Ornek 29.23: T herhangi bir yangrup, A={a :tT T} bir alfabe,
R:{axay:aw:x, yi T} ve S, (AR) takdiminin tanimladigi yarigrup olsun.
f:S®T, a ® x seklinde tammlanan donusim bir epimorfizmdir. Ayrica
w, W, 1 A" icin (w)f =(w,)f oldugunu kabul edelim. w, =a, ve w,=a, S de
saglaniyor olacak sekilde x,yT T var olup (a,)f :(ay)f yani x=y olur. O halde
a, =a, olup f bir izomorfizmdir. Ayrica iliskilerin seciminden dolayr R deki

iliskiler T de saglaniyor olup T de (A|R) takdimi ile tammlanr. m

Bu Ornek bize her yarigrubun bir takdiminin var oldugunu ve 6zel olarak her

sonlu yarigrubun da sonlu bir takdiminin var oldugunu gosterir.

Onerme 2.9.24: M bir monoid olsun. Eger (A|R), M nin bir yarigrup
takdimi ise wi A", birim elemani temsil eden bir kelime olmak tizere (A|R, w=e)
M nin bir monoid takdimidir. Diger taraftan da eger (B|Q), M nin bir monoid
takdimi ise e}’ B ve Q, Q daki iliskilerde e yerine e yazilmasi ile elde edilen
iliskiler kiimesi olmak (izere <B,e|c§, be=b,eb=b(" bl B),e2:e> M nin bir

yarigrup takdimidir. m

Sonug 2.9.25: M bir monoid olsun. M nin sonlu monoid takdimli olmasi

icin gerek ve yeter kosul sonlu yarigrup takdimli olmasidir. =
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2.10. Grup Takdimleri

A bir alfabe ve A‘lz{a'l:aT A} olmak Uzere F:(AE A'l)* olarak

tammlansin. wi F elemamn ele alalim. Eger $al A icin aa* veya a *a kelimesi
w nun bir alt kelimesi ise bu alt kelime yerine € yazilir ve bu isleme w nun bu
sekilde hi¢ alt kelimesi kalmayana kadar devam edilir. Bu sekilde elde edilen yeni
kelimeye indirgenmis kelime yada w nun indirgenmis hali denir.

Tanim 2.10.1: A bir alfabe olmak lzere (AE A‘l)* nin tim indirgenmis
kelimelerinin kimesini F (A) ile gosterelim. u,v F (A) igin wi (AE A) olup
uv nin indirgenmis hali tv olsun. O halde " u,vi F(A) icin uv=Tv seklinde

taumlanan ikili islem ile F (A) bir grup olup bu gruba A tizerindeki serbest grup

denir.

Tanim 2.10.2. A bir alfabe ve Ri F(A)" F(A) olmak Uzere (A|R)
ikilisine bir grup takdimi denir. N(R), {rs‘l:(r,s)T R} yi iceren en kiiciik normal
altgrup olmak tizere F (A)/N(R) boltim grubuna (A|R) tarafindan takdim edilen
grup denir.

G grup iken G @F (A)/N(R) olacak sekildeki (A|R) grup takdimine G

nin bir grup takdimi denir.
Bir grup ayn zamanda bir yarigrup ve bir monoid oldugundan hem yarigrup
hem monoid hem de grup takdiminden bahsedilebilir. Bu durumda grup takdimi

<(AIR) ile gosterilir.

Ornek 210.3: C,, n elemanl: devirli grup olmak tzere C, @ (a

a“:e>,

C,@, (a

a"=e)veC, @ (a

a™l = a> olur.
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Onerme 2.10.4: G bir grup olsun. (A[R), G nin bir grup takdimi,
At={at:al A} ve R{, R deki iliskilerde gegen a™* ler yerine a¢ yazilarak elde

edilen iliskiler kiimesi olmak Uzere
<AE AG}R¢aa¢:e,a<h:e(aT A)>

G nin bir monoid takdimidir.
Ayrica G nin bir monoid takdiminin aym zamanda bir grup takdimi oldugu

da kolayca gorultyor. m

Sonug 2.10.5: G bir grup olmak Uzere asagidakiler birbirine denktir.
() G ninsonlu bir grup takdimi vardir.
(i) G ninsonlu bir monoid takdimi vardir.

(i) G ninsonlu bir yarigrup takdimi vardir. m
2.11. Takdim Bulmak icin Kullanlan Baz: Y 6ntemler

Herhangi bir yarigrubun bir takdimini bulmak icin takdimi 6énceden tahmin
edip dogrulugunu ispatlama yontemi olan direkt yontem veya bilinen bir takdimden
bagka bir takdim elde etmeye yarayan Tietze dontstumleri kullanilabilir. Simdi bu
yontemleri ayrintil1 olarak inceleyelim.

2.11.1. Direkt Yontem

Herhangi bir S yarigrubu verildiginde bu yarigrup igin bir takdim olabilecek
(A|R) ikilisini 6ngoriip daha sonra bu éngoriinin dogrulugunu gostererek takdim
bulma yontemine direkt yontem denir. Bu yontemde adimlar sirasiyla sOyledir:

() S icinbir doguray kimesi A bulunur.

(i) S desaglanacak sekildeliskiler kimesi Ri A*" A" bulunur.
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(i) S@A"/R* oldugu gosterilir.

S sonlu bir yarigrup iken S @A" / R* oldugunu gostermek yerine
(i)  "u,vi Wigin u=v S desaglamyor iken u®° v ve
(i) W=[s]
olacak sekilde Wi A" kiimesi bulmak daha uygundur. Bu sekildeki W kelimesine

S nin kanonik formu veya normal formu denir. Bdylece S nin her bir elemanin:

temsil eden bir tek elemana sahip olan bir kiime elde edilir.

Onerme 2.11.1.1: S bir yangrup olsun. Al S, S nin bir doguray kiimesi

ve R A"" A"olmak (izere
(i) R dekiheriliski S de saglaryor,
(i) "wl A" igin w=W R nin bir sonucu olacak sekilde bir Wi W var ve
(iii) "u,vl Wiginu¥vigin Sdeut v

olacak sekilde bir Wi A" kiimesi bulunabiliyorsa S @ A|R) dir.

Ispat: Ruskuc (1995), Proposition 2.1’ e bakiniz. m

Onerme2.11.1.2: S, Al S kiimesi tarafindan dogurulan sonlu bir yarigrup,
RI A" A"veWIi A" olmak lizere
(i) R deki her iliski S de saglamyor

(i) " wl A" igin w=W R nin bir sonucu olacak sekilde bir Wi W var ve
(i) W|ES]
ise S@A|R) olur.

Ispat: Ruskuc (1995), Proposition 2.2’ ye bakiniz. m
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Sonug¢ 2.11.1.3: S sonlu bir yarigrup, A herhangi bir kimeve f : A® S bir
fonksiyon olsun. O halde (A|R) ikilisinin S nin bir yarigrup takdimi olmas: icin
gerek ve yeter kosul p, f nin tek genislemes olarak tammlanan dogal
homomorfizm olmak Uzere

(i) (AT nin S icin bir doguray kiimesi olmast,

(i) " (r,s)1 Ricin (r)p =(s)p olmasi,

(iii) "wl A" igcin w=W R nin bir sonucu olacak sekilde bir Wi W var ve

(iv) W|£|9 olmasidr.

W|£]9| oldugunu gostermek yerine W nun farkl: elemanlarinin S nin farkl:

elemanlarini temsil ettiklerini gostererek deispat tamamlanabilir. m
2.11.2. Tietze Donustmleri

Herhangi bir S yarigrubu igin bir takdim bulmanin bir diger yolu da Tietze
donisumlerini kullanmaktir. Neuman “Some Remarks on Semigroup Presentations”
adli caligmasinda (Neumann,1967) sol sifir yarigruplar icin bir takdim bulmak
amaciyla bu yontemi kullanmustir. DoOrt temel Tietze dontsUmi vardir.

P=(AR) bir yangrup takdimi ve S, bu takdimin tammladigi yarigrup

olmak Uzere bu donustimler:

T1: (Doguray Ekleme) b}Js A ve wl A" olmak lizere takdimi
(AE{b}|RE{w=Db}) takdimine doniistiriir.

T2: (Doguray Cikarma) Eger bir bl A ve bir wi (A\{b})+ icin w=b
iliskisi S de saglaniyor ise Re, R deki iliskilerde b yerine w yazilarak elde edilen

iliskiler kiimesi olmak tizere takdimi <A\{b} | Rc§ takdimine doniistiirr.
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T3: (iliski Ekleme) Eger r,sl A" icin r =s iliskis S de saglamyor ise
takdimi (A|RE{r =s}) takdimine dontistiirr.

T4: (iliski Cikarma) Eger r,sl A" ve {r=s1 R icin r=s iliskisi
R\{r=¢ nin bir sonucu ise r =s iliskisine gereksiz iliski denir ve bu durumda

uygulanan T4 Tietze dontistimi takdimi <A| R\{r = s}> takdimine donistrdr.

Dikkat edilirse r,s,tT A" ve u,vi A" olmak lizere
@ r=r,

(i) (r=s)l Rikens=r,

(iiiy (r=s).(s=t)I Rikenr=t ve

(iv) (r=s)T R iken urv=usv

iliskileri de birer gereksiz iliski olup bu iliskiler i¢in de T4 uygulanabilir.

Teorem 211.2.1: iki sonlu yangrup/monoid/grup takdiminin ayni
yarigrubu/monoid/grubu tammliyor olmasi icin gerek ve yeter kosul takdimlerden
birinin digerinden sonlu sayida Tietze dontsUmi uygulanarak elde edilebiliyor

olmasidir.

Ispat: Yarigruplar/monoidler igin ispatim Ruskuc (1995), Proposition 2.5'de
ve gruplar icin ispatim Johnson (1990), Proposition 4.5 ve Propostion 4.6 da
bulabilirsiniz. m

Onerme 2.11.2.2: S sonlu takdim edilebilir bir yarigrup ve B, S nin
herhangi bir sonlu doguray kiimesi olsun. O halde S=(B|Q) olacak sekilde sonlu

bir Qi B*" B* iliskiler kiimesi vardr.
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Ispat: (A|R), S nin bir sonlu takdimi ve B de S nin bir sonlu doguray
kimesi olsun. Genelligi bozmeksizin Al S oldugunu kabul edelim.S=(B)
oldugundan " al A igin w, =a olacak sekilde bir w1 B* vardir. " al A igin bu
sekilde bir tane w, T B* secelim. Ayrica S=(A) olup benzer sekilde " b B icin de

=b olacak sekilde bir tane w, 1 A" segelim. Segilen bu elemanlar yardimiyla

"ul A ( ul B*) kelimesinde a lar yerine w, (b ler yerine w,) yazilarak elde

edilenkelimeyi T (() ile gosterelim. Bu notasyonlar ile

olarak tammlansin. Uygun Tietze donustmleri uygulanarak

s = (AR
»¥%®  (AB|RB,)
%%®  (AB|R B, A)
%:.%%® (B[R B,)

elde edilir. O halde Q = RE B, ainirsaispat biter. m

Onerme 2.11.2.3: S sonlu takdim edilebilir bir yarigrup ve B, S nin sonlu
bir doguray kiimesi olmak tizere S nin her (B|Q) (Q sonlu olmayabilir) takdimi

icin (B|Q,) takdimi de S yi tanimliyor olacak sekilde sonlu bir Q,1 Q iliskiler

kimesi vardir.
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Ispat: (A|R), S nin bir sonlu takdimi ve B de S nin bir sonlu doguray
kiimesi olsun. Onerme 2.11.2.2’ deki notasyonlar: kullanalim.
(B|Q) S nin bagka bir takdimi olsun. " (r,s)1 Ri¢inr =s S de saglamyor

olup T =5 Q nun bir sonucudur. O halde T° 5 veya i =1,2,K,n-1i¢cina,, a

i+l i

den Q daki bir iliski kullanilarak elde edilmis olmak lizere kelimelerin sonlu bir
rea,®a,®L®a,°s

dizisi vardir. Bu diziyi elde ederken kullanilan iligkilerin kimesini Q, , ile gosterelim

ve

Q= UQ.lQ

(rsfir

olarak tammlayalim. Ayrica " W, =bl B, iliskisi de S de saglamyor olup Q nun
bir sonucudur. O halde W, ° b veya i =1,2,K,n- 1 icin a,,, a, den Q daki bir

iliski kullanilarak elde edilmis olmak Gzere kelimelerin sonlu bir
W°a,®a,®L®a,’hb

dizisi vardir. Bu diziyi elde ederken kullamlan iliskilerin kimesini de Q, , ile

gogerelim ve

Q6= U Q.1 Q

(W b)l Ba

olarak tamimlayalim. Bu notasyonlar yardimiyla (A|R) takdimine uygun Tietze

donustimleri uygulanarak
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s = (AR
%¥%®  (AB|RB,)
%¥®  (AB|RB,A)
%:.%%® (B|RB,)
%¥® (B[R B,,Q¢QY
%%  (BlQ4QY

elde edilir. Burada Q¢ ve Q¢ sonlu olup Q, = QIE Q& Q ainirsaispat biter. m

Ornek 2.11.2.4: Bicyclic monoid [1° [?, (a,b| ab=1) monoid takdimi ve

<a, b| aba=a’b=a, bab=ab’ = b> yarigrup takdimi ile tammlanir.

Ispat: <a,b| ab:1> takdimindeki iligskiler komesini R ile gogerelim.
f:{ab}®0° [ fonksiyonu aa (0,1), ba (10) seklinde tammlansin ve p,
fyi ({ab} ) kiimesine geren dogal homomorfizm olsun.

({ab}) f ={(0.1),(10)} olup ({ab})f, 0° ¥ bicyclic monoidinin bir
dogurayidir.

(ab)p =(ap)(bp)=(0,1)(10)=(0,0)=1p olup R deki iliski 1°" ¥ da
saglanir.

Iddia: W:{b"‘an m,nl O 0} kimesi [1°” [? bicyclic monoidinin kanonik
formudur.

Bu iddianin dogrulugunu gostermek igin dncelikle " wi {a,b}” igin w=w
R nin bir sonucu olacak sekilde Wi W elemamnin var oldugunu gostermeliyiz.

Bunu w kelimesinin boyu |w tizerinden timevarim ile gosterelim.

W =0 veya |w =1 ise sonug agiktr.
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W3 2 veiddia |w den kiigiik uzunluklu kelimeler igin dogru olsun. |wj3 2
olup bir wd ({ab})” icin wo wk veya wo whb dir. Ayrica |w§<|w| olup

timevarim hipotezinden dolayr w¢=b™a" R nin bir sonucu olacak sekilde

b™a"T W (m, ni O 0) vardr.
1. durum: w° w@ ise w° w& =b™a"a® b™a""*1 W dir.

2. durum: w° wb ise w° wh=b"a"b olur. Ayrica, eger n=0 ise
w=b"o° b™ 1T W

veeger nt 0 ise ab=1 oldugu kullanlarak,
w=hb"a"b® b"a"*(ab) =b"a" T W

elde edilir.

Son olarak, W nun farkli elemanlarinin [0°” [ 1n farkli elemanlarini temsil
ettiklerini gosterelim.

b™a", bfa®T W icin b™a" =b"a® 0°" [ dasaglansin. O halde

(b7 )p =(b%2%)p P (bp)" (20 )" = (bp)" (a0 )
b (10)"(0,1)"=(20)"(0,1)

b (mn)=(p.q)
P m=p,n=q

olup W nun farkli elemanlar: 0°” [? in farkl: elemanlarin temsil eder. O halde W,

0°" [ 1n kanonik formu olup iki-devirli monoid [ °" [?, <a,b| ab:1> monoid

takdimi ile tammlanur.
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Elde edilen bu monoid takdimini distinirsek Onerme 2.9.24'ten dolay:
P= <a, b, e| ab=e ae=a,be=b,ea=a,eb=h,e = e> takdimi iki-devirli monoid

0° [? i bir yarigrup takdimi olup uygun Tietze doniisiimleri uygulanirsa

P %%® (a,b| ab=ab, aab = a, bab =, aba = a, abb =b, abab = ab)
%Y® (a,b| a’v=a,bab=b,aba=a,ab’ =b)

= <a,b| aba = a’b = a, bab = ab’ :b>

olup <a,b| aba=a’h=a, bab:abZ:b> takdimi iki-devirli monoid 0°° [ n bir

yarigrup takdimi olur. m
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3. MONOIDLERIN ALTGRUPLARI ICiN TAKDIM ELDE ETME

Bir grubun herhangi bir altgrubu igin bir takdim veren Reidemeister-Schreier
teoremi, Ruskuc tarafindan “Presentations for Subgroups of Monoids’ adl
calismasinda (Ruskuc, 1999) monoidlerin altgruplari icin genellestirilmistir. Biz de
bu bolimde monoidlerin altgruplar: icin elde edilen bu sonuclar: inceleyerek M bir
monoid ve G, M nin bir altgrubu olmak tzere G nin bir takdiminin M nin bir

takdimi araciligiyla nasil bulunacagim gosterecegiz.

Tamm 3.1: M bir monoid ve X, M nin bos olmayan bir altkiimesi olsun.
M nin {Xm:ml M} kimesi Gzerindeki hareketi, sagdan carpma islemi olarak
tammlansin. Eger Xmt = X olacak sekilde tT M varsa Xm kiimesine X in M
deki bir (sag) koseti denir ve X in M deki tim (sag) kosetlerinin ailesi

c={C|il 1} ile gosterilir. Ayrica, C nin eleman sayisina X in M deki (sag)

indeksi denir ve bu say1 [M : X] ile gosterilir.

Not 3.2: “Indeks’ teriminin yukaridaki kullamm: standart degildir. Aslinda
Ruskuc ve Thomas tarafindan ¢esitli indeks tanimlarimin ortaya kondugu “Syntactic
and Rees Indices of Subsemigroups’ adli ¢calismadan dolay: (Ruskuc and Thomas,
1998) bu kavram sag donisimsel indeks olarak adlandirmak daha uygun olabilir.
Ancak biz bu kavrami, konumuzun grup teorisinin iligkili kismi ile paralelligini
vurgulamak igin “indeks’ olarak adlandiracagiz. Dualiteden dolay1 X in S deki sol
indeksinin de tammlanabilir oldugu ve sag indeks ile sol indeksin esit olmasinin
gerekmedigi aciktir. Biz bu ¢calismamizda sadece yukarida tanimlanan “sag indeks’
kavramint kullanacagiz ve kisalik olsun diye sadece “indeks’ diyecegiz.

Onerme 3.3: M bir monoid, ml M ve X, M nin bos olmayan bir
altkiimesi olsun. Eger Xml C ise" t1 M igin Xmt| C dir.
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Ispat: mi M, £ XI M ve Xml C olsun. Kabul edelim ki XmtT C
olacak sekilde tT M var olsun. O halde Xmtv= X olacak sekilde vi M var olup
Xm(tv) = X elde edilir. Bu da Xml C olmasi ile gelisir. O halde " tT M icin

Xmtl C dir. m

Sonug 3.4: M nin {Xm:mi M} kiimesi Uzerindeki hareketi, M nin

CE{C,} (0T I) kumesi tizerinde

Cm=C,U Cmi C veCm=C, (CT C, mi M)

seklinde tanimlanan hareketine neden olur ve bu da M nin 1 E{0} tizerinde

seklindeki hareketine denktir. m

Simdi X in M nin bir altgrubu olmasi durumunu inceleyecegiz. M
monoidinin birim elemamint 1 ve M nin altgrubu X =G nin birim elemamint e ile
goserelim. Dikkat edilirse e, M nin bir idempotent elemamdir ve 1 e esit olmasi

gerekmez.

Onerme 3.5: M bir monoid ve G, M nin bir altgrubu olsun. Eger
C={C:iT 1}, G nin M deki kosetlerinin ailesi ise i,ji | ve i! | icin

C. GC, =& dr.

Ispat: C nin tammindan dolay1 C, =Gs ve C, =Gt olacak sekilde s,tl M
vardir ve it j iken C* C, dir. Kabul edelim ki C,CC,* A& olsun. O halde

$xI CCC, var olup x=gs ve x=g;t olacak sekilde g,,g,1 G vardr.
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Herhangi bir yT C =Gs olsun. O halde y = g,s olacak sekilde g,1 G var

olup

y=0:5=(0:¢)5=(0:(0:'1))s=(:0:") () = (360:") x

= (9391-1) 9.t

oldugundan y1 C, =Gt ve buradan da C, I C, dir. Benzer sekilde C, I C olup

C =C, olur.Budai? j olmasiilecelisirr Ohalde C CC, =/ dir. m

Onerme 3.6: Her il | icin Gr,=C ve grré=g (" gl G) olacak sekilde
r,r& M vardr.
Ispat: Her i1 1 icin C nin tammindan dolayr Gr =C olacak sekilde

r1T M vardir. C bir koset oldugundan Cg =Grq =G olacak sekilde $q1 M
varcir ve bu durumda sabit bir hT G igin h¢=hrq olacak sekilde hd G vardir.

simdi ré=q (h9""'h T M olarak tammlayahm. " g1 G igin

orre=or (@ (n9*h) = gerg, (h9 *h=g(h*h)ra (hg "

=gh(hrq ) (hgh = gh*hghd ™" h=gh™(hgng ")

=gh’eh=gh'h=ge=g
olup Gr.=C, ve grré=g (" gl G) olacak sekilde r,ré M vardir. m
Tamm 3.72 "iT 1, " gl G igin Gr =C, grré=g ve r,=r¢1 olacak
sekildeki r., r.¢ elemanlarinin toplulugu koset temsilcileri sistemi olarak adlandirilir.

Dikkat edilirse r,T C olmasi gerekmez.
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Onerme 3.8: G grubunun M deki herhangi bir kosetinin elemanlar;, G nin

elemanlar: ile R-baglantilidir.

Ispat: C, =Gr, G grubunun M deki bir koseti ve x1 C olsun. O halde

x = gr. olacak sekilde g1 G var olup herhangi bir yI G igin

ve
y=ey=(09"")y=0(g'y)=orrda'y)=(or)(r&'y)=x(rgy)
oldugundan xRy dir. m

Onerme 3.9: C =Gr. olmak Uzere f.:G® C ga g donisimi, ters

donusumi f.:C ® G, xaxi¢ seklinde tammlanan bire-bir ve orten bir

déndstmdr.

Ispat: f, donUsiminun iyi tamml oldugu aciktir. Ayrica 1. ve 1; sirasiyla

C ve G uzerindeki birim dontsumleri temsil ediyor olmak tzere

frifrilt:lG VefriI I :]'Ci

oldugu kolayca gosterilebilir. O halde f . ve f  donustmleri birbirinin tersi olan

bire-bir ve 6rten dontsimlerdir. m

Sonug 3.10: iT | ve xI C, igin xr& =x dir. m
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Onerme 3.11: Eger G, M nin maksimal altgrubu ise G grubunun M deki

indeksi G nin bulundugu R-sinifindaki H-siniflarinin sayisina esittir.

Ispat: C =Gr., G grubunun herhangi bir koseti olsun. el G, G nin birim

eleman olmak tizere Onerme 3.8'den eR er; olup Green teoreminden dolay:

fri ‘H, ® Heri
Xa X

dontstim, tersi f, olan bire-bir ve Orten bir dontstmdr.

gl G olmak iizere

0gg'=e eg=gveg'g=e ge=g

olup bu esitliklerden sirasiyla gRe ve gLe oldugu sonucuna varilir. O halde
gl H_olup Gi H_ dir. Burada e bir idempotent eleman olup Sonug 2.5.10' dan
dolay: e elemanini iceren H-sinift H, bir gruptur ve G, M nin maksimal altgrubu
oldugundan H, =G dir. AyricaOnerme 3.9'dan biliyoruz ki f, :G® Gr, de bire-bir
ve Orten bir fonksiyondur. O halde H, =Gr, =C, olup G grubunun kosetleri G nin

bulundugu R-simifindaki H-siniflaridir.
Tersing; H, G nin bulundugu R-simfindaki bir H-simift ve al H olsun.
aRe oldugundan as=e ve et=a olacak sekilde s, tT M vardir. Green

teoreminden dolay1

f,H.® H,
Xxaxt
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fonksiyonu, ters f olan bire-bir ve orten bir fonksiyondur. G=H, ve H, =H olup

bu fonksiyon

f..G® H
gaagt
seklinde, tersi
fH® G
yays

olan bire-bir ve 6rten bir fonksiyondur. f f =1 olup Gf f =Gts=G dir. O halde

Gt, G grubunun bir koseti olup Gf, =Gt =H oldugundan H, G nin bir kosetidir.
Sonug olarak, G grubunun M deki kosetleri G grubunun bulundugu R-

simifindaki  H-siniflar: olup [M :G], G grubunun bulundugu R-sinifindaki  H-

siniflarinin sayisidir. m
Simdi r,r¢ (iT 1) koset temsilcileri sistemini ve M monoidinin bir doguray
kimesini  kullanarak G altgrubu icin bir monoid doguray kimesinin nasil

bulunabilecegini gosterelim.

Onerme 3.122 M, A kimes tarafindan dogurulan bir monoid ise

Y ={erarg:il 1,al Aia® 0} kimesi G altgrubunu monoid olarak dogurur.

Ispat: M, A kimes tarafindan dogurulan bir monoid olsun.

K={erm¢:il I,ml M,im? 0} kimesini elealalim. mi M igin

ermr¢l Grmr¢ ve
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Grmr¢=Cmr¢=C r¢=G

imli
olup K i G dir. Simdi L:{erlgrlg::gT G}i K kiimesini diisiinelim. g1 G igin
C,=Cg=6g=G=G1l=Gr, =C,
olup r, =r, =1 ve r¢ =r¢=1 olarak alimr. Bu durumda
g =eg =€lgl=ergré

olup GI LI K dir. Boylece G=K ={ermr¢:il I, mi M,im? 0} oldugu elde
edilir.

Herhangi bir mi M icin m=aa,L_a_ olacak sekilde a,a,K,al A ve
nl N var olup n Uzerinden tumevarim ile ermr¢ elemammn Y tarafindan

dogurulan monoide ait oldugunu gosterelim.

Eger n=1 ise m=a seklindedir ve ermr¢l Y olur. O halde ermr¢, Y
tarafindan dogurulan monoide aittir. Kabul edelim ki n>1 ve " k<n (k3 1) igin
mé=aa,La,_ iken erm&¢ elemam Y tarafindan dogurulan monoide ait olsun. M
nin m=aa,La, seklindeki elemamm alalim. Eger t=a,L.a, olarak alirsak
m=agt seklindedir.

eral Gra =Ca =C, ve koset temsilcileri sisteminin tammndan

C,"¢$ =G olup erar¢l C, r¢ =G dir. O halde

iay iay 183y 713y
(erialrirgl:)e: efialfié‘f

olur. Ayrica Sonug 3.10'dan
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(eri a1rig1:e) lia = (erialrigl:) lig = (erial) rigl:rial =enq
olup

ermré = erialtrigl:t = (eri ‘5‘1"i§1:eria1 )trigl:t = (eri alfi%) (eriaitrig:t)
seklindedir. Ayrica erar¢ elemammin Y tarafindan dogurulan monoide ait oldugu

aciktir. KabulimUizden dolay: da er,, tr$

elemam Y tarafindan dogurulan monoide
ait olup ermr¢ de Y tarafindan dogurulan monoide aittir. O halde " mi M igin
ernr¢, Y tarafindan dogurulan monoide ait olup G, (Y) dir. Ayrica Y i G olup

w{Y)T G oldugundan G =,, (Y) olur. m

Sonug 3.13: Sonlu dogurayl: bir monoidde, sonlu indekse sahip bir altgrubun

kendisi de sonlu doguraylidir. m

Not 3.14: M, (A| R} takdimi ile tanimlanan bir monoid ve G, M nin bir

altgrubu olsun. G icin yukarida verilen Y doguray kimesinin elemanlarim temsil
eden

B={[i.a]:il 1,al Aia? 0}

alfabesi olusturulsun. B, B lizerindeki serbest monoid olup p :B" ® G donusimii

f:B® G, [i,a] a erarg donistimiiniin tek genislemesi olan homomorfizm olsun.



3. MONOIDLERIN ALTGRUPLARI ICIN TAKDIM ELDE ETME LeylaBUGAY

(i.aw)j =[i,a](iaw)j (if 1,al Awl A iaw? 0)

esitliklerinden timevarimsal olarak elde edilen donlstim olarak tamimlansin. Kolayca

gogterilebilir ki il 1; w,w,T A" ve iww,* 0 olmak tizere

(s )i © (v )i (v, ws)j
dir. Simdi bu notasyonlar: kullanarak G i¢in bir monoid takdimi verelim.

Teorem 3.15: M, (A| R} takdimi ile tanimlanan bir monoid ve G, M nin

bir altgrubu olmak Uzere yukaridaki notasyonlar ile

(B|(i,u)j =(i,v)i (iT1,(u=v)T Riut0),
(Lerarg)j =[i,a] (iT 1,al Ajiat 0),

(Le)i =1)
takdimi G yi monoid olarak tarumlar.

Ispat: Ruskuc (1999), Theorem 2.9'a bakiniz. m
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Sonug 3.16: Sonlu takdimli bir monoidde sonlu indekse sahip bir altgrubun

kendisi de sonlu takdimlidir. m

Not 3.17: Sonug 3.13 ve Sonug 3.16 altmonoidlere genisletilemez. Ornegin;
A" serbest monoidinin her altmonoidinin indeksi 1 dir. Fakat her altmonoidi sonlu
dogurayl1 ve her altmonoidi (sonlu dogurayli olsa bile) sonlu takdimli olmayabilir.
Ayrintilt bilgi icin Campbell, Robertson, Ruskuc ve Thomas'in “On Subsemigroups
of Finitely Presented Semigroups’ adli ¢calismasina (Campbell, Robertson, Ruskuc
and Thomas, 1996) bakinz.

Tamm 3.18: r,r¢ (il 1) koset temsilcileri sisteminde her bir r, nin her bir
on kelimesi de bir temsilci iseyani a, b1 A iginr °ab iken a =1, olacak sekilde
jT 1 varsabu koset temsilcileri sistemine Schreier sistemi denir ve bir altgrup icin

her zaman bir Schreier sistemi vardur.

Sonug 3.19: Teorem 3.15'deki notasyonlar: kullanalim ve bunlara ek olarak
r,r¢ (il 1) koset temsilcileri sistemini Schreier sistemi olarak kabul edelim. Bu

durumda

(B|(i,u)j =(i,v)i (iT1,(u=v)T Riut0),

[i,a]:l(iT l,al Aracr, (ji |))>

takdimi G yi grup olarak tamimlar.

Ispat: Rudkuc (1999), Corollary 2.15' e bakiniz. m
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4. BRUCK-REILLY GENISLEMELERI ve SONLU TAK DiM
EDILEBILIRLIGI

4.1. Bruck-Reilly Genislemeleri

Bu bolumde, monoidlerin Bruck-Reilly genislemelerinin  tammini, insa
edilme stirecini ve bazi 6zelliklerini verecegiz.

Tamm 4.1.1: M, birim eleman: 1,, olan bir monoid ve g, M Uzerinde bir

endomorfizm olsun. ¢° dénustiimiini M {izerindeki birim déniisiim olarak alalim ve
negatif olmayan tamsayilar kiimesini [1° ile gosterelim. [ °={0, 1, 2, 3, ...}.
0° M~ [ kumesi (zerinde bir ikili islem (carpma islemi)

(ma,n), (p.b,g)l 0°" M~ [? ver =max{n, p} olmak lizere

(ma,n) (p.b,g)=(m- n+r,(aq""Jba"?)qa- p+r)

seklinde tanimlansin. 0°° M“ [? kiimesinin bu islem ile birim elemani (0,1, ,0)
olan bir monoid oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu monoide M monoidinin q ile
olan Bruck-Reilly genislemesi denir ve BR(M ,q) ile gosterilir.

Bu yam Bruck, Reilly ve Munn tarafindan olusturulan yapilarin
genellestirilmis halidir ve tersinir yarigrup teorisinde 6nemli bir rol oynamaktadir.

Bruck-Reilly genislemelerinin ingsa edilme sireci, Bruck’un 1958'de her S
yarigrubunun bir basit monoid igerisine gomulebilecegini gostermesiyle baslamstir.
Bruck, 1°° S'" [? kilmes Uzerinde S' in her elemamm S' in birim elemanina
esleyen g homomorfizmi ile yukaridaki ¢arpma islemini tammlad: ve bu yapinin S
ye izomorfik olan hir altyarigrubu igeren (bu altyarigrup {(0,5,0): s1 S} dir) bir basit
monoid oldugunu gosterdi. Elde edilen bu yapiya Bruck genislemes diyoruz.

1966 yilinda Reilly aynmi yapiy1 bir G grubu tizerinde ve g homomorfizminin

G Uuzerinde herhangi bir endomorfizm olmasina izin vererek tekrar insa etti. Bu
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yapiya ise Rellly genislemes diyoruz. Reilly bu yapiy:r kullanarak, elde edilen
monoidin bir katli-basit w-yarigrup oldugunu ve tersine bir katli-basit w-yarigrubun
da birimlerinin olusturdugu altgrubunun (simdiki adlandirilistyla) Bruck-Reilly
genislemesi oldugunu gosterdi.

1970'de Munn bu genislemeleri genellestirerek Bruck-Reilly genislemesi
terimini ortaya koydu ve bunu, herhangi bir M monoidinin M den M nin
birimlerinin olusturdugu gruba tammlanan q homomorfizmi ile olan genislemesi
olarak tarmmladh.

Biz “Bruck-Reilly genislemes” terimini, ¢ homomorfizminin monoid
Uzerindeki herhangi bir endomorfizm oldugunu vurgulamak istedigimizde ve
“Munn-Bruck-Rellly” genislemesi terimini de q homomorfizminin, monoidden
monoidin birimlerinin olusturdugu gruba tarumli olan homomorfizm oldugunu

vurgulamak istedigimizde kullanacagiz.

Ornek 4.1.2: 1° [? iki-devirli monoid, G={e} asikar grubunun Bruck-

Reilly genislemesine izomorftur.

Onerme 4.1.3: M , birim elemani 1,, olan bir monoid ve q, M (izerinde bir

endomorfizm olsun.

) (Man)Rewug (Pba) U m=pveaRy,b

(i) (man)Lgue(pbg) U n=qveaL, b

(i) (man)Hegme (P.DA) U m=p,n=qveaH,b

(V) (Mm@ n)Degug (PbG) U abyb

(v) (man)l BR(M,q) mn bir idempotent eleman olmasi igin gerek ve

yeter kosul m=n ve al M nin bir idempotent eleman olmasidir.
Bagka bir ifadeyle; E(BR(M,q))={(m,a,m):al E(M )} olur.
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BR(M,q) monoidinin regiiler olmasi igin gerek ve yeter kosul M

(vi)
monoidinin regiler olmasidir. Ozel olarak; a*, a mn M deki bir tersi
ise (n,a’*,m), (ma,n) nin BR(M,q) daki bir tersidir.

(vii) BR(M,q) bir Munn-Bruck-Reilly genislemesi ise BR(M,q) bir basit

monoiddir.

(P) (Mman)Regwe(pbag) osun. Bu  durumda

Ispat: (i)
olacak  sekilde

(ma.n) (k.c.l)=(p.ba) ve (pb.a)lk,.c,l,)=(man)
(k¢ 1), (k,.c,,1,)1 BR(M,q) vardir. O halde r, =max{n,k} ve r, = max{q,k,}

olmak Uzere
(m' n+rl’(aqu-n)(clqu-kl)’ll- k1+r1):(p,b,q) ve
(p- a+rulba™Jea™ = )l, - k, +r.)=(man)
olup buradan
m- n+r, = p,
p- q+r2 =m,

(2 ") (ca™*)=b ve
[ba"Je.a*)=2

esitlikleri elde edilir. ilk iki esitlikten srasiyla p3 m ve m3 p oldugu gorulir. O
halde m= p dir ve bunu esitliklerde tekrar yazarsak m- n+r, =m, p- q+r,=p

olupn=r, 3Kk, q=r, 3 k, eldeedilir. O halde

b=(ag°)ca™*)=alca™")
a=(ba’)ea*)=blca)
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olup aR,, b dir.
(U) aR,, b olsun. O halde ax=b ve by = a olacak sekilde x,yl M =M"*
vardrr.  (m,a,n),(mb,q)l BR(M,q) elemanlanin srasiyla (n,x,q),(q,y,n)]

BR(M,q) elemanlar: ile garparsak

olup (M a n)R gro o) (P, ) Oldugu elde edilir.

(if) Benzer sekilde yapilir.
(iii) (Ma,n)H g ) (P0,G) U (M8,N)R gy o) (P.b, ) ve

(Mma,n)L o) (PD.0)
U m=p,aRy,bven=q,aL,b
U m=p,n=qveaH,b.

(iv), (P) (ma,n)Dgrue (Pb,G)  olsun.  Bu  durumda
(Man)Reme (es)  ve  (res)Lerug (Pb,g)  olack  sekilde
(r,c,s)I BR(M,q) vardur. (i)’den dolay: r =m, aR,, ¢ ve (ii)’den dolay1 s=q,
cL,, bolup (r,c,s)=(m,c,q) ve aD,, b dir.

(U) aD, b olsun. Bu durumda aR,, ¢ ve cL,, b olacak sekilde ci M
var olup (m,c,q)l BR(M,q) icin (i)'den dolayr (m,a,n)R gz (MC,q) ve (i)
den dolayr (m,c,q) L gz (P.b,q) dur. O halde (m,a,n)D gr oy (P b,G) Olur.

v) (P )(man)l BR(M,q) bir idempotent eleman olsun. O halde

r = max{n,m} olmak tizere

(ma,n) (ma,n)=(m- n+r,(ag""fag"™)n- m+r)=(m,an)
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olup buradan

m-n+r=m

n-m+r=n

a: (aq f-nxaq r-m)

esitlikleri elde edilir. Ik iki esitlikten n=r =m oldugu ve bunu son esitlikte yerine
yazarsak

2

a=(agq°faq®)=aa=a

olup al M nin bir idempotent eleman oldugu goralar.
(U) al M bir idempotent eleman olsun. O halde a®> =a dir. mi 0° ve

(m,a,m)l BR(M,q) igin r = max{m,m} = m olmak tizere

(m,a,m) (m.a,m)=(m- m+m,(ag™" ag™"),m- m+m)

=(m,aa,m) = (m,a%,m)= (m,a,m)

olup (m,a,m)1 BR(M,q) bir idempotent elemandir.
(vi) (p ) BR(M,q) monoidi regiller ve al M olsun. O halde m,ni (1°
icin (ma,n)l BR(M,q) olup (ma,n)(p,b,q)(man)=(man) olacak sekilde

(p.b,g)l BR(M,q) vardir. r, = max{n, p} ve r, = max{q- p+r,,m} olmak lizere

(ma,n)(p,b,g)(ma,n)=(ma,n)
U (m- n+r1,(aq”'“)(bq”'p),q- p+r1)(m,a,n):(m,a,n)

U (m- n+r-q+p- r1+r2,(((aqr1'“)(bqr1'p))q'?'q*p'rl)(aqrfm),n- m+r2):(m,a,n)
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olup buradan

m-n- q+p+r,=m

n-m+r,=n

(e ) ) =

esitlikleri elde edilir. Tlk esitlikten r,=n+q- p olup n+qg- p3 q- p+r, ve
buradan n3 r, oldugu gorllir. Ayrica r, 3 n oldugundan r, =n elde edilir. ikinci

esitlikten ise m=r, oldugu gorullr. Bunlar son esitlikte kullamlirsa

() > =)o
olup M regulerdir.
(U) M monoidi regiiler ve (m,a,n)! BR(M,q) olsun. Burada ai M olup

aba = a olacak sekilde bT M vardir. n,mi [1° olup (n,b,m)I BR(M,q) iin

(m,a,n) (n,b,m) (m,a,n)=(m- n+n,(ag®)bg®)m- n+n) (ma,n)

(m,ab,m) (m,a,n)

(m- m+ m,((ab)qo)(aqo),n- m+ m)

(
(

m, aba, n)

m,a,n)

oldugundan BR(M ,q) regulerdir.

Ozel olarak; a*, amn M deki bir tersi iken

(ma,n)(n,a*,mfma,n)=(m,aa*,mfma,n)=(maaan)=(man),

(h,at,m{m,a,n)(n.a*,m)=(n,a*a,nfna?,m=(na'aa?,m=(natm)
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olup (n,a*,m), (ma,n) nin BR(M,q) daki bir tersidir.
(vii) BR(M,q) bir Munn-Bruck-Reilly genislemesi olsun. Buradaq, M den
M nin birimlerinin olusturdugu gruba tanimli endomorfizmdir.
(p,(aq)'l,m+1),(n+Lb,q)| BR(M,q) elemanlarini alalim.

r, =max{m+1,m =m+1 ver, = max{n+1,n+1} = n+1 olmak tizere

(p.(aq) ", m+1) (m.a,n) (1+1b,0)

p- m+1 m+1),(((aq)'1)q(m+1)-(m+1))(aqm+1-m)’n_ m+(m+1)) (n+Lb,q)

pl, n+1) (n+1,b,q)
p- n+1 n+1) (1 qn+1 n+1)(bq (n+2)- n+1)q_ (n+1)+(n+1))
p.b,q)

P,
(p.(aa) *(aq).n+1) (n+1b,q)
(
(
(

olup Sonug 2.7.2'den BR(M ,q) bir basit monoiddir. m

4.2. Bruck-Reilly Genislemelerinin Takdimi

M bir monoid ve q, M Uzerinde bir endomorfizm olsun. M nin q ile
tammmlanan Bruck-Reilly genislemesi BR(M,q) nn bir doguray kimesinin ve
takdiminin, M nin bir doguray kimesi ve takdimi araciligiyla nasil bulunabilecegini

gosterelim.

Teorem 4.2.1: M bir monoid ve q, M Uzerinde bir endomorfizm olsun. M

monoidinin bir doguray kimesi A ise
={(0,a0):al AlE{(01, 1) (11, ,0}

kimes: BR(M,q) nin bir doguray kiimesidir.
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ispat: (m,s,n)T BR(M,q) igin s M =(A) olup s=aa,La olacak

sekilde a,,a,,...,a 1 A ve ki 0 varcir. Bu durumda,
(m,s,n)=(m3,,,0) (0,,0) (01,,,n)

ve her bir garpan tek tek incelenirse

(m1,.0)=(L1, .0)"
(0,50)=(0,a,3,L_a,,0)=(0,,,0) (0,a,,0)  (0,a,,0)

(01,.n)=(01, 2)"
seklinde yazilabildigi kolayca gosterilebilir. O halde
(ms,n)=(11,,,0)" (0,2,,0) (0,a,,0)  (0,a,,0) (01, ,1)"T (X)

olup BR(M,q) 1 (X) olur. Aynca XI BR(M,q) olup (X)i BR(M,q)

oldugundan X , BR(M,q) nin bir doguray kiimesidir. m

Elde edilen bu doguray kiimesi BR(M,q) igin miimkiin olan “en iyi” doguray
kimesidir.

Ornesin; q, M (izerindeki birim dénistim iken BR(M,q), M ile iki-devirli
monoid [1°” [f 1n direk carpimina izomorftur ve genel olarak |A +2 den daha az

eleman tarafindan dogurulamaz.

Sonug 4.2.2: BR(M,q) igin Teorem 4.2.1'de verilen doguray kiimesinde
|Al+2 tane eleman olup kolayca gériiltiyor ki, M monoidi sonlu dogurayl1 ise M

nin Bruck-Reilly genislemesi BR(M,q) da sonlu doguraylicir.
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Genel olarak bu ifadenin tersi dogru degildir. Simdi Bruck-Reilly genislemesi
sonlu dogurayli oldugu halde kendisi sonlu dogurayli olmayan bir monoid 6rnegi

verelim.

Ornek 4.2.3: (1 dogal sayilar kiimesi lizerinde bir ikili islemi her mnT [
icin mn=min{m,n} olarak tammlayalim. 0 nin bu islemle bir yarigrup ve hatta
yarilatis oldugu fakat monoid olmadigi agiktir. " nl 0 igin 1. n=n=nl, olacak
sekilde bir 1 birim elemamni tammlayarak [1* kiimesini olusturalim. O halde [1*

bir monoid olur.
0! monoidi bir A kiimesi tarafindan doguruluyor olsun. O halde " ni 0*

icin n=aa,L_a_ olacak sekilde a,,a,,K,a 1 A ve ki 0 vardir. Bu durumda
n=min{a,,K,a,} dir ve [ dogal sayilar kiimesi iyi sirali olup $i1 {LK,k} igin
min{a,,KK,a } =a oldugundan n=a 1 A dir. Dolayisiyla [1'i A olup [* dogal
sayilar monoidi sonlu dogurayli degildir.

0 monoidinin Bruck-Reilly genislemesini, "nl 0 icin ng=n+1 ve

1g=1, seklinde tammlanan q endomorfizmi ile olusturalm. Her

(p.n,a)T BR(0%q) icin

(p.n.g)=(p.1,0) (0n0) (01 ,q)

ve

(11,0)",
(04 )

(p.1.,0)
(0.1 .q)

oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica
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(0n0)=(0.1..2) (0.n- 10) (1.1,,0)
(@n-10)=(01 1) (0.n- 20) (1.1 ,0)

olup bu esitlikler birlestirilirse

(0n0)=(0.1,2)" (0,n- 20) (11, ,0)’
elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

(0.n0)= (019" (020) (11,0

olur. O halde

(p.n,a)=(11,0)° (01,1 (020) (11,,0)"* (0.1 ,2)°
(p1,9)=(11,0)" (01 ,2)"

(04.0)=(01.3)(11 ,0)

olup BR(1%q) genislemes {(0.10),(11,,0),(0,1,1)}  kiimes tarafindan

dogurulur. Dolayisiyla BR(D 1,q) sonlu doguraylidir. m

Onerme 4.2.4: M bir monoid ve q, M zerinde bir endomorfizm olsun.

M nin Bruck-Reilly genislemesi BR(M,q) sonlu dogurayl: ve A, M nin bir
doguray kimesi olsun. O halde A E{b,c} kimesi BR(M,q) min bir doguray

kiimesi olacak sekilde sonlu bir A, i {(0,a,0):al A} atkimesi vardir.
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Ispat: Onerme 2.8.8 ve Teorem 4.2.1’in bir sonucudur. m

Teorem 4.25: M bir monoid ve q, M Uzerinde bir endomorfizm olsun.

Eger < Al R>, M nin bir monoid takdimi ise

BR(M,q) nin bir monoid takdimidir.

(Ab,c|R bc=1ba=(aq)b,ac=c(ay) (" al A))

BR(M,q) icin verilen takdimdeki iliskiler kimesini R ile gosterelim.

Teoremin ispatim vermeden 6nce R deki iliskiler kullalarak elde edilen ve

teoremin ispatinda kullanilacak olan bazi sonuglar: asagidaki onerme ile verelim.

Onerme 4.2.6: Asagidaki iliskiler R* niin bir sonucudur.

(i)
(if)
(iii)
(iv)
(V)
(vi)

bw = (wq )b
we = c(wg)
b"a = (aq ”)o“
ac" = c”(aq ”)
b'w = (wg" )o"

we" :c”(wq“)

Ispat: wi A" igin w bos kelime ise sonug agik, aksi haldew® aa,L_a,

olacak sekilde a,,a,,K,a 1 A ve kI 0 vardr. Ayrica q donisiming A

kelimeler kiimesi Gizerinde bir endomorfizm olarak da dustnebiliriz.
(i) bwe b(a L-a,)° (ba,)a,La, =((ag)b)a, L3, ° (ad)(ba,)a; L3,
=(ag)((am)b)a;La ° L=(ag)(aa)L(ad)b=((aLa)a)b

° (wa)b
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olup bw=(wq)b R’ niin bir sonucudur.
(if) Benzer sekilde gosterilir.
(i) b"a°® b™*(ba)=b"*(ag)b° b™?(b(ag))o dir. Burada agi M =(A)

olup ag=ala olacak sekilde a,K,a 1 A var oldugundan aql A" olarak

diistincilebilir. Bu durumda (i)’ den dolay: b(ag) = ((aq)q)b = (ag?)o olur. O halde

b"a® b™*(ba) =b™*(ag )b b™*(b(ag o = b™*((ag * plo© b™*(aq
o o (aqn)bn

olup b"a= (aq“)o” R’ nin bir sonucudur.

(iv) Benzer sekilde gosterilir.
(v) nl O,wl A iken

b'wo b"(a,La)° (ba)a,La, =((ag")b")a, La,
° (ag")(b"a, )3, La, =(aga")((an")b")as L a,

°L°(ag")(ag")L(aq")b"

elde edilir. g, M Uzerinde bir endomorfizm olup q" de M Uzerinde bir

endomorfizmdir. Bu durumda
b'w=(ag")(aa")L(aa")b" =((a L-a)a’)o" (wa”)b"

olup b”w:(wq”)bn R nin bir sonucudur.

(vi) Benzer sekilde gosterilir. m
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Teorem 4.2.5'in ispatr: f: AE{b,c}® BR(M,q) fonksiyonu a a (0,a,0)
("al A), ba(01,1) ve ca(11,,0) seklinde tarimlansin. Ayrica p, f i

(AE{b,c})" kiimesine geren dogal homomorfizm olsun. " wi A" icin wp = (0,w,0)

oldugu agiktir.

i) (AE{b,d})f ={(0,a,0):al ALE{(01,,.1).(11,,,0} olup (AE{b,c})f,
BR(M,q) nin bir doguray kiimesidir.

i) R A" A" olup (r,s)] Riginr°al a ve s®hlLh olacak sekilde

a,K,a.,b,K,bT A (ktl 0) vardir. O halde 3 L.a, =bL.h R nin hir sonucu

olup

P ° (aL-a)p =(ap)L(ap)=(0,a,0)L(0.a,0)=(0,aL3,0)
=(0.bL.h,0)=(0,b,0)L-(0,5,0) = (bp )L (bp) = (B LBy )p ° sp

oldugundan R deki her iliski BR(M,q) dasaglanir. Ayrica

olup R’ deki tumiliskiler BR(M,q) da saglanr.
iii) Iddia M nin (A|R) takdimine gore olan kanonik formu W, olmak Uzere

BR(M,q) rinkanonik formu W ={c™wb":m,nT [°, w, T W} olur.

79



4. BRUCK-REILLY GENIiSLEMELERI ve SONLU TAKDIM EDILEBILIRLiGI
LeylaBUGAY

Bu iddianin dogrulugunu gostermek icin oncelikle " wi (AE{b,c})* igin
W=W R nin bir sonucu olacak sekilde Wl W elemammn var oldugunu

gostermeliyiz. Bunu |w Uzerinden timevarim ile gosterelim.

W =0 veya|w| =1 ise sonug agiktir.

W3 2 veiddia |w den kiigiik uzunluklu kelimeler igin dogru olsun. |wj3 2
ise bir wi (AE{b,c})* icin al A olmak iizere ya w° wa ya w° wb yada
wo wc seklindedir. Ayrica |w|<|w| olup tumevarim hipotezinden dolay:
w=c"™w,b" R nin bir sonucu olacak sekilde mnT N° ve w, T W, vardir.

1. durum: w° w'a ise Onerme 4.2.6 (iii) kullamlarak
w=(c"wb"Ja° c"w(b"a)=c"w, (ag" b" °© c"(w,(ag" Jo” = c"w,b" T W

elde edilir. Burada w,, w;(ag")1 A" n W, daki kanonik formudur.

2. durum: w° w'b ise
w=(c"wb" o c™w, (™) = c"w,b™ 1 W
olur.
3. durum: w° wc ise w= (cmw;)b“)c dir. Eger n=0 ise Onerme 4.2.6 (ii)
kullanlarak
w=(c"wb" o cmwic® c(wic)=cmclwig)e ¢ w, = cmw,b® T W

elde edilir. Burada w,, w,qT A" in W, daki kanonik formudur. Eger n3 1 ise

w=(c"wb" o c"wb™(bc) = cmwib™ 10 cwib™ T W
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elde edilir.
Son olarak, W nun farkli elemanlarinin BR(M,q) nin farkl elemanlarim

temsi| ettigini gosterelim.
w,w,T W, I A" olmak lzere c™w,b",c’w,b?T W igin c™wb"=cPw,b’

BR(M,q) dasaglansin. O halde

(c"wbpp =(cPw,b%)p b (cp)"(wp)bp)" = (cp)” (wp) (bp)’
p (11,.0)" (0.w,0) (04, 1)'=(L1,.0)" (0.w,.0) (04, 1)

b (mw,n)=(pw,,q)p m=p,n=qve M dew, =w,

olup W nun farkl: elemanlari BR(M,q) min farkl: elemanlarini temsil eder. O halde

W, BR(M,q) min kanonik formudur. m

Sonug 4.2.7: Y ukarida verilen takdimde |A/+2 doguray ve |Rl+2| A +1 tane

iliski olup kolayca gorultyor ki M sonlu takdim edilebilir bir monoid iken M nin
Bruck-Reilly genislemesi BR(M,q) da sonlu takdim edilebilirdir. m

Genel olarak bu ifadenin tersi dogru degildir. Bruck-Reilly genislemesi
BR(M,q) sonlu takdim edilebilir oldugu halde kendisi sonlu takdim edilebilir

olmayan bir grup 6rnegini tim detaylariyla Ruskuc (1999)’ da bulabilirsiniz.

Onerme 4.2.8: M bir monoid ve q, M (zerinde bir endomorfizm olsun.
"i,j,kIT0°vea,bl A igin cab’ =c*bb' iliskisinin BR(M,q) da saglanyor
olmasi igin gerek ve yeter kosul i =k, j =] olmasi ve a =b min M de saglamyor

olmasidir.
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Ispat: (P ) Teorem 4.2.5'te tammlanan p homomorfizmini alalim. Dikkat
edilirse p :(AE{b,c})* ® BR(M,q) bir epimorfizmdir.

cab’ =c‘bb’ iliskiss BR(M,q) da saglamyor olsun. O halde
(ciabj)p :(c"bb')p dir. Ayrica a,bT A olup a=ala,b=ala olacak

sekilde a,K,a,a,K,a1 Avek,tl [ vardir. Budurumda

cab'° c'a Lab
c‘bb' ° c*a L ab'

olup

(caLab’)p =(c‘aLab')p

P (on) (ap)L(ap)(tp)' =(c)* (ap )L-(ap ) (bp)

b (11,.0) (0.8,0)L-(0.3,0)(0,1,.1)’ =(11,.0)*(0,a,0)L_(0.4,0)(0.1,, 1)
b (ilala,j)=(kaLa.l)

b (i,a,j)=(kb,)

bi=k, j=I drvea=b M desaglanr.

(U ) Asikéar. m

Not 42.9: a,b1 A icina ile b minsrasylaL, R, H, D baglantil1 olmasi
demek a ile b nin M detemsil ettikleri elemanlarin sirasiyla L, R, H, D baglantil
olmasi demetir. Benzer sekilde, a,b1 (AE{b,c}) icina ile b mnsrasylaL, R,
H, D baglantil: olmasi demek a ile b mn BR(M,q) datemsil ettikleri elemanlarin

srastylaL, R, H, D baglantili olmas: demektir.
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Sonug 4.2.10: Teorem 4.2.5'te verilen takdimi Bruck-Reilly genislemesinin
bir tanimi olarak diistinirsek asagidaki sonuglari elde ederiz.
() "wi (AE{b,c})* kelimes BR(M,q) da ai A" ve mni [° olmak
Uzere c™ab" formundaki bir kelimeye esittir.
(i) Herhangi c™ab", c’bb?l BR(M,q) icin
c'ab"Rc’bb*U m=pveaRb;
c"ab"Lc’bb?"U n=qvealb;
c'ab"Hc’bb*U m=p,n=qveaHb; ve
c"ab"DcPbb*U a Db

olur.

ispat: (i) wi (AE{b,c})* olsun. Eger w=b"c" (m,nT DO) ise bc=1

iliskisi kullamlarak

elde edilir.

Eger w=ac" (mT 0°veal A*) ise Onerme 4.2.6 (iv) den
w=ac" :cm(aqm)

seklindedir ve g :M ® M endomorfizm oldugundan aq™1 A’ dir.

Eser w=b"a (mT 0° veal A*) ise Onerme 4.2.6 (iii) den

w=b"a :(aq”‘)bm
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seklindedir ve g :M ® M endomorfizm oldugundan aq™1 A’ dir.

Eger w=ab™, w=c"a veya w=c"ab™ seklinde ise zaten verilen formdadir.
O halde " wi (AE{b,c})* kelimesi BR(M,q) da w,T A" ve mni 1° olmak
tizere c™w,b" formundaki bir kelimeye esittir.

(i) c™ab"Rc’bb*U m=p ve aRb oldugunu gosterelim. Digerleri
benzer sekilde gosterilebilir.

(P) cmab” ve c’bb® BR(M,q) da R-baglantili iki eleman olsunlar. O
halde

(cmab”)(cil b’ ) =cbb® ve

(c"bbq)(c"gb' ) =c"ab"

olacak sekilde c'l b’,c'gb'T BR(M,q) vardr.

Eger n3i ise

(crab")(c1b’)=cPbb® O cab™'I bl =cbb’
U ch (I q”'i)b”'i+j =cPbb?
U m=p,n-i+j=qdurve
a(l q“‘i):b M de saglanr
oldugu elde edilir. Eger n<i ise
(crab”)(c1b’)=c’bb® O cac "l b’ =cPbb?
U c"‘“'“(aqi'”)l b! =cPbb*
P m+i-n=p
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olup p>m dir. Bunu (c"bb‘“)(c"gb‘):c”‘abn esitliginde kullanalim. Eger g3 k

ise

(c"bb‘“)(c"gb‘):c”‘abn U c’bb%*gb' =c™ab"
U c’b (gqq"‘)bq"‘*' =c"ab"
P m=p

olur. Budurum p>m olmasi ile ¢elisiyor olup g <k dir. O halde

(c"bbq)(c"gb'):c”‘abn U c’bc9gb' =c™ab"
cp*"'q(bq"'q)gb' =c"ab"

pt+k-qg=m, | =ndirve

o Oo©

(bq"'q)g =a M desaglanir

oldugu elde edilir. Ancak q<k oldugundan p<m dir ve bu da p>m olmasi ile
celisir. O halde celiski olmayan durumlara bakildiginda n3 i ve m= p olur. Benzer
sekilde g3 k oldugu elde edilebilir. Bu durumda |qg™',gq®*T A" icin
a(l q“‘i):b ve b(gqq"‘):a olupa Rb olur.

(U) a,bl A icin aRb olmak tizere c"ab",c"bb'T BR(M,q) olsun.
aRb oldugundan al =b ve bg=a olacak sekilde |,gl A vardir. c"l b,
cigb"l BR(M,q) igin

c"ab")(c"l b?)=c"al b? =c™bb"
(cmab”)(c" b%)

(cmb b* ) (cng”) =c"bgb" =c"ab"

olup c"ab"Rc™bb? olur. m
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Onerme 4.2.11: M bir monoid ve g, M Uzerinde bir endomorfizm olsun.

O halde BR(M,q) nin sonlu dogurayli olmast igin gerek ve yeter kosul U Aq', M
30

nin bir monoid doguray kiimesi olacak sekilde sonlu bir A 1 M kimesinin var

olmasidir.

ispat: (U) UAQ', M nin bir monoid doguray kiimesi olacak sekilde sonlu
30
bir A)f M kiimesi var olsun. O halde U Aq' E{b,c}, BR(G,q) mn bir doguray
30
kimesidir.

al A, herhangi bir eleman olsun. a=ag® oldugundan al U Ag' olup
30

A1 UAQ' olur. Ayrica, herhangi bir i1 0 ° igin Onerme 4.2.6 (jii)’ den
30

(aqi)bi =pbab (aqi)bi '=pac¢  (bc=1)
U aq' =b'ac

olup UAQ' i (AE{bc) olu. O hade AE{bc} kimes BR(M,q) wi
30
doguruyor olup BR(M,q) sonlu doguraylidr.

(p) BR(M,g) sonlu dogurayli ve bir sonlu dogurayi da

X ={(m,a,n).K,(m,a,n)} (t1 0) olsun. Simdi
A):{aﬂ M:$iT {1,2,K,t}icin(m,a,n)1 X}

kiimesini ele alahim. A, kimesinin sonlu bir kime oldugu agiktrr. AJi M ve
q:M ® M bir endomorfizm oldugundan U Ag' I M olup <U A)qi>l' M olur.
30 M

30

Herhangi bir g7 M olsun. Her mnT [0 ° igin (m,g,n)T BR(M,q) olup
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(mg.n)=(m.a,.n)(m, a,.n)(m.a.n)

olacak sekilde bir ki O vardir. Simdi k {izerinden timevarimile
£ . . X~ 0
(ml’ail’nl)(mz’aiz’nz)l_(mk’aik’nk):(a’oaﬁq I’g) (a’l i (J :l’K’k)’gl i )
j=1
veher gl M igin
gl <,U A)qi>
M \i30

oldugunu gosterelim.

Eger k=1 ise (m,g,n):(ml,ql,ql) seklinde olup g=a =aq°l ilBJOA)qi
olur.

Eser k=2 ise (m,g,n):(ml,ql,nil)(mz,qz,niz) seklinde olup iki durum
S0z konusudur.

()n3m iser= max{r;l,mz} =n_olup

ve buradan g =a, (a,.zq”l'”‘Z)T <U A)qi> olur.
M \i30

(i) m >n iser= max{rgl,mz} =m, olup
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(
=(m-n,+m, (ag™")(ag").n)
(

=(m - n,+m,(aa™")a,.n,)

ve buradan g :(alqu'”l)qu <U A)qi> olur.
M \i30

Kabul edelim ki iddia X deki k-1 (k3 2) tane elemamn carpim seklindeki

elemanlar icin dogru olsun. Simdi X deki k tane elemanin ¢arpimi seklinde olan
(mg,n)=(m_a.n)(m,a,.n)(m.a.n)

elemanint distinelim. Kabuliimtizden dolayi

=1

olacek sekilde p,!; (i =1K,k),ql 0° vardir. O halde

(m,g,n):(p,gaiqli‘ ,Q)(mk,aik’”ik)

j=1

olup yine iki durum sz konusudur.

() g®m iser :max{q,mk} =q olup

B -0 o] )
(ma.n)=(p- a+a.ec0 80" :q* {aa™™).n - m +q)
e j=1 (%] (%]
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ggolaq %0 (akq“'"‘k),r\k- m, +q)
-

=(p.g0aa" Ya.a"™)n, - m +q)
eij=1 g

-1 f5)
ve buradan g:gééaj.qlii ( qu) Oalq i <U,%q> dll’.(lik:q- m.
et o "o

olarak alinmustir.)

(i) m >q iser :max{q,mk} =m_olup

(m,g,n)=( q+m,, ggg%q -q %(aikqu-mk)’rh'mﬁmk)

=(p- q+mk,a?}é€)1aiq'”gqm“qg(%q(J)ﬂk)
i=1 g (]

&L i moqb
=(p-a+m_.cOaa"™ "+a .n )
ej=1 4]

& . . ‘
ve buradan g = gan' e —ak=0a.q'”l <UA)q'> dr. (I, =1, +m - q
ej—l ﬂ j=1 J M \i20 J J

(j=1K,k-1) vel, =0 olarak alinmstir.)
Ohade" g M icin gl <U At,qi> olup M i <U At,qi> oldugundan
M \i30 M \i30

U Ag' kimesi M yi monoid olarak dogurur. m

i?0

Onerme 4.2.12: M bir monoid ve q:M ® M bir endomorfizm olsun.

BR(M,q) sonlu takdimli ve M, A kimesi tarafindan doguruluyor ise

89



4. BRUCK-REILLY GENIiSLEMELERI ve SONLU TAKDIM EDILEBILIRLiGI
LeylaBUGAY

R=UR@ ={ug' =wy':i® 0,(u=V)i R} olarak aindiginda (A|R) takdimi M
i*0

monoidini tammiryor olacak sekilde sonlu bir R, I A" A’ iliskiler kiimesi vardir.

Ispat: Aratjjo (2000), Theorem 5.21' e bakinz. m

Onerme 4.2.13: M bir monoid ve g:M ® M bir endomorfizm olsun. A

sonlu bir kiime ve sonlu bir Ryi A~ A" iliskiler kimesi icin R=URg" olmak
30

tizere eger M, (A|R) takdimi ile tarumlanan sonlu dogurayli bir monoid ise

BR(M,q) sonlu takdim edilebilirdir.

Ispat: Ispatiicin Aratjo (2000), Theorem 5.22' ye bakiniz. m

Sonug¢ 4.2.14: M bir monoidve g :M ® M sonlu dereceli bir endomorfizm
olsun. BR(M,q) min sonlu dogurayli / takdim edilebilir olmast igin gerek ve yeter

kosul M nin sonlu dogurayli / takdim edilebilir olmasidr.

Ispat: (U) M sonlu dogurayl: / takdim edilebilir iken BR(M,q) nin da
sonlu dogurayli / takdim edilebilir oldugunu biliyoruz.
(P ) BR(M,q) sonlu takdim edilebilir olsun. Onerme 4.2.11 ve Onerme

4.2.12'den biliyoruz ki A, ve R, sonlu kiimeler olmak tizere M , <U AQ'
i?0

URA')
takdimi ile tammlamr. Burada q endomorfizmi sonlu dereceli olup " j1 0 icin

q**’ =q* olacak sekilde k1 [ var oldugundan
UAg =UAq" ve URQ' =URa’
! i=0 ! i=0
olur. O halde M sonlu takdimlidir.
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M nin sonlu dogurayl oldugu benzer sekilde gosterilebilir. m
4.3. Gruplarin Bruck-Reilly Genislemeleri

G bir grup ve q, G Uzerinde bir endomorfizm olsun. Grup Ozelliklerini

kullanarak Bruck-Reilly genislemeleri icin daha dnce verdigimiz bazi sonuclar1 G
grubunun Bruck-Reilly genislemesi BR(G,q) igin daha da basitlestirebiliriz.

Bu bélimde, BR(G,q) nin birim elemanini 1 ve G nin birim elemanint 1,
ile gosterecegiz. Aynca G grubunu monoid olarak tammlayan takdim olarak ( AR)

takdimini alacagiz.

Onerme 4.3.1: G bir grup ve q, G Ulzerinde bir endomorfizm olsun.
"mn,p,ql 0°vew,w, A icin BR(G,q) da

(i) c"wb"RcPw,b*U m=p;

(i) c"wb"LcPw,b?U n=q;

(i) c"™wb"HcPw,b*U m=pve n=q.

Ispat: G bir grup oldugundaH=L=R=G" G olup Sonug 4.2.10’'dan kolayca
elde edilir. m

Onerme 4.3.2: G bir grup; g, G (zerinde bir endomorfizm ve B, birim

elemant 1, olan iki-devirli monoid olsun. iki-devirli monoid icin Ornek 2.11.2.4'te
verilen takdimi (b,c| bc =1) olarak alalim. O halde G grubunun q ile olan Bruck-

Reilly genislemesi BR(G,q) dan B ye

C,

= 1, ("al A)

3888
I
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olacak sekilde bir tek p : BR(G,q)® B epimorfizmi vardr.

Ispat: p : AE{b,c} ® B dontistimi

C,

= 1, ("al A)

3888
I

olarak tammlansin. p nin iyi tammil oldugu aciktir. Ayrica ki 0 olmak (izere

"w=xxLxT (AE{b,c})=BR(G,q) icin

wp = (L% )p =(x%p)L(xp)

seklinde taumlamrsa p  donlsumini BR(G,q) dan B ye taumli bir

homomorfizme genisletebiliriz.

Simdi wi B alalim. Ornek 2.11.2.4'ten dolay1 w=cPb? olacak sekilde

p,gl 0° ninvar oldugunu biliyoruz. O halde

w=cPb =(cp)® (bp)" =(c’b)p

olup p Ortendir.
Sonolarak p nin bu sekildeki tek epimorfizm oldugunu gosterelim.

| :BR(G,q)® B;
bl = b
cd = ¢
a =1, ("al A
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olacak sekilde bir epimorfizm olsun. w=c"ab"l BR(G,q) (a °alal A*)

alalim.

wp =(cmab”)p © (c"aL-ab")p =(cp)" (ap )L (ap)(bp)" =c"L L1 b’

=(dl )"(al )(a) )(bl )" =(c"a,Lab")I ° (c"ab")l =w
olupp =I olur.m

Onerme 4.3.3: p, Onerme 4.3.2°de verilen epimorfizm olmak uzere
wi (AE{b,c})* kelimesinin BR(G,q) min birimleri grubunun bir elemanint temsil

etmesi icin gerek ve yeter kosul w kelimesinin A dan bir kelimeye denk yani
wp =1, olmasidir.
Ayrica, G grubu BR(G,q) nin birimlerinin olusturdugu grubaizomorftur.
ispat: w=c"ab" (aT A*), BR(G,q) run bir birimi olsun. O halde

(cma b”)(cpbbq) =1 ve (cpbbq)(cma b“) =1

olacak sekilde cPbb?T BR(G,q) vardur. Birinci esitlikte eger n3 p ise

(crab")(c’bb")=1 U cab™Pbb =1
U c”‘a(bq“"’)b”‘pqul
U c"‘a(bq“"’)b”‘p*qzl
p m:O,a(bq”'p):lG,n- p+gq=0

olur. Eger p>n ise
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(cmab“)(cpbbq):l U cMac”"bb=1
U cmc"'”(aq p'”)bbq =1
U cm*p'”(aq p'”)bb“ =1
p m+p-n:0,(aqp'“)b:Lq:0

olur. m3 0 oldugundan n3 p olur ve bu durum p>n olmasi ile ¢elisir. O halde

n3 p dir. Budurumda m:O,a(bq”'p):lG,n- p+g=0 olup

ab"c"bb? =1
ab"c"c'bb? =1
alc'bb? =1
ac’bb’=1

ct (aqq)bbq =1

([an)

(cmab”)(cpbb“) =1

U oo o000

q=0

elde edilir. Benzer sekilde, ikinci esitlikten de p=n=0 oldugu elde edilir. O halde
w, c’ab® (aT A*) formundayani wi A" olur.
Tersine wi A" ise w, a® aLal A olmak tizere BR(G,q) min c’ab’

formundaki elemanini temsil eder. O halde a™* = L&, olmak iizere
(cab’)(c%a 0°) =c’(aa )b’ ° (& Laa g )b’ =c"1;b’ =1
ve benzer sekilde
(c’a'b’)(c’ab’) =1

olup w, BR(G,q) mn bir birimini temsil eder.
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Ayrca A kimes G grubunu dogurdugundan f:U(BR(G,q))® G,

w° c’ab’ aa donistimi bir izomorfizmdir. m
Y ukarida verdigimiz son iki teorem Teorem 4.3.5'in ispatinda kullamlacaktir.

Not 434: G grubunun elemanlanm temsil eden (AE{b,c})* daki

kelimelere grup kelimeleri diyecegiz.

Teorem 4.3.5: G bir grup ve q, G uzerinde bir endomorfizm olsun. G nin

q ileolan Bruck-Reilly genislemesi BR(G,q) nin sonlu dogurayli olmast igin gerek

ve yeter kosul U Ag', G nin bir monoid doguray kiimesi olacak sekilde sonlu bir
i30

A, I G kiimesinin var olmasidr.

Ispat: (U) Sonlu bir A)i G altkiimesi icin U Ag' kiimesi G yi monoid
30
olarak doguruyor olsun. O halde U Aq'E{b,c}, BR(G,q) min bir doguray
30
kimesidir.

al A, herhangi bir eleman olsun. a=ag® oldugundan al U Ag' olup
30

A1 UAQ' olur. Ayricaherhangi bir iT [1° icin Onerme 4.2.6 (iii)’ den
i30

(aqi)bi =pbab (aqi)bi '=pac¢  (bc=1)
U ag' =b'ac

olup »90'%qu (AE{bc}) olur. O hade AE{bc} kimes BR(Gq) yi

doguruyor olup BR(G,q) sonlu doguraylidir.
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(P ) G nin bir doguray kimesi A iken AE{b,c} kimesinin de BR(G,q)
nin bir doguray kiimesi oldugunu biliyoruz. O halde BR(G,q) sonlu dogurayl: iken
A E{b,c} kimesi BR(G,q) nin bir doguray kimesi olacak sekilde sonlu bir
A1 A kumesi vardr.

U, BR(G,q) nin birimlerinin grubu olsun. U nun birim elemaninin
BR(G,q) mn birim eleman: oldugu agiktir. Kabul edelim ki T, BR(G,q) mn U
altgrubunu igeren bir baska altgrubu olsun (U i T). 11 T ve "t T igin it =t=t1

oldugundan 1, T nin de birim elemamdir. O halde " tT T igin tt™* =t™*t =1 olacak
sekilde t*T T var olup T nin her eleman: BR(G,q) nin bir birimi oldugundan

Ti U olur. Dolayisiyla U =T olup U maksimal altgruptur.
Onerme 4.33ten U @G olup BR(G,q) min tamm: AE{b,c} kiimesi

tarafindan dogurulan monoid olarak alinrsa G grubu BR(G,q) mn maksimal

altgrubu olarak distintilebilir. Onerme 3.11'den dolay: da G grubunun BR(G,q)

daki kosetleri G nin R-sinifindaki H-siniflar: olur. Ayrica Onerme 4.3.1’den G nin

bulundugu R-simifinin
Gb ={ab':iz 0,al G}
kimesi ve bu R-sinifindaki H-siniflarimin da
H, =Gb"* (i31)
kumeleri oldugu agiktir. O halde

Hc™*=Gbc"*=G (i31)
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olup r,r’ (i31) koset temsilcileri sistemi olarak r, =b"* ve r =c"* (i31)

alinabilir. Onerme 3.12' den dolay: da
Y:{lGriari;:iT I,al A E{bd},ial I}
kimesi G nin bir monoid doguray kiimesidir. Burada
Gbla=G(ag')b' =Gb

olup r, =r,;

Gbb=Gb*™p Cb=C, b C,=C,, P r,=r,=b"
olup r, =c™**; ve

Gbc=Gb™*Pp Cc=C_,pP C . =C_ P r_ =1,

olup r,=r =c™*

alinabilir. Bu ifadeler Y kimesinde yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilir ise

Y = {IGbiaci,leibc”l,IGb”lcci ;i3 0,al A)}
= {1 (a')b’d, 1252 0,21 A)
= {aqi:i3 0,al A)}E{IG}

elde edilir. O halde
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{a':i2 0,al A}=UAQ'

30
G nin bir monoid doguray kimesidir. m

Teorem 4.3.6: G bir grup ve q, G Uzerinde bir endomorfizm olsun. G nin

g ile olan Bruck-Reilly genislemesi BR(G,q) sonlu takdim edilebilir ise G sonlu

doguraylidir.

Ispat: BR(G,q) sonlu takdim edilebilir ise sonlu dogurayl: olup bir dnceki

teoremden U Ag’ kiimesi G yi monoid olarak doguruyor olacak sekilde sonlu bir
j*0

A 1 G altkiimesi vardir. A, ={a,,a,,K,a} olsun. O halde
A=UAq' ={ag’:1£i£t,j2 0}
=0

dir. Buradaki aq’ elemanlarini kisaca a; (1£i£t, j3 0) ile temsil edelim. Bu

durumda
A={a :1£i£t, j2 0}

olur. Ozel olarak a,=2aq° =a olup g, yerine daha da kisa olarak a yazabiliriz.

G ninbu A doguray kiimesi ile elde edilen (A|R) takdimini alalim. Bu durumda
P=(Ab,c| R bc=1ba=(aq)b,ac=c(aq) (al A))

BR(G,q) rn bir takdimi olup bu takdimde gerekli notasyon degisiklikleri yapilir ise
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P:<A,b,c| Rbc=1ba;=(a,.,)ba,c=c(a,.,) (1Ei£t,j? 0)> (1)
takdimi elde edilir. " 1£i £t, j2 0 igin
3, =a0' =b'ac’ =b'a '

olup takdimde gereksiz olan a ; (1£i£t, j3 1) doguraylarin T, Tietze dontistimi
ile gikaralim ve geriye kalan a, (1£i£t) doguraylan yerine a (1£i£t) yazip
gerekli diizenlemeleri yapalim. Boylece R, R de g ; yerine b'ac’ (1£i £, j3 1)

yazilarak elde edileniligkiler kimesi olmak Uzere

P 3,3 <a1,K,q,b,c|R', bc=1, bj+1a1.Cj — (bjﬂa,»Cjﬂ)b,bjajC“l - c(bj*lacj*l)

(LEi£t,j°0)) 2

olur. BR(G,q) sonlu takdim edilebilir olup

P = <al,K,a[,b,C|R“, bc=1, bj+1a1,Cj = (bjﬂajcjﬂ)b, bjaicjﬂ — C(bj+1ch+1)

(LEi£t,0£ j£s- 1))

BR(G,q) nin bir takdimi olacak sekilde sonlu bir R R altkiimesi ve s31
tamsayisi vardir. Simdi gereksiz iliskilerden olusan R - R kiimesini ve gereksiz
doguraylardan  olusan @, (1£i£t,k31)  kimesini  (dolayisiyla da
a, =b‘a c (LEi £1,k3 1) iliskilerini) T, ve T, Tietze donlsumleri ile takdime

tekrar ekleyelim. Boylece
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P %% <A,b,c| R, bc=1 b"ac :(bj*la,.cj*l)b, bja,.cj*lzc(bj*la,.cj*l),

a, =b‘a ¢ (1£i£1,0£ j£s- 1 k* 1))

olur. Ilk satwdaki iliskilerde her b‘ac* (1£i£t,k31) ifadesini a, ile yer
degistirelim. Ayrica k<s icin g, =bac* iliskilerinin ba ;=g b (j<s) ile
bc =1 iliskilerinin bir sonucu olduguna dikkat edelim. O halde a , =b“ac* (k <s)

iligkileri gereksiz olup T, Tietze donustimii ile takdimden cikarilirsa BR(G,q) igin

<Ab,c| R bc=1 ba; =(a,,)b a,c=c(a ), a.,=b"ac™

(LEi£t, 0£j£s-1 n3 0)) (3)

takdimi elde edilir.
H, G grubunun {ailj 1Ei£t,0£ J£s- ]} kumesi tarafindan dogurulan bir

altgrubu ve H * G olsun. O halde G nin H altgrubunda olmayan $a,,, (n2 0)
doguray: vardhr. (1)’den dolay1 ba,,, =(a ... )b iliskis BR(G,q) da saglanyor
olup bu iligki BR(G,q) nin herhangi bir takdimindeki iligskilerin bir sonucudur.
Fakat asagidaki iddia ile bu iliskilerin BR(G,q) icin (3)'te verilen takdimdeki

iliskilerin bir sonucu olmadigini gosterecegiz. Bu geliski H 1 G kabul etmemizden
kaynaklanmyor olup H =G olmak zorundadir. O halde G sonlu doguraylidir.

iddia: ba,,,, =(a c.,.)b iliskisi (3)'te verilen takdimdeki iliskilerin bir

sonucu degildir.

Ispat: Oncelikle hem u hem de v birer grup kelimesi (u bos kelime olabilir)

ve v, H nin bir elemamn: temsil etmiyor olacak sekildeki w© ubv kelimesine (3)’te

100



4. BRUCK-REILLY GENIiSLEMELERI ve SONLU TAKDIM EDILEBILIRLiGI
LeylaBUGAY

verilen takdimdeki iliskiler uygulanciginda yine ayni formdaki w © ubv kelimesinin
elde edildigini gosterelim.

w©° ubv istenen formda bir kelime olsun. (3)’'te verilen takdimdeki iliskiler
incelendiginde kolayca goruliyor ki uygulanan iliski u,b ve v yi aymi anda
etkileyemez. Clnkd bunu saglayacak iliskiler, u altkelimesinin b ile bitiyor olmasi

Ss+n

durumunda uygulanabilecek a ., =b*"ac iliskileridir ve bu durum u nun bir
grup kelimesi olmasiyla gelisir. Simdi diger durumlar: inceleyelim.

1. durum: w'nun u at kelimesine (3)'te verilen takdimdeki bir iligki
uygulanarak elde edilen u kelimesi igin u =u (G de) ve v ° v olup w, istenen
formdadir.

2. durum: w’nun v alt kelimesi icin de benzer durum sz konusudur.

3. durum: w, w’den ub alt kelimesine bir iliski uygulanarak elde ediliyor
olsun. ub at kelimesine uygulayabilecegimiz tek iliski, u, bir grup kelimesi olmak

Uzere U® uyq, ;,, iken ba ; :(a,.,jﬂ)b iliskisidir. Bu durumda
we ubv® ua ., ,bv=usba v

olup u ° u, ve v ° a v dir. Goruldugti gibi u' ile v birer grup kelimesidir ve v alt

kelimesi H 'nin bir elemammn temsil etmediginden g ;v de H nin bir elemanin

temsil etmez. O halde w istenen formdadir.

4. durum: w, w’den bv alt kelimesine bir iliski uygulanarak elde ediliyor
olsun. Bu iliski bc=1 olamaz. Cinki v bir grup kelimesi olup c ile baslayamaz.

s+n

Ayricabu iliski a ., =b*"ac®™" de olamaz. Clinki bu durumda b*™*ac*™", v nin

On kelimesi olmak zorunda olup bu durum v nin bir grup kelimesi olmasiyla ¢elisir.

O halde bv alt kelimesine uygulayabilecegimiz tek iliski, v, H nin bir elemaninm
temsil etmeyen bir grup kelimesi olmak Uzere v©° g v, iken ba :(a,.]jﬂ)b

iligkisidir. Bu durumda
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w® ubv® ubg v, =ua ;,,bv,

olup u ° ua ,, ve v ° v, dir. Goruldigii gibi u ile v birer grup kelimesidir ve v

atkelimesi H nin bir elemanini temsil etmiyor olup w istenen formdadr.

Sonug olarak, istenen formdaki bir w©° ubv kelimesine (3)'te verilen
takdimdeki iliskiler uygulandiginda yine aym formdaki w©° ubv kelimesi elde
edilir.

ba .., kelimesinin istenen formda oldugu agiktir. Fakat bos kelime H nin
bir elemanini temsil ediyor olup (8 ..., )b kelimesi istenen formda degildir. O halde
ba ., kelimesine (3)'te verilen takdimdeki iliskiler uygulanarek (a ., )b elde
edilemez olup ba, ., =(8 ... )b iliskisi (3)'te verilen takdimdeki iliskilerin bir

sonucu degildir. m

Teorem 4.3.7: G bir grup ve q, G Uzerinde bir endomorfizm olsun. G nin

q ile olan Bruck-Reilly genislemesi BR(G,q) nin sonlu takdim edilebilir olmas

icin gerek ve yeter kosul R=UR(' :{uqi =\g':i3 0, (u=v)i RO} olarak
30

alindiginda (A|R) takdimi G grubunu tammliyor olacak sekilde sonlu bir A kiimesi

vesonlubir R)i A" A’ iliskiler kiimesinin var olmasichr.

ispat: (U) R=URQ' olarak aindiginda (A|R) takdimi G grubunu

i30
tammiiyor olacak sekilde sonlu bir A kiimesi ve sonlu bir R, 1 A" A" iliskiler

kiimesi var olsun. O halde

(Ab,c| Rbc=1ba=(aq)b,ac=c(aq) (" al A))
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takdimi  BR(G,q) mn bir tekdimidir. R-R,={ug'=wq':i*1(u=v)I R}
kiimesini ele alalim. Herhangi bir w kelimesi icin ba=(ag)b ve bc=1 iliskileri

kullamldiginda wg = bwe oldugu kolayca gortiltiyor. O halde her (u=Vv)T R;, i3 1

icin
l.[]i :biuci :biVCi :\qi

olup ug' =vg' (i3 1) iliskileri ba=(ag)b, bc=1 ve (u=v)T R, iliskilerinin birer
sonucudur. Dolayisiyla uq' =vq' (i3 1) iligkileri gereksiz iliskiler olup bu iliskiler

T, Tietze donisimii ile takdimden cikarilirsa BR(G,q) igin

(Ab,c| R, bc=1ba=(aq)b,ac=c(aq) (" al A))

takdimi elde edilir. A ile R, sonlu oldugundan BR(G,q) sonlu takdim edilebilirdir.
(P) BR(G,q) sonlu takdim edilebilir olsun. Bir dnceki teoremden dolay:

G sonlu doguraylidir. G nin bir sonlu dogurayr A ve bir takdimi (A|Q) olsun. O
halde

(Ab,c|Q bc=1ba=(aq)b,ac=c(aq) (" al A))

BR(G,q) mn bir takdimidir. BR(G,q) sonlu takdim edilebilir olup Onerme
2.11.2.3ten

(Ab,c| R, bc=1ba=(aq)b,ac=c(aq) (" al A))
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BR(G,q) min bir takdimi olacak sekilde sonlu bir Ry Q altkimesi vardir. Bu

takdimi BR(G,q) nin tamm olarek aldigimizda G grubunu BR(G,q) min bir

altgrubu olarak dustnebilecegimizi  biliyoruz. Bu durumda Teorem 3.15te
tanimladigimiz, bir monoidin herhangi bir altgrubu icin bir takdim bulma yontemini
kullanabiliriz. Onerme 4.3.5’in ispatindaki gibi

H, =Gb™*, rob™ ver °oc™ (i31)
alalim ve aym teoremin ispatinda G icin elde edilen
b“ac’, bbc*** (=1) ve b**cc* (=1)
doguraylarim temsil eden yeni bir
B:{[k,a],[k,b],[kﬂ,c] k31 al A}

alfabesini olusturaim. R, R, in R, da a ile [k,a] min yer degistirmesi ile elde

edilen bir kopyasi olsun. Ayrica a,,a,,K,a 1 A olmak (izere

[k.a][ka|L[ka] (nT 7)

yerine kisaca [k, a,a, L_a, | yazalim. O halde

Ry :{[k,u] =[k.v]: (u=v)T RO}

olur. Sonug 3.19'dan
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(8| Ry [kb][k+1¢] =1, [k b [k +1.8] =[.2a] k.5
[k+1.a][k+1.¢] =[k+1d] [, an],
[k,b]=1 (k= 1al A))

takdimi G grubunun bir takdimidir. [k,b] =1 ve bu esitlikten [k+1c]=1 olup
[k,b] ile [k+1c] doguraylari gereksiz doguraylarcir. Bu doguraylari T, Tietze
donuisimui ile takdimden cikarip iliskilerde gereken [k,b]=1 ve [k+1c]=1

degisikliklerini yaparsak G icin
([.a] |Ryy- 1=1 [k+1La] =[k,aq].[k+1a] =[k.aq],1=1 (k3 Lal A))
takdimini elde ederiz. Dikkat edilirse
[k+La]=[ka]=L =g 2"}
olup bu esitlikleri Ro(k) dayazip dizenlersek
Rg ={ @00 = g0 i (u=v)1 R}

olur. Ayrica 1=1 ve [k+1a]=[k,aq] iliskileri gereksiz iliskiler olup T, Tietze

dontsum ile bu iliskileri takdimden gikarirsak G igin
([k.a] [Ry (k= 12T A))

takdimini elde ederiz. Tekrar her [1,a] dogurayint a yagevirirsek G igin
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<A|uqk =vg* (k2 0,(u=v)T R, )>
takdimini elde ederiz. m

Not 4.3.8: Gruplarin Bruck-Reilly genislemeleri ile ilgili calismalar
incelenirken gruplarin  Bruck-Reilly genislemelerinin - takdimleri  ile HNN
genislemelerinin takdimleri arasindaki benzerlik dikkat cekmistir. Gergekten de G,
(A|R) monoid takdimi ile tammlanan bir grup, H =(X) ile K, G nin iki altgrubu

ve q:H ® K bir izomorfizm olmak Uzere G nin H, K ve g ya bagli HNN

genislemesi
(Ab,c| Rbc=1,cb=1bx=(>q)b (xI X))

takdimi ile tanimlanir. Ayrica biliniyor ki, G sonlu takdimli bir grup olmak Uzere G
nin H, K ve q yabagli HNN genislemesinin sonlu takdim edilebilir olmasi igin
gerek ve yeter kosul H nin sonlu dogurayli olmasidir. Bu sonucun Teorem 4.3.6 ile
benzerligi dikkat cekmektedir.

Gruplarin HNN genislemeleri ve takdimleri ile ilgili ayrintili bilgi igin
Lyndon and Schupp (1976) ve Baumslag (1993)’ U inceleyehilirsiniz.

106



KAYNAKLAR

ARAUJO, |I. M., 2000. Presentations for Semigroup Constructions and Related
Computational Methods. (Ph. D. Thesis), University of St. Andrews.

ARAUJO, I. M., and RUSKUC, N., 2001. Finite Presentability of Bruck-Reilly
Extensions of Groups. Journal of Algebra 242: 20-30.

ARAUJO, I. M., 2002. Finite Presentability of Semigroup Constructions.
International Journal of Algebraand Computation, Vol. 12, Nos1 & 2: 19-31.

AYIK, H., 1998. Presentations And Efficiency of Semigroups. (Ph. D. Thesis),
University of St Andrews.

BAUMSLAG, G., 1993. Topics in Combinatorial Group Theory. Lectures in
Mathematics, ETH Zirich, Birjhduser-Verlag, Basel.

CAMPBELL, C. M., ROBERTSON, E. F., RUSKUC, N., and THOMAS R. M.,
1996. On Subsemigroups of Finitely Presented Semigroups. J. Algebra 180:
1-21.

CARVALHO, C. A. S, 2002. Presentations of Semigroups and Inverse
Semigroups. (M. Sc. Dissertation), University of St Andrews.

2005. Generation and Presentations of Semigroup Constructions: Bruck-

Rellly Extensions and P-semigroups. (Ph. D. Thesis), University of St

Andrews.

HOWIE, J. M., 1995. Fundamentals of Semigroup Theory. Clarendon Pres, Oxford,
351s.

HOWIE, J. M., and RUSKUC, N., 1994. Constructions and Presentations for
Monoids. Comm. Algebra 22, No:1, 6209-6224.

JOHNSON, D. L., 1990. Presentations of Groups. London Math. Soc, Student Texts
15, Cambridge University Pres, Cambridge.

KARAKAS, H. 1., 2008. Cebir Dersleri. Turkiye Bilimler Akademisi, Ankara, 402s.

KNAUER, U., 1980. The Development of the Algebratic Theory of Semigroups.
Simon Stevin 54 (1980), 165-177.

LYNDON R. C., and SCHUPP, E., 1976. Combinatorial Group Theory. Springer,

New York.

107



NEUMANN, B. H., 1967. Some Remarks on Semigroup Presentations. Canad. J.
Math, 19: 1018-1026.

RUSKUC, N., April 10 (1995). Semigroup Presentations. (Ph.D. Thesis), University
of St Andrews.

RUSKUC, N., and THOMAS, R. M., 1998. Syntactic and Rees Indices of
Subsemigroups. J. Algebra 205: 435-450.

RUSKUC, N., 1999. Presentations for Subgroups of Monoids. Journal of Algebra
220: 365-380.

108



OZGECMIS

12.06.1984 yilinda Adana’da dogdu. ilk, orta ve lise égrenimini Adana da
tamamladiktan sonra 2002 yilinda C. U. Matematik bolimiinde lisans dgrenimine
baslad: ve 2006 yilinda mezun oldu. Aym yil C. U. Matematik bélumiinde yiiksek
lisansa kabul edildi. YADEM'de ingilizce hazirhik sinifini bitirdikten sonra 2007
yilinda yiksek lisansa bagladi. Aym yil C. U. Matematik bolimiinde arastirma
gorevlisi olarak calismaya basladi. Halen C. U. Matematik boliimiinde arastirma
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