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Topoloji elde etmenin yollarindan biri Kuratowski kapanis operatorii ile bir kiimenin kapali
alt kiimelerini belirlemektir. Bir kiime iizerindeki topoloji, bu kiime iizerinde tanimlanan ideal ve
bu idealle tanimlanan yerel fonksiyon ile bir Kuratowski kapanis operatorii elde edilebilir. Elde
edilen bu yerel fonksiyonlar ile baslangictaki topolojiden daha ince bir topoloji liretebiliriz. Serbest
idealler kullanilarak bir topolojik uzaya homeomorfik bir uzay ve bir ideal genislemesi ile bu
uzayin bir genislemesi elde edilebilir. Serbest idealler ile birlikte tanimlanan yeni kavramlar ile bu
uzayim kompaktligi belirlenebilir.

Bu c¢alismamizda bir I ideali ile iiretilen ideal topolojik uzay, ideallerin geniglemesi, gii¢
sistemi lizerinde tanimlanan topolojinin kompaktlig1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: ideal Genislemesi, Kuratowski Kapanis Operatérii, Kompaktlik.
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ABSTRACT

One way to obtain topology is to determine closed sets on a set with the Kuratowski
closure operator. A Kuratowski closure operator can be obtained with the topology on a set, the
ideal defined on this set and the local function defined by this ideal. With these local functions
obtained, we can produce a finer topology than the initial topology. Using free ideals, a space
homeomorphic to a topological space and an extension of this space can be obtained with an ideal
extension. With new concepts defined together with free ideals, the compactness of this space can
be determined.

In this study, the ideal topological space generated by an ideal I, the extension of ideals,
and the compactness of the topology defined on the power system are examined.

Keywords: Ideal Extension, Kuratowski Closure Operator, Compactness



TESEKKUR

Bu caligmanin olusturulmasinda her zaman bana destek olan, yol gdsteren, ufkumu acan,
problemlere farkli bakis acilariyla bakip farkli ¢oziimler iireten basarisi ve kisiligiyle ornek

almacak degerli danismanim Prof. Dr. Ali Arslan OZKURT ’a tesekkiir ederim.



1. GIRIS

Bir topolojik uzayda bir kiimenin limit noktalarinin ve kompaktliginin belirlenmesi topoloji
icin bliyllk 6nem tasimaktadir. Bu kavramlar uzayin {izerinde tanimli olan topolojiye gore
belirlenmektedir. Ayni kiimenin farkli uzaylardaki limit noktalar1 ve kompaktlig1 farkl olabilir.

Herhangi bir kiimenin iizerine topoloji tanimlamanin farkli yollar1 vardir. Bunlardan biri
Kuratowski’nin tanimladigr bir kiime {izerinde topolojinin kapali kiimelerini belirlememizi
saglayan Kuratowski kapanis operatoriidiir. Bir kiimenin belirli bir 6zellige sahip olan veya
olmayan elemanlarin olusturdugu alt kiimeler ailesi genellikle bir topolojik ideal olusturmaktadir.
1990 yilinda Jankovic ve Hamlet idealleri kullanarak yerel olarak bu 6zellige ait olmayan noktalar
kiimesi ile yerel fonksiyonlar1 olusturup, yerel fonksiyonlar ile Kuratowski kapanis operatdrii elde
edip daha ince bir topoloji elde etmistir.

‘Kompakt’ terimi, 1904 yilinda Maurice Frechet tarafindan ortaya atilmistir. Kompaktligin
ilk teoremi kapali ve sinirl [a, b] araliginin kompakt oldugunu belirten Heine — Borel teoremidir.
Kompaktligin amaci Reel sayilardaki kapali ve sinirli araliklarin 6zelliklerini herhangi bir topolojik
uzaya tagimaktir. Kompaktligin bugiinkii tanimi1 1923 yilinda Rus matematikgiler P.S. Alexandroff
ve Paul Urysohn tarafindan verilmistir.

Bir X uzaymin kompaktlastirilmasi (K, h) siral ikilisidir, burada K kompakt bir Hausdorff
uzayl ve h, X uzayinin K’ nin yogun bir alt uzayina gémmesidir. Kompaktlagtirma bir uzaymn
genislemesi olarak diisiiniilebilir.

M.N.Mukherjee, Bishwambhar Roy ve Ritu Sen 2007 yilindaki ¢aligmalarinda serbest
idealin tanimini yapmis, bu idealler ile de homeomorfik iki uzay arasinda gii¢ sistemini
tanimlanustir. Iki farkli giic sisteminin denkligi, topolojik uzayimn genislemesi ve ideal genislemesi
kavramlar1 arasindaki iligki verilmistir. Gii¢ sistemi iizerine Kuratowski kapanig operatorii ve bir
homeomorfizm tanimlayarak bir topoloji tanimlanmis ve bu uzay iizerindeki kompaktlik
incelenmistir.

Bu calismada idealler ile iiretilen topoloji ve bu topolojinin bazi1 &zellikleri, serbest
ideallerin olusturdugu gii¢ sistemi iizerine tanimlanan topoloji, ideal genislemesi ve bu topolojinin
kompaktligi ve oOzellikle M.N. Mukherjee, Bishwambhar Roy ve Ritu Sen’in 2007 yilindaki

¢aligmasi incelenmistir.






2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde tez ¢alismasi igerisinde kullanilan Kuratowski kapanis operatorii, ayirma
aksiyomlari, kategori ve funktor, filtre, 6l¢iim uzayinin tanimi ve bu kavramlar ile ilgili kullanilan
teoremler verilmistir. Bu boliimdeki bilgiler Stephen Willard’ m 1970 yilimdaki Topology, Zafer
Ercan’in 2020 yilindaki Topoloji, Refail Alizade ve Ali Pancar’ mn 1999 yilindaki Homolojik
Cebire Giris ve Gerald B. Folland’ in 1999 yilindaki Reel Analysis kitabindan alinmistir.

2.1. Kuratowski kapanis operatorii
Tanim 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve ¢, X’ in her bir A alt kiimesini X’ in @(A) alt kiimesi ile

eslestiren bir operator olsun. A,B € X i¢in ¢ operatord;
K1] o(@) =0
K2] A € @(A)
K3] @(AUB) = @(A) U ¢(B)
Ka4] ¢(@(A)) = ¢(A)

ozelliklerini sagliyor ise ¢ operatoriine Kuratowski kapanis operatorii denir.
Kuratowski kapanis operatorii X kiimesi iizerinde A = @(A) esitligini saglayan kiimelerin
kapali oldugu bir topoloji belirler.

Teorem 2.1.2. X bos olmayan bir kiime ve ¢ X iizerinde bir Kuratowski kapanis operatorii olsun.
F ={Ac X @(A) =A}

ailesi X tizerindeki bir topoloji i¢in kapali kiimeler ailesidir.
Ispat: To = {X—A:A € F} ailesinin X lzerinde bir topoloji igin gerekli sartlari sagladigim
gosterelim.

1) @ € F oldugundan X - @ = X olup X €1,

K2’den X € @(X) ve @(X) € X oldugundan X = @(X) olur. O halde X € % olur. Buradan
X-X =0 €1, elde ederiz.

2)i=1,2,3, ... ,ni¢in A; € F olsun.

O halde X — A; € T, olur. Simdi X — Ai kiimelerinin arakesitinin de 7, i¢inde oldugunu

gosterelim.



A €F = A; = @(4A)) ve K3 6zelliginden dolay1

i=1 i=1 i=1
oldugundan
n
U A; € Folur
i=1
De Morgan kuralindan,
n n
(ox-a0=x-| Ja
i=1 i=1
oldugundan

n
ﬂ(x — A} € T, olur.
i=1

3) A bir indis kiimesi olmak iizere i € A igin A; € F ve X — A; € T, olsun.

U(X —A)=X- nAi olur.

iEA iEA
iEA iEA

Kabul edelim ki;

Nae(s)

iex iea

olsun. O halde iki durum vardir.

X € ﬂAi vex & (p(ﬂAi) olsun.

iex ieA

1. durum: Bir x € Xicin,

K2 den dolay1
ﬂ AiCo <ﬂ Ai)
iex iex
oldugundan
X& @ (ﬂ Ai>
iea
olmasi celigkidir.

2.durum: Bir x € Xi¢in

X € (p(ﬂAi) vex & ﬂAi olsun.

iEA iEA



Arakesitin 6zeliginden dolayi;

X & ﬂAi = 3Jj EAiginx € Ay

iex

olur.

ﬂ Aj C A;

ier
oldugundan

A] = <A] - ﬂAl> V) ﬂAl
ier iea

seklinde yazilabilir.

Aj € F oldugundan,

Aj = @A) = ‘P<Ai - nAi> e (ﬂ Ai)

iEA iex

oldugundan x € A; olmasi gerekir. Bu ise geligkidir. O halde iddiamiz dogrudur.

U(X—Ai)=X—ﬂAi€‘tk

iEA iEx

olur. Kabuliimiizden dolay1

olup t,, topoloji olma kosullarini saglar.

2.2. Ayirma Aksiyomlari
Tanim 2.2.1. x ve y bir X topolojik uzaymin herhangi iki farkli noktas1 olsun.

x€eU,ygUveyax & V,y € V olacak sekilde U veya V acik kiimesi var ise bu topolojik
uzaya T, uzayu,

xeU,ygUvexe&V,y eV olacak sekilde U ve V agik kiimeleri var ise bu topolojik
uzaya T; uzayi,

x €U,y e VveUNV =0 olacak sekilde U ve V agik kiimeleri var ise bu topolojik uzaya
T, (Hausdorff) uzay denir.
Tanmim 2.2.2. X bir topolojik uzay A, X iginde kapali bir kiime ve VX ¢ A iken xe U,, AC V,
olacak sekilde ayrik U, ve V,, acik kiimeleri var ise bu uzaya regiiler uzay denir.

T, uzay1 olan regiiler uzaylara T; uzay1 denir.
Tamm 2.2.3. X bir topolojik uzay A, X i¢inde kapali bir kiime ve x € A iken f: X — [0,1] siirekli
bir fonksiyon var dyle ki f(x) = 0 ve f(A) =1 oluyor ise bu uzaya tamamen regiiler uzay denir.

Bayle bir f fonksiyonuna A kiimesi ve x noktasini ayirir denir.



T,uzay1 olan tam regiiler uzaylara Tychonoff uzay denir.
Tanim 2.2.4. X bir topolojik uzay A ve B, X icinde ayrik kapali kiimeler olsun. AS Uve BCV
olacak sekilde ayrik U ve V agik kiimeleri var ise bu uzaya normal uzay denir.

T, uzay1 olan normal uzaylara T, uzay1 denir.

2.3. Kategori ve Funktor.
Tamm 2.3.1. Bir K kategorisi asagida belirtilen kosullari saglayan 3 i¢erikten olusur.

1) obj(X) ile gosterilen nesneler sinifi

2) Her sirali (A, B) nesneler ¢ifti igin morg (A, B) morfizmalar kiimesi, (farkli (A, B) ve
(C, D) nesne ¢iftleri igin mors (A, B) N mory-(C,D) = @ olur.)

3) f € mory (A, B), g € moryg(B,C) olmak iizere her (g f) ciftine bunlarin bileskesi
denilen gof € mory (A, C) morfizmasim karsi getiren mory (A, B) X morg (B, C) = mory (A, C)
islemlerinden olusur, dyleki;

a) Her AB,C nesneleri ve fé&€ mory(A B), g€ mory(B,C), h € mory(C,D)
morfizmalari igin ho(gof) = (hog)of esitligi saglanir.

b) Her A € obj(X) nesnesinin, her f €& mory(A,B), g € mory(B,A) igin foly =f,
1,0g = g esitliklerini saglayan bir ve bir tek1, € mory (A, A) idantik (birim) morfizmasi vardir.
Tamm 2.3.2. KX ve M iki kategori olsun. Bir F: X — M kovaryant funktoru X’ nin her A
nesnesini M ’nin bir F(A) nesnesine, K nin her f € mory (A, B) morfizmasini M ’nin bir
F(f) € mor,,(F(A),F(B)), morfizmasina karsilik getiren ve asagidaki kosullari saglayan bir
kuraldir.

1) f € mory (A, B), g € mory (B, C) = F(gof) = F(g)oF(f)

2.4. Filtre

Tanim 2.4.1. X bos olmayan bir kiime ve & S P(X) olsun. Z ailesi

aApeTF

b)A,BEZise ANBEZF

C)AeEFveACBCXiseBeF

Onermelerini sagliyor ise &# ye X lizerinde bir filtre denir.



Tamm 2.4.2. X bir topolojik uzay ve &, X iizerinde bir filtre ve x € X olmak tizere X’ i igeren agik
kiimelerin ailesi t(x) olsun. Eger t©(x) € & ise Z filtresi x’ e yakinsiyor denir ve &# — x ile
gosterilir.
Tanim 2.4.3. &, X lizerinde bir filtre olsun. Eger her A € X igin A € Fyada X — A € Fise Fye
ultra filtre denir.
Tamm 2.4.4. X bir topolojik uzay ve F, X’in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. F’nin her sonlu
{F1,Fy,...,Fy} alt kiimesi i¢in F; N F, Nn..NF, # @ kosulunu sagliyor ise F sonlu arakesit
0zelligine sahiptir denir.
Teorem 2.4.5. Bir X topolojik uzay1 igin asagidakiler denktir.

a) X kompakttir.

b) X’in sonlu arakesit 6zelligine sahip kapali kiimelerin her bir K ailesi i¢in

ﬂth(Z)

olur.
¢) X icindeki her filtre y1gi1lma noktasina sahiptir.
d) Her ultra filtre yakinsaktir.
Teorem 2.4.6. (X,t) bir T2 uzayi, A bu uzayin kompakt bir alt kiimesi ve x € A olsun. Bu durumda
x €U, AcVveUNnV = 0@ olacak sekilde U ve V agik kiimeleri vardir.
Ispat: (X,1) bir T2 uzay1, A € X kompakt bir kiime olsun. x € A = Vy € A icin x # y olur. X bir T,

uzay1 oldugundan x € Uy ve y € V; olacak sekildeki Uy, Vy, agik kiimeleri igin Uy, N Vy, = @ olur.

Angy

YEA

olup A kompakt oldugundan

n
i=1

olacak sekilde {Vyi:i = 1,2, ...,n} ailesi vardir. i = 1,2, ..., n i¢gin Uy, NVy, = @ olur.
U=Uy, nUy Nn..U, ve V=V, UV, U..UV, olsun. vi=1,2,...,nicinx € Uy, olupxeU
ve ACV olur. UnV = @ oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki UNV = @ olsun. ze UNV

olsun. O halde ze Uvez € Vdir. Vi=1,2,...,n i¢in z € Uy, ve 3j=12,..,n icin zZ € Vy]_ olup

YAS Uy]. N Vy]. = @ celiskisi elde edilir. O halde U NV =@ olur.



2.5. Ol¢iim Uzaylar
Tamm 2.5.1. X # @ bir kiime ve M, X’ in alt kiimelerinin bostan farkli bir ailesi olsun. Eger M

ailesi
Y Xem

(IAEM= X-AeM

(ii0) (A ey S M = A = U A, €M

neN

kosullarini sagliyor ise M ailesine X iizerinde bir ¢ — cebiri denir.

Tanim 2.5.2. X herhangi bir topolojik uzay olsun, X i¢indeki agik kiimeleri igeren en kiiciik o —
cebrine X iizerindeki Borel 6 — cebri ve Borel 6 — cebrinin elemanlarina da Borel kiimesi denir.
Borel 6 — cebri Bx ile gosterilir.

Tamm 2.5.3. Eger X tizerinde bir M ¢ — cebri var ise (X, M) siral ikilisine bir dl¢iilebilir uzay ve
A € M kiimesine 6lgiilebilir kiime denir.

Tamm 2.5.4. (X, M) olgiilebilir uzay ve u: M— [0, o] olsun. Eger {A,}pen € M Ve {4, }nen

ailesin, m € Ni¢in n # m i¢in A, N 4,, = @ iken;

u <U An) = Zwlu(An)

nenN

oluyor ise p’ye sayilabilir toplamsallik 6zelligini sagliyor denir.

En az bir E eM igin W(E) < oo ve p sayilabilir toplamsallik 6zelligini sagliyor ise p
fonksiyonuna (X, M) 6l¢iilebilir uzay1 tizerinde bir 6lgtim ve (X, 4, p) lgliisiine de 6l¢iim uzay1
denir.

Tanim 2.5.5. Reel sayilardaki herhangi bir € araligi i¢in, £’nin uzunlugunu L(£) ile gdsterelim. Bu
yiizden L(C) > 0 olur. Bir E < (a, b) kiimesinin Lebegue dis 6lgiisii, E’nin biitiin agik ortiilerinin

toplam uzunluklarinin infumumu olarak tanimlanir. Yani

u(E) = inf{z L(£):E C U e}

olur. Bura da L([a,b]) = L((a,b]) = L([a,b)) = L((a,b)) =b —a olur.



3. YEREL FONKSIYON

3.1. Topolojik ideal
Tamm 3.1.1. (Jankovic ve Hamlet, 1990) Bir X kiimesinin alt kiimelerinin bos olmayan bir I

koleksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyor ise I’ ya X iizerinde bir ideal denir.

(1) AelveB < Aise B € I (Kalitimsallik 6zelligi)

(2)A,Belise AUB €1 (Sonlu Toplamsallik)

Tanimdan anlasilacagi tizere [ = {@} ve I = P(X), X {izerinde birer idealdir.
Onerme 3.1.2. 7, X iizerinde bir filtre ise | = {X — K: K € F} koleksiyonu bir ideal olur.
Ispat: A€ Ive B Aolsun. A € lise A = X — K olacak sekilde K € Zvardir.

BCA=> X-AcCX-B =>KcX-Bolup X—Be€ Folur. X—(X-B)=B €l
olur.

A,B € Tolsun. O halde A =X — Kve B =X — L olacak sekilde K, L €% vardur.

KiLeF=>KNL=X-A)Nn X—-B)=X-(AUB) € Zoldugundan
X—(X-(AuB))=AuUBElolur.
Ornek 3.1.3. I; = {A € X: Asonlu} koleksiyonu X iizerinde bir idealdir. Bu ideale sonlu alt
kiimeler ideali denir.

@ < X ve @ sonlu oldugundan @ € If olup If # @ olur.

X sonlu ise biitiin alt kiimeleri sonlu olacagindan X’ i sonsuz olarak alabiliriz.

A € Igve B € Aolsun.

Sonlu bir kiimenin her alt kiimesi sonlu oldugundan B € I¢ olur.

A, B € I¢ olsun. Sonlu sayidaki sonlu kiimenin birlesimi sonlu oldugundan A U B € I; olur.
Ornek 3.1.4. I. = {A € X: A sayilabilir} koleksiyonu X iizerinde bir idealdir. Bu ideale say1labilir
alt kiimeler ideali denir.

@ < X ve sayilabilir oldugundan @ € I; olup I, # @ olur.

X sayilabilir ise biitilin alt kiimeleri sayilabilir olacagindan X’ i sayilamaz olarak alalim.

A€ l.ve B S Aolsun.

Sayilabilir bir kiimenin her alt kiimesi sayilabilir oldugundan B € I; olur.

A, B € Ic olsun. Sonlu sayidaki sayilabilir kiimenin birlesimi sayilabilir oldugundan A U
B € I, olur.
Ornek 3.1.5. X bir topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesinin kapanisini clA ile igini de intA ile
gosterelim. I, = {A € X:int(clA) = @} koleksiyonu X iizerinde bir idealdir. Bu ideale higbir yerde

yogun olmayan alt kiimelerin (nowhere dense set) ideali denir.



Int(cl@) = @ oldugundan @ € I,, olup I, # @ olur.

A€l veBcAolsun.

A € l, = int(clA) = @ olur.

B<S A= clB S clA = int(cIB) € int(clA) = @ olup int(clB) = @ olur. O halde B €1,
olur.

A, B €1, olsun. A U B € I, oldugunu gosterelim.

Varsayalim ki ki A U B € 1,, olsun.

A UB E |, = int(cl(A U B)) = @ olur.

Iddia: A € I, ve B € I, olur.

Kabul edelim ki A ¢ I, veya B € I, olsun.

A & |, = int(clA) # @ olur.

B ¢ I, = int(cIB) # @ olur.

En az biri bos kiimeden farkli olan iki kiimenin birlesimi bos kiimeden farkli olacagindan;

@ # int(clA) U int(cIB) < int(clA U cIB) < int(cl(A UB)) olur.

Bu ise int(cl(A U B)) = @ olmasi ile ¢elisir. O halde iddiamiz dogru olup I, ideal olma
kosulunu saglar.
Ornek 3.1.6. (R, 1) standart topoloji ve I, = {A S X:u(A) = 0} Lebesgue dlgiimii sifir olan
kiimeler ailesi olsun. I, R iizerinde bir idealdir.

(@) = 0 oldugundan @ € I, olup I,, # @ olur.

A€l,veB < Aolsun.

B<S A= uB)<wA) = uB) <0 oldugundan u(B) =0 olup B € I, olur.

A,B €1, olsun. u(A) = 0 ve u(B) = 0 olur.

WA U B) < p(A) + u(B) = 0 oldugundan w(A U B) =0olupAUB €I, olur.

3.2. Yerel Fonksiyon

Bir X uzayinin herhangi bir x noktasinin dyle bir U komsulugu var ki U bir P 6zelligine sahip ise x
noktas1 yerel olarak bu P 6zelligine sahiptir denir. Bu diislinceyi genigleterek sadece bir nokta i¢in
degil verilen her hangi bir X’ in A alt kiimesi i¢inde yerel olarak P 6zelligine sahip olan yada
olmayan noktalar kiimesi belirlenebilir. N(x) ile bir t topolojik uzaymdaki x noktasinin komsuluk
sistemini gosterelim.

Tamm 3.2.1. (X, 1) bir topolojik uzay ve I, X iizerinde bir ideal olsun. O zaman;

A*(t,]) = xeX:VUENX) icinUNA ¢}
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kiimesine A kiimesinin T topolojisi ve I idealine gore yerel fonksiyonu ve (X, t, I) ii¢liisiine de
ideal topolojik uzay denir. X iizerindeki topoloji belli ise A*(t,I) yerine kisaca A*(I) veya A*
yazacagiz.
Ornek 3.2.2. (X, 1) bir topolojik uzay, A € X olsun. Buna gore;
(i) I ={B}igin

A" (D)= {xeX:VUENKX) icinUNA &I}

A*(D) = {xeX:VUEN(x) icinUNA # @}

A*(I) = cl(A) olur.
(i) T=P(X) igin

A"(D) = {xeX:VUENKX) icinUNA ¢ I}

A" (D)= {xeX:VUENKX) icinUNA £ X}

A*(I) = @ olur.
Teorem 3.2.3. (Jankovic ve Hamlet, 1990) (X, t) bir topolojik uzay I, I; ve I,, X tizerinde idealler
ve A, B € X olsun.

() AS B = A*() € B*(])
(b)I; €1, = A*(Ip) € A*(Iy)
(c) A* = cl(A") < clA olup A" kapali bir kiimedir.
(d) (A7) € A
(&) (AuB)* =A*UB*
(f)A*—B*=(A—B)*—B*C (A—B)*
(@QUEetolsun.UNA*=UNUNA) < (UNA*
(hYKelise (KUA)*=A"=(A—-K)*
Ispat. (a) A € B olsun. Kabul edelim ki bir x € X i¢in x ¢ B*(I) olsun. x ¢ A*(I) oldugunu
gosterelim.
x & B*(1) ise en az bir U € N(x) i¢in U N B € | olur.

A € B oldugundan AN U € Bn U olur.
I bir ideal oldugundan A N U € | olur.
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UnAe€eTlisex¢A*(l) olup A*(I) € B*(I) olur.
(b) I; < I, ve kabul edelim ki x & A*(I;) olsun. x & A*(I,) oldugunu gésterelim.
X & A*(1,) ise en az bir U € N(x) i¢in U N A € I; olur.
I; €I, oldugundan U N A € I, olup x € A*(I) olur. Buradan A*(I,) < A*(I,) elde edilir.
Yani ideal inceldikce yerel fonksiyon kabalasir.
(c) A* < cl(A) ve A* < cl(A*) oldugu agiktir.
cl(A*) € A* oldugunu gostermemiz yeterli.
X € X i¢in x ¢ A* olsun. Kabul edelim ki x € cl(A*) olsun.
X € cl(A*) = VU € N(x) i¢cin U N A* # @ olur. O halde 3y € X i¢iny € U N A* olur.
YEUNA*"=y€eU A yeA*olur.
YyEA* = VVEN(y)icin VN A & lolur.
X & A" = 3IW € N(x) icin WN A € Tolurki U=W =V alirsak bu V N A & I olmasi ile
celisir. O halde x & cl(A*) olup cl(A*) € A* olur.
(d) x € Xi¢in x ¢ A* olsun. Kabul edelim ki x € (A*)*olsun.
XgA*=3JFUENX icinUNAEI
X € (A*)* = VV € N(x) i¢gin V.n A* ¢ T olur.
VNA*¢lise VN A"+ @olur.
O zaman y € V N A* olacak sekilde 3y € X vardir.
yeEVNA*=y€eVvey € A" olur.
y € A*ise YW € N(y) icin WN A ¢ [ olmali ama y € V € N(x) oldugundan U = W alirsak
bu durum x ¢ A* olmasi ile gelisir. O halde x & (A*)* olup (A*)* < A* olur.
(e) A< AuBveB S AUB olup (a) 6zelliginden;
A*(D) € (AuB)*(I) ve B*(I) € (A U B)*(I) oldugundan
A* (D) UB*(I) € (AuB)*(I) olur.
x € (AU B)*(D) ve kabul edelim ki x ¢ A*(I) u B*(I) olsun.
x & A*() UB*(D) ise x ¢ A*(I) veyax & B*(I) olur.
xgA* () ®3FIUENX icinUNA €1,
x € B*(I) ©3VeN(x)icinVNBeIolur.
W=UNVolsun. W< Uve W Cc V olur.
Idealin 6zelliginden W N A € I, W N B € | olur.
(WNAUMWNB)=WN(AUB) € lveW e N(x) oldugundan x € (A U B)*(I) olmast
celigkidir. O halde x € A*(I) U B*(I) olup (A U B)*(I) € A*(I) U B*(I) olur.
A*(DHUB*(D) € (AuB)*() ve (AU B)*(I) € A*(I) U B*(I) oldugundan;
(AuB)*(I) = A*(I) u B*(I) olur.
(f) (A —B)* — B* < (A — B)* oldugu agiktir.
(A-B) € A oldugundan (A — B)* € A*ve(A—B)* —B* € A* — B* olur. ...(I)
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A* — B* € (A — B)* — B*oldugunu gosterelim.

x € A* — B*olsun. O halde x € A* ve x & B*dur.

x € A*=> VU EN(®X)icinU N A ¢ lolur.

x € B*= 3V e N(x) icin VN B € | olur.

Kabul edelim ki x ¢ (A — B)* — B* olsun.

xZ(A—B)*—B*=x¢& (A—B)" veyax € B* olur.

x ¢ (A — B)* olsun.

IW € N(x) i¢cin W N (A — B) € l olur.

T=VNWolsun. TS VveT € N()oldugundan TN B €Ive T N (A —B) €l olur.

(TNB)U(TN(A-B))=TN(AUB)Ee€lolur.

TNACSTN(AUB)oldugundan T N A € | olur. Ama bu durum x € A* ile geligir. O
halde x € (A — B)* — B* olur.

X € B* olmas1 x & B* olmasi ile gelisir. O halde x € (A — B)* — B* ve x keyfi bir eleman
oldugundan A* — B* € (A — B)* — B* olur. ...(ii)

(i) ve (ii) den A* — B* = (A — B)* — B* olur. Bu da ispat i¢in yeterlidir.
@UNUNA*<S (UNAT,

UNACA=>{UNA*SA)*=>Un{UNA*cUn (A)*olur.

UNnA* < Un (UnN A)* oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki x € U N (U N A)* olsun.

x¢UN{UNA)*=>x¢UV x¢& (UnA)*olup iki durumu da inceleyelim

Ldurum:x g U=x€¢UnNn(A)*olupUnNnA*<c Un (UnA)*olur.

2. durum: x € (UN A)* = 3V € N(x) i¢in V N (A N U) € I olur. Burada U i¢in iki durum
vardir.

XeEUise VNUEN®X)olupVN(ANU)=AN(VNU) E I oldugundan x & A* olur. O
haldex € A*NnUolupUNA*<cUN (UnA)*olur. x € Uise 1. durum ile ayni olur.

Sonug olarak U N (UN A)* =UnNA* € (Un A)* elde ederiz.
(h) VNKcK oldugundanK e I = VNnK e Iolur.

Kel = K*={xeX:VW e NX)icihVNKeg[} =0

(AUK* ={xeX:VU e N(x)icinUN (AUK) & I}

(AUK)*={x€eX:VYU € Nx) icin (UNnA)U (UnK) ¢ 1},UNK €I oldugundan

AUK)*={xeX:VU e Nx)icinUNA ¢ I}

(AUK)* = A*olur.

AUK=(A-K)UK = (A U K)* = (A- K)* UK* ve K* = @ oldugundan

(AU K*=(A-K)*=A"olur.
Ornek 3.2.5. (X, 1) bir topolojik uzay A € X ve X iizerinde I, higbir yerde yogun olmayan alt
kiimeler ideali olsun.

A*(1,) ={xeX:VUENX) icinUNA & I,}
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A*(I,) = {x € X: VU € N(x) i¢in int(cl(U n A)) # @} (Vaidyanathaswamy, 1960)
A*(I,) = {xeX:VU € N(x) igin U N int(cl(A) # 0}
A*(1,) = cI(int(cl(A)))olur.

3.3. Yerel Fonksiyon fle Topoloji Uretme

Yerel fonksiyonu kullanarak tanimlanacak olan bir Kuratowski kapanis operatorii ile verilen bir
topolojiden daha ince bir topoloji elde edilebilir.

Lemma 3.3.1. (Jankovic ve Hamlet, 1990) X bostan farkli bir kiime ve A, B € X olmak {izere

d: P(X) — P(X) fonksiyonu eger,

1) d(9) = ¢
2) d(A U B) = d(A) U d(B)
3) d(d(A)) € d(A)

Kosullarini saghyor ise () P(X) — P(X), A® = A U d(A) fonksiyonu P(X) iizerinde bir
Kuratowski kapanis operatorii belirler.

Ispat: ( )% P(X) — P(X) fonksiyonunun Kuratowski kapanis operatorii olma o6zelliklerini
sagladigini gosterelim.

[K1]: ¢°=@ ud(@)=0 U @ =@ olur.

[K2]: A = A Ud(A) oldugundan A < A€ olur.

[K3]: (AUB)¢ = (AUB) Ud(AUB) olup 2. 6zellikten dolay1

(AUB) =(AuB)U (d(A)ud(B)) = (Aud(A)) U (Bud(B)) = A°UB°olur.

[K4]: (d(A))¢ = d(A) ud(d(A)) olup 3. dzellikten dolayr (d(A))¢ = d(A) olur

(A = (AUd(A))¢ =AU (d(A))C = A°U d(A) = A° oldugundan ( )% P(X) — P(X)
fonksiyonu Kuratowski kapanis operatorii olma 6zelliklerini saglar.

0* =0, (AUB)* = A* UB”* ve (A*)* € A* oldugundan yerel fonksiyon d fonksiyonu igin
gerekli sartlar1 saglar ve VA € X i¢in cl*: P(X) — P(X), cI*(A) = AU A* seklinde tanimlanan
fonksiyon Kuratowski kapanis operatorii olur. (X, t) bir topolojik uzay ve I, X tizerinde herhangi
bir ideal olmak tizere cl* ile iiretilen topolojiyi T (1) ile gosterecegiz. cl* operatorii T (1) lizerindeki

kapali kiimeleri belirler yani
T ={UcX:cI*X-U) =X-U}
veya
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() ={X—K: K< Xvecl*(K) =K}

seklinde tanimlanir.
Ornek 3.3.2. (X, 1) bir topolojik uzay ve I = {@} olsun.

VA € Xigin A*(I) = cl(A) oldugundan cI*(A) = AU A* = AU cl(A) = cl(A) olur.

cl*(A) = cl(A) = A kosulu A kiimesinin (X, 1) topolojik uzayinda kapali kiime olmasi ile
saglanir dolayisiyla 7*(I) topolojisinin kapali kiimeleri ile (X, 1) topolojik uzayimnin kapali kiimeleri
ayni oldugundan 7*(I) = 7 olur.

Ornek 3.3.3. (X, 1) bir topolojik uzay ve I =P(X) olsun.

VA € Xi¢in A*(I) = @ oldugundan cI*(A) =AU A* =AU @ =Aolur.

cl*(A) = A oldugundan A kiimesi Tt*(I) topolojisinde kapali olup (1) = 14 (ayrik
topoloji) olur.

(X, 1) bir topolojik uzay ve I, X lizerinde herhangi bir ideal olsun.

{0} € | € P(X) oldugundan t*({@}) < T (1) < t*(P(X)) olur.

Ornek 3.3.4. 7, R iizerinde standart topoloji ve R iizerinde I,, Lebesgue o6lgiimi sifir olan alt
kiimeler ideal verilsin.

A € X i¢in;

A*(1,) ={xeRVUENXIicinUNA g1}

A*(1,) = {x € R: VU € N(x) i¢in p(U N A) # 0}

A” (Iu) = X lizerindeki T* (Iu) topolojisinde Borel kiimesidir. (Scheinberg, 1971)
Aciklama 3.3.5. (X, 1) bir topolojik uzay ve I # P(X) iken de t(I) = 14 olabilir. Ornegin N dogal
sayilar kiimesi olmak iizere {{2n+1,2n}: n € N} baz tarafindan iiretilen topoloji T olsun. I ideali
olarak It sonlu alt kiimeler idealini alalim.

{2n+1,2n} N N = {2n+1,2n} olup sonlu oldugundan,

N*(Iy ={x € X: VU EN(x) igin U N N & I} = @,

VA € Nigin A*(If) € N*(If) oldugundan A*(If) = @ ve

cl*(A) =AU A*(If) =AU @ = A oldugu i¢in N*(If) = tq4 olur.

Ornek 3.3.6. X #0 bir kiime, X iizerinde y = {@, X} ayrik olmayan topoloji ve ideal olarak ta I
sayilabilir alt kiimeler ideali olsun. Herhangi bir A € X i¢in;

A*(I.) = {xe€X:VUENX)icinUNA ¢ I.}olur.

v ={@, X} ayrik olmayan topolojide a¢ik kiimeler @ ve X oldugundan;
U=0i¢in @ N A =0 oldugundan U N A & I kosulunu saglayan x noktasi yoktur.
U=XicinA*(Ip) ={xeX:XNA¢Il.}={xeX:A¢l.}olur.
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. 0 A€l
A(IC):{X nerve

A A€l

X Al olur.

C*(A) = AU A*(I,) = {

P*(I.) topolojisinin kapali kiimeleri cl*(A) = A kosulunu saglayan kiimelerdir ayrica A = X i¢in
c*(X) = XU X*(I.) = X oldugundan

(1) ={X—A:A €l }U {0} = {A%: Asayilabilir} U {@} = {U: U sayilabilir} U {@}
yani sayilabilir tiimleyenler topolojisi olur.

(X, 1) bir topolojik uzay ve I, X iizerinde bir ideal ve I idealinin iirettigi topoloji t*(I)
olsun. X iizerindeki bu topolojinin bir bazini belirleyelim. Bunun i¢in herhangi bir agik kiimeyi
hangi tiirdeki agik kiimeler cinsinden yazabilecegimizi belirleyelim.

A € Xigin A kiimesi (1) da kapali olsun.

O halde cI*(A) = AU A* = A olur.

AUA*=A= A" c Aolur.

X —A = Wolsun.

W, t*(I) topolojisinde agik bir kiime olup x € A = x € W olur.

W kiimesindeki her bir nokta i¢in noktaya bagl olarak degisen ve bu noktayi igine alip
W’nun alt kiimesi olan agik bir kiime bulmaya ¢aligalim.

A* € A oldugundan

XA = x¢A* = FUEN(x)icinUn A € I olur.

x¢A = x¢AnUvex € Uoldugundanx € U—- (UNA) =U-Anolur.

U N A =K diyelim, o zaman K € | ve x € U — K olur.

AN@U-A)=0oldugundanU-A € X-A=Wolur.

UetveKeTliginx e U—-Kc Wolur.

U — K kiimesinin 7*(I) topolojisinde agik oldugunu gosterelim.

X—(U-K) = (X-U)uKolur.

X — U 1 topolojisinde kapali oldugu i¢in t*(I) topolojisinde de kapali olur.

Teorem 3.2.2. nin h sikkindan

(X=DUK)*=X-U)*<X—Uolur.

(X—0U)UK)* € (X—U) UK oldugundan X — (U — K) kiimesi T(I) da kapal1 olup
U — K kiimesi T (I) da acik bir kiimedir.

o halde U ve K kiimesi x noktasina bagli olarak degisecegi icin Uy € T ve Ky € [ igin

w= | Jwe-xo

seklinde yazilabilir.
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Teorem 3.3.7. (X, t) bir topolojik uzay ve I, X iizerinde bir ideal olsun.
BL={V-K:Ver,Kel}

ailesi X tizerindeki t*(I) topolojisi i¢in baz olur.
Ispat: B ailesinin baz olma kosullarini sagladigini gosterelim.

X e1ve @ €1oldugundan X — @ = X olacagindan X € B olup B # @ olur.

1) X kiimesinin her bir noktas1 i¢in B’nin bu noktay1 iceren en az bir elemani oldugunu
gostermeliyiz. VX € X igin, X € B oldugundan x € X € B olup x € B olacak sekilde en az bir tane
B € B vardir.

i) V;,V, e tveKy,K; € TiginB; =V, —K; ve B, =V, — K, olsun. B;,B, €8 olur.
B, N B, # @ ise Vx € B; N B, i¢cin x € By € B; N B, olacak sekilde By € B bulmaliyiz.

XE€B; NB, = x € B; A x€ B, olur.

X€E Bi=>x€eV,—K; =>x€eV; Ax€&K;

x€ B,=>x€eV,—K,=x€eV, A x&K,

X € Vy, XEV, veV;,V, € Toldugundanx € V; NV, € tolur.

X & Ky, x € K, ve Ky, K, € I oldugundan x ¢ K; UK, € I olur.

B, NB, = (V; = Ky) N (V, = K3) = (V; N V) — (K; UKS,) oldugundan

By = (Vi nV,) — (K; UK,) icin x € By € B; N B, kosulu saglanir.

Secilen x noktas1 keyfi olup By kiimesi x noktasina gore degistiginden B ailesi X tlizerindeki bir
topoloji i¢in baz olur.
Ornek 3.3.8. (X, 1) bir topolojik uzay ve I, X iizerinde sonlu alt kiimelerin ideali olsun.

B={V-K: Ve, Kelg}

X tizerindeki t*(If) topolojisi igin baz olur. t*(If) topolojisinin agik kiimeleri bazdaki
elemanlarin keyfi sayidaki birlesiminden olusacagindan yani A keyfi bir indis kiimesi olmak tizere

a € Aicin Vi € tve Ky € Iicin V, - K, € B olmak lizere;

v ko = Jva— [ ke

AEA AEA oEA

seklindeki kiimeler T ( I¢) topolojisinde agik olur. Burada

U=UVaETveK=ﬂKaE I¢

aEA aEA

oldugundan topolojinin her bir elemani1 bazinda elemani olur.
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Ozel olarak T = {@, X} segersek U = @ veya U = X olacagindan agik kiimeleri @ ve K € I¢
olmak iizere X — K seklindeki kiimelerden olusur.

™(p) = {X—K:K € If} U {0}

() ={AcX:X—A€elju{d}

() = {A S X:X— Asonlu} U {0}
sonlu tiimleyenler topolojisi olur.
Agciklama 3.3.9. (X, 1) bir topolojik uzay ve [, ve I, X lizerinde I; S I, olacak sekilde iki ideal
olsun. A € Xi¢in A*(I,) €S A*(1;) oldugundan A kiimesi t*(I;) topolojisinde kapali ise

c*(A) =AUA*(l,) =A= AU A*(I,) = Aolur.
Oyle ise A kiimesi T*(I,) topolojisinde de kapali olup T*(I;) € t*(I,) olur.
Ornek 3.3.10. (X, 1) ayrik olmayan topolojik uzay, If X iizerinde sonlu alt kiimeler ve I, de X
tizerinde sayilabilir alt kiimeler ideali olsun. VA € I; igin A € I, olup t*(I) € (1) olur.
Aciklama 3.3.10. (X, 7) bir topolojik uzay ve I, X iizerinde bir ideal olsun. I idealinin X iizerinde
iirettigi topolojinin taban1 B olsun. Eger B, X iizerinde bir topoloji ise B = t*(I) olur. Ornek olarak
X iizerinde ayrik olmayan topoloji ve I¢ sonlu alt kiimeler idealinin iirettigi
" (If) sonlu timleyenler topolojisini verebiliriz.

Her zaman B bazi bir topoloji olmak zorunda degildir. Reel sayilar iizerinde ki 7 =

{(—0,a):a € R} U {@, R} sol 151n topolojisini diisiinelim. I reel sayilarin sonlu alt kiimeler ideali,
1
U, = (—oo,n + E) vel, ={1,2,...,n}

olsun.

.- =r-n

neN

oldugundan R — N € t*(If) oldugu halde N sonlu olmadigindan I¢ sonlu alt kiimeler idealinin
elemani olmadigindan R — N & B olup B # t*(I) olur.

3.4. Yerel Fonksiyon ve Limit Noktalar
(X, 1) bir topolojik uzay ve I, X iizerinde bir ideal olsun. A € X i¢in A kiimesinin T topolojisine

gore limit noktalarim A4, t+(I) topolojisine gore limit noktalarimi A% ile gosterecegiz. Yani;

x€EAd & VUENK icinUNA—{x} # 0
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x € AY" & x € Volacak sekildeki vV e t* () icin VN A —{x} # @

olur.

x € X icin Iy = {@, {x}} olsun. @ # I, ve {x} kiimesinin alt kiimeleri @ ve {x} olup I,’in
elemanidir. Iki elemanin birlesimi de I,’in eleman1 oldugundan I, X iizerinde bir idealdir.

A = {x}ise A € I, oldugundan A*(I,) = @ olur.

Simdi limit noktalari ile I, ideali arasindaki iliskiyi inceleyelim

A c Xvex € A olsun.

x€AY = YUEN®X icinUNA—{x}# @

x€AY= VUEN®X) icinUNA#® AUNA # {x} oldugundan U N A ¢ I, olur.

x € AY = x € A*(I,,) olur.

Ote yandan x € A*(1,,) ise VU € N(x) i¢cin U N A ¢ I, olur.

UNA¢lL,=UnA#0 AUNA # {x} olur. Sonug olarak U N A — {x} # @ elde ederiz.
Baéylece x € A olur.

x €A & x e A*(l,) olur.

{ A*(Iy): x € X} ailesi A’nin y1gilma noktalarini ayirir.
Gozlem; Aslinda I ideali {x} kiimesini igeriyor ise x € AY & x € A*(I) olduguna dikkat edelim.
Onerme 3.4.1 X topolojik uzay, @ # A € X ve Iile J, X topolojik uzayinda iki ideal olsun.
f: X — X siirekli ve f(A) € A ve Vj € J igin f~1(j) € I olsun.

x € A*(I) = f(x) € A*()) olur.

Ispat: x € A*(I) ve kabul edelim ki f(x) & A*(J) olsun.

f(x) € A*(J) = 3V € N(f(x)) igin V. N A € J olur.

f siirekli oldugundan f(U) € V olacak sekilde x’ i igeren agik bir U kiimesi vardir.

f(A) € A oldugundan

f(lUNA)Sf(U)NfA) S f(UNACSVNAolur.

V N A €] oldugundan ideal olma 6zelliginden f(U N A) € J elde ederiz.

Vj € Jigin 1(j) € I olacagindan f~1(f(U N A)) € I olur.

UNACf1(f(UNA)) oldugundan U N A € I olur. Bu ise x € A*(I) olmast ile gelisir. O
halde f(x) € A*(J) olur.

Simdi bir X kiimesi iizerinde tanimh t ve I ideali ile {iretilen t*(I) topolojisinde X’in
herhangi bir alt kiimesinin limit noktalar1 ile bu kiimenin t topolojisindeki limit noktalar1 arasindaki
iliskiyi kategorik olarak inceleyelim. X topolojik uzay ve @ # A € X olsun. Oncelikle 3 farkl

kategori tanimlayalim.
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1. Kategori: X

Nesneleri X kiimesinin noktalari,

X, Y € obj(X) olsun.

mor(x,y) = {f: f:X—X birebir, siirekli ve f(A) € A, f(X) =y},

carpma iglemi: bileske islemi

2. Kategori: I,

Nesneleri X topolojik uzayinda ki idealler,

I, J € obj(I,) olsun.

mor(LJ) ={f: :X—X siirekli ve f(A) € A, Vj € I i¢in f~1(j) € I},

carpma iglemi: bileske islemi

3. Kategori: P(X)

Nesneleri X kiimesinin alt kiimeleri

A, B € obj(P(X)) olsun.

mor(A,B) ={f: f:X—X siirekli ve f(A) € B},

carpma iglemi: bileske islemi

Simdi bu kategoriler lizerinde iki funktor tanimlayalim

T: X — I, X € X i¢in T(x) = Ix = {@, {x}} olsun.

X, y € obj(X) ve f € mor(x, y) ise f(x) =y olur.

T(y)=ly =12, {y}}

f=1({oh = {0} €1,

f{yh ={x ey

oldugundan Vj € |y i¢in f=1(j) € Iy olur. Yani f Ix ideali ile 1, ideali arasinda bir
morfizmdir yani;

T(f) = f € mor(T(x), T(y)) = mor(ly, ly) dir.

O halde T: X — I bir kovaryant funktor olur.

S: 14 — P(X), I € obj(I,) olsun. S(I) = A*(I) € obj(P(X)) olsun.

I, J € obj(I,) ve f € mor(l, J) olsun. f:X—X siirekli ve f(A) € A, Vj € J i¢in f~1(j) € I olur.
Onerme 3.4.1 den x € A*(I) igin f(x) € A*(J) oldugundan f(A*(I)) € A*(J) olur.

S(f) = f € mor(S(1), S@J)) = mor(A*(I), A*(J)) dir. O halde S: I — P(X) bir kovaryant

funktor olur.

X € obj(X) i¢in S o T(x) = A*(Iy) olur.
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X, Y € obj(X) i¢in f € mor(x, y) ise f: X — X birebir, siirekli, f(A) € A ve f(x) = y olur.

S o T() = £ X — X siirekli flA) € A, f(A"(Iy) €A*(Iy) olur. O halde

S o T(f) = f € mor(S o T(x),S o T(y)) = mor(A*(l), A*(1y)) olup

SoT: X — P(X)

S o T(f)=f: A*(I,)— A*(Iy) olur. O halde SoT kovaryant funktor olur.
Sonug 3.4.2. f(A%) < A9 olur.

x € A4 vey = f(x) olsun.

SoT(f) =f A*(I)— A*(1y) olur.

x € A = x € A*(I,) = f(x) € f(A*(Iy)) S A*(If) = f(x) € A¢
Sonug 3.4.3. A = {x} tek nokta kiimesi ise f(x) = x olur.

x € AY = f(x) € f(AY) olacagindan Sonug¢ 3.4.2 den f(x) € AY dir. AY kiimesi tek
elemanli oldugundan f(x) = x olur.
Uygulama 3.4.4.X =R ve X iizerinde standart topoloji olsun.

A= {%:n € N} olsun. A9 = {0} olur.

f: R— R birebir, siirekli ve fo: A — A ise f(0) = 0 olur.
Teorem 3.4.5.(X, 1) bir topolojik uzay ve I, X iizerinde bir ideal olsun. t*(I), X iizerinde I
idealinin belirledigi topoloji ve A € X olsun.

AY"  Adolur.
Ispat: A* (1), A’nin T* topolojisine gore I idealinin belirledigi yerel fonksiyonu,

A*;(I)’da A’nin 1 topolojisine gore I idealinin belirledigi yerel fonksiyonu olsun.

Oncelikle A* (1) € A* (1) oldugunu gdsterelim.

X € A*+(I) olsun. O zaman her U € N(x) igin U N A & 1, varsayalim ki x & A*(I) olsun.
Bu durumda 3U € N(x) i¢in U N A € I olur. Genelligi bozmaksizin U € 1 varsayabiliriz. T S
(D) oldugundan U € t*(I) olup bu durum x € A*+(I) olmasi ile gelisir.

Simdi x € A" alalim. Iy = {@, {x}} ideali olmak iizere;

x € A (Iy) € A% (Iy) = x € A*(Iy) = x € AY olup A9" c Ad elde edilir.
Sonuc 3.4.6. Vx € Xicin {x} € lise A*(]) = A% olur.
Tamm 3.4.7. (X, 1) bir topolojik uzay ve A € X olsun. x € X ve VU € N(x) igin U N A sonsuz
oluyor ise x noktasina A kiimesinin bir w-yigilma noktasi denir ve A kiimesinin w-yigilma
noktalarimin kiimesi A% ile gosterilir.
Ornek 3.4.8. (X, 1) bir topolojik uzay ve I, X iizerinde sonlu alt kiimeler ideali olsun. A € X i¢in

A*(Ip) = {x e X:VUENX) icinUNA & I}

A*(If) = {x € X: VU € N(x) i¢in U N A sonsuz}

A*(Ip) = AV
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olur. vx € X i¢in {x} € I oldugundan A*(If) = A" olur. O halde (X, t*(I)) i¢indeki A’nin limit
noktalari ile (X, 1) igindeki A’nin w-y181lma noktalar1 aynidir.

c*({x}) = {x} U {x}* = {x} U ® = {x} oldugundan tek nokta kiimeleri (X, t*(If)) iginde
kapalidir. O halde t*(I¢) T1 uzayidir.

T1uzayi icinde limit noktalar1 ve w-y181lma noktalar1 aynidir.
Tanim 3.4.9. (X, 1) bir topolojik uzay ve A € X olsun. AY = @ seklindeki kiimelere kapali ve ayrik
kiimeler denir.
Onerme 3.4.10. (X, 1) bir topolojik uzay ve I.q4 = {A € X: A% = @} olsun. I 4 ailesi X {izerinde bir
idealdir.
ispat: 4 = @ oldugundan @ € I.4 olup I.q # @ olur.

A€l g= Al=0olu.BSA=BicAd=¢=BY=¢p = Bel,olr

A,B€l4q= AY = @veB9 = golur. (AUB)? = @ oldugunu gosterelim.

Kabul edelim ki A, B € I.4 ve (A U B)4 # @ olsun. O halde 3x € X i¢in x € (A U B)9 olur.

Xx€(AUB)Y = VUEN®X icin(AUB)NU—{x} # 0

(AuB)NU —{x}=(AnU—{x}) u(BNU—{x}) # @ oldugundan

ANnU-—{x} # @veyaBNU— {x} # @ olmal.

ANU—{x} # @ = x € AY olup A € I.4 olmas ile gelisir.

BNU—{x} # ® = x € B4 olup B € I4 olmasi ile celisir.

O halde (AUB)Y = @ olup AUB € I4 Olur.
Lemma 3.4.11. (X, 1) bir topolojik uzay ve I, X tizerinde bir ideal olsun. A € T ise A, (X, (1))
i¢inde kapali ve ayrik olur.
ispatt A1 = A* =0 = AY c A* = ¢ oldugundan AY" = @ olur.
Ornek 3.4.12. (R, T,) reel sayilar iizerindeki standart topoloji ve K = {% ‘n € N} olsun. P(K) ailesi
bir idealdir.

. (P(K)) topolojisinin bazi

B={U-A:Uet,, AeP(K), K= {%:n € N} } seklinde olur.

5 (P(K)) topolojisinin agik kiimeleri T nin agik kiimeleri ve T4 nin elemanlarindan en az
bir tane ﬁ icermeyenlerden olusur.

" (P(K)) topolojisinin kapali kiimeleri ts’nin kapali kiimeleri ve tg’a gore kapal
olanlardan %’lerin hi¢ birini igermeyenlerden olusur.

.*(P(K)) topolojisinde R — K kiimesi bazin bir elemani oldugu agiktir. O halde K kiimesi
bu topolojide kapaldir. K¢ = {0} ve Kd" ¢ Kd = {0} ve K kapali bir kiime oldugu igin
Kd'c K* olacagindan K9 = ¢ olur.

Bu 6rnekteki t5* (P(K)) topolojisine Smirnov topolojisi denir.
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3.5. Topoloji ile Idealin Uyumlu Olmasi

Tamm 3.5.1. (X, 1) bir topolojik uzay ve I, X {izerinde bir ideal olsun. VX € A i¢in 3U € N(x) var
Oyle ki U N A € I kosulunu saglayan VA € X icin A € I oluyor ise 1 topolojisi ile I ideali
uyumludur denir ve t -~ | ile gosterilir.

Idealler bir kiimenin belirli bir 6zelligine sahip olan ya da olmayan alt kiimeler ailesi gibi
diistiniilebilir. Topoloji ile idealin uyumlu olmasi aslinda bir kiime yerel olarak bir 6zellige sahip
oldugunda global olarak ta bu 6zellige sahip olmas1 anlamina gelir.

Ornek 3.5.2. N dogal sayilar kiimesi iizerinde n € N olmak iizere T topolojisi agik kiimeleri
Er={n,n+1,...} seklinde olan kiimelerden olusan topoloji ve It de N {izerinde ki sonlu alt kiimeler
ideali olsun. A € N ve ¥x € A igin bir U € N(x) var dyle ki U N A € Is olsun. U € N(x)
oldugundan U kiimesinin eleman sayisi sonsuzdur. U N A € |s olabilmesi i¢in A kiimesinin eleman
sayisinin sonlu olmasi gerekir yani A € If olup t «Is olur.

Tamm 3.5.3. Bir I ideali sayilabilir toplamsal ise bu ideale c-ideal denir. Yani Vi € N igin I; € |
iken

U{Ii:i € Njel

oluyor ise I idealine bir c-ideal denir.
Ornek 3.5.4. 1, R iizerinde standart topoloji ve I, Lebesgue 6l¢iimii sifir olan kiimelerin o- ideali
olsun, T ~ |, oldugunu gosterelim.

A S R kiimesi VX € A i¢in JU4€ N(x) var oyle ki UyN A € I, olsun.

O halde vx € A igin w(UyN A) = 0 olur.

AcC U(an A) = p(A) < u(U(UXn A)) SZu(Uxﬂ A) =0

XEA XEA XEA

oldugundan pu(A) = 0 olacagindan A € I, olup t -1, olur.
Teorem 3.5.5. (X, 1) uzay1 kalitsal Lindelof uzay ve I, X {izerinde bir c-ideal ise o zaman t « |
olur.
Ispat: A € X olsun. Kabul edelim ki ¥x € A i¢in 3U € N(x) var dyle ki U N A € | olsun.
{UxN A: x € A} ailesi A kiimesinin bir agik ortiisti olur. (X, 1) kalitsal Lindel6f oldugundan bu

Ortiiniin sayilabilir bir alt Ortiisii vardir. Yani,

A QU{UXinA:iEN}
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olacak sekilde {Uy, N A: i € N} sayilabilir bir alt ailesi vardir. Her i € N i¢in Uy, N A € I ve I bir o-

ideal oldugundan,

A QUUXinAEI
iEN

oldugundan A € T olup T ~ | olur.
Teorem 3.5.6. (X, 1) bir topolojik uzay ve I, X iizerinde bir ideal olsun. O zaman asagidakiler
birbirine denktir.

a)t— |

b) A’ nin her birinin A ile kesisimi I i¢inde olan acik kiimelerden olusan bir ortiisii var ise 0

zaman A, I i¢indedir.
COVACSC XicinANA*=0=>A€l
dVACXicinA—-A"€l
e) Her t kapali A alt kiimesi i¢gin A — A* € |

f) VA € X i¢in A, B € B* seklinde bostan farkli B alt kiimesi igermiyor ise 0 zaman A € |

olur.

Ispat: (a) = (b) tanimdan agiktir.
(b) = (c)Kabul edelimki An A* = @ olsun. x € A i¢in x ¢ A* olur.

X & A* = 33U, € N(x) i¢in Uy N A € T olur. Kabuliimiizden dolay1 A € | olur.
)=>WdANA*" =@ =>AE€elolsun.

A—A"CA= (A—A")* CA*

A-A)YN(A—A")* < (A—A") NnA* =@ oldugundan

(A—A")Nn (A — A*)* = @ olup kabuliimiizden dolay1 A — A* € I olur.
(d) = (e) Agiktir.
(e) = (f) Her T kapali A alt kiimesi i¢gin A — A* € I olsun. VK € X i¢in K, B € B* seklinde bostan
farkli B alt kiimesi icermesin.

K = A*, " kapali bir kiimedir. O halde K € X ve K—K* € I olur.

K = (K- K*) U (KN K*) seklinde yazilabilir.
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K-Kel=K-K)*"=0

K* = (K—K)* U (KNK"* = (KnK)*

K*Nn K = (KnK*)*nKolur. Buradan

K*nKc (KnK*")*veK* n K € Kolur.

Kabuliimiizden dolay1 K kiimesi K* N K € (KN K*)* olacak sekilde bostan farkli bir alt
kiime icermemeli. O halde K* N K = @ olmali. Buradan K = K — K* € [ olur.
(f) = (@) A = X igin A, B € B* seklinde bostan farkli B alt kiimesi icermiyor ise o zaman A € |
olsun. T -~ I oldugunu gosterelim.

A € X ve ¥x € A igin AUy, € N(x) var dyle ki Uy, N A € 1 olsun.

O halde x € A* oldugundan A N A* = @ olur. A € I oldugunu gosterelim.

Kabul edelim ki B € B* olacak sekilde bir @ = B < A olsun.

B S A= B* c A* olur.

B=BNB*SANA*=0 olup ® =B olup @ # B olmasi ile gelisir. O halde A kiimesi
B € B* olacak sekilde bostan farkli bir B kiimesi icermez, o halde kabulden dolay1 A € | olur.
Teorem 3.5.7. (X, 1) bir topolojik uzay ve I, X iizerinde bir ideal olsun. O zaman asagidakiler t — |

kosulunun gerektirdigi birbirine denk dnermelerdir.

@VACSXicin, ANA*=0=A"=0

(b) VA € Xicin (A — A*)* = 0

(c) VA € Xigin (A N AM)* = A*

Ispat:(a) = (b) A € Xi¢in, AN A* = @ = A* = @ olsun
A—A"CA= (A—A*)* CA*
A—A"CA—(A-AY)*
A-A)NA-A)VCA-—A-AY)NA-A) =0
oldugundan (A — A*) N (A — A*)* = @ olur. Kabuliimiizden dolay1 (A — A*)* = @ olur.
(b) = (c) A € Xi¢in (A — A*)* = @ olsun.
A=(A—A)U(ANAY) = A* = (A— A)* U (AN A*)*
A*=0U (AN A")" = A" = (AN A")* elde edilir.
(c) = (a) A < Xicin (AN A*)* = A* olsun.
AN A* = @ olsun.
(ANA*)* =¢* = ¢ = A*olur.
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Teorem 3.5.8. (X, 1) bir topolojik uzay ve I, X iizerinde T ~ I olacak sekilde bir ideal olsun. A € X
icin A = K U L olacak sekilde t topolojisinde kapali K kiimesi ve L € I var ise A kiimesi t(I)
topolojisinde kapali olur.
Ispat: A kiimesi t*(I) topolojisinde kapal bir kiime olsun o halde A* < A olur.

A = (A — A") U A" seklinde yazilabileceginden ve T —~ | = A — A* € I olacagindan K = A*
ve L = A — A*i¢in K, 1 topolojisinde kapali, L € | ve A=K U L olur.

Tersine A = B U C olacak sekilde B t-kapali ve C € I olsun. A kiimesinin t*(l)
topolojisinde kapali oldugunu gostermek i¢in A* € A oldugunu gosterelim.

B 1-kapali = B* € B

Cel=C" =09

A*=(BuUC)*=B*UC*<cBUC*=Bolur.

A*CB=A"CB U C= A" € Aolup A, t*(I) da kapali olur.
Tamm 3.5.9. (X, 1) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A € A9 ise A kiimesine kendi iginde
yogundur denir. Kendi i¢ginde yogun ve kapali olan bir kiimeye mitkemmel kiime denir.
Teorem 3.5.10. (X, 1) bir topolojik uzay ve I, X iizerinde bir ideal 6yle ki T ~ | ve ¥X € X i¢in
{x}€ I olsun. Bir A € X kiimesi t*-a gore kapali ise, 0 zaman A t’ ya gore miikemmel bir kiime ve
I igindeki bir kiimenin birlesimi seklindedir.
Ispat: AC X ve A t*-a gore kapali olsun.

Teorem 3.5.8 den dolay1 A = K U L olacak sekilde K t-kapali ve L € I olacak sekilde X’in
K ve L alt kiimeleri vardir. K t-kapali bir kiime oldugu i¢in t*- a gore de kapali bir kiime olur.

K, T — kapali = K* € K = (K*)* < K*olur.

T ~ I oldugundan (K — K*)* = @ olur.

Teorem 3.2.2.’nin f sikkindan K* — (K*)* € (K — K*)* oldugundan

K*— (K*)* =0 = K* € (K*)* olur.

(K*)* € K* ve K* € (K*)* oldugundan K* = (K*)* olur.

VX € X igin {x} € I oldugundan Sonug 3.4.6.’dan VA € X i¢cin A* = Ad*olup

K* = (K")* = (K*)d* c (K*)9 olacigindan K* ©° ya gore mitkemmel bir kiime olur.
Ornek 3.5.11. X = RK ve .« Borel kiimelerini iceren bir c-cebri ve p, .# iizerinde Lebesgue
olgtimii olsun. I, = {E € M: u(E) = 0} olsun. O halde t I, olur. Dolayisiyla A t*-a gére kapali
bir kiime ise, A = F U E olacak sekilde miitkemmel bir F kiimesi ve 6l¢limii sifir olan bir E kiimesi
vardir.

Teorem 3.5.12. (X, 1) bir topolojik uzay ve I, X lizerinde bir ideal olsun.
T~ 1=38 =17

olur.
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Ispat: 8 = t*oldugunu gostermek i¢in B < t* ve T € B oldugunu gosterelim.

B, T* topolojisinin bir bazi oldugundan B < t* olur.

" € B oldugunu gosterelim.

U € t* olsun. O halde X — U, t* topolojisinde kapali bir kiime olur. Teorem 3.5.8 den
dolay1 X — U = B U L olacak sekilde 1 topolojisinde kapali1 B kiimesi ve L € I vardir. Dolayistyla
U=X-(BuUL)=(X-B)-L€&eBolupt* < Bolur.

Bu teoremin karsiti her zaman dogru degildir. Yani 8 = t* ise © ~ | olmak zorunda
degildir. Ornek olarak (R, Tg4;,) reel sayilar iizerindeki ayrik topoloji ve 1. reel sayilar iizerindeki
sayilabilir alt kiimelerin ¢ — ideali olsun. Tt = 8 = t* olur. Ancak reel sayilar her noktasinda yerel
olarak sayilabilir oldugu halde reel sayilar sayilabilir olmadigindan t ile I uyumlu degildir.

A* = @ olacak sekildeki VA € X igin A € I oluyor ise T~ | olur.

Teorem 3.5.13. (X, 1) bir topolojik uzay ve I X tizerinde sayilabilir alt kiimelerin ideali olsun.
T ~ I, © (X, 1) kalitsal Lindeloff

olur.

Ispat:(<) (X, 1) kalitsal Lindel6ff olsun.
Dolayisiyla @+ A € X ise A Lindeloftiir
P+ A ve VX € Aicin Uy N A € I, olacak sekilde Uy € N(x) olsun.
{Uy N A : x € A} A’nin agik ortiisii ve A Lindeloff oldugundan

A=UUXnnA

olacak sekilde {an nA } sayilabilir alt ortiisti vardir. Sayilabilir sayida sayilabilir kiimenin
birlesimi sayilabilir oldugundan A sayilabilirdir. Dolayisiyla A € I. olup T ~ I, olur.

(=)t -~ 1. olsun. Varsayalim ki (X, t) kalitsal Lindel6ff olmasin. Bu durumda
(Kuratowski and Sierpinski, 1921) her x € A igin Uy N A sayilabilir olacak sekilde Uy € N(x)
kosulunun var oldugu sayilamaz bir A € X vardir. Buise T ~ I, olmasi ile gelisir.

Teorem 3.5.14. (X, 1) bir topolojik uzay ve I, X fiizerinde higbir yerde yogun olmayan alt
kiimelerin ideali ise T ~ I,olur.
ispat: T - I, oldugunu gostermek igin Teorem 3.5.7 in (c) sikkinin saglandigmi gosterelim.

Kabul edelim ki An A* = @ olsun.
A* =cl (int(cl(A))) oldugundan

AnA*=Ancd (int(cl(A))) = @ olur.
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int (cl(int(clA))) c cl(int(clA)) oldugundan
AN int (cl(int(clA))) = @ olur.

An int(cl(A)) = @ = int(cl(A)) = @
int(cl(A)) = @ oldugundan A € I, olup t - I, olur.
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4. SERBEST IDEAL VE iDEAL GENiSLEMELERI

Bu bolimde M.N. Mukherjee, Bishwambhar Roy ve Ritu Sen’in 2007 yilindaki ¢aligmasi
incelenmistir. Bu ¢alismada topolojik idealler yardimi ile topolojik uzaylarin bir ¢esit genislemesi

tanimlanmustir.

4.1.Serbest ideal

Onerme 4.1.1. ¢, X iizerinde kapanis operatérii, (X, c) bir topolojik uzay ve x € X olmak iizere,

Skx) ={AcX: x¢c(A)}

ailesi X tizerinde bir idealdir.
Ispat: c(@) =@ ve Vx € Xicinx & c(@) oldugundan @ € S (x) olup Si(x) # @ olur.

A € Si(x)olsun. VB € A igin c(B) S c(A) oldugundan,

A€ Si(x) > x ¢ c(A) = x¢c(B) =B e S(x)olur.

A,B € Sp(x) olsun. x & c(A) vex & c(B) olur. c(A) U c(B) = c(A U B) oldugundan x ¢
c(A UB)olupAUB € Sy(x) olur. Yani Si(x) ideal olma kosullarini saglar.
Tamm 4.1.2: (Mukherjee, Roy ve Sen, 2007) x € X olmak iizere Sy(x) = {A S X: x & c(A)}
idealine X iizerinde serbest ideal denir.
Onerme 4.1.3: (Mukherjee, Roy ve Sen, 2007) (X,c) bir T, topolojik uzayidir & x ve y bu

topolojik uzayn iki farkli noktasi ise

Sk(x) # Sk(y)

olur.
Ispat: (X, ¢) bir T, topolojik uzay1 oldugundan herhangi farkli iki noktasindan birini igerip
digerini icermeyen agik bir kiime vardir.

X,y € X ve x # y olsun. Kabul edelim ki x € Uvey ¢ U olsun.

ygU=>Un{y}=0

x € U ve U agik bir kiime oldugundan x & cl({y}) olur.

x & cl({y}) = {y} € Sx(x) ve y € cl({y}) oldugundan {y} & Si(y) olup Sx(x) # Sk(y)
elde edilir.

Simdi Si(x) # Sk(y) ise (X,c¢) uzaymin bir Ty uzayr oldugunu gosterelim. Bunun X
topolojik uzayinin birbirinden farkli iki noktasindan birini igerip digerini icermeyen acik bir kiime
bulmaliyiz.

Sk(x) #Sx(y)=3IA S Xicin(AESK(X)AN A& S(y)V(A&S(x)A AES(Y))
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Kabul edelim ki A € Sp(x) A A & S(y) olsun.

A€eS(x) = x¢&c(A)veA € Si(y) = yE€c(A)olur.

c(A) kapali bir kiime oldugundan X — c(A) agik bir kiime olur. Dolayisiyla x € X — c(A)
ve y &€ X — c(A) olacagindan (X,c) bir Ty uzay1 olur. A & Sp(x) A A € Si(y) durumu da benzer
sekilde gosterilir.

Tamim 4.1.4: (Mukherjee, Roy ve Sen, 2007) S bir ideal, A € S iken c(A) € S oluyor ise S idealine
c-ideal denir.
Not: Her serbest ideal bir c-idealdir.

Bir (X,c) topolojik uzaymin bir genislemesinden bir E = (, (Y,k)) sirali ikilisini
anlayacagiz (k, Y tzerindeki kapanis operatorii), burada P, (X,c) nin (Y,k) nin bir alt uzayina
homeomorfizmidir dyle ki k((X)) =Y olur. E; = (Y4, (Y1, kq)) ve E, = (U, (Y,,ky)) bir X
topolojik uzayinin iki genislemesi olsun. Eger (Y;,k;) den (Y, k,) tizerine hoy; = {, olacak
sekilde bir h homeomorfizmi var ise E; ve E, genislemeleri topolojik olarak denktir diyecegiz.
Tamm 4.1.5: (Mukherjee, Roy ve Sen, 2007) E = ({, (Y,k)), (X,c) uzayinin bir genislemesi
olsun. O zaman (X,c) lizerinde Y’nin keyfi bir y noktasi i¢in G(y,E) giicii asagidaki gibi

tanimlanir.

G(y,E) ={Ac X:y € ky(A)} = {A € X: P(A) € Sc(y)}

X = {G(y,E):y € Y} koleksiyonuna E genislemesinin gii¢ sistemi denir.
Onerme 4.1.6: (X,c) uzaymin herhangi bir E = ({5, (Y,k)) genislemesi ve Vx € X icin
G(W(x),E) = Si(x) olur.
Ispat: | bir homeomorfizm oldugundan kys(A) = y(c(A)) olur.

G, E) ={A S X:y(x) € ky(A)}

GY(),E) ={A = X:p(x) & Y(c(A)}

GWUX),E)= {AcX:x ¢ c(A)}

G(W(x),E) = Sk(x) olur.
Teorem 4.1.7: (Mukherjee, Roy ve Sen, 2007) Bir topolojik uzaym iki denk genislemesi ayn1 giig
sistemine sahiptir.
Ispat: E; = (Y, (Y1, ky)) ve E, = (P, (Yy, k)  bir (X,¢) topolojik uzaymin iki denk
geniglemesi olsun. O zaman h:(Yy, k) = (Yz,k;) ve hoyy; = P, olacak sekilde bir h
homeomorfizmi vardir. y € Y; igin;

G(y,E;) ={ACSX:y¢& ki (A)}

G(y,E1) ={A S X:h(y) € h(ky,(A))}

G(y, Ep) = {A CX:h(y)¢h (Lpl(c(A)))} ve hoyr; = U, oldugundan

G(y,E) = {AS X: h(y) & Y2(c(D))}
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G(y,E1) = G(h(y), E2) olur.

Bundan sonra bir TychonoffX uzaymnin oX kompaktlamasindan bir (o, (Y, k))
genislemesini anlayacagiz, burada Y = oX bir kompakt uzay, a: X — a(X) bir homeomorfizm ve
k(a(X)) = Y dir. Bundan sonra B € Y i¢in k(B) vi B ile gdsterecegiz.

Teorem 4.1.8: Bir Tychonoff X uzayin herhangi bir aX kompaktlamasinin farkli noktalarin giicleri
farkhidir.

Ispat: y; ve y, bir aX kompakt uzayinmn herhangi farkli iki noktast olsun. O halde aX Hausdorff
olma oOzelligini sagladigindan y; € Gvey, € HicinGNH =@ olacak sekilde GveH agik
kiimeleri vardir. G ve H agik kiimeler ve y, € G N a(X) dir. A = a~*(G) olsun. a(A) = G N a(X)
olupy, ¢ a(A) = A € G(y,, aX) olur. y; € a(A) = A & G(yy, aX) olup G(yy, aX) # G(y,, aX)
olur.

Teorem 4.1.9. (Mukherjee, Roy ve Sen, 2007) aX ve yX bir Tychonoff uzayinin ayni gii¢ sistemine
sahip iki kompaktlamasi olsun. O zaman aX ve yX topolojik olarak denktir.

Ispat: aX ve yX uzaylarmin topolojik olarak denk oldugunu gostermek icin bu iki uzay arasinda

tanimli foa = y olacak sekilde f homeomorfizmi bulmaliy1z.
A ={G(y,aX):y € aX}
ve
B ={G(z,vX):z € yX}

kiimeleri sirasiyla aX ve yX’ in gili¢ sistemleri olsun, o halde A = B olur. Dolayisiyla A
kiimesindeki her bir eleman ile B kiimesindeki bir tek eleman eslesir.

y € aXicin G(y,aX) bir tek z € yX icin G(z,yX) ile eslestiginden f: aX — yX,f(y) =z
dontistimii tanimlanabilir ve Teorem 4.1.7 den G(y, aX) = G(f(y), yX) olur.

aX, Tychonoff uzayr oldugundan farkli noktalarinin giigleri birbirinden farkli olur yani
V1, Y2 € oX vey; # y, i¢in G(yq, aX) # G(y,, aX) olur. G(yq, aX) = G(f(y,),yX) ve G(y,, aX) =
G(f(y,),yX) oldugundan G(f(y,),vX) # G(f(y,),yX) olur. yX bir Tychonoff uzay oldugundan
farkli noktalarin gii¢ sistemleri farklidir. O halde f(y;) # f(y,) olup f fonksiyonun birebirdir. vz €
yX i¢in bir y € aX elemani f(y) = z olacak sekilde eslestiginden f fonksiyonu o6rtendir.

X € Xicin Sy (x) = G(a(x),aX) = G(f(a(x)),yX) = G(y(x), YX) oldugundan foo =y olur.

Simdi f* nin bir homeomorfizm oldugunu gosterelim. Bunun i¢in aX kapali kiimelerinin
bazindaki her bir elemanin goriintiisiiniin yX in kapali kiimelerinin bazinda oldugunu gosterelim.

AcXiginy € a(A) & f(y) € f(a(A)) = y(A) olur.
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{a(A):A € X} ve {y(A): A € X} kiimeleri sirasiyla aX ve yX kompakt uzaylari igin kapal
kiimelerin bir bazi1 olup,

A €G(y,aX) & y & a(Ad) & f(y) € y(A) < A€ G(f(y),yX)
olacagindan f(a(A)) = y(A) olup fbir homeomorfizmdir.

4.2 Ideal Genislemeleri
Tamm 4.2.1. (Mukherjee, Roy ve Sen, 2007) Bir (X, c¢) topolojik uzaymnin E = (s, (Y,k))

genislemesi;

() y1,y2 €Y Ve y; #y, icin G(yy, E) # G(yz, E)
(i) {ky(A): A € X}, (Y, k) igindeki kapali kiimeler i¢in bir bazdir,

kosullarim sagliyor ise E genislemesine bir ideal geniglemesi denir.
Aciklama 4.2.2.

a) Bir (X, ¢) topolojik uzaymin bir E = (5, (Y,k)) ideal genislemesi olabilmesi i¢in bu
uzayin To olmasi gerekir. x4, X, € X icin;

Sk(x1) = Sk(x2) = G(Y(x1), E) = G(P(x2), E) = W(xq) = Y(xz) olur.

b) Bir To uzayin herhangi bir E = (s, (Y, k)) ideal genislemesi de To uzaydir.

Y1,¥2 € Y Ve Si(y1) = Sk(y2) olsun.

G(y,E) ={A c Xy, € kP(A)}

Gy, B) ={A S X:Y(A) € Sk(y1)}

G(y1, E) ={A S X: Y(A) € Sk(y2)}

Gy, E) ={Ac Xy, ¢ ki(A)}

G(y1,E) = G(yy,E) olup E = (, (Y,K)) bir ideal genislemesi oldugundan y; =y, olup
(Y, k) uzay1 To uzayi olur.
Teorem 4.2.3. (Mukherjee, Roy ve Sen, 2007) E = (y, (Y,k)) bir (X,c) Ty - topolojik uzayinin
ideal genislemesi olsun. O zaman E, X’in serbest ideallerinin tamamini igeren (X, c) tizerindeki c-
ideallerinin bazi uygun X* koleksiyonu i¢in (X, ¢) nin E* = (¢, (X*,d)) genislemesine denktir.
Ispat: E = (y, (Y, k) ile E* = (¢, (X*,d)) genislemelerinin denk oldugunu géstermek i¢in (Y,k) ile
(X, ¢) uzaymin (X*,d) genislemesi lizerinde tanimli bir topoloji arasinda foy = ¢ olacak sekilde bir
f homeomorfizmi bulmaliyiz. Bunun i¢in 6nce (X*, d) lizerindeki topolojiyi belirleyelim.

X* =X = {G(y,E):y € Y}, (X, ¢) iizerindeki E’nin gii¢ sistemi olsun.

vx € X i¢in Y(X) =y €Y olacagindan X* aymi anda her serbest ideali iceren (X,c)

uzerindeki c-ideallerin bir kiimesidir.
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Oncelikle X* iizerinde VX € X i¢in ¢p:X = X*, p(x) = Si(x) seklinde tanimlanan birebir
doniisiim ile birlikte bir Kuratowski kapanis operatorii tanimlayalim.

VA C X igin A¥ = {I € X*: A ¢ I} olsun.

B = {Ak: Ac X} ailesi X* iizerindeki bir topolojiye gore kapali kiimelerin bir bazidur.

pk={leX*:0 &1} =0 olup @ € BolupB # @ olur.

AB c Xi¢in (A U B)¥ = AK U B¥ oldugunu gosterelim.

Ie(AUBX=>AUB¢I=>A¢lveyaBgl=1€ A veyal € BKx = 1€ AKUBK
oldugundan (A U B)X € AK U BX.. (i) olur.

€ AKUBK = 1€ AKX veyal € B = A ¢ IveyaB & I olur. ideal olma 6zelliginden dolay1
AUB ¢ 1= 1€ (AUB)Xoldugundan A U BX € (A U B)X.. (ii) olur.

(i) ve (i) den (A U B)¥ = AK U B¥ elde edilir.

d X* iizerinde B ailesini baz kabul eden topolojinin kuratowski kapanis operatorii olsun.

Va € X*i¢in
d(a) = ﬂ{Bk: a € BX B c X}

olur. Simdi ¢p(x) ile d arasindaki iligkileri inceleyelim.
i) VA € X igin;
$(c(A)) = {p(x):x € c(A)} = {Sk(x): A € Sk(x)} = {1 € X":1 € A} = Ak n G(X) olur.
i) ) VA € X igin ¢p(A) € ¢p(c(A)) € AKX olup ¢p(A) € AX olur.
iii) d(¢(A)) = A¥olur.

d($(A)) = ﬂ{Bk: ¢(A) € BX, BC X}

ve $p(A) € AX oldugundan d({p(A)) € A¥ olur. ...(J)

Simdi Ak d(¢$(A)) oldugunu gdsterelim.

B C X, $(A) € BXvex e Aolsun. $(x) € p(A) ve ¢p(x) = Si(x) € BX olur. Buradan B ¢
Sk(x) olup x € c(B) elde ederiz. O halde, ¢(A) € BXise A € c¢(B) olur.

AcBolsun. 1€AXK = A¢l = B¢l = I€BX olup A¥ < BX olur. Ote yandan 1 €
(c(B))¥ olsun. c(B) ¢ I ve I bir c-ideal oldugundan B & I olup I € B¥ olur. Buradan | keyfi bir
eleman oldugundan (c(B))* € B¥ ve B € ¢(B) oldugundan BX € (c(B))* olup (c(B))* = B¥ elde
ederiz. O halde (c(B))¥ = BX olur.

Sonug olarak $(A) €S BK = A c c(B) = Ak c (C(B))k = AKX ¢ BXolup,

¢(A) € BK = AKX € B¥ olur. d kapamis operatorii
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d($(A)) = ﬂ{Bk: $(A) € BXBc X}

seklinde tanimli oldugundan AX € d(¢(A)) olur. ...(ii)
Sonug olarak (i) ve (ii) den d($p(A)) = A¥ elde edilir.

A € X kapali bir kiime olsun. A = c(A) ve d)(c(A)) = AX N ¢(X) oldugundan ¢(c(A)),
d(X) de kapali bir kiime ve d)(c(A)) c AX olur. x € X i¢in $p(x) € AKX ise A & Pp(x) = Sk(x) olup
x € c(A) ve dp(x) € d(c(A)) olacagindan AX ¢ d)(c(A)) olur. Sonug olarak d)(c(A)) = AKX elde

ederiz.

d(d(A)) = A% = ¢(c(A))

oldugundan ¢: (X, c) = (X*,d) bir homeomorfizm olur.

d(¢(X)) = X¥ = {1 € X":X & I} oldugundan XX € X* olur. y € Y i¢in G(y, E) € X" olsun.
y € p(c(X)) = X & G(7,E) = G(y,E) € XK olup G(y, E) keyfi bir eleman oldugundan X* € XK
olur. d(cl)(X)) = XX = X* oldugundan (X*, d) uzay1 (X, c) uzayinin bir genislemesi olur.

f: (Y, k) = (X*,d) f(y) = G(y, E) olarak tanimlayalim. foy = ¢ oldugu aciktir. Ote yandan
Ac Xvey € k(y(A) & A ¢ S(y, E) = f(y) & f(y) € A¥ oldugundan f: (Y,k) — (X*,d) birebir
orten donlisiimii temel kapali kiimeler iizerinde bir birebir Orten esleme belirlediginden f bir
homeomorfizmdir.
Teorem 4.2.4. (Mukherjee, Roy ve Sen, 2007) (C) kosulu: I, X {izerinde bir ideal ve % X’ in
kapali alt kiimelerinin sonlu bir ailesi olsun. % nin elemanlarinin kesisimi bos kiime ise bu
elemanlardan en az biri | idealine aittir.

(X, ¢) kompaktir < (C) kosulunu saglayan her I ideali i¢in S (x) S I olacak sekilde x € X
vardir.
Ispat: (=) (X, c) kompakt bir uzay ve I ideali (C) kosulunu saglasin.

I ideali (C) kosulunu sagladigindan {c(A): A € P(X)\I } ailesinin elemanlari I idealine ait
olmadigindan sonlu tanesinin arakesiti bos kiimeden farklidir yani i = 1,2, ... , n i¢in A; kiimeleri

X in kapali alt kiimeleri ve A ; € P(X)\I olmak tizere

n

ﬂ c(A) =0

i=1

olur. A; € P(X)\lise A; & I olur.
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ﬁ cAp) =10

i=1

olsa idi I (C) kosulunu sagladigindan bu kiimelerden en az biri I idealine ait olacakti, yani bir p €
{1,2,...,n} icin c(Ap) €1 olup ideal olma Ozelliginden Aj € Iolacakti ki bu da A, € P(X)\I
olmasi ile celisir. Dolayistyla (X, c) kompakt uzay oldugundan kapali kiimelerin sonlu arakesit
ozelliginden sonlu tanesinin arakesiti bos kiimeden farkli ise bu ailenin tim elemanlarinin da

arakesiti de bos kiimeden farkl1 olacagindan

ﬂ{c(A):A € PCO\I} # 0

olup bu kiimenin en az bir tane elemani vardir.

X € ﬂ{c(A):A € PCO\}

olsun. O zaman VA € P(X)\I i¢in x € c(A). Dolayisiyla VA & I igin A & Si(x) elde edilir.
Dolayistyla Sy (x) < I elde edilir.
(<) (C) kosulunu saglayan her I ideali i¢in Sp(x) S I olacak sekilde x € X var olsun. (X, ¢)’ nin
kompakt oldugunu gosterelim. U, (X, ¢) uzayinin bir ultra filtresi olsun. Kompakt uzaylarda her
filtre y1gilma noktasina sahip oldugundan bu filtrenin bir y1gilma noktasi oldugunu gosterelim.
Filtrenin elemanlarmin tiimleyenleri ideal oldugundan I ={A € X:X—A € U} ailesi X
iizerinde bir idealdir.
i=1,2,..,nig¢in A;’ler X’ in kapali alt kiimeleri olsun. I idealinin (C) kosulunu sagladigini
gosterelim. Bunun i¢in idealin elemani olmayan kapali kiimelerin arakesitinin bostan farkli

oldugunu gosterebiliriz. Yanii= 1,2, ..., nigin;

n
Ajgl = ﬂAi;t(Z)

1=1

oldugunu gosterelim. i = 1,2, ..., ni¢in A; € | = X — A; € U olur. U bir ultra filtre oldugundan
i=1,2,...,ni¢in X — A; € U ise A; € U olur. O halde filtrenin 6zelliginden

n
ﬂAi eu
i=1
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olur. U bir ultra filtre oldugundan bos kiime U ailesinin i¢inde olamaz. Sonug olarak

n n
i=1 i=1

elde ederiz. 1, (C) kosulunu sagladigindan bir x € X i¢in Si(x) S I olur. Dolayisiyla eger
A € Sp(x) = A €1 olur bir bagka ifade ile x € c(A) ve X—A € U olur. Simdi U filtresinin x
noktasina yakimsadigini gosterelim. U € N(x) acik bir kiime olsun. x € Uvex € X — U = c¢(X — U)
olur. U=X— (X—U) € U oldugundan U filtresi x noktasina yakinsar. Buradan (X, ¢) uzayi
kompakt bir uzay olur.
Tamm 4.2.5. (X, c) tizerindeki bir I ideali A, B € P(X) — I iken c(A) N c(B) # @ kosulunu sagliyor
ise | idealine c-joined ideal ve (X, c) tlizerindeki her I c-joined ideali igin x € X olmak {lizere
Sk(x) € I oluyor ise (X,c) uzayina c-joined kompakt denir.

€ — joined ideallerde ideale ait olmayan kiimelerin kapanislarinin kesisimi bos kiimeden
farkli olur.
Not 4.2.6. c-joined ideallerin kiimesi, (C) kosulunu saglayan ideallerin sinifindan kesinlikle daha
genistir. A = {1,2,4},B={2,3,5} ve C= {1, 3, 6} ve X = {1, 2, 3,4, 5, 6} olsun. X {izerinde
kapali kiimeleri X={@, X, A, B, C, ANB, ANC, BNC, AuB, AUC, BUC} olan topolojiyi
tanimlayalim. X tizerinde I = P({1, 2, 3}) idealiolsun. ANBNC=0veA¢&l, Be&lveCe¢l
oldugundan yani A, B ve C kapali kiimelerinin kesisimi bos kiime oldugu halde bunlardan I
idealine ait olan olmadigindan I ideali (C) kosulunu saglamaz. @ # K, L€ P(X) — l olsun. KN L #
@ ise | ideali c-joined ideali olma kosulunu saglar. K, L € P(X) — lise K,L € {AUB,AUC,BU C}
olur. (AUB) N (AU C) = {1,2} # @ olur. Diger durumlarda da benzer islemler yapilip I idealinin
c-joined oldugu goriliir.
Teorem 4.2.7. (Mukherjee, Roy ve Sen, 2007) Regiiler uzaylar iginde, kompaktlik ve c- joined
kompaktlik kavramlar: aynidir.
Ispat: Her c- joined kompakt uzay kompakt oldugundan bir (X, c) uzay1 c- joined kompakt ise
kompaktir.

(X, ¢) uzay1 kompakt ve regiiler bir uzay ise c- joined kompakt oldugunu gosterelim.
Bunun igin (X, c) tizerindeki her I c-joined ideali i¢in x € X olmak iizere Sy(x) € I oldugunu
gostermeliyiz.

Xelise I =P(X) olup Sx(x) € I olacagindan X € I varsayabiliriz. Kabul edelim ki her
x € X i¢in Sp(x) € Iolsun. O zaman v¥x € X i¢in bir Ay € Sy (x) vardir 6yle ki Ay € 1 olur. A, €
Sk(x) = x & c(Ay) olur.
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c(Ay) kapali bir kiime ve (X,c) regiiler bir uzay oldugundan kapali kiimeler ile noktalar
acik kiimeler ile ayrilir. Yani x € V, c(Ay) € Uy ve V; N Uy = @ olacak sekilde Vy, Uy € X agik
kiimeleri vardir.

vx € X igin c(Ay) Nc(Vy) =0 olup {Vy:x € X} ailesi X’in agik bir ortlisii olur. X

kompakt oldugundan bu Ortliniin sonlu bir alt Ortlisii vardir. Yani {in:i = 1,2, ...,n} i¢in

n

X = U v,
i=1

olup her bir i igin (X, ¢) uzayr regiler oldugundan C(Axi) n C(in) =@ ve | c-joined ideal

oldugundan Ay, € I veya Vy, € [ olmali ama Ay, € [ oldugundan V,, € I olur.

n
X=UVXieI
i=1

olup bu durum X & I olmasi ile gelisir. Buradan ¥X € X i¢in Si(x) < I olup (X,c) c-joined
kompakt olur.

Tamm 4.2.8. (Mukherjee, Roy ve Sen, 2007) F = {I,: « € A} (X,c) tizerindeki ideallerin bir ailesi
ve | bir ideal olsun. A, B € | ve bir a € Aicin A, B € I oldugunda bir € A igin Ig < I oluyor ise
F ailesi (*) kosulunu sagliyor denir.

Teorem 4.2.9. (Mukherjee, Roy ve Sen, 2007) Bir (X, ¢) uzaymnin E = (¢, (X*,d)) ideal
genislemesinin c-joined kompakt olmasi igin gerek ve yeter kosul X", (*) kosulunu saglayan (X, c)
iizerindeki ideallerin bir koleksiyonu olmasidir.

ispat: Kabul edelim ki X" c-joined kompakt olsun. (X*,d)’nin (*) kosulunu sagladigimi gosterelim.
I, X tizerinde bir ideal olsun Oyle ki X’ in herhangi iki alt kiimesi I ideali i¢cinde olmasin ve bu

elemanlar X" in baz1 elemanlan tarafindan da igerilmesin. Bir I, € X* bulmaliyiz dyle ki I, €1

olmali.
Once X" iizerinde bir A c-joined ideali tanimlayalim.
A={aCSX"dpAANX" —a)#0,VAE]I}
bir c-joined idealdir.
Oncelikle A ailesinin bir ideal oldugunu gosterelim.
Aé¢liseA#= 0 olur. p(A)N X" —0) =P(A) NX* # @ oldugundan @ € A ve A#D
olur.

a € A olsun. VB € aigin § € A oldugunu gosterelim.
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a € A ise VA ¢ 1igin ¢(A) N (X* — a) # P oldugundan B S a ise X* —a) S (X* —B)
olacagindan ¢p(A) N (X* —a) € d(A) N (X* —B) # @ olup B € A olur.

a,B € AiseaU B € A oldugunu gosterelim.

aceAiseVA¢Ilicginp(A)NX* —a) #PveBeAise VB &licinp(B)n X*—p) #
@ olur. Kabul edelim ki a U B € A olsun. O zaman bir C & I i¢in $(C) N (X* — (a U B)) = @ olur.
Buradan ¢(C) € X*\(X* — (a U B)) yani $(C) € au B olur.

Ci={xeCdXx) €Ea}
Ve

C; ={xeCoX €p}

olsun. C = C; U C, ve C & I oldugundan ideal olma 6zelliginden dolay1 C; & I veya C, € I
olur. x € C; ise d(x) € a ve dp(x) € d(C;) olup d(x) & X* — a oldugundan ¢(C;) N X* —a) =
@ olur. C; € Tise p(Cy) N (X* — a) # @ olur ki bu da ¢eliskidir. C, i¢inde benzer sekilde islem
yapilir ise sonug olarak o U 3 € A elde edilip A bir ideal olur.

Simdi A’nin c-joined ideal oldugunu gosterelim. o, B & A i¢in d(a) N d(B) # @ oldugunu
gostermeliyiz.

o & A ise AA & Ligin ¢(A) N(X* — ) = @ olup $(A) S a ve AX = d(p(A)) € d(a) olur.

B&Aise 3B ¢ 1 igin $(B) N (X* —B) = @ olup ¢p(B) S B ve BXK = d(d(B)) € d(B)
olur.

Ag¢l=1€AXveB ¢ = |eBXoldugundan I € AX n BX olur.

A¥ n BK € d(a) N d(B) oldugundan d(a) N d(B) # @ olup A bir c-joined ideal olur.

(X*,d) c- joined kompakt oldugundan I4(lo) € A olacak sekilde bir Ip € X" vardir. Ip € |
oldugunu gosterelim. A & | olsun. ¢p(A) € A olsa ¢p(A) N (X* — d(A)) # @ olmasi gerekir ki bu
da bir celigkidir. O halde A ¢ | = ¢p(A) € A = P(A) € la(lo) = lo € d(Pp(A)) = A= A & |o
oldugundan lo € 1 olur. O halde X" (*) kosulunu saglar.

Tersine kabul edelim ki X, (*) kosulunu saglasin, c-joined kompakt oldugunu gosterelim.

A, (X*,d) iizerinde herhangi bir c-joined ideal olsun bir lp € X" bulmaliyiz ki Is(lo) € A

olsun.
Ax ={A S X: d(A) € A}

olsun. Ax’in ideal oldugunu gésterelim.

@ € A oldugundan @ = $(@) € A olup Ax # @ olur.
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A € Ay olsun. VB € A i¢in ¢(B) € d(A) olup ¢d(A) € A oldugundan ve A bir ideal
oldugundan ¢(B) € A olacagindan B € A olur.

A,B € Ay icin AU B € Ay oldugunu gosterelim. ¢p(A) U ¢(B) € ¢(AUB) olur. x e AU
B ise x € Aveyax € B dir. x € Aise p(x) € $p(A), x € Bise d(x) € $(B) olup $(x) € d(A) U
¢(B) olacagindan ¢(AU B) S $(A) U p(B) olup $(A) U d(B) = ¢(A U B) olur.

Ay = {A S X: AK — p(X) € A}

olsun. Ay’nin ideal oldugunu gosterelim. @ € A ve @X = @ oldugundan @ € Ay olup
Ay # 0 olur.

A € Ay olsun. VB S A igin BX € AK ve AKX — ¢(X) € A oldugundan BX — p(X) € A
olup B € Ay olur.

A,BE€ Ay olsun. AK— p(X) € AveBK—p(X) €A ve A bir ideal ve AXUBK =
(A U B)X oldugundan (A U B)X — ¢(X) € A olur ki bu da A UB € A demektir. Sonug olarak Ay
bir ideal olur.

Ax N Ay bir idealdir. Bu idealin c-joined ideal oldugunu gosterelim. A, B € X olsun.
A,B & Ax N Ay i¢ind(p(A)) N d(d(B)) # @ oldugunu gostermeliyiz.

A& Ay veB & Ay olsun. A & Ay ise p(A) & A ve B & Ay ise BX — dp(X) & A olur. A
bir c-joined ideal oldugundan d(¢$(A)) N d(BX — ¢ (X)) # @ dir.

d($p(A)) = Ak ve d (Bk - c|>(X))  BX oldugundan d(¢(A)) N d(BX — ¢(X)) < AK n BX
ve Ak n BX % @ olur,

A, B ¢ AxveyaA,B & Ay olsun. A,B & Ay ise d(A), d(B) & A ve A bir c-joined ideal
oldugundan d(¢(A)) N d( ¢(B)) = @ # AX n BX olur. A, B ¢ Ay durumu da benzerdir.

AX N BX # @ oldugundan 31 € X* i¢in 1 € AK N BK olsun. 1€ AX vel € BX olup, A ¢
IveB ¢ lolur. A,B & Ax N Ay ve X (*) kosulunu sagladigindan bir Iy € X" igin Iy € Ax N Ay
olur. I4(Ip) € A oldugunu gosterelim. o & A olsun.

a=(¢6X) Na) U (a\d(X))

seklinde yazilabileceginden ve a € A oldugundan ¢(X) Na & A veya a\d(X) & A olur.
dX)Naeg A ise 0o zaman ¢~ H(PpX)Na) =XN ¢ () & Ay Ve Ay bir ideal oldugundan

¢ () ¢ Ax olur. ™) € Ax = ¢ 1(a) &1, olup Iy € (d)‘l(a))k c d(¢pd™ (o) = d(@)
oldugundan a € 14(Ip) olur. a keyfi bir kiime oldugundan I4(Iy) € A olur. a — $p(X) & A olsun.
Iddia:
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Iy € ﬂ{Ak: a € A} = d(w)

olur.

d(d)(A)) = AKX oldugundan

Ak e ﬂ{Ak: a c Ak}

olup a — p(X) € AK — ¢(X) ve a — dp(X) & A olup ideal olma Szelliginden AX — p(X) & A olur.
A ¢ Ayolup A & I, olur. O halde I, € AX ve

I, € ﬂ{Ak: a € Ak} = d(a)

oldugundan a & I4(Iy) olup la(lo) € A olup (X*, d) ¢ — joined kompakt olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada ideal topolojik uzaylarda yerel fonksiyonun 6zellikleri incelenmis ve bir X
uzayindaki T topolojisi ve I ideali ile yerel fonksiyon kullanilarak X uzayi iizerinde bu uzaydan
daha ince bir topoloji olan t*(I) topolojisi goz Oniine alinarak, X’in herhangi bir alt kiimesinin T ve
() topolojisindeki limit noktalar1 kategorik olarak incelenmis ve t*(l) topolojisindeki limit
noktalar1 kiimesinin Tt topolojisindeki limit noktalarinin alt kiimesi oldugu gergegi kategorik
yaklagimla gosterilmigtir.

Topoloji ile idealin uyumu ile yerel olarak saglanan bir 6zelligin hangi sartlar altinda
global olarak saglanabilecegi incelenmis ve bazi sonuglar1 verilmistir.

Son olarak M.N. Mukherjee, Bishwambhar Roy ve Ritu Sen’in 2007 yilindaki ¢alismasinda
yer alan serbest ideal, gili¢ sistemi kavramlari ve bu kavramlarin kompaktlamalarla iliskisi
incelenmistir.

Serbest ideal ve gii¢ sistemleri ile bir kiime iizerindeki tiim topolojiler iizerinde ayrik

olmayan metrik tanimlanabilecegini dngdérmekteyiz.
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