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P karakteristigi sifir olan bir k halkas: Uzerinde tamimlt bir Lie cebiri ve X
bostan farkli bir kime olsun. Eger P rezidilU nilpotent ve X tarafindan Uretilen bir
serbest Lie cebiri ile aym alt merkezi diziye sahip ise Pye X Uzerinde paraserbest Lie
cebiri denir. X kiimesinin kardinalitesine P nin ranki denir.

Bu tezde paraserbest Lie cebirlerinin alt cebirlerini ve ideallerini inceledik.
Bununla birlikte iki paraserbest Lie cebirin direkt toplaminin yine paraserbest
oldugunu gosterdik. Ayrica bir paraserbest Lie cebirinin serbest carpanlarinin da
paraserbest oldugunu ispatladik. Cebirlerin direkt limitini kullanarak iki Uretegli
serbest Lie cebirlerin birlesiminin 2 rankl1 ve paraserbest oldugunu gosterdik. Sonlu r
rankli paraserbest Lie cebirlerin artan bir serisini ele aldigimizda, bu serinin
terimlerinin birlesimlerinin paraserbest oldugunu fakat serbest olmadigin ispatladik
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ornegi verdik.

Anahtar Kelimeler: Paraserbest Lie cebiri, Serbest Lie cebiri, Direkt Limit



ABSTRACT

PhD THESIS

PARAFREE LIE ALGEBRAS

ZehraVELIOGLU

CUKUROVA UNIVERSITY
INSTITUTE OF NATURAL ANDAPPLIEDSCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Supervisor : Prof. Dr. Naime EKICI
Year: 2013, Pages: 101
Jury : Prof. Dr. Naime EKICI
: Assoc. Prof. Dr. Zerrin ESMERL IGIL
: Assoc. Prof. Dr. Perihan DINC ARTUT
: Assoc. Prof. Dr. MelisMINISKER
: Asst. Prof. Dr. Zeynep OZKURT

Let P be a Lie algebra over aring k of characteristic zero and X be a non-
empty set. The Lie algebra P is called parafree over a set X, if P is residually
nilpotent and has the same lower central sequence as a free Lie algebra genereted by
the set X. The cardinality of X iscalled the rank of P.

In this thesis we investigate subalgebras and ideals of parafree Lie algebras.

Furthermore we show that the direct sum of two parafree Lie algebras is again
parafree. Also we prove that free factors of a parafree Lie algebra are parafree.
By using direct limit of algebras, we show that the union of two generated free Lie
algebras is parafree of two rank and based on this result, we obtain severa
properites. We consider the ascending series of parafree Lie algebras of finite rank r
and we prove that the union of this series is parafree but not free. Moreover we
investigate some examples of nonfree parafree Lie algebras and we give an example
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1. GIRIS Zehra VELIOGLU

1. GIRIS

Serbest gruplarin alt merkezi serilerinin terimleri ile karakterize edilip
edilemeyecegi hep merak edilen bir soru olmustur. Bu soru paraserbest gruplarin
tammlanmasina neden olmustur. Paraserbestlik kavramim ilk olarak Baumslag
(1967) ortaya atmustir ve bir serbest grup ile aynm alt merkezi diziye sahip, rezidult
nilpotent gruplar paraserbest gruplar olarak tammlamistir. Daha sonra Baumslag
(1969) paraserbest gruplarin elementer 6zeliklerini incelemis, serbest olmayan
paraserbest grup ornekleri vermistir. Baumslag ve Stammbach (1977) serbest
gruplarin ters limitini incelemis ve bu ters limitin hangi durumlarda paraserbest
olacagint belirlemislerdir. Baumdag (2005) serbest gruplar ile paraserbest gruplari
karsilastirmus, benzer ve farkli 6zelliklerini ortaya koymustur. Daha sonra Baumslag
ve Cleary (2006) paraserbest gruplar igin buldugu bazi sonuclari tek bagintil
paraserbest gruplara uygulamslardir.

Gruplar ve Lie cebirleri arasindaki benzerlikler g6z O6ninde
bulunduruldugunda paraserbestlik kavramini Lie cebirlerinde de ¢alismak mumkin
olmustur. Bu anlamda ilk olarak paraserbest Lie cebiri tanimini Baur (1978)
vermistir. Baur paraserbest Lie cebirini, gruplardaki tanima benzer bicimde, bir
serbest Lie cebiri ile aym alt merkezi diziye sahip olan rezidilt nilpotent Lie cebiri
olarak tammlamigtir. Baur (1978) paraserbest Lie cebirleri igin bazi temel tamm ve
kavramlar1 vermis, paraserbest Lie cebirlerinin evrensel enveloping cebirini ve
homolojisini tanimlamistir. Bunlarla birlikteBaur bir paraserbest Lie cebirinin iki
eleman tarafindan Uretilen her at cebirinin paraserbest olmasi, her paraserbest Lie
cebirinin iki rankl rezidil U paraserbest olmasi gibi bazi temel sonuclar elde etmistir.
Ayrica Baur ayni galismasinda serbest olmayan paraserbest Lie cebiri 6rneklerine de
yer vermistir. Daha sonra Baur (1980) de serbest olmayan (g Uretecli ve bir bagintil
paraserbest Lie cebiri 6rnekleri vermistir.

Tezin ikinci boluminde ¢alismamizda kullandigimiz bazi temel tanimlar: ve
teoremleri verdik.

Uclincti bolimde paraserbest Lie cebirlerin alt cebirlerini ve ideallerini
inceledik.
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Bununla birlikte sonlu m rankl1 bir serbest Lie cebiri ile aynt at merkezi
diziye sahip sonlu m Uretecli bir Lie cebirinin serbest oldugunu ispatladik. Bir
paraserbest Lie cebirinin herhangi bir at cebirinin ve bolim cebirinin de paraserbest
oldugunu gosterdik.

Iki paraserbest Lie cebirin direkt toplaminin da paraserbest oldugunu ve bir
paraserbest Lie cebirinin serbest carpanlarinin yine paraserbest oldugunu gosterdik.
Ayrica direkt limitin evrensel donistim ozelligini kullanarak iki Uretegli serbest Lie
cebirlerinin birlesimlerinin de paraserbest oldugunu ispatladik. F iki Oretecli bir

serbest Lie cebiri olsun. V(P) veVi(F) sirrasiyla P ve F Lie cebirlerinin

(ny,n,,..,ny) dizisine gore polisentral terimlerini gostermek Uizere, /Vk(P) =
F/Vk(F) ve P Lie cebirinin 2 rankli serbest olmayan bir paraserbest Lie cebiri

oldugunu ispatladik. Daha sonra bu sonucu serbest cozilebilir Lie cebirleri,
metabelyen Lie cebirleri gibi farkli Lie cebirleri siniflarinda inceledik.A; € A, <
- C A, .. €A=Up; A, sonlur rankli paraserbest Lie cebirlerinin artan bir seris
olmak Uzere, A mn rezidulU nilpotent, rezidill sonlu ve paraserbest oldugunu fakat
serbest olmadigini ispatladik bu ispati kullanarak farkli sonuclar elde ettik.

Dordinct bolimde serbest olmayan paraserbest Lie cebirleri orneklerini
ayrintili bir sekilde incelendik ve bu 6rneklerin 1s1ginda serbest olan bir paraserbest
Lie cebiri 6rnegi verdik.

Besinci bolimde bazi agik problemleri verdik. Paraserbest Lie cebiri yeni ve
fazla ¢calisiimarmis bir konu oldugundan simdiye kadar elde edilmis sonuclar disinda
merak uyandiran bir ¢cok arastirma alan vardir. Biz calisiimaya deger buldugumuz
baz1 problemlere bu bdlimde yer verdik.

Tez icinde gecen temel sonuglar (Bahturin, Baumslag, Baur) ¢al ismalarindan

alinmstir.
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2TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolimde tez iginde gegen bazi temel tanim ve kavramlar: verecegiz. Aks
belirtilmedikge butiin Lie cebirleri karakteristigi sifir olan bir k cismi Uzerinde

distndlecektir.
2.1. LieCebirleri

Tamm 2.1.1: k bir cism ve L, k Uzerinde bir vektor uzay: olsun. L Uzerinde
asagidaki kosullar saglanacak sekilde bilineer bir

[.]:LxL->L,
xy) = [xy]

ikili islemi tammmliysa L cebirine bu islemle birlikte bir Lie cebiri denir.

1. Herx e Licin[x,x]=0
2. Herxy,z €L icin[x [y, zl]+]y, [z, x]]+[z, [x, y]]=0 (Jacobi 6zdesligi)

Eger L vektor uzay: olarak sonlu boyutlu ise Lie cebiri olarak da sonlu
boyutludur. Boyutu 1 olan bir tek Lie cebiri vardir ve abelyendir. Boyutu 2 olan,
izomorfik olmayan sadece iki Lie cebiri vardir. Ayrica Lie cebirleri Jacobi
Ozdesliginden dolay: birlesmeli degildirler.

L herhangi bir Lie cebiri olmak izere her x € L igin [x, x]=0 kosulu, ye L igin
[x, yl=—1Ly, x](anti-komiitatif) olmasim gerektirir. Gergektende [x + y, x + y]=0 olup
buradan [x, y] + [y, x]=0 ve dolayisiyla [x, y]=—[y, x] elde edilir.

Ornek 2.1.1: V, k cismi lizerinde bir vektor uzay: olsun. V den kendi (izerine olan
tim lineer dondstumlerin kiimesini gl(V)ile gosterelim. gl(V) fonksiyonlarin bilinen
toplamas: ve bir fonksiyonun bir skalerle carpimi islemleri ile bir vektor uzayidir.

Her x, y € gl(V)igin
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[ .]1:g91(V) x gl(V)— gl(V)
xy) — [x,y] = xy-yx

islemi ile birlikte gl(V), k cismi Uzerinde bir Lie cebiridir.

Tamm 2.1.2: L bir Lie cebiri olsun. Eger her x,y € L icin [x,y]=0ise L Lie cebirine
abelyen Lie cebiri denir.
Eger bir Lie cebirinde [x, y]=0 ise [x, y]= —[y, x]=0dir. Bdylece

[x, yl= Iy, X]
olur. Yani her x,y i¢in [x, y] = 0 olusu Lie cebirinin abelyen olusuna denktir.
Tamm 2.1.3: L bir k cismi Uzerinde bir Lie cebiri olsun. L Lie cebirinin bir M Lie alt
cebiri her x,y € M icin[x,y] € M kosulunu saglayan bir alt vektor uzaydir. M alt
cebirini M < L ile gbsterecegiz.
Tamm 2.1.4: L bir Lie cebiri olsun. L cebirinin bir | ideali bir at vektdr uzayidir
oyleki her xe Lvey € licin[x,y] € | dir. I, L Lie cebirinin bir ideali ise IvL ile
gosterilir. Ayricagorultyor ki bir ideal ayni zaman da bir alt cebirdir.
Tamim 2.1.5: L bir Lie cebiri olsun. L Lie cebirinin merkezi

Z(L) ={xeL /heryeLicin[x,y] =0}

olarak tanimlanir. Z(L), L Lie cebirinin bir idealidir. Ayrica Z(L) =L ise L
abelyendir.

Tamim 2.1.6: L bir Lie cebiri ve I, L Lie cebirinin bir ideali olsun. z € L igin z +|

={z + x : x € I} kimesini tammlayalim. z+1, w+1 € L/I icin
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[z+ I, w+I1]=[zw]+I

carpimi tanimlansin. Bu islemle birlikte L/I ={z+1:z €L} kimes bir Lie cebiri

olup bu cebireL Lie cebirinin | ile bdlim cebiri denir.

Tamim 2.1.7: Ly, L, iki Lie cebiri ve @:L; — L,ybir donisim olsun. Asagidaki

kosullarin saglanmasi durumunda ¢ dénistimine bir Lie cebiri homomorfizmi denir.

1. Heraekvex,y € Liicinp(ax+y) = a. @(x) + ¢(y)
2. Herxy € Liicin o([x,y]) = [@(x), @(y)]

Eger ¢ bijektif ( birebir ve orten) ise ¢ donusimu bir izomorfizm olup L, ve
LoLie cebirlerine izomorf cebirler denir ve L1=L, seklinde gosterilir.

Eger ¢ donusimi bir L Lie cebiri Uzerinde bir izomorfizm ise o zaman

¢ donUstimiine L Lie cebirinin bir otomorfizmi denir.

Ornek 2.1.2: L bir Lie cebiri olsun. ad: L — gl(L) donusimint her x,y € L igin
(adx)(y) = [x,y] olarak tammlayalim. Y ani ad donisumii

ad:L — gl(L)
x  —adX(y)=[xy]

seklinde bir Lie cebiri homomorfizmidir.

Ornek 2.1.3: L bir Lie cebiri vel\/L olsun.

. L — L/I,

z— 7+ 1|
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olarak tanimlanan donustime dogal (kanonik) dontusiim denir. Dogal déniisum bir Lie

cebiri homomorfizmidir.

Tamm 2.1.8:L,, L, iki Lie cebiri olmak UzereL; Lie cebirinden L, Lie cebirine bir

¢:L; — L, homomorfizmi tanimlansin. ¢ homomorfizminin gekirdegi
Kerp = {x € L;: @(x) =0}

ve goruntisi ise
Imp = {p(x) €L,: xe L}

olarak tanimlanr.

Genellikle homomorfizm teoremleri Lie cebirleri icin de dogrudur.

Teorem 2.1.1 ( Stewart, 1970):L ve M k cismi Uzerinde taniml: iki Lie cebiri ve

6:L — M bir homomorfizm olsun. O zaman asagidakiler dogrudur.

) 6L <M Ker(@)v Lvel/y )= 6(L)

i)  HKwvLveKvH ise(L/K)/(H/K)EL/H

iii) HvK ,Kv LiseH v(H + K) ve(HNn K)v K ve

(H+ K)/KEK/(H K

iv) Hv L ve ¢:L — L/H dogal homomorfizm olsun. L Lie cebirinin H yi

iceren idealleri ile I-/H bolUm cebirinin idealleri arasinda bire bir ve trten

bir iligki vardr.

Tamim 2.1.9: A bir k cismi Uzerinde bir cebir olsun. Eger her a, b€ AicinD: A —

A donisimi
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D(a.b) = D(a).b + a.D(b)
esitligini sagliyorsa D dénUsiimine A cebirinin bir derivasyonu(tirevi) denir.
A cebirinin tim derivasyonlarinin kimesini DerA ile gosterecegiz. DerA bir

vektor uzayidir ve gl (A) Liecebirinin bir alt Lie cebiridir.

Tamm 2.1.10:L,, L, iki Lie cebiri ve L = {(xq,X5) : X; € L;,i = 1,2} kiimesi L; ve

L, Liecebirlerinin vektor uzay: olarak direkt toplami olsun. L Uzerinde

[(X1,X2), (1, Y2)] = ([x1, 1], [X2, y21)

carpimi tammlayalim. Bu carpimlabirlikte L bir Lie cebiridir. L Lie cebirine Live L,
Lie cebirlerinin direkt toplam (cebir olarak) denir ve L= L1@L, ile gosterilir.

Tamim 2.1.11: L bir Lie cebiri olmak Uzere,
"= [L L] =sp{lxy]: xy € L}
olarak tammlanan at cebire L Lie cebirinin komutator alt cebiri denir.
Tamm 2.1.12: L herhangi bir Lie cebiri olsun. L Lie cebirinin ideallerinden olusan
L=LO5 LO5 LO5 105, 5 L0
serisinin terimleri asagidaki gibi tanimlansin.
LO= |, LO=[L L], L@=[LO, L®], LO=[L®, L @], . W= L&D L&)

Bu seriye L Liecebirinin tiretilmis serisi denir. Herhangi bir k tam sayisiigin
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L L

ifadesine, L Lie cebirinin bir faktort denir. Her k tam sayisi igin L Lie cebirinin
faktorleri abelyendir.

Tamm 2.1.13: Bazi m>1tam sayilari icin L™= {0} iseL Lie cebirine ¢ozllebilir Lie

cebiri denir. Pozitif m tam sayisina L Lie cebirinin tdretilmis uzunlugu denir.
Tamm 2.1.14: L bir Lie cebiri olsun.
y1(L) =L,y (L) = [L, L], ys(L) =[L, y2(D)],... v (L)= L, V-1 (D)],...
olmak Uzere,
L=y1(L)2y,(L)>y3(L)>...0%, (L)>...

serisine L Lie cebirinin alt merkezi seris denir. Bu serinin k-yinci terimi bazen Lyile

de gosterilir.

Tamim 2.1.15: Baz1 k tam sayilari icin yx(L) ={0} ise L Lie cebirine nilpotent Lie
cebiri denir. v (L) ={0} olacak sekildeki en kuguk pozitif k tam sayisina L Lie
cebirinin nilpotentlik dereces denir. Eger L Lie cebirinin nilpotentlik dereces 2 iseL
abelyendir.

Tanim 2.1.16: L bir Lie cebiri olmak lizere

i) /)/z(l—) , /yg(L)’ /y4(L) ,... faktorlerine L Lie cebirinin alt merkezi

dizis denir. L Lie cebirinin her alt merkezi serisne bir at merkezi dizi
karsilik gelir.
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ii) L ve F herhangi iki Lie cebiri olsun. Eger her k>1 icin

~

L = F : oo _ .
/Vk(L) /yk(F) iseL ve F aym alt merkezi diziye sahiptir denir.

Tamm 2.1.17: i= 1,23,...k,... igcin n; > 1 olmak Uzere pozitif tamsayilarin bir
{ny,n; _m.} dizisne gore L Lie cebirinin polisentral seris asagidaki gibi
tammlanr:

Ly, L Liecebirinin alt merkezi serisinin ny —inci terimi

polinilpotent Lie cebiri denir.
Egern;=n,=2 vel ,,={ 0} ise L Lie cebirine metabelyen Lie cebiri denir.

Tamim 2.1.18: X bos olmayan herhangi bir kiime, F bir Lie cebiri vei: X — F bir
donistm olsun. Her A Lie cebiri ve f: X—A donisimu icinf =g o i olacak sekilde
bir tek g F — A Lie cebiri homomorfizmi varsa F Lie cebirine X Uzerinde bir
serbest Lie cebiri veya X tarafindan Uretilen serbest Lie cebiri denir. Herhangi bir X
kiimesi igin, X tarafindan Uretilen bir tek F(X)=F serbest Lie cebiri vardur.

F(X), X kimes tarafindan Uretilen bir serbest Lie cebiri ise X kiimesine F(X)
serbest Lie cebirinin serbest treteg kiimes denir. X kimesinin kardinalitesine F(X)
serbest Lie cebirinin ranki denir. Bir serbest Lie cebiri izomorfizm g6z 6Ontine
alindiginda ranki ile bellidir.

Bir L Lie cebirinin bos olmayan bir X alt kimes tarafindan Uretilen alt
cebirini (X) ile gosterecegiz.

Serbest Lie cebirleri ileilgili dahafazlabilgi BolUm 2.2. de verilecektir.
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Tamm 2.1.19: L ve M bir k halkasi Uzerinde tamiml1 iki Lie cebiri olsun. ¢ iseL Lie
cebirinden M Lie cebirinin derivasyonlar: kimesine bir homomorfizm olsun. x € L
vey € M olmak Uzere tim (x,y) ciftleri asagidaki islemlere gore bir cebir olusturur.

A€ k olmak Uzere

MX.Y)= (A%, Ay),
(X1,y1) + (X2,y2)= (X1+X2, Y1tY2),

(X1,Y1)-(X2,y2)= (X1X2, ©(X1)(Y2)- 9(X2)(Y1)* Y1Y2)

Bu cebire N diyelim. Yukaridaki islemlerle birlikte N bir Lie cebiri olup, N Lie
cebirine L Lie cebirinin M ile yari-direkt carpim: denir ve Lx , M ile gosterilir. Eger
¢ donusumi sifir ise N Lie cebirine L ve M Lie cebirlerinin direkt toplam: denir ve
L®M ile gosterilir.

Tamim 2.1.20: k birimli ve degismeli bir halka, B k Uzerindeki Lie cebirlerinin bir
kiimesi ve V asosyatif olmayan polinomlarin bir kiimesi olsun. Asagidaki dnerme
saglanacak sekildeki 6zdes bagintilarin bir H= {v = 0:v € V} kimes varsa B
kiimesine bir sinif denir:

‘' Bir G Lie cebirinin Birafinda olmasi igin gerek ve yeter kosul H kiimesindeki
tum bagintilarin G Lie cebirinde saglanmasidir.” ’

Burada, H kimesi, X = {x4, ..., x,, ... } sayilabilir bir kiime olmak Uzere verilmis bir
F(X) serbest Lie cebirinin bir alt kiimesi olarak dustintlebilir.

Asagida bazi simif drnekleri verilmistir.

1) k verilmis bir halka olsun. x=0 bagintisi ile tanumlanms simif, sadece sifir
cebirini igerir ve bu simif E ile gosterilir.

2) M cebiri k halkasi Uzerinde tanimli bir 6z ideal olmak lizere A€M igin Ax=0
bagintisi ile taniml1 simif Owile gosterilir. Eger M={ 0} ise Ow=0 dur.

3) A sinifit k halkas: Uzerinde tamiml1 tim abelyen Lie cebirlerini iceren simif

olsun. Bu sinifta tamml1 olan baginti x;.x,=0chr.

10
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4) N simift nilpotentlik derecesi en fazla ¢ olan tim nilpotent Lie cebirlerinin
simifi olsun. Bu sinifta taniml1 olan baginti X;x;..x =0 dir.
5) S sinifi gozulebilirlik dereces en fazla p olan tim ¢ozulebilir Lie cebirlerini
iceren sinif olsun. Bu sinifta tanimli olan baginti 3p(X1Xz. . X 2°)=0 dir.
So(X)=x olmak Uizere 3)(X1Xo..X ) bir asosyatif polinomu temsil etsin. | tizerinden

tUmevarimla

5l(x1, ey le) = 5[_1(.7('1, ey x21—1)5l_1(x21—1+1, ey le)

olarak tammlansin. [ > 1 igin eger bir L Lie cebiri gozulebilir ise yani LO® =0 ise
81(X1X.. X 2)=0 dir. Ispat1 icin Bahturin Béltim1.8Teorem 10 a bakniz.

Not 2.1.1: U ve V iki sinif olmak Uzere, UNV de bir simiftir ama UuV her zaman bir
sinif olmak zorunda degildir. Fakat genelde U ve V siniflarindaki tim cebirler

tarafindan Uretilen scaf UUV ile gosterilir.

Tamim 2.1.21: V, birimli ve degismeli bir k halkasi Uzerinde tanimli Lie cebirlerin
bir simifi olsun. A, V stnifinda bir Lie cebiri, L ise k Uzerinde herhangi bir Lie cebiri
olsun. Asagidaki kosullari tasimast durumunda W Lie cebirine A ve L Lie cebirlerin

wreath carpimi denir ve Awry L ile gosterilir.

i) W=alg(A,L), A vel tarafindan Uretilen alt cebirdir.

i) Eger S=idw(A) cebiri W icinde A tarafindan Uretilen bir ideal ise SeVdir.

iii) ¢: A— C, y:L— C birer homomorfizmdir dyle ki C=ag(e(A), v (L)) ve
idc(e(A))EVdir.

O zaman W Lie cebirinden C Lie cebirine x|a= ¢ ve y|.=y olacak sekildeki bir tek y

homomorfizmi vardir. Burada x| ve x| ile sirasiyla x min A ve L ye kisitlanist
gosterilmistir.

11
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Tamm 2.1.22: F(X) bir k halkas: Uzerinde tamiml1 bir serbest Lie cebiri ve V ise
F(X) serbest Lie cebirinin bir alt kimesi olsun. L bir Lie cebiri olmak Uzere n
donisuimi F(X) serbest Lie cebirinden L Lie cebirine giden herhangi bir
homomorfizm olsun. veV olmak lzere V(L) cebiri L Lie cebirinin n(v) formundaki
elemanlar tarafindan Uretilen en kicuk ideali olsun. V(L) idealine L Lie cebirinin
asosyatif olmayan V polinomlar: tarafindan Uretilen verba ideali denir. Acgiktir ki
V={0} ise V(L)={0} olur.

Tamm 2.1.23: L bir Lie cebiri olsun. L Lie cebirinden kendi Gzerine olan her
epimorfizmi bir izomorfizm ise L Lie cebirine hopfian denir. Bir L Lie cebirinin
hopfian olmasi icin gerek ve yeter kosul kendisinin, bir ¢z idealle olan bdlim

cebirine izomorf olmamasidir.

Tamm 2.1.24: (Gg)qerr Kk cebiri Uzerinde tanimli Lie cebirlerin bir ailes ve her

a € I'igin (X,/R,), G, alesinin sunumu olsun dyleki a # g igin X, N Xz = @ dir.
X=U,X,VeR = Uy,R,

olsun. O halde G = (X,R) sunumuna (G,).e; alesinin serbest carpimi denir ve

G = [lg* G, ile gosterilir.

Eger I ={1,2, ..., n} seklinde sonlu bir kiime ise

G=G *Gy*..*xGy

ile gosterilir. Bu durumda bir « € I igin bir 1,:G, = G bir homomorfizmi varcir

oyle ki bu homomorfizm X, dan X icine olan birim donisimtin genislemesidir.

Onerme 2.1.1: H herhangi bir Lie cebiri ve her a €1 igin ¢,:G, = H bir
homomorfizm olsun. O zaman ¢:G — H olacak sekilde bir tek ¢ homomorfizmi
vardir oyleki ¢ o I, = @, dir.

Onermenin ispat1 Bahturin (1987) de bulunmaktadir.

12
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Sonug 2.1.1: Herhangi bir a icin I, injektiftir. Yanil,(G,), G, Lie cebirinin G icinde
bir izomorfik kopyasidir.

Sonucun ispat1 Bahturin (1987) de bulunmaktadhr.

Tamm 2.1.25: L bir Lie cebiri ve |, L nin bir ideali olsun. Eger INn] =0,/®] =L
veJ = L/I olacak sekilde L nin bir J alt cebiri varsaL Lie cebirine projektiftir denir.
Serbest Lie cebirleri projektiftir.

2.2. Serbest Lie Cebirleri ve Hall Bazlari

Bir dnceki bolimde serbest Lie cebirlerinin tamm yapilmisti. Asagida serbest

Lie cebirleri icin alternatif bir tamm verilecektir.

Tamim 2.2.1: L bir Lie cebiri ve A = {a;:i € I}, L Lie cebirinin demanlarimn bir

kimesi olsun. F(1), | Uzerinde bir serbest Lie cebiri olsun. Eger
olli—>aq;
olacak sekilde F (I)serbest Lie cebirinden L i¢ine bir ¢ homomorfizmi varsave

i) o ortenise A kimesineL Lie cebirinin Ureteg kiimesi;

ii) o birebir-6rtenise L Lie cebirine bir serbest Lie cebir denir.

L serbest ise A kiimesine L serbest Lie cebirinin serbest Ureteg kiimes ve A
kiimesinin elemanlarina primitif eleman denir. A sonlu ise L serbest Lie cebirine
sonlu Uretegli serbest Lie cebiri yada sonlu Uretilmis Lie cebiri denir.

Teorem 2.2.1 (Shirsov, 1958): Bir serbest Lie cebirin her alt cebiri de serbesttir.

Tamm 2.2.2: X sayilabilir bir kime olsun. Uzunlugu 1 olan ve asosyatif olmayan bir

monomial deyince X kiimesinin elemanlarin anlayalim. n > 1 verilen bir dogal say1

13
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olmak Uzere X Uzerinde uzunlugu n olan asosyatif olmayan bir monomia w =
(u)(w) formundadir. Burada (u) uzunlugu i ve (w) uzunlugu n-i olan asosyatif
olmayan monomiallerdir. w elemanimin uzunlugunu [(w) ile gbsterelim. Eger u ve v
uzunlugu 1 olan monomialler isew = (uv) yazacagiz.

Serbest Lie cebirleri icin baz kiimesi ilk kez M.Hall taraf indan bulunmustur.
Bu kiime asagidaki sekilde tammlanr.

Tamm 2.2.3: k cismi Uzerinde serbest Ureteg kiimesi X olan bir F serbest Lie
cebirinin Hall kimeleri asagidaki sekilde tammlanir.

1. X kiimesine bir tam sirlama verelim ve H; = X olsun.

2. H, ={(xy):x,y € H;,x,y € X,x > y} olsun.

3m=12,..,n—-1icin H, tammlanmis ve uzunlugu koruyan bir siralama
verilmis olsun. Yani u,, u,, v;, v, elemanlar: X Uzerinde asosyatif olmayan
monomialler olmak Uzere u = (u u,) vev = (v,v,) icin l(u) < I(v) ise
u<v olsun. l(u) =1(v) iken u; <v; veya uy =u, Ve u, < v, ise

u<wvolsun.n > 3igin

Hn = {((XY)Z)/X:Y:Z, (XY) € Hl UHZ u.. UHn—llx >y, (XY) >Z!y S Z}

olarak tanimlansin.

Teorem 2.2.2: F bos olmayan bir X kiimes Uzerinde tanimlanan bir serbest Lie
cebiri ve n > 1 igin Hy, X kimes Uzerinde tamml1 Hall kimes olsun. O zaman
H = Uj-, H, kimes F serbest Lie cebirinin bir bazidir. H = U, -, H, bazina F nin

Hall baz1 denir.

Tanim 2.2.4; L bir X kimesi tarafindan Uretilen bir Lie cebiri olsun.

14
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a) Eger L= F/yn(F) olacak sekilde X Uzerinde bir serbest F Lie cebiri varsa L

Lie cebrine n-yinci dereceden serbest nilpotent Lie cebiri denir. Eger

L= F/Vz(F) ise L Lie cebirine serbest abelyen Lie cebiri denir.

b) Eger L= F/F(m) olacak sekilde X Uzerinde serbest bir F Lie cebiri varsa L
Lie cebirine m-yinci dereceden serbest ¢ozilebilir Lie cebiri denir.

c) EgerlL= F/F olacak sekilde X Uzerinde serbest bir F Lie cebiri varsa
ny

L Lie cebirine {n4, ..., n,} dizisine gore serbest polinilpotent Lie cebiri denir.

Eger L = I/, iseL Lie cebirine serbest metabelyen Lie cebiri denir.
F2,2

Teorem 223 L = F/y (F) bir serbest nilpotent Lie cebiri ve H, F nin Hall bazi
n

olsun. O zaman
H,UH,U..UH,_,
kimesi L serbest Lie cehirinin bir bazidr.

Teorem 2.2.4: F bir X kimes Uizerinde bir serbest Lie cebiri olsun. H kiimesi F nin

Hall baz1 olsun. O zaman

m (F
" ( )/yn+1(F)

serbest Lie cebirinin bazi, uzunlugu n olan elemanlardan olusur. Yani bu baz H,, dir.
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2.3. Paraserbest Lie Cebirleri

Tamim 2.3.1: L bir Lie cebiri olsun. Eger L Lie cebirinin sifirdan farkli herhangi bir
g eleman: igin L Lie cebirinden sonlu boyutlu bir F Lie cebirine ¢4(g)#0 olacak
sekilde bir o5 homomorfizmi varsa, L Lie cebirine rezidil i sonlu denir.

Her abelyen Lie cebiri rezidul sonludur.

Tamim 2.3.2: L bir Lie cebiri olsun. Eger herhangi bir O#g€L icin L Lie cebirinden
bir N nilpotent Lie cebirineyy(g)+0 olacak sekilde bir yq homomorfizmi varsalL Lie
cebirine rezidul i nilpotent denir. Bu tanima denk olarak asagidaki tamimi verebiliriz:

L Lie cebirinin alt merkezi serisnin terimlerinin kesisimi sifir ise L Lie
cebirine rezidul G nilpotent Lie cebiri denir.

Gergekten eger,

ﬁm®=@

ise herhangi bir O#geL igin bir n tamsayisi bulabiliriz dyle ki y,(L) terimi g
elemanini icermez.

0#g€eL olmak lzere,

€n.L— L/]/n(l-)

dogal homomorfizmi ele alaim. e,(g)#0 ve L/y L bir nilpotent Lie cebirdir.
n

Simdi kabul edelim ki L rezidUlU nilpotent ve g€ N,=; ¥» (L) olsun. N nilpotentlik
dereces ¢ olan bir nilpotent Lie cebiri olmak Uzere, eger g0 ise herhangi bir ¢:

L—N donisumu igin ¢(g)#0 dir. Fakat,

e(ve(L)= ve(@(L)=r(N)={ 0}
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dir. g€ y.(L) oldugu icin ¢(g) € ¢(y.(L))={0} olur. Bu da bir ¢eliskidir. Bdylece
yukarida verilen iki tanim denktir.

Bu tammu genellestirmek gerekirse; P bir 6zellik veya Lie cebirlerin bir sinifi
olsun. Eger O #g€eL olmak Uzere L Lie cebirinin bir | ideali igin L/I € Pvegél iseL

Lie cebirine rezidil P denir.

Tamim 2.3.3: L karakteristigi sifir olan bir k halkasi tUzerinde tamuml1 bir Lie cebiri
olsun. Asagidaki kosullar1 saglamasi durumundal Lie cebirine paraserbest Lie cebiri

denir.

i) L reziddl( nilpotenttir,
i) F bir X kimes Uzerinde serbest Lie cebiri olmak Uzere ¢: F—L doga

homomorfizmi her i>1igin ¢;: F/y-(F)_’ L/y-(L) izomorfizmlerini belirler.
L l

X kimesinin kardinalitesine L Lie cebirinin rank: denir.

Bir baska ifadeyle, eger bir L Lie cebiri, bir F serbest Lie cebiri ile ayni alt merkezi
diziye sahip rezidull nilpotent ise L Lie cebirine paraserbest Lie cebiri denir. L bir
Lie cebiri, B c L, L = L(mod y,(L)) ve B = B(mod y,(L)) olsun. Eger B kiimes
L yi serbestce Uretiyorsa“ * B kiimes L Lie cebirini module,(L) serbestce Uretir’ ’

denir.

Tamm 2.3.4: L bir paraserbest Lie cebiri ve B kiimesi L paraserbest Lie cebirinin bir
alt kimes olsun. Eger B kiimesi L Lie cebirini modilo y, (L) serbestge Uretiyorsa B
kiimesine L paraserbest Lie cebirinin paraiireteg kimesi denir. Paralireteg kimesinin

elemanlarina paraprimitif denir.
Tamm 2.3.5: P bir F serbest Lie cebiri ile aym alt merkezi diziye sahip bir

paraserbest Lie cebiri olmak Uzere H, P paraserbest Lie cebirinin bir Lie alt cebiri

olsun. Eger hern > 1icin,
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Vit = )

olacak sekilde F serbest Lie cebirinin bir K alt cebiri varsaH Lie cebirine paraserbest
Liealt cebiri denir.

Tamm 2.3.6: P bir F serbest Lie cebiri ile aym alt merkezi diziye sahip bir

paraserbest Lie cebiri olmak Uizere |, P paraserbest Lie cebirinin bir Lie ideali olsun.

Eger her nicin

| 1
lra) = yad)

olacak sekilde F serbest Lie cebirinin bir Jideali varsa | idealine paraserbest ideal

denir.
Tamm 2.3.7: P bir paraserbest Lie cebiri olsun.
PO= p, pi= [P ], P2= [P, pU), pO= (P2, P2, p®= [pkd), pledy
olmak Uzere,
P=PO> POSpPd5, 5 pMs
serisine P paraserbest Lie cebirinin turetilmis serisi denir. Herhangi bir k tam sayisi

icin P(k_l)/P(k) ifadesine, P paraserbest Lie cebirinin bir faktori denir.

Tamm 2.3.8: Bazi m>1 tam sayilar icin P™= {0} ise P paraserbest Lie cebirine
¢Ozllebilir paraserbest Lie cebiri denir. Buradaki m tam sayisi P paraserbest Lie

cebirinin turetilme uzunlugudur.
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Tamm 2.3.9. P bir paraserbest Lie cebiri olsun.

Y1(P) = La YZ(P) = [P’ P]’ y3(P) :[P’ VZ(P)],--qyk(P): [P’ yk—l(P)] e

olmak Uzere,
P=y,(P)2y,(P)2y;3(P)>...0y,(P)>...

serisine P paraserbest Lie cebirinin alt merkezi serisi denir. Bu serinin k-y1nci terimi

bazen Py, ile gosterilir.
Tamim 2.3.10: Bazi1 k tam sayilar igin y«(P)={0} ise P paraserbest Lie cebirine
nilpotent paraserbest Lie cebiri denir. y(P)={0} olacak sekildeki en kiiclk pozitif k

tam say1sina P paraserbest Lie cebirinin nilpotentlik dereces denir.

Tamm 2.3.11: P bir paraserbest Lie cebiri olmak Uizere

P P P
lyvs Yy ys Py TraP)

faktorlerine P paraserbest Lie cebirinin alt merkezi dizisi denir. P paraserbest Lie
cebirinin her alt merkezi serisine bir alt merkezi dizi karsilik gelir.
P ve R herhangi iki paraserbest Lie cebiri olsun. A sagidakilerin

saglanmasi durumunda P ve R ayni alt merkezi diziye sahiptir denir.

. .. Gk: P — R . . .
i) k=Lligin /Vk(P) /yk(R)lzomorflzmIerl vardir.

3 . . : (Ot P — R
>
i) Her k>1icin 6y izomorfizmleri /)/k—l(P) /Vk—1(R)

izomorfizmlerini belirler.
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Tamim 2.3.12: i= 1,23,...k,...icin n; > 1 olmak Uzere pozitif tamsayilarin bir
{ny,n, _ny_}dizis icin P paraserbest Lie cebirinin polisentral seris asagidaki gibi
tanimlanr:

Pn,; P paraserbest Lie cebirinin alt merkezi serisinin ny —inci terimi,

Pn, n,: Pn, Paraserbest Lie cebirinin alt merkezi serisinin n, —inci terimi,

.....
,,,,,

.....

polinilpotent paraserbest Lie cebiri denir.
Tamm 2.3.13:P; ve P, iki paraserbest Lie cebiri olsun.
P ={(p1,p2): p1 E Py, P, EP}

kiimesi P; ve P, nin vektor uzay: olarak direkt toplami olsun. P Uizerinde

[(p1, P2, (t1, t2)] = ([P1, t1]. [P2. t2])
carpim tanimlansin. Bu carpimla birlikte P bir Lie cebiridir. Bu durumda P
paraserbest Lie cebirine P; ve P, paraserbest Lie cebirlerinin direkt toplam: denir ve
P=P®P, ile goserilir. Ayrica P =P;®P, olmasi durumunda asagidakiler

dogrudur.

i) P =P ®P,
ii)pePisep=p;+p, (p, €Pvep, €PR,)olupP =P, +P, dir.
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ii)P, N P, = {0} dir.

Tamm 2.3.14:F, X= {X1,X2,....Xn} kimes Gzerinde tamml:1 bir serbest Lie cebiri ve
L, File aym at merkezi diziye sahip sonlu rankl: bir paraserbest Lie cebiri olsun. B,

L Liecebirinin bir Greteg kimesi olmak Uzere

$: X —>B

Xi = X

bir bijeksyon olsun. ¢ bijeksiyonunu ¢: F — L epimorfizmine bilineer olarak
genisletelim. O zaman,

X= {X1,X2,0Xn} 1GIN G X)={D( X1), P(X2),.., P(X)}={X; , X5 , ..., Xy }=B olur.

F serbest Lie cebirinin asagidaki Hall kiimelerini dusinelim.

Hi=X,

Ho={xy/ x,y € Hi, x>y },..,

H.={ x=(ab)c/ ab,c,ab € H;U HyU...U Hy4, &b, b<c, [(x)=n}

H=Uj., H, dir.¢p donusiminin X kimesine kisitlanisi cf> oldugundan, H; Hall
kiimesinin ¢ atindaki goriintiisii ¢(H1)=¢(H1)= B dir. ¢(H1)=H1 olarak gosterilsin.
O halde,

H, =B,

$(H2)=Hz ={d()P(Y) (), b(y) € Hi ve d(x)>b(y)} ..,

¢(Hn)=Hn =(x = ($(@d(b)d(0) / $(a),(0).b(c).d(@D(b) € Hna™ ve d(a)>d(b),
d(b)<d(0) , 1(X) =n}

kiimeleri tanimlansin. L paraserbest oldugundan indislenmis,

@~
X+ 1) — ¢ (9 +7a(L)

izomorfizmleri vardir. O halde n=2icini€{1,2,..,n}olmak Uzere
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52y ®

Xi +¥2(F) = ¢(xi) +y2(L)

olur.
B'={ ¢(x1) +¥2(L), p(X2) +¥2(L),... d(x) +v2(L)}
={p2(x1 + ¥2(F)),P2(X2 + ¥2(F)),... p2(Xn + v2(F))}

olsun. B” kilmesinin lineer bagimsiz oldugunu gosterelim. i = 1,..,n igin a; € K

olmak Uzere

D=1 $2(Xi +y2(F)) =0
olsun.
YLy da(ax; + y2(F) =0

5 (wxi + () =0
i=1

olur. ¢,bir izomorfizm oldugundan, Y, (a;X; + ¥2(F)) = y,(F)olur. Eger o; = 0
ise o;X; € y,(F) olur. Bu ise imkansizdir. O halde a; = 0 olmalidir. Bdylece B’
kimes lineer bagimsizdir.g,bir izomorfizm oldugundan bunu her n igin

soyleyebiliriz. Yani,

{ 9(x2) + ¥ (L), (X2) + ¥n(L),... B(Xn) + ¥ (L)} ={n(X + ¥ (F)). rlx2 +
Y (F))s-s Sn X+ ¥n (F))}

kimesi lineer bagimsizdir. H kimes F serbest Lie cebirin Hall bazi ise{HU

HaU...U Hya} kiimes F/yn(F)igin bir baz kiimesidir.
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O L 2

izomorfizmini g6zonine alirsak

a1y n (7= PalPL Ha HaU..U Hoa)
=5p{ ¢n(H1U HaU...U Hya)

olur. Bdylece
$n(H1U HoU...UHn1) ={H," UH," U.. UH,_;"}

kumesi b/, | y igin bir baz kiimesicir.
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3. PARASERBEST LIE CEBIRLERI, ALT CEBIRLERI ve IDEALLERI

Bu bdlimde paraserbest Lie cebirlerinin at cebirleri, idealleri ve bolim cebirleri
ile ilgili, paraserbest Lie cebirlerin temel yapisim ortaya koyan, bazi sonuglar
inceleyecegiz. Ayrica paraserbest Lie cebirlerinin direkt toplamin ve bir paraserbest
Lie cebirin serbest carpanlarimn da paraserbestlik  kosullarim sagladiklarin
gosterecegiz. Daha sonra paraserbest Lie cebirlerin artan birlesimlerinin ve ranki iki

olan serbest Lie cebirlerinin birlesimlerinin paraserbest oldugunu ispatlayacagiz.

Teorem 3.1: Sonlu m rankl1 bir serbest Lie cebiri ile ayni alt merkezi diziye sahip
sonlu m Uretegli bir Lie cebiri serbesttir.

Ispat: F cebiri ranki m olan bir serbest Lie cebiri olsun. L ise F ile ayn1 alt merkezi
diziye sahip m-Uretecli bir Lie cebiri olsun. Kabul edelim ki L Lie cebiri serbest
olmasin. O halde Ureteci Uretece goturen ¢:F — L kanonik dontsUmi gekirdegi
sifir olmayan bir epimorfizmdir. Y ani bir O2we F vardir dyle ki ¢p(w) = O dir.

F rezidulG nilpotent oldugundan 6yle bir n tam sayist vardir ki w € y, (F) fakat
WEVy .41 (F) dir.

¢ dontsimii y,,,, (F) verbal idedlini y,,,, (L) cebirine donusturdr. O halde her nigin
indislenmis bir

N (= Wi PR
W+ yp1(F)— d(W) + yppq(L)

epimorfizmi vardirw =w + y,, ., (F) icin,
rs1 (W) =¢p (W) + V41 (L)=0+ ¥4 (L)=0

olur. wey,, ., (F) oldugundan ¢,,.; cekirdesi 0 dan farklidir. Aciktir ki ¢, sonlu

Uretilmis bir Lie cebirinden izomorfik gérunttsiine olan bir dontstimdur. Buda bir
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celiskidir. Cunki sonlu Uretilmis nilpotent Lie cebirleri Hopfiandir (Evans, 1969). O
halde L bir serbest Lie cebiridir.

V simifi serbest gruplar: rezidilt nilpotent olan bir sinif olsun. Dean (2008)
bir paraserbest-V grubunun bir X parairete¢ kimesinin bir serbest- V grubu
Urettigini ispatladi. Lie cebirlerinde de benzer durum sbz konusudur. Asagidaki
teorem gruplarda yapilan i spata benzer sekilde yapilmistir.

Bir Lie cebirinin herhangi bir A alt kimesinin kardinaitesini |A]| ile

gosterelim.

Teorem 3.2: P bir paraserbest Lie cebiri olsun. P nin bir X paraiirete¢c kiimesi bir
serbest Lie cebiri Uretir.

Ispat: H kilmesi P paraserbest Lie cebirinin X tarafindan uretilen alt cebiri ve F ise
[X] = |Y] olacak sekilde bos olmayan bir Y kiimes tarafindan serbestce Uretilen bir

serbest Lie cebiri olsun.
.. .. — .. H ~ F o ..
Teoremi ispatlamak icin n=2,3,... i¢in /Vn(H) = /Yn(F) oldugunu gostermek

yeterlidir. Boylece Teorem 3.1’ den ispat tamamlanacakir.

ViEY,XE X vel <i < |X|icinasagidaki epimorfizmi ele alalim.

¢ Y — X,
d(yi)= Xi.

¢ epimorfizmini ¢: F— H homomorfizmine genisletebiliriz. Simdi n > 1 icin

T .F H
b0 B 7 (M)
f+ 1 (F) = ¢(f) +y,(H)

olarak tammlanan indislenmis epimorfizmlerin bir ¢,, ailesini ele alalim.

1.Durum: |X| = |Y|< oo olsun. Ispat1 yapmak icin dncelikle
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HeraP)/
w® @ = e

esitligine ihtiyacimiz var. X kimes P paraserbest Lie cebirini modilo y,(P)
serbestge Urettiginden, X bir serbest Lie cebirini demodilo y,(P) serbestce Uretir.
Bahturin (1987) B6lim 4.2.4, Teorem 9den dolay: X kimes H cebirini de modilo
v2(H) serbestce Uretir. Boylece

H+ v, (P _
ol )/Vn(P) - F)/)/n(P)

dir. ikinci Izomorfizm Teoreminden

"hin Y (P) ~ "/ Vn(P)

olur. y,(H) € HNy,(P) oldugu aciktir. Boylece n=2,3,... icin H/ b6l im
¥Ya(H)
cebirinden H/H 07, (P) Uzerine bir dogal homomorfizm vardir.

n=2,3,... icin asagidaki diyagram: ele alalim.

F H _H P
lra@® 5 )~ THA 1P ()

Bu diyagram I:/yn (F) boltim cebirinden kendisine izomorf olan bir gérinttye giden

bir homomorfizm tamimlar. Sonlu Uretilmis nilpotent Lie cebirleri Hopfiandir(Evans
1969). O hade bu homomorfizminin gekirdegi birim olmalidir. Boylece n= 2,3,...

icin ¢,,izomorfizmdir. Teorem 3.1." den H bir serbest Lie cebirdir ve serbest olarak X
tarafindan Uretilir.

2.Durum: |X| = |Y] = o0 olsun.

¢: F— H donusimu 1. Durumdaki gibi olmak tizere wE€ Kerg olsun. Fs cebiri w €

Fs olacak sekilde F serbest Lie cebirinin SCY alt kimesi tarafindan serbest olarak
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Uretilen sonlu Uretilmis bir at cebir olsun. P paraserbest Lie cebirining (S) tarafindan
Uretilen en kiclk ideali olan Hg idedini ele aaim.

F P
Yoy B Mya(P)

PveF Lie cebirlerinin alt merkezi dizileri arasinda tammlanan bir izomorfizm olsun.
O halde, n=2,3,...i¢in

Fs _ (Fs + v (F)
/ - / Yn

TlFS

® €

Fq _P, B}
olur. \yn< /Vn(Fs))_ /Yn(Ps) olsun. Daha 6nce

Hy P,
THy 017 P)= ya(Py)

izomorfizmini elde etmistik. O halde asagidaki diyagrami elde ederiz:

3 L H S H, _P,
nE) " M) 1P = )

Boylece hopfianliktan bu diyagram
Fs ~ Hs
i) =y (H)

izomorfizmini gercekler. O halde Teorem 3.1." denH serbesttir ve ¢ dontsUmaniin Fs
cebirine kisitlanisi bir izomorfizmdir. O halde w=0 olup ¢ dénusUmuinin kendisi de

bir izomorfizmdir ve boylece H serbesttir.
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Sonug 3.1: P nin bir H alt cebiri Teorem 3.2. de tammlandig: gibi olsun. O halde
n=2,3,...icin

Ya(H)=HNy, (P).

Ispat: Teorem3.2° den

P ~F ~H ~H
Ma®) = i = = H (P
oldugu agiktir. Boylece sonug elde edilir.

Asagidaki 6nerme Bahturin (1987) Onerme 4.1.2.2 nin bir sonucu olarak agikca
gorulebilir.

Onerme 3.1: X ve'Y bos olmayan iki kiime olsun. O zaman

F(X) ~ F(Y)
/ Y (F(X)) = / Y (F(Y))

izomorfizmin dogru olmasi icin gerek ve yeter kosul X ve Y kimelerinin ayn
kardinaliteye sahip olmasidir.
Asagidaki teorem Bahturin (1987) Teorem 9, Bolim 4.2.4. den kolayca elde edilir.

Teorem 3.3: G = F(X)/yn(F(X)) ve Y kimes G bolim cebirinin modulo y,(G)

lineer bagimsiz olan bir alt kiimes olsun. O zaman

_F(Y)
(V)= /yn(F(Y))
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dir.
Lemma 3.1: Kabul edelim ki bir Y kiimes F = F(X) serbest Lie cebirini modilo
v, (F) serbestce Uretsin. O zaman n=2,3,... i¢cin Y kimes F serbest Lie cebirini

modulo y,, (F) serbestce Uretir.

Ispat: Bu Lemma m ispat1 Bokut ve Kukin (1994) Lemma 2.10.1. den kolaylikla
elde edilir.

Lemma 3.2: Bir X kiimesi bir L Lie cebirini modilo y,(L) olarak serbestce Uretsin.
O halde X kimesi n=2,3,.. icin L Lie cebirini modiilo y,(L) olarak da serbestce
Uretir,

Ispat: L/Vz(L) faktorunu ele alalim.

Ya(L)

olur. Hipotezden X, L yi modilo y,(L) olarak Uretiyor. O hade X kimes

L/y (L)b('jIUm cebirini modulo turetilmis cebirine gore de serbestce Uretir. Boylece
n

Lemma3.1. den X kiimes L/y L) bolum cebirini de serbestce Uretir.
n
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Teorem 3.4: Bir paraserbest Lie cebirinin herhangi bir alt cebiri de paraserbesttir.

Ispat: P bir F serbest Lie cebiri ile aym alt merkezi diziye sahip bir paraserbest Lie
cebiri olsun. x € P,y € F igin

¢p:P—F

X—Yy

kanonik dontsUmind tanimlayalim. O halde ¢ donisimin > 2 igin,

Pn:"/ P "/ Vu(F)

X+, (P)— y+y,(F)

olarak tanimlanan indislenmis bir ¢,, ailesini belirler. H cebiri P Lie cebirinin bir Lie
alt cebiri olsun.O halde

ﬁ ¥a(H) © ﬁ Ya(P)

olur. P paraserbest oldugundan rezidull nilpotenttir. Boylece

ﬁ ¥a(H) = {0}

olur. Yani H rezidult nilpotenttir. Simdi H cebirinin bir serbest Lie cebiri ile ayn: at

merkezi diziye sahip oldugunu gosterelim.

K=¢(H) ={y €F: ax e Higin, d(x) =y}

31



3. PARASERBEST LIE CEBIRLERI, ALT CEBIRLERI
VE IDEALLERI Zehra VELIOGLU

olsun. Bir serbest Lie cebirinin her alt cebiri serbest oldugundan K at cebiri de
serbesttir. Her xe H icin asagidaki donustimu tanmmlayalim,

o H = 5w
X — o)+ y,(K)

Her x1, X2 € H olmak lizere X 1= xz0lsun. ¢ bir epimorfizm oldugundan
P(x1) = d(xp) + ¥ (K) = d(xz) + ¥, (K) = (%)
dir. Boylece, ¢ dontsUma iyi tamimlidir. Her X1, X, € Higin
(P[X1,X2]: ¢[X1,X2]+ Y (K)

dir.¢ bir epimorfizm oldugundan

d[xx2] + ¥ () = [d(x1), d(x2)]+ ¥ (K)
= [$(X1) + 1 (K), d(x2) + ¥ (K)]
=[e(x1), @(x2)]
olur. Boylece
(P[X1,X2]:[(P(X1), o(x3)]
dir. O halde ¢ bir Lie cebiri homomorfizmidir. Benzer sekildeg bir epimorfizm

oldugundan ¢ ortendir. Simdi ¢ nin ¢ekirdegini hesaplayalim. x eKer ¢ olsun. O
halde

@(x) = d(X) + 1, (K) = v, (K)

32



3. PARASERBEST LIE CEBIRLERI, ALT CEBIRLERI
VE IDEALLERI Zehra VELIOGLU

olur. Boylece ¢(x) € ¥,(K) € y,(F) olur. HS P oldugundan xe P dir. ¢,

donlsUimandn tantmindan

Pn(X +7,(P)) = d(X) + v, (F) ve d(x) € ¥, (K)

oldugundan ¢, (x +y,(P)) =y, (F) olup x +y,,(P) € Kerg,, dir. ¢, bir izomorfizm
oldugundan Ker¢,, = y,(P)dir. O halde x+ y,,(P)= y,(P) olup xe y,,(P) dir. H N
¥n(P)=y,,(H) oldugundan x € y,, (H) olur ve dolayisiyla Ker @<y, (H)elde edilir.

h € y,(H) olsun. H N y,(P)= y,(H) oldugundan h € H ve h € y,(P) dir. ¢

donlsimandn tantmindan

o(h) = d(h) + y,(d(H))

olup ¢(h) €y, (F) dir.
Sonug 3.1 deny, ($(H)) =d(H) Ny, (F) oldugu biliniyor. O halde d(h) € d(H) ve

$(h) € y,(Folup ¢ (h) € y,,(d(H)) olur. Béylece y,, (H)< Ker ¢ olup

Ya(H) =Ker ¢
dir. izomorfizm teoremi geregi H/Ker o = Imeolacagindan
H ~ K
Iy = ()

olur. O halde H Lie alt cebiri paraserbesttir.

Teorem 3.5: Bir paraserbest Lie cebirinin bdlim cebiri de paraserbesttir.

ispat: P bir paraserbest Lie cebiri ve | v P olsun. Bir u € N, ,,(P/)) daim. Her

nicin
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ue Yn(P/I) :]/n(P) + I/|

olur. a € y,(P) + I olmak Uizere u = a + I olsun. Aciktir ki

ae€ ﬂ Ya(P) +1
n=1

dir. P rezidil U nilpotent oldugundan a € I olur. O zaman u = I olup

() mCn=o0

dir. O haldeP/; rezidiilii nilpotenttir. Simdi P/} cebirinin bir serbest Lie cebir ile ayni

P
alt merkezi diziye sahip oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun igin ( / |)/

n(P/I

cebirini eleaaim.

(yn(P) +1) /= ~ ¥a(P) /|

oldugunu biliyoruz. O halde,

P P
(/|)/n( o = (") )/(yn(p)+|)/l

= “

~ P
=P
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olur. P paraserbest oldugundan

Y/ Yu(P) = F/ Yu(F)

olacak sekilde bir F serbest Lie cebiri vardir. O zaman,

P
( /')/ = T®

dir. Boylece, P/lb('jl Um cebiri paraserbesttir.

Lemma 3.3: P sonlu rankl: bir paraserbest Lie cebiri ve | ise P nin bir ideali olsun.

Eger P paraserbest Lie cebiri P/lb(')'lijm cebiri ile aym ranka sahip ise I={ 0} dir.

Ispat: Pve P/I ayni ranka sahip ise her pozitif n tam say1si igin,

P

_/
Ly ®)= I/yn(P/,)

=/ /( (P) +1)
= +
Yn /|

=0/ ®) +1

dir.V cebirlerin herhangi bir sinifi ve A ise V de herhangi sonlu Uretilmis rezidilt

sonlu bir cebir olsun.O zaman A cebiri hopfiandir (Evans, 1969).

O haldeP /y (P)cebiri bir sonlu Uretilmis nilpotent Lie cebiri oldugundan Hopfiandir.
n

Fakat
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"/ Yu(P) = "/ Yu(P) + |

izomorfizmi elde edilmisti. Bu durum P/y P) bolim cebirinin hopfian olmasiyla
n

celisir. O halde

"/ Yu(P) = "/ Yu(P) + |

ve
Ya(P)Syn(P) +1

oldugu goz ontine alimirsa
Y (P)=yn (P) +1
oldugu elde edilir. Bdylece her n pozitif tam sayisiigin | < y,,(P) olup 1={0} dhr.
Onerme 3.2: Bir serbest abelyen Lie cebiri paraserbesttir.
ispat: L bir abelyen Lie cebiri olsun. O halde y,(L) = [L, L] = {0} dur.
Ni=1¥a(L)={0}

olur. Boylece L rezidult nilpotenttir. L serbest abelyen oldugundan L = I:/y F)
2

olacak sekilde bir F serbest Lie cebiri vardir. Her n > 2 iginy,, (L) = {0} oldugundan

~

F
) = /YZ(F)/ F =
Yn Vn( /)/Z(F)) Yn
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dir. O halde L Lie cebiri paraserbesttir.
Onerme 3.3: Iki paraserbest Lie cebirinin direkt toplamlar: da paraserbesttir.
ispat: P, ve P, iki paraserbest Lie cebiri ve P =P,@®P, olsun. ilk olarak P

paraserbest Lie cebirinin rezidul G nilpotent oldugunu gosterelim.

Bunu gostermek igin dncelikle

Vn(P) = Vn(P1®P2) = Vn(Pl)ea yn(PZ)

esitliginin dogrulugunu timevarimlaispatlayalim. n=1igin

y1(P) =P =P®P, = y;(P)® v1(P,)

olur. Herm < nigin

Vm(P) = ym(Pl)@ ym(PZ)

olsun. O halde

Ya(P) = [¥n-1(P),P] = [¥n-1(P))® yn-1(P,), P,®P,]

olur. P Uzerinde tanimlanan ¢arpmaisleminden,

Ya(P) = Vn—1(P) + vn-1(P), P, + P,]
= (Yn-1(P1), Pl + [yn-1(P.), P,
= Vn(Pl) + Vn(PZ)

olur. Ayrica

Yo (P) N v (Py) = {0}.
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dir. O halde

yh(P)::yﬁ(H)eByﬁG%)

Simdi P paraserbest Lie cebirinin rezidull nilpotent oldugunu gosterebiliriz.
(] _n®={|0aC® )
n=
n

=1

olur. Direkt toplamin tanimindan,

[]@uamnu%»=(fbma0@<fpﬂaﬂ
n=1 n=1 n=1

olur. P; ve P, paraserbest olduklarindan rezidul i nilpotenttirler. O halde,

ﬁ ¥ (P) = {0}
n=1

ve

ﬁm@ﬁm}

dir. Boylece

ﬁm®=@

olur. Yani P rezidllt nilpotenttir.Simdi P paraserbest Lie cebirinin bir serbest Lie
cebiri ile aynt alt merkezi diziye sahip oldugunu gosterelim.P; ve P, paraserbest

olduklarindan F; ve F, gibi iki serbest Lie cebiri vardir dyleki n > 1 icin,
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P _F
P = D

ve

P _F
V@) = )

O halde P paraserbest Lie cebirinin P; ve P, paraserbest Lie cebirlerin direkt toplam:

oldugu gbzonune alinirsa;

P ~ (P1@P2)
lya(P) = PPy

="/, ) ® ()

_F F
=@ ® )

= O Fer
Yn\F1@OF;

" , (Flean)/ iri isin (Fl*Fz)/
Biliyoruz ki v (FLOF,) cebirinden kendisinin Vo (Fy % Fy)

bol im cebirindeki izomorfik kopyasinabir 8 dontsumai vardir. Y ani

(F,®F;) _ (FL®F,) c (Fy % F2)
9( /Vn(F1®F2)> - /Vn(FleaFZ) a /Vn(Fl * FZ)

Ayrica bir serbest nilpotent Lie cebirinin her alt cebiri serbest nilpotent oldugundan
bir G serbest Lie cebiri vardir dyle ki
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(FL®F,) _
9( ' Z/yn<Flean>>—G/yn(e>

dir. O halde

P ~ G
[1a(P) = /(@)
olur. Yani P paraserbesttir.

Onerme 3.4: Iki paraserbest Lie cebirin serbest carpimlar da paraserbesttir.
Onermenin ispat: Baur (1978) da bulunmaktadir.

Onerme 3.5: A ve B iki paraserbest Lie cebiri ve P bu cebirlerin serbest carpimu

olsun. O zaman

P — A B
Iy2(P) = “ya ()@ Ty, (B)
dir.

Ispat: Onermeyi ispatlamak icin oncelikle asagidaki esitligin  dogrulugunu
gosterelim.

_ A®B
A8 @8y = "y e @) 3D
(@+v2(A) + b +v,(8) €4/, 2B/, gy olmek izere,

(@ +v2(A) + (b+v2(B))=(a+Db+y,(A) +v2(B)) € AGBB/Y2 (A)Dy,(B)

Diger yandan
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a+b+y,(A) +v,(B) € A®B/YZ(A)®Y2(B) icin

a+b+y(A) +y(B) =a+v(A) +b+y,(A) €A/ BB/ g

olur. O halde (3.1) esitligi dogrudur. Simdi u € Peleaaim.

) ADB
9P > A9/ Wev,®)

u+vy,(P) > u+y,(A) +y,(B)

homomorfizmini tammlayalim. ¢ homomorfizminin tanmmindan Ker ¢ = y,(P) dir

ve ¢ Ortendir. O halde izomorfizm teoreminden
P/ ~ A@B/
Y2(P) Y2(A)®Y,(B)
elde edilir. (3.1) esitliginden

P =~ A B
M) = )@y, 8)
sonucunavarilir.
Lemma 3.4: Bir paraserbest Lie cebirinin serbest carpanlari da paraserbesttir.

ispat: P bir paraserbest Lie cebiri ve P = A * B olsun. Onerme 3.5 den

P ~ A B
2Py = "y () ® Ty, (B)

dir. X kiimes A Lie cebirinin ve Y kimes de B Lie cebirinin Ureteg kimeleri
olsunlar dyle ki X modilo y,(A)lineer bagimsiz ve Y modilo y,(B) lineer

bagimsizdir. O halde Onerme 3.5 den X U'Y kiimesi modulo y,(P) lineer bagimsiz
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olup P paraserbest Lie cebirini modilo y,(P) serbestce Uretir. Ayrica X kimesi A
Lie cebirini modilo y,(A)ve Y ise B Lie cebirini modilo y,(B)serbestce Uretir.

Bunun disinda P/Y P) cebiri XUY tarafindan serbestce Uretilen bir serbest
n

nilpotent Lie cebiridir. O halde Bahturin (1978), Teorem 9 dan X kimesi modilo
yn(A)bir serbest nilpotent Lie cebiri Uretir. O halde A bir serbest Lie cebiri ile ayn
at merkezi diziye sahiptir. P reziduli nilpotent oldugundan A da rezidull
nilpotenttir. Boylece A paraserbesttir.

Benzeri islemleri B icin de yapilabilir. O halde bir P paraserbest Lie cebirinin serbest

carpanlar da paraserbesttir.

Tamim 3.1: L bir Lie cebiri olsun, i > 2 igin

L/Yi(L) -t Yi-1 (L)

seklindeki kanonik projeksiyonlarin sistemini distnelim. Bu sistemin ters limitini
L = lim_ L;ile ve kanonik dénisumleri de

L
uil /Yi(L)

ile gosterelim.C y1 i32 ic;in@'—/y.(l_) direkt toplam cebirinin bir at cebiri olarak
1

dustnebiliriz dyle ki
a€L vea. = amody;,q (L)
olmak tizere bir ue L eleman u=(ag+ v,(L), a, + y3(L), ...) formundadir. O zaman
n =arrn) e L/
oldugu agiktir.

L _)L/Yi(L)
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projeksiyonlar: t;h=m; olacak sekilde bir

h:L— L

homomorfizmini belirler. Bu homomorfizm veL igin

h(v)= (v+v2(L), v+ y3(L)...)

olarak tammlanur.

Onerme 3.6: Y ukarida tammlanan h homomorfizminin injektif olmasi icin gerek ve

yeter kosul L Lie cebirinin rezidul i nilpotent olmasidr.

Ispat: h bir injektif homomorfizm olsun. N2, y;(L) # {0} oldugunu varsayalim. O
zaman bir
0#ue NiZ; vi(L)

var olup her i3 2iginu € y;(L) dir. Budurumdaher i igin

uty; (L) = vi(L)
olacagindan

h(u)= (u+ vy, (L), u+ y3(L),..) =( y2(L), ys(L),..)

olur. Yani 0 # u € Ker h olur. O halde Ker h 0} dir. Bu ise h homomorfizminin
injektif olmasiylagelisir. O halde

NiZ1 vi(L)={0}

olmalidir. Boylece L rezidult nilpotenttir. Tersine L rezidult nilpotent olsun. Her i

icin
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N2, vi(L)={ 0}

dir. ue Ker hise
h(u)= (u+y2(L), u+ ys(L),..)

esitliginden
Uty (L), ut y3(L),..) = (v2(D), va(L),..)

veherid2igin

uty; (L) =vi(L)
dir. Buradan her i igin

u€yi(L) veue N2, vi(L)

elde edilir. L rezidull nilpotent oldugundan

NiZ1 vi(L={0}
dir. O haldeu=0 ve Ker h ={ 0} dir. Yani hinjektiftir.
X bostan farkli herhangi bir kiime olmak tizere K(X), X Uzerinde taniml1 polinamlar
halkasin temsil etsin. K(X), Ureteci X olan serbest asosyatif k-cebirdir. (K(X)),, ise
K(X) cebirinin n-inci dereceden homojen polinomlarindan Uretilen ideali olsun.

O halde K({X)) cebiri K(X) in (K(X)),, idedli ile olusturdugu bolUm cebirlerinin ters

limiti olarak tanimlanr. Y ani

_ - K(X)
k() = tim



3. PARASERBEST LIE CEBIRLERI, ALT CEBIRLERI
VE IDEALLERI Zehra VELIOGLU

dir.

Onerme 3.7(Baur,1978):L paralireteg kiimesi X olan bir paraserbest Lie cebiri ve F

ise X Uzerinde bir serbest Lie cebiri olsun. O zaman
L kyxy

dontsumleri X tzerinde birim olup injektiftir.

Sonug 3.2(Baur,1978): F Lie cebiri rezidilii nil potenttir.

Tamm 3.2: (I, <) bir kismi sirali kiime olsun. Her i,j€l icgin i<k ve j<k olacak

sekilde bir kel varsal kimesine direkt kiime denir.

Tamim 3.3: | bir direkt kiime ve {A;};c; Lie cebirlerinin bir ailes olsun. Asagidaki
kosullarin saglanmasi durumunda {{Ai}ie,,{cpij}iq} sistemine Lie cebirlerinin bir

direkt sistemi denir:

i) i<j olacak sekildeki her ij€l cifti icin bir ;:A; = A; homomorfizmi
vardir yle ki @;; = 1d,, dir.

ii) ijkel igini<j<k ise @y = @y © @y dir.

Tamm 3.4: {{Ai}ie,, {(Pii}iq} sistemi A; Lie cebirlerinin bir direkt sistemi olsun. Bu

sistemin direkt limiti asagidaki evrensel donusim 6zelligini saglayan ve izomorfizm

g6z 6nune aindigindatek olan bir L Lie cebiridir:

i) i <] olacak sekilde her i,j cifti icin @; = @; o @;; olacak sekilde @;: A; -

L fonksiyonlar: vardr.
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if) A; Lie cebirlerinden bir C Lie cebirine her i <j icin 7; = 7; o ¢j;0lacak
sekilde 7;: A; —» C donustimleri var olsun. O halde L Lie cebirinden C Lie
cebirine bir tek 7:L — C Lie cebiri homomorfizmi vardir 6yle ki t; =t o

(O] dir.

Direkt limit lim_, A, ile gosterilir. Lie cebirlerinin bir {{Ai}ie,, {(pij}isj} direkt
sisteminin direkt limiti asagidaki sekildeinsaedilebilir (Grétzer, 1979):
{{Ai}ie,, {(pi]-}l_sj} direkt sisteminin direkt limiti,U A;kiimesi iizerinde tammls bir '~'
denklik bagintisi icin © modile- U A;dir.”  Yani direkt limit'~" bagintisina gore

denklik siniflarinin kiimesidir. Bu kimeyi U A"/~ ile gosterelim.

U A;kiimes Uizerinde '~ denklik bagintisim asagidaki sekilde tammlayalim. a; € A;
ve a; € A; icin eger a;~a; ise en az bir ke I vardir dyle ki k= i,j olmak Uzere

@ik(@;) = @jk(a;) dir. Butammlaile birlikte '~ bir denklik bagintisidir:

1. a;€A; ve ke, k=i icin @;(a;) = @ik(a;) oldugundan a;~a; dir. O
halde'~' bagintisi yansiyandir.

2. a; €EA; ve a; € A; icin a;—a; olsun. O halde en az bir ke I vardir dyle ki
k> i,j olmak Uizere @i (a;) = @ji(a;) dir. Aynit zamanda ;i (a;) = @ik(a;)
oldugundan a;~ay, olur. Bdylece '~' bagintisi simetriktir.

3. 3 €EA;, g € Ajvea; € A;igin a;~a; ve a;~a, olsun. O halde en az bir ke
I vardir dyle ki k=>i,j,t olmak izere @i (a;) = @i(a;) ve o(ay) =
¢ (ar) elde edilir. Boylece @i (a;) = @u(a) olup aj~a, dir. Boylece '~'
bagintist gecismelidir.

a; € A; elemaninin denklik simifim @; ile gosterelim.k,l,m € I ve k > [, molmak

Uzere bu denklik simiflarimn kiimes Uizerinde

[a;,am] = [k (@), mr(@m)]
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braket carpimi tammlansin. Bu carpimla birlikte L = UAL/»- kiimesinin bir Lie

cebiri oldugunu gosterelim:

a) a; €Licin [a,a]=

(plk(al),(plk(al)] olur. A, bir Lie cebiri oldugundan

EAg EAg
[C_ll, C_ll] =0 dur.
b) a,am a; €Licin [a, [@n, all+|@am [a. all+|a. [a@, @,]]=0 oldugunu

gosterelim.

[db [C_lm! at]]:

dl ] [(Pmk (am) Ptk (at)]]

UREAg

= [px(ar), @i (Uk)]
= [pw(ar), wil

Q@) , [Pmr(@m), (Ptk(at)]]

EAL UREAg

elde edilir.
Aynl |$|em|er [dm! [C_ltv C_ll]]l [dtv [C_ll! C_lm]] Igln yaplllrsa1

[a_m' [a., C_ll]]: Omi(@m) , | P (@) , (Plk(al)]
EAg EAg EAg J

[dtv[alvam]] = [ew(@), [P(@r), @mr(am) ]
EAL EAg EAL |

elde edilir.

@, [@m, @ ]+[@m (@, @l]+[a (@ an]]  toplami Q@) @mi(@m), @uc(ar)
elemanlarinin gcarpimlarindan olustugu goruldr. Bu elemanlarin hepsi A;, cebirine ait
olduklarindan ve A, bir Lie cebiri oldugundan Jacobi 0zdesligi saglanir. O halde L
bir Lie cebiridir.
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L Lie cebiri direkt limit ile aynt evrensel donusim Ozelliklerine sahiptir
(Morandi, 2012):

O-l: Al - L
homomorfizmini
a; - C_ll

olarak tanimlayalim. Denklik bagintisimin tammindan, her I < m igin

Um((plm(al)) = (¢lm(al)) = dl
olupo; = g, © @y, dir. Amacimiz L Lie cebirinin direkt limit ile ayni dontsim
Ozelliklerine sahip oldugunu gostermek yani L=lim_ A; dogrulugunu ispatlamak.
Kabul edelim ki B bir Lie cebiri ve her I< micint; = t,,, © ¢, Olacak sekilde bir
Tl:Al - B

Lie cebiri homomorfizmi var olsun. Simdi

7.L - B

(@) - 7,(a)

dontsUmUnd tanimlayalim. Bu déntstm iyi tammlidhr:
Eger a; = a,, ise bir k eleman vardir dyle ki 1,m< k ve @ (a;) = @mi(ay,) dir.

Boylece

7,(a)=1% (‘Plk (az)):Tk (‘Pmk (am)):Tm (am)

olur.Aciktir ki = bir Lie cebiri homomorfizmidir ve T donusiminin tammindan

T, =T o gy dir.

48



3. PARASERBEST LIE CEBIRLERI, ALT CEBIRLERI
VE IDEALLERI Zehra VELIOGLU

Eger herlicint’: L —» B donUsumir; = t’ » g; esitligini saglayan diger bir doniisiim

ise
t'(@)=1'(o1(a)))=71(a))=1(a)

elde edilir. O halde t" = 7 olur. Boylece L direkt limit ile ayn1 dontstim 6zelliklerini

saglar.
Bilinen donisim o6zelliklerini kullanarak L= lim_, A; oldugunu gostermek

kolaydir. Her [ € I igin g;dOnusumleri o; = o o ¢; olacak sekilde bir tek olan
o:limA; - L

donistimund  belirler. Benzer bicimde donusim Ozeliklerini L Lie cebirine

uyguladigimiz zaman ¢; = t o g; olacak sekide

T:L - lim 4,

donustimiini elde ederiz. Boylece o o 7: L — L donlsimi o; = (o o 7) ° ¢, ssitligini
saglar. Ayricaid;: L — L dontsUmi a; = id; o ¢, esitligini saglar.
Dondsumin tekliginden o o T = id; oldugunu ve yine benzer bigcimde too =

idjim_, 4, Oldugunu hesaplariz. O halde o (ve t) bir izomorfizmdir. Yani [ € I igin;
Iim_> Al = UlAl/""' (32)

olarak gorulebilir.

Ayrica Shang (2008) Teorem 3.13 den de denklik siniflart Uzerinde
tanmlanan islem g6z onunde bulunduruldugunda direkt limiti denklik siniflarinin
kiimesi olarak elde edilebilecegini gorebiliriz.

Nesnelerin sistemleri ve limitleri hakkinda daha detayl1 bilgiyi Eilenberg ve
Steenrod (1952) da bulunabilir.
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Asagidaki teorem direkt limitin temel 6zelliklerinden birini belirler.
Teorem 3.6: {A,, ¢;;} Sistemi A; Lie cebirlerinin bir direkt sistemi olsun. O zaman,

1) lim_ A; direkt limitinin her elemani bazi a € A; ler icin ;(a) formundadir.
2) a€Aicin@;(a)=0ise ¢;(a) = 0 olacak sekilde bir j > i vardir.

ispat: Bu kosullarin ispat1 yukarida tammmlanan ve lim_, A; direkt limitine izomorf
olan L Lie cebirinin tammindan kolaylikla gortlebilir. L Lie cebirinin her eleman
a; = o;(a;) formundadir. Aymi zamanda eger a; =0 ise @;~0 dir. O hade
bagintimin tanimindan bir j > i vardir dyle ki ¢;;(a;)= ¢;;(0) =0 dir. Boylece
7:L = lim_ A; izomorfizmini g6z onune aldigimizda L Lie cebirinin bu 6zellikleri
lim_, A; icin de gecerli olur.

Simdi direkt limitin diger bir ingasin inceleyelim (Morandi, 2012):

M, A; abelyen Lie cebirlerinin direkt toplami ve N ise M cebirinin her [ <m

Lmel ve her a€A; icin a— @;,(a) formundaki elemanlar tarafindan Uretilen

idedli olsun. O zaman M/ ceiri,
donisumlerinin  bileskesi olan «; donusumleriyle birlikte evrensel dontsim

Ozelligini saglar. Yani G bir Lie cebiri ve Y;: A; = G, Y@ = P, Olacak sekildeki

homomorfizmler olmak tzere her I igin f ¢, = 1, olacak sekilde bir tek
fiM/N -G

homomorfizmi varchr. O halde lim_ A; = M/N dir.

Bdylece abelyen Lie cebirlerinin direkt limitinin daima var oldugu gorilmektedir.
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Ornek 3.1: A bir abelyen Lie cebiri olsun. {A;}i; ise A Lie cebirinin sonlu lretilmis
alt cebirlerinin bir klimes olsun. | direkt kiimesini herhangi i,j ikilisiigin A; € A ise
i <j olarak tanimlansin. | bir direkt kimedir. Clnku A; + A; cebiri de sonlu Gretilmis
olup A; ve A; Lie cebirlerini igerir. i <j igin, @;:A; = A; igerme dontsimu olarak
tammlanirsa, yani i <j icin 4; < 4; ise {A;, g;;} sistemi bir direkt sistem olur. O
halde lim_, A; direkt limiti vardir. Simdi direkt l[imitin A Lie cebirine esit oldugunu
gosterelim.

H herhangi bir Lie cebiri olmak Uzere H = lim_, A; olsun. o;: A; = A icerme
dénusimunt ele alalim. Her i igin ¢;: A; — H kanonik dontsimu olsun. o; = gj o ¢;;
oldugundan ve evrensel donustim 6zelliklerini gdz ontine bulundurdugumuzda her i
icin g; = g o ¢; olacak sekilde bir tek o:H — A homomorfizmi vardir. g € A olsun
bazi i ler icin g € A; olur. g elemam tarafindan Uretilen (g)bir boyutlu Lie cebiri A
nmin sonlu Uretilmis bir at cebiri olacagindan bazi i ler icin (g) Lie cebri A; Lie
cebirine esit olacaktir. O haldeg = g;(g9) = a(¢;(g))olur. Buda ¢ dontsiminin
Orten oldugunu gosterir. h € ker (o) olsun. Baz1 g € A; icin h = ¢;(g) dir. Boylece

o; icerme donlsimu oldugundan
0=0(h) =a(pi(g)) =0i(g) =g

olur. O halde g = 0 dir ve boylece h = ¢;(g) = 0 dir. O halde o birebir ve értendir.
Yani A = H dir.

Teorem 3.7: Her i> 1 icin F; Lie cebirleri a;, b; elemanlar: tarafindan Uretilen
serbest Lie cebirleri olsun. O halde,

P:UFL

i€l
Lie cebiri paraserbesttir.
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Ispat: | bir direkt kiime ve a € I i¢in F, Lie cebiri a,, b, eemanlar tarafindan
serbestce Uretilen bir serbest Lie cebiri olsun. o,B€ | igin a<B ve ug €
v2(Fg)olmak Uizere,
bap: Foa = Fp
ag = ag +ug

baﬁbﬁ

homomorfizmi tarumlansin. Aciktir ki ug # 0 isedqg(Fo) = Hg = {(ag + ug, bg)
cebiri Fjp serbest Lie cebirinin bir alt cebiridir. ug min secimi sGyle olsun:

a<Bissug #0

o= B |$Uﬁ =0
i <j<kicing.p;j = @y oldugunu biliyoruz. O halde bir a; € 4; icgin

oi(a;) = (ij(Pij(ai)
ar + wi = @j(@ +uij), wix € v2(Ay)

= a, + wip + @i (wij) Wi € v2(4x)

elde edilir. O hade i<j<k icingy = uj + @j(u;)olur. Kolaylik olmasi
bakimindan | kiimesini sonlu segelim. Asagidaki rakamlar dizisini ele alalim oyle ki
her bir ij sayisi bir u;; elemamna karsilik gelsin. Dizide herbir sayiya karsilik gelen
u;; eleman bir Ustlindeki sayiya karsilik gelen u,p elemamindan solundaki sayiya

karsilik gelen u, s elemammnin gikarilmasiyla elde edilsin.

12 13 14 15
23 24 15
34 35

45
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Ornegin uys= gz — Uy, Ups™ Usg — Uz, Uss™ Upg — Upz™ Ugy — Usz — Usz + Upy
yazalim. Bu say1 dizisnden i <j < k olacak sekilde segilen herhangi i,j,k €I
Uglusl igin @y = wy + @i (u;;) esitliginin tek sekilde saglanp saglanmadigin
kontrol etmek istiyoruz. Ornegin bu say1 tiglustii = 1,= 2,k = 4 olsun. O halde

Upy = Upg + Paa(U12) = Usy — Usz + @24 (Us2)
Ugg = Ugg — Upz T Ugg — Upga=Ugg — Ugz FH Ugg — Ugg + U3

Uig = Ugy

elde edilir. Farkli bir say1 G¢lust icin farkli bir u,, bulunabilir mi? Bunun igin
i <j <k olacak seilde u,, elde edebilecegimiz farkli bir say1 Ggllsi ele alalim.
Ornegini = 1,j = 3,k = 4 olsun. O halde

Upg = Upg + P34 (Us3) = Ugg — Uz —Ugz + Upp + @34(Ug3)
Ugg = Ugg — U3~ U3 T U T U4 — Ugg T U3 U3 — U

Uig = Ugy

elde ederiz. —u 3 + uy4 — Uy, = 0 oldugunu biliyoruz. O halde esitligin her iki
taraf1 u,4 olup bir tek u,, vardir.
Benzer islemler farkli sayilar icin de yapilabilir. Bu hesaplamalarla ug gibi bir
elemandan bahsedebilecegimizi ispatlamis oluruz.

{Fotaer serbest cebirlerin ailesinin g donustimleri ile birlikte bir direkt

sistem olusturduklarim gosterelim.

$aa: Fa = Fq
A, = a, +uy, u, =0

baﬁbﬁ

oldugundan ¢gq = Idg, dir. Simdi a < B <y icin dgy ° dgg = dgy, Oldugunu
gosterelim.O halde,
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¢ay(aa):ay+uy’ Uy € VZ(FV)
bpy © Paplan) = Ppy(ap + up), up € v, (Fp)

bpy(ag)+dpy(up)=a,+w, +u, +wy=a,+u,

dir. wy, +wy =0 secimi ile dpgy, © dop = dqy Esitligi elde edilir.
Bdylece her a < B <y i¢in ¢y = Idg, Ve dgy © Pop = Pgy, Oldugundan

({Fa}aeh {¢a8}a<ﬁ)

bir direkt sstem olur. Bu direkt sistemin direkt limiti P olsun. O halde tanimdan
o < B olmak Uzere o, B € ligin ¢g o hp = P, Olacak sekilde bir

$oi Fq = P

homomorfizmi vardir. '~ bagintisi direkt limitin tamminda kullanilan denklik
bagintist olsun.'~" bagintisimU,¢; F, Uzerinde dusinelim. Uge; F, /~ denklik
siniflart kimesinin U,¢; F, kimesine esit oldugunu gosterelim. Daha Once L =
{a,/i €l a; € F} = U,F,/~denklik siniflari kimesinin direkt limit ile aym
evrensel donusim ozelliklerine sahip oldugu gosterilmisti. Yani U, F,/~ =lim_ F,

dir. Simdi L ={a;/ i € I,a; € F;} = U, F,0ldugunu gosterelim.va, € a, igin
a, = {aﬁ € FB/B € I,a,;~aa}

oldugundan L c Uge F, dir. Tersinea € U, F, olsun. O halde bazi « €l i¢ina € F,
olur.a € a, isea € L dir. O halde U, F, € L olup L=U, F, dir. Boylece

UF“:UF“/~

a€l a€l

elde ederiz. (3.2) esitliginden
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lim,, Fe=Uger Fa

olur. Boylece P cebirini ranki iki olan serbest Lie cebirlerin birlesimi olarak
distnebiliriz. O halde,

P=Uger Fy (33)

cir.Simdi P cebirinin paraserbest oldugunu gosterelim. Ik olarak P cebirinin reziduilii

nilpotent oldugunu gosterelim. Bununigin

Yn(P) = UieIVn (Fi) (3-4)

esitligini ihtiyacimiz vardir. P cebirinin denklik simiflarindan olusan bir kime

oldugunu biliyoruz. Yani
P= ||m_) Fi:UiEI Fi
dir. P Gzerinde tanimli olan Lie ¢arpimi ve P cebirinin alt merkezi serisinin n-yinci
teriminin tammu kullanilarak (3.4) esitligini sdyle ederiz:
K ={w;/i € I,w; € y,(F;)} kimesini disiinelim. K kiimesinin

yn(P) :yn(ai/i Ellai EFi)

terimine esit oldugunu gostermek istiyoruz. K c y,, (P) oldugu agiktir.

w € ¥, (P) = sp{[[wy, uzl, ..., un|/u; € P}olsun. u; € P isebazije I iginy; € F; dir.

i) Birkelicinu,,u, € Fy ise

[, 4,] = [@xe(uy1), @re(uy)] € K
v2(F)
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olacak sekilde t € I vardr.

i) l,me liginu, € F,veu, € F, ise

[y, 42] = [@ie(uy), @me(U2)] € K
v2(Ft)

olacak sekilde t € I vardur.

iii) [uy,u,] = ¥ olsun. Ayrica

w= Z a(l,Z,...,n)[[ﬁ, Uz, Uy, ..., Up]

elemanmini dustinelim. Eger v, uz € F; ise (i) den dolay: bir t; >t vardir dyle Ki
[v, us] € y3(F,,) olur. Béyle devam edilirse bir a igin [[wu;, upl us, .., uy] € y2(Fy)

dir. w = [[ty,U,], Us, .., Uy| € Kolur. Boylece

n® =] mE
4
elde edilir. Simdi P nin reziduld nil potent oldugunu gosterelim.

Naz1 ¥ (P)=Nnz1(Uier v (F))
=M1 (F) Uy (F2) U L)
= (F) Uy (FR) U ..) N (o (F) Uy (F)u.. )N
=(n(F) ny2(F) U (11 (F) ny2(F)) U ...
=Uier(Np=1¥a (F))

elde edilir. Boylece
ﬂ:;lyn(P) = Uiel (Q Vn(Fi)>
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olur. Sonlu rankli serbest Lie cebirleri rezidilt nilpotent oldugundan her i€ I icin
Np=1Yn(F;) = 0 olur. O halde

ﬂ;yn (P)=0

olup P rezidulU nilpotenttir. Simdi P Lie cebirinin bir serbest Lie cebiri ile ayn alt
merkezi diziye sahip oldugunu gosterelim. Bir 0+ u; € y,(F;) eleman icin W; =
{a; + u;, b;} kimesini ele dlalim. Bu kiime F; serbest Lie cebirinin bir H; alt cebirini
uretir. Aciktir ki W; modilo y,(F;) bagimsizdir. Yani W; kimes F; serbest Lie

cebirini modulo y,(F;) serbestce Uretir. Simdi Fi/)/z(F-) cebirini ele alaim. n> 2
i

icin

Fi N YTL(FL)
ly,(F) = )
Vn(Fi)

Vn(Fi)
Y2(F)+vy (F;) /
Vn(Fi)

IR

F;
Vn(Fi)

F;
£ ( Vn(Fi))

W; kiimesi F; serbest Lie cebirini moduilo y, (F;) Urettigini biliyoruz. O halde Lemma

IR

3.1. den W; kiimesi F; serbest Lie cebirini modulo y,, (F;) serbestce Uretir. Bdylece

57



3. PARASERBEST LIE CEBIRLERI, ALT CEBIRLERI
VE IDEALLERI Zehra VELIOGLU

F; = H; + v, (F) (3.5)

elde edilir. Boylece (3.5) ve izomorfizm teoreminden
Fi/ _H; + Vn(Fi)/ ~ Hi/
Vn(Fi) Vn(Fi) - Hi n Vn(Fi)

olur. Agiktir ki
yn(Hi) c Hi n Vn(Fi)
dir. Boylece n=2,3,.. igin H"/ den H"/ cebirine bir dogal
~ Ya(Hy) H; 0y (Fy)
homomorfizm vardir. O halde n=2,3,.. i¢in asagidaki diyagram elde ederiz.

H; o H; =~ Fi
@)~ T ) = )

Diyagramdan H; /y (H,) den izomorfik goruntisiine giden bir homomorfizminin var
n L

oldugu goruldr. Sonlu Uretilmis serbest nilpotent Lie cebirleri hopfian oldugundan bu

homomorfizminin ¢ekirdegi sifirdir. Boylece

H; ~ Fi ~ H;
lyat) = PyaE) = H, A (R

olup
Vn(Hi) = Hi n Vn(Fi)

elde edilir. P cebirinin F; serbest Lie cebirlerinin birlesimi oldugunu biliyoruz. O
halde
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Hiny,(P)=H; Ny, (U Fi) =H; N (U Yu(F?))

=H Ny (F))UH Ny (F)) UL UH Ny, (F)) U ..
0 0 yn(H;)

:Vn(Hi)
dir. Boylece
Ya(H) = H; 0y, (P) (3.6)
elde edilir. Simdi bir ac P eleman: alalim. O zaman bazi i€ I icin a€ F; dir. (3.5)
esitliginden a € H; + y,,(F;) € H; + y,(P)olur. O halde P< H; + y,(P) dir. Diger
yandan H; + y,,(P) < P oldugu aciktir. O zaman

P =H; + y,(P) (3.7)

elde edilir. (3.6) ve (3.7) esitliklerini kullanarak, her nicin

P — Hi + Vn(P)
[ya(P) = )

~ H;
- /Hi nyn(P)

~ H;
- Vn(Hi)

elde ederiz. Boylece P bir serbest Lie cebiri ile ayn1 alt merkezi diziye sahip olmus
olur. Yani P paraserbesttir.
Asagidaki teoremde Vi(P) = Py n,. . n, V& Vi(F) =Fy n, .

F Lie cebirlerinin (ny,n,,...,ny) dizisine gbre polisentral serilerinin terimlerini
temsil edecektir.
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Teorem 3.8: F Lie cebiri {a, b} kiimes tarafindan serbestce Uretilen bir serbest Lie

cebiri olsun. O zaman rank: 2 olan bir P paraserbest Lie cebiri vardir dyleki

NP ~F
|) /Vk(P) = /Vk(F) d1l‘ ve
i) Pserbest degildir.

ispat: i) I, E, ve Pyp bir dnceki teoremin ispatinda tammlanan ifadeler olsun. a < 8

olmak Uzere her o, B € ligin,
f(XB: Vk(F(x) - Vk(FB)

homomorfizmi tammlansin dyle kif,g donisimil ¢gg donisiminin Vi (F,) serbest
Lie cebirine kisitlams1 olsun. Her a < B <y igin foq = Idy, (r,) Ve fgy © fop = foy

olacagindan

{Vk(Fa)(xeh {f(XB}oKB}

sistemi de bir direkt sistem olur. i=1,2,.. icin P, F, Lie cebirlerinin direkt limiti olsun.
O halde P=Ug-, F,olur. Simdi

Ug=1Vi(Fp) =V, (P) (3.8)

oldugunu gosterelim:

[oe]

lim V() = U Vi (Fy) = {u/u € Vi (F,)}

a=1

oldugunu biliyoruz.

Diger yandan a,, € F, ve ag € Fg igin
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[@q ag] = [pu(aa). dpi(ap)] € Vi(F)

€y2(Fp)

olacak sekilde bir [ € I vardir. Buda k=1 icin esitligin saglandigini gosterir. Benzer
sekilde her k € I icin saglandig1 kolayca gosterilebilir. Boylece

[oe]

Vi(P) = Vie(Fy)

a=1

Ayrica tammdan biliyoruz ki {Vk(Fa)aeI,{faB}Kﬂ} sigeminin direkt limiti

Uo—; Vi (F,) dir. Yani

imVe() = ] ViR

a=1
dir. O halde (3.2) esitliginden

V(P) = lim Vi (F,)

elde edilir. F Lie cebiri ave b elemanlar1 tarafindan Uretilen bir serbest bir Lie cebiri

olmak Uzere

Yo Fo — F/Vk(F)
g 2 a + Vk(F)

ba - b+ Vk(F)

homomorfizmini dlstnelim. Acgiktir ki ¥, =g g dir. O halde direkt limitin
evrensel donusiim ozelliginden Y o =1, olacak sekilde bir tek

WP F/Vk(F)
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homomorfizmi vardir. Simdi bu donusimin cekirdegini hesaplayalim.Ker ¢ =
{x € P/ Y(x) = 0} dir. xeKer y ise x € P dir. (3.3) den bir a € | vardir dyle ki
X € Fg dir. dy: Fq = P donisimuicin ¢, (x) = x olup ¢ o b=y, esitliginden

Ve (1) = P(da(x))=1(x)=0

dir. Yani x eKerp,dir. Boylece her x €Kery icgin bir a €1 vardir dyle ki
x eEKery, dir. O halde, Kery = U, -, Kery,olur. Diger yandan her a €1 igin
Keryp, = Vi(Fy) dir. Clnka Kery, = {x € E,/y,(x) = 0} oldugundan ,(x) =
Vi, (F) dir. Homomorfizmler atinda verbal idealer invariant oldugundan . (x) €
Vi (E,). O halde

Kery = Vi(Fo)
dir. Boylece (3.8) esitligini kullanarak
Kery = Ug-, Kery, = Ug—; Vik(Fo)=Vi(P)

elde ederiz. O halde izomofizm teoreminden

") = )
olur.

i) Eger i kosulundak=1ven, = 2 alinrsaV, (P) = y,(P) olur ve bdylece

P ~F
Iy, P) = yy(F)

olur. Boylece P sonlu rankli bir paraserbest Lie cebiridir. Diger yandan (3.3)
esitliginden bir u € P icin bir i € I vardir 6yleki u € F; dir. P denklik siniflarinin
kimesi oldugundan @, v € P i¢in bir k € I vardir dyle ki u, € F,, = (ay, by) olmak

Uzere [u, w] = @, dir. P Lie cebirindeki elemanlarin carpimlar: bir F, serbest Lie
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cebirine ait olup bu elemanlar {a, by} tarafindan Uretilir. Benzer islemler P Lie
cebirinin tim elemanlar: igin dustndlirse, her i icin {a;, b;} kimes F; nin sebest
Uretec kiimesi olmak Uzere P nin sonsuz elemanl: bir {a,, by, ..., a;, b;, .. } Ureteg
kimesi elde edilmis olur. O halde P sonlu Uretilmis degildir. Serbest Lie cebirleri

sonlu rankl1 ve sonsuz Uretegli olmadiklarindan P serbest degildir.
Sonug 3.3: Pranki 2 olan bir paraserbest Lie cebiri olsun. O zaman

i) P paraserbest Lie cebiri ranki 2 olan serbest Lie cebirlerinin birlesimidir,

i) P/&.(P) = F/Si(F) dr,
iii) P serbest degildir.

Ispat. i veiii kosulu bir 6neeki teoremin ispatindan agikga goriilebilir.

,,,,,,,,,,

jetimliiii it jetinliiili}
k—defa k—defa

kosulu ispatlanms olur.

Teorem 3.9: Ranki iki olan bir P paraserbest ¢ozulebilir Lie cebiri vardir dyle ki;

i) Franki iki olan bir serbest ¢ozilebilir Lie cebiri olmak Uzere P/Vk(P) =

F .
/Vk(F)dIr'
i) Pranki iki olan serbest ¢ozilebilir Lie cebirlerinin birlesimidir.
iii) P serbest ¢ozulebilir degildir.

Ispat: Teoremin ispat1 Teorem 3.8. den kolayca gorulebilir.
Bir L Liecebirlerinin bir verbal idealini V(L) ile gosterelim.

Teorem 3.10: V Lie cebirlerinin bir ailes olsun. O zaman asagidaki 6zellikleri

saglayan 2 rankl1 bir P paraserbest Lie cebiri vardir:
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i) F ranki 2 olan bir serbest Lie cebiri olmak tizere”/\; oy = F/y ) dir.

if) P serbest degildir.

Ispat: i) | bir direkt kime ve a € I icin F,, a,, b, €lemanlan tarafindan serbestce

(iretilen serbest Lie cebiri olsun. a, B € 1 igin a < B veug € y,(Fp)olmak tizere,

d)(xﬁ: F(x - Fﬁ
Aq = ag + ug

baqbﬁ

homomorfizmini  taumlayalim. Agiktir ki ug #0 ise Pap(Fe) = Hg =
(ag + ug, bg) cebiri Fgserbest Lie cebirinin bir alt cebiridir. ug mn secimi soyle

olsun:

a<Bissug #0
a=Riseug =0
O halde,
Poa: Fa = Fa

a, = ag +u,, u, =0

ba i bﬁ
oldugundan ¢q = Idg_ dir.a, € A, icin

bay(@a)=ay +uy, u, € y2(F)
bpy © Pap(aa) = Ppy(ag +up), ug € v2(Fp)

dpy (ag)+dpy (up)=a,+w, +u, +wy=a,+u,

dir.w, +w, =0 secimi ile ¢gy o Gupg = Py Esitligi elde edilir. Boyleceher a < f <y

iGN Ggy = Idg, Ve dgy © Pup = Py, Oldugundan
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({Fa}aeh {q)aB}OKB)

bir direkt sistem olur. Bu direkt sistemin direkt limiti P olsun. O halde
P:Utxel Fa

yazabiliriz. Simdi a < 3 olmak tzere her o, 8 € ligin,
@ap V(Fo) - V(Fp)

homomorfizmini tammlayalim dyle ki ¢qg donisuminin V(F,) serbest Lie cebirine
kisitlamst @y dOnlsUmine esit olsun. Her a <B <y igin @qq = ldyE,) Ve

Ppy © Pop = Qg 0lacagindan

{V(Fa) el {(paﬁ}oKB}

sistemi de bir direkt sistem olur. Simdi V(P) = Uq-, V(E,) oldugunu gosterelim:

T V(R ={atu e V(E)}
n=1
olup

[oe]

imve) = v

n=1

dir. Diger yandan a,, € F, ve ag € Fp icin birl € Ivardir Oyleki

[da’dﬁ] = [(pal(aa)’d)ﬁl(aﬁ)] € V(F)

€y, (Fp)

cir. O halde
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imV(F) = v(Um_an) = V(P)

olur. Boylece

vy =] v

olur. Simdi F Lie cebiri ave b elemanlar: tarafindan Uretilen bir serbest bir Lie cebiri

olsun.
Yo Fa= Py

a, - a+V(F)
b, = b+ V(F)

homomorfizmini distnelim. Aciktir ki ¥, =g dqg dir. O halde direkt limitin
evrensel donusiim ozelliginden ¥ o ¢ =1, olacak sekilde bir tek

homomorfizmi vardir. Simdi bu donusimin gekirdegini hesaplayalim. Ker ¢ =
{x € P/ Y(x) =0} dir. x € Ker  ise x € P dir. P cebiri F, serbest Lie cebirlerinin
birlesimi oldugundan bir a € | vardir dyle ki x € F, dir. ¢: Fq = P donustimdi icin
b (X) = xolup Y o p =1, ssitliginden

Wa (1) = P(bo(x))=1¥()=0

dir. Yani x eKerp, dir. Boylece her x €Kery icgin bir a €1 vardir dyle ki
X eKery, dir. Boylece,

Kery = Uy Kery,
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olur. Diger yandan her a €1 icin Kery, = V(F)dir. Cunki Kery, ={x €
E,/y,(x) = O}oldugundan v,(x) = V(F) dir. Homomorfizmler altinda verbal
idealler invariant oldugundan y, (x) € V(F,). O halde

Kerpe, = V(Fq)
dir. Boylece,

Kerl/) = Uael Ken/)a = UaeI V(Fa):V(P)

elde ederiz. O halde izomorfizm teoreminden

ORIG
olur.

ii) Birinci kosuldan P nin rankimin 2 oldugunu biliyoruz. Ayrica P cebiri F,serbest

Lie cebirlerinin direkt limiti oldugundan sonlu Uretilmis degildir. Sonlu Uretilmis

olmayan sonlu rankl1 bir serbest Lie cebiri olamayacagindan P serbest degildir.
Teorem 3.10 un benzerini metabelyen Lie cebirleri icin de ifade edebiliriz.

Bunun icin asagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma 3.5: M, {a, b} kimes tarafindan serbestce Uretilen serbest metabelyen Lie

cebiri olsun. uUEM olmak Uizere® : M — M homomorfizmini

f:a »> at+u

b->b

olarak tanimlayalim. O zaman 6 donusUimunun bir otomorfizm olmasi igin gerek ve

yeter kosul a € k olmak Uzere u= ab olmasidir.
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ispat: 6 bir otomorfizmise {a + u, b} kiimesi M yi Uretir.

Bir metabelyen Lie cebirinin otomorfizmi bir i¢ ve bir lineer otomorfizminin
bileskesi oldugunu biliyoruz. O halde 8 donisimi M Lie cebirinin bir otomorfizmi
ise ya bir i¢ otomorfizm ya bir lineer dontusum ya da bir lineer ve bir ig

donlsimiandn bileskesidir.
1. Durum: @ bir i¢ otomorfizm olsun. we M'olmak Uzere

1
e2dW= |+ adw + o (adw)? + ---

dir.a € M igin
e2d%(a)= I(a)+ adw(a) + %adw(adw(a)) + .
=a+ [aw] +—[lawlw] + ..
olur.
[[awl,w]+ ..=0
oldugundan

e?dW(a)=a+ [a,w]
olur ve boylece

e (b)=b + [b, w]
olur. Bu da elemaninin 8 tarafindan tekrar kendisine gitme sartiyla ¢elisir. O halde 6
sadece i¢ otomorfizmden olusmaz.

2. Durum: 6 lineer ve i¢ otomorfizmlerin bileskes olsun. ki, kpdi, d2 € K

olmak Uzere,
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p:a - kja+k,b
b -»dia+d,b

olsun. O halde kyd— dkz# O dir. Bir i¢ otomorfizm ile bileskes ainmirsa

eeu:lw

6=eep:a —*, kia+ kb — ky(a+ [a,w]) + ky(b + [b,w])
= kj,a+k,b + k;[a,w] + k,[b,w] olur.

e o : 3 - kja+ k,b + kq[a,w] + k,[b, w]

oldugundan
b- d;a+d,b+d,[aw]+d,[b,w]

olur. Benzer sekilde bu durum da b elemaninin 8 tarafindan tekrar kendisine gitme
sartiyla ¢elisir. O halde 6 lineer ve i¢ otomorfizmlerin bileskelerinden olusamaz. Bu
durumda @ bir lineer donistmdiir.

3. Durum: @ lineer donlisim olsun. O halde;

f(a) = k;a+ky,b
0(b) =d;a+d,b

olur. kyd— dko# 0 olmalidir. Boylece 6(b) = b olacagindan d,a+ d,b =b olup
d1=0ve d,=1 olur. kyd— dk,# 0 oldugundan k;d,# O olur ve boylece ki# 0 dir. ky=1
olsun. O halde

0(a) = a+ k,b dir. u=k,b ve ko=a alinirsave u= ab olup 6(a) = a+ uolur.

Sonug 3.4: Ranki 2 olan ve asagidaki 6zellikleri saglayan bir P paraserbest Lie cebiri

vardir:
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i) Pranki 2 olan serbest Lie cebirlerinin birlesimdir,

i) P ranki 2 olan bir serbest Lie cebiri ile ayn1 sonlu boyutlu bolim
cebirlerine sahiptir.

iii) F rank:1 2 olan serbest Lie cebiri ve V metabelyen Lie cebirlerin bir sinifi
olmak Uzere /V(P) = /V(F) dir.

iv) P serbest degildir,

v) Pnin her sonlu Uretilmis bdluim cebiri iki eleman taraf indan Uretilir.

Ispat: Sadece (v) kosulunu ispatlamak yeterlidir. Diger kosullarin ispatlar: Teorem
3.10 dan agikga gorulebilir.

V)i € I igin F; Lie cebiri {a;, b;} kimesi tarafindan serbestge Uretilen iki rankli bir
serbest Lie cebiri olmak Uizere P=U ¢, F; olsun. P Lie cebirinin {x4, ..., x,,, ... } kimesi
tarafindan Uretildigini kabul edelim. I, P Lie cebirinin {x5,.., x,,.. } kimes

tarafindan dretilen bir ideali iseP/, =u;*;1<Fi+’/,> dir. O zaman P/, sonlu
e ey . g . c e Py Fi + ] . . ..
uretilmis oldugundan bazi i-ler igin /I = /I olur.Bdylece F; serbest Lie cebiri

{a;, b;} tarafindan Uretildiginden P/I bolim cebiri de {a; +1,b; + I} tarafinda
uretilir. Boylece P/I boltm cebiri iki eleman tarafindan Uretilmis olur.

Simdi paraserbest Lie cebirlerinin birlesimlerinin hangi kosullar atinda
paraserbest oldugunu inceleyecegiz.

Teorem 3.11: A; €A, € CA, .. CSA=Up; A, sonlu k rankli paraserbest

Lie cebirlerinin artan bir serisi olsun. O zaman,

i) A rezidul nilpotenttir,
i) A rezidulG sonludur,
iii) A paraserbesttir,

iv) A serbest degildir.
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Ispat: i) i3 1 icin X;, A; paraserbest Lie cebirinin bir paraiirete¢ kiimesi olsun. O
zaman X; kiimesi A; paraserbest Lie cebirini modilo v, (A;) serbestce Uretir. Yani X;
kiimesi modilo y,(A;) olarak bir serbest abelyen Lie cebiri Uretir.

i®1icin Ajcebirleri ayni ranka sahip olduklarindan ve j3iigin A; € A; oldugundan,
Xi kiimesi A;iginde modiilo y,(A;) bagimsizdir. O halde X; kiimesi modiilo v, (A;)
olarak bir serbest abelyen Lie cebiri Uretir. Lemma 3.1. den n=2,3,... i¢in X; kimes
modiilo y,(A;) olarak bir serbest nilpotent Lie cebiri Uretir. Yani A; cebirinin (X;)

A L
alt cebiri ’/ bl Um cebirine izomorftur. Boylece
Yn(Ai)

Aj = (Xi> + Vn(Aj)
eldeedilir. Ohaldei < jicin,
A=A +1(A) (3.9

(3.9) ssitliginden ve 1. izomorfizm teoreminden

Aj/ n(A) © " yn(Aj)/ w(A) Ai/Ai Nyx(A) (310)

olur.A; ranki r olan paraserbest Lie cebirleri olduklarindan ranki r olan F; serbest Lie

cebirleri vardir 8yleki j > 1 icin

@)= o)

olur. Onerme 3.1 den her i,j > 1icin
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Fj/ ~ Fi/
Yn(F]) Y‘n(Fl)
dir. Boylece
A; A
J = 1 311
/Yn(Aj) Sy (A) (311

olur. (3.10) ve (3.11) esitliklerinden

Ay
A = /A Nva(A)

elde edilir. Diger taraftan
Yn(A) € A ve v, (A) S vn(A;)
oldugundan

Yn (Ai) < Ai r]Yn (Aj)

oldugu aupkhr.'a‘i/Y (A) cebirinin hopfian oldugu g6z 6niine alinirsa
n 1

Yn (Al) = Ai nYn (A]) (312)

esitligi elde edilir. Simdi i < j icin ¢;;: A; > A; icerme donlsUimu olsun. O halde 4;
Lie cebirleri ¢;; donlsumleri ile birlikte bir direkt sistem olusturur. P bu sistemin

direkt limiti olsun. P cebirini A;Lie cebirlerinin birlesimi olarak aabiliriz:
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P=UAi=A

n=1

Direkt limitin tammindan A bir Lie cebirdir ve Uj2; v,(A;) = v, (A) dir. Simdi
(3.12) ssitligin, goz oniine alarak A; Ny, (A)kesisimini hesaplayalim:

AN ya(A) = A; N <U yn(Ai)>

= (AiNy(AD) U .. U (AiNY(A)) U .. U (AiNYR(Ais1)) U ..
:Yn(Al) u..u Yn(Ai) u..u Yn(Ai) uU..
:Yn(Ai)

olur. Boylece
Ai n yn(A) = Yn(Ai) (313)

olur. 0 # a € A elemamn ele alalim. O halde baz1 i elemant icin a € A; dir. A; Lie
cebirleri rezidilt nilpotent oldugundan bazi n pozitif tam sayilart igin a € y,(4;).
Boylece (3.13) esitliginden a & y,,(A4) dir. Yani A darezidlli nilpotenttir.

ii)A; paraserbest oldugundan r rankl1 bir F; serbest Lie cebiri vardir dyleki n > 2 ve

i>1igin
Ai ~ Fi
/ Yn(A) ~ / Yn(Fi) (3.14)

olur. Biliyoruz ki sonlu rankli serbest nilpotent Lie cebirleri sonlu boyutludur.

Boylece (3.14) esitliginden Ai/Y (A) sonlu boyutludur. O halde A; rezidili
n 1

sonludur. Simdi i > 1 i¢in A = A; +y,(A) ssitligini gosterelim. A; +y,(4A) € A
oldugu agiktir. a € A elemamim olsun.O halde U; -, A; = Aoldugundan bir j € I igin
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a € A; dir. Boylece (3.9) esitliginden a,; € 4;,a; € y,(4;) olmak lzere a = a; +
a,olarak yazilabilir. y,(A;) € y,(A) oldugu aciktir. O halde a, € y,(A) olur
vea € A; + y,(A)olur. Boylece A € A; + v, (A4) eldeedilir. O zaman

A=A +y,(4) (3.15)

olur. (3.15) esitligi veikinci izomorfizm teoreminden

A ~ A+ v,(A)
/vn( /vn(A) /A Nyn(A)

eldeedilir. Boylece (3.13) deni > 1,n > 2igin
A ~ Ai
/ Yn(A) = / Yn(4;) (3.16)

A; 5 A
olur. /Yn( A,) nin sonlu boyutlu oldugundan /Yn(A) de sonlu boyutludur.

0 +#a € A olsun. O halde bazi i demanlari icin a € A; dir. A; rezidllU nilpotent
oldugundan bazi n € I igin a ¢ y,(4;) dir. (3.13) ssitliginden a ¢ y,(A) dir. O
halde A rezidul G sonludur.

iii) (i) nin ispatindan (3.14) ve (3.16) esitliklerini kullamirsak, n > 2 igin

~ A ~ Fi
M@ = ) = e

olacak sekilde bir r rankl1 F; serbest Lie cebiri vardir. BOylece A F; serbest Lie cebiri
ile aym alt merkezi diziye sahiptir. Ayrica (i) den A nmin rezidilt nilpotent oldugu
biliniyor. O halde A paraserbesttir.

iv) A cebiri A; paraserbest Lie cebirlerinin birlesimi oldugundan sonlu Uretilmis

degildir. Fakat A/Y (A) sonlu Uretilmistir. O halde A serbest degildir.
2
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Simdi Teorem 3.7 nin Teorem 3.11 in bir sonucu olarak kolayca elde
edilebilecegini gosterelim.

Sonug 3.5 Fy,F, ... seris ranki iki olan serbest Lie cebirlerinin bir serisi olmak
Uzere P = U2, F; olsun. O halde P Lie cebiri rank: iki olan bir paraserbest Lie
cebiridir ve serbest degildir.

Ispat:F; Lie cebiri, i > licin X; = {u;, v;} kiimes tarafindan serbestce tiretilen bir
serbest Lie cebiri olsun.

Gii+1i Fi = Fiyq

W = [Uig1, vigal,

Vi = [[ui+1!vi+1]vvi+1]

monomorfizmini e alalim. Aciktir Ki Giiv1(F) cebiri
{[wir1, vigrd [[Wis1, Vier] vige|} kimes tarafindan Uretilir ve Fi,, serbest Lie
cebirinin bir 6z alt cebiridir.

F; serbest Lie cebirleri ¢;;,, monomorfizmleri ile birlikte bir direkt sistem olusturur.
Bu direkt sistemin direkt limiti P olsun. O halde

yazabiliriz. Teorem 3.11 den P paraserbesttir. Teorem 3.11 (ii) kosulundan, n > 2

icin

P ~ Fi
/Yn(P) - /Yn(Fi)
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dir. O halde P Lie cebirinin ranki ikidir. Direkt limitin yamsim ve ~ denklik
bagintisimn tammunt goz 6nune alalim. O hale a € 4; i¢in a~g;;,1(a)dir. Boylece
P = [P, P] olur. O halde P serbest degildir.

Teorem 3.12: Bir paraserbest Lie cebiri sonlu rankl: rezidilt paraserbesttir.
Ispat: Bu teoremin ispat: Baur (1978) de bulunabilir.

Teorem 3.13: Ureteg sayis1 2 ya da daha fazla olan metabelyen bir P paraserbest Lie
cebiri iki rankl1 rezidl G paraserbesttir.

ispat: P, 2 ya da daha fazla liretece sahip bir metabelyen paraserbest Lie cebiri

olsun. Teorem 3.12 den P Lie cebiri sonlu n ranklidir(n > 2). 0 # a € P olsun. P

paraserbest oldugundan bazi ¢ > 2 icin a & y.(P) dir. P/y (P) bolim cebiri serbest
Cc

metabelyen ve nilpotenttir. H, P paraserbest Lie cebirinina ¢ H ve H 2 y.(P)
olacak sekildeki bir at cebiri olsun. O halde

e g
/ve(P)

boltm cebirinin ranki 2 olup serbesttir. Serbest Lie cebirleri projektif olduklarindan

/VC(P) bdlim cebirinin bir /yC(P)ldeah icin

@y =@y @ ey ve ey " ypy =0

olacek sekilde "/, py bolim cebirinin bir L/,
c

c

(P) alt cebiri vardir dyleki
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dir. Simdi P/y2 (p) Vi hesaplayalim:

P/
P/ (P) ~ VC(P)/ p
& al /VC(P))

dir.

@y =y @y )

oldugundan

“/ Ye (P)/ _ (H/ ve(P)® Y VC(P))/
A, (") @ )

olur. Esitligin sag tarafindaki bolim cebirinin  payda kismindaki ifadeyi
hesaplayalim.

v2(Mfy. ey @4, 0) = ey @ ey ey @y )]
_ [H,H]GB[H,L]GB[L,L]/ -
Yc
_raelh Lerw)/
Yc

eldeedilir. O halde

77



3. PARASERBEST LIE CEBIRLERI, ALT CEBIRLERI
VE IDEALLERI Zehra VELIOGLU

(H/ v.(P) ® Y Ye (P))/
2 (" ye(P)® Y Ye (P))

(r2(H)®[H, L]1®y,(L)) / -
Ve

_Thme L/w))/

— (H/ VC(P)) @ (L/ yC(P))
(y.(H)®[H, L] / Y2(L) /
Y. (P) Y.(P)

(" yc(P))/ o (L/yc(P))/
(y.(H)®[H, L] + y.(P)) / (y2(L) +v.(P)) /
Y. (P) Y. (P)

_H L
B /Vz(H)EB[H,L] +y,(P)® /VZ(L) +v.(P)

elde edilir. O halde

P — H L
Iy, ) = @I, 11+ 7. (P) © ya (L) + 1. (P)

p /y2 P) bolum cebirinin n rankl1 serbest abelyen oldugunu biliyoruz. AyricalL Lie
cebirinin segiminden ve L/Yz(L) +1.(P) bolum cebiri 2 rankli serbest abelyen
Cc

oldugundan H/VZ(H)EB[H, L] +7.(P) cebiri n-2 rankli serbest abelyen

olur.aq,..,a,_, € H,a,_4,a, € Lolsun dyleki a4, ..., a,_,elemanlar1 H Lie cebirini

modulo y,(H)®[H, L] + y.(P) serbestce Uretir. Benzer sekilde a,,_;, a,, elemanlarn
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L Lie cebirini modilo y,(L) +y.(P) serbestge Uretir. Hopfianliktan ay, .., a,
elemanlar: P Lie cebirini modulo y,(P) serbestce Uretir. O halde yine hopfianliktan,
I, {ay,..,a,_,} tarafindan Uretilen idea olmak Uzere H =1 + y.(P)ssitligini
yazabiliriz. Simdi | idealini ele alalim.

=mCh)

olsun. Simdi P/] idealinin paraserbest oldugunu ve a ¢ J oldugunu gosterelim.
a ¢ H oldugundan a ¢ J oldugu aciktir. O halde geriye p /] paraserbest oldugunu

gostermek kalir. J idealinin tanimindan p /] bolum cebiri rezidllu nilpotenttir.

ai, .., a, elemanlart P Lie cebirini modilo y,(P) serbestce Urettiginden ve Lemma

3.1 den her c > 1 i¢in ay, ..., a, elemanlar P Lie cebirini modilo y.(P) serbestce

uretir. O halde P/ (I +7.(P)) cebiri serbest metabelyen olup ranki 2 dir. J ideali P
Cc

Lie cebirinin P/] bolum cebiri rezidlll nilpotent olacak sekildeki | y1 iceren en

kiicuk ideali olarak secilmisti. O haldeJ < (I + y.(P)) olur. Boylece

Py = ’ly / - )
(I +y:(P)) (I +v.(P))/] ve (P /])

P
yazilabilir. P/(I"'VC(P)) cebiri  serbest oldugundan, /]/ (P ]) cebiri de
Cc

serbesttir. O halde P / i paraserbesttir.
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4. PARASERBEST LIE CEBIRIORNEKLERI

Bu bolimde paraserbest Lie cebirlerinin daha somut olarak anlasiimasin
saglayan ornekler incelenecektir. Ornek 4.1. serbest olmayan bir paraserbest Lie
cebiri 6rnegi olup bunun sonucu olarak Ornek 4.2. verilmistir (Baur, 1978). Ornek
4.3. diger bir serbest olmayan paraserbest Lie cebiri drnegi olup (Baur, 1980), bu

orneklerin isiginda Ornek 4.4. de serbest bir paraserbest Lie cebiri 6rnegi verilmistir.

Ornek 4.1:z = [y, [x,y]] + [x, [y, [x,y]]] + .+ [x, o X, [y, [x,y]] ] + .-« olmak
Uzere, L Lie cebiri K{{x,y)) cebirinde x,y,z tarafindan Uretilen bir Lie cebiri olsun.

L Liecebiri {x, y} kimes lizerinde paraserbesttir fakat serbest degildir.

Ispat: Ispatta asagidaki ifadeleri kullanacagiz.

R: K{({x, y)) cebirinde x,y,z elemanlar1 tarafindan Uretilen bir alt halka,

J(uq,uy, ..., uy):R hakasinda u; elemanlar: tarafindan Uretilen iki tarafli ideal olsun
(u; € R).

h; elemanlar1 K((x,y)) cebirindei-yinci dereceden homojen elemanlar olmak Uzere,

w= > h e Kixy)
i=0

olsun. J,, R halkasinin u elemanlarindan olusan iki tarafli idealdir odyle ki u
elemanlarinin homojen toplamlarim olusturan terimler x ve'y gcarpimlarindan olusup
toplamdaki her homojen terimin y elemanina gore dereces k dan blyik ya da esittir.

Y ani
]kZ{uER/her i,jel, uzz h;, hizz ﬂjmj:degymjzk}
i€l i€l

Onerme 3.7 ve Sonug 3.2 den L, K{({x,y)) in at cebiri oldgu icin rezidili
nilpotettir.
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F, L Lie cebirinde x,y elemanlar: tarafindan Uretilen bir serbest Lie cebiri olsun. z
elemaninin tammindan L cebiri  z = [x,z] + [y, [x,y]] bagintisin igerir. Bu
bagintimin sag tarafindaki ifade z de tekrar eden elemanlarin baslangici oldugundan,
her nigin

z € F mod y,(L)
dir. Boyleceher n € N igin

0wy = )
x +yp(L) > x +y,(F)
Y+ (L) - y+y,(F)
z+¥a(L) > z+y,(F)

olacak sekilde bir ¢ izomorfizmi vardir. O halde

£/ Yu(F) = Y Yu(L)

dir. Yani L bir paraserbest Lie cebirdir.

Simdi L Lie cebirinin serbest olmadigin ispatlayalim. I, L de [x,y] —y ve
[y, z] tarafindan Uretilen bir ideal olsun. Yani I = ([x, y] — v, [y, z])olsun. Amacimiz
Q= L/I bolum cebirinin tek eleman taraf indan Uretilmedigini gostermek. Bunun igin
ilk olarak x,y,z elemanlarimn moddlo | lineer bagimsiz oldugunu gdsterelim.

a,B,y € kicin

ax +fy+yzel
olsun. @« = =y =0 oldugunu gostermek istiyoruz. J; idedinin tammndan
By +yz €], 21 olup ax € J; dir. Boylece x ¢ J; oldugundan a = O dir. Ayrica

By €J(y) 21 ve By +yz €l oldugundan yz € J(y) dirHer v € J(y) icin v
eleman asagidaki gibi yazilsin:
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n
v = Z Aimi
i=0

m; elemanlar X,y,z elemanlarimn carpimlarindan olusmak Uzere A; € k igin y
eleman: en az bir kez carpan olarak elde edilsin.

ze J, oldugundan ve m; elemanlari z elemanmim igerdiginden,m;,J; idealinde
bulunur ve boylece v € K(x, y)+/; olur. Fakat z ¢ K(x,y)+J; dir. O haldey =0
dir. Simdi g = 0 yani y ¢ I oldugunu gosterelim. Kabul edelimki y € I dir.

Icj(xyl—-y)+]J;

oldugundan dolay1, w € J; olmak Uzerey eleman asagidaki gibi yazilabilir.

yzz/limi"'W,

i€l

m; elemanlan x,y,z, ([x,y] —y) elemanlarinin carpimlarindan olusur dyle ki bu
carpimlar ([x, y] — y) elemanin bir kez igerir.m; elemanlarimn yazilisinda [x, y] —
y elemam en az bir kez goriinmek zorunda olup bu elemanlarin disinda y yada z

elemanlarini igeren m;J, de bulunur. Boylecew' € J, olmak Uzere y elemamm sdyle

y= Elimi +w',

i€l

yazahiliriz:

m; €lemanlar1 x, ([x,y] —y) elemanlarimin carpimlarindan olusur Oyle ki bu

carpimlar ([x, y] — y) elemanin: bir kez icerir. Boylece

y= Z Aijxt ([, y] = y)x/ +w'

ijel

= Z Ai]_(xi+1yxj _ xiyxj+1 _ xlyx]) +w'

ijel
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olur. y & J, oldugundan tim A;elemanlar: sifir degildir.(i, j) ikilileri, ;; # O olmak
Uzere, Once i+ toplamimn buyUklUgine gore sonra da alfabetik siraya goére
siralanirsa ve yukarida tanimlanan y elemamnin sagdaki terim incelenirse, (iy, jo)
Gifti en bilyk olmak tzere 2;;, x**yx/oterimi elde edilir ki bu terim kaldirilamaz.

Bu dabir celigkidir. Clnki

y :Zlimi"'w' cJ(x,yl=y)+]5

i€l

oldugundan, w € J; olmak Uzere

y= D Ami+w' =[xyl =)y +w

i€l

y =) am; =[xyl =)y +w-w'

i€l

yazilabilir. w — w' teriminde en az iki tane y eleman vardir. ([x, y] — y)y teriminde
dey eleman bulunur. Bu durum m; elemanmimn/, de olmasiylacelisir. O haldey ¢ I
olup f = 0 dir. Sonug olarak x,y,z modulo | lineer bagimsizdir. Boylece Q = L/ I
Lie cebirinin boyutu dim;,Q > 3 dir.

Q cebirindeki bagintilar: sOyle siralayabiliriz:

v.z21=0 (ly.zl €D
[x,z] = z(z = [x,2] + [y, [x,y]] = [x, 2] + [y, y] = [x, z]).

O halde asagidaki sonuclari elde ederiz:

1) Q cebiri x,y,z elemanlar: tarafindan Uretilen bir vektor uzayidir ve
dim;, Q = 3 dr.
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i) v,z € y,(Q), fakat

_ &) _
@)= I/YZ(L/,) =)

oldugundan x & y,(Q) dhr.
iii) Her g € Q icinq = ax + By + yz temsili vardir, (a, B,y € k).

O halde x,y,z elemanlarinin olusturdugu kiime Q cebiri igin bir bazdir.

SimdiQ’ = (u) oldugunu kabul edelim; yaniQ' komditatdr cebiri, bir u € Q
eleman: tarafindan Uretilen bir Lie ideali olsun. u = {x +ny + {z olsun. u,y,z €
Q' ve x ¢ Q' oldugundan ¢ = 0 olur.

O halde,

[q.u] = [ax + By +yz ,my + &2] = any + aéz = au.

Bdylece dim;,Q' = 1 dir. Buday,z € Q' icin y ve z elemanlarinin lineer bagimsiz
olmasiylagelisir. O halde Q' bir eleman tarafinda Uretilen bir ideal degildir.

Eger L = F(r,s) ranki 2 olan bir serbest Lie cebiri olsaydi L Lie cebirinin her
epimorfik goruntisinin komitatoril bir eleman tarafindan Uretilen bir Lie ided
olurdu. Cunkt L Lie cebiri iki rankl1 oldugundan otomorfizmleri lineerdir. O halde L

den L ye giden bir ¢ otomorfizm sdyle olsun:
@:L—>L
ror—+s

S—>r—=

(), ()] =[r+s,r—s]l=[rr]—=1I[rs]+[s,r]—[s s]=-2[rs] olur.

Boylece
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L' = F" = ([r, s])bir eleman tarafindan Uretilir. Fakat Q' komUtator cebiri bir eleman
tarafindan Uretilmiyor ve Q = L/I dir. O halde L paraserbest Lie cebiri serbest

desildir.
Ornek 4.2: A bir Lie cebiri olmak (izere
A= <x7ylZ/Z_ [X,Z] - [y7 [X:Y]D

olarak tammlansin. A/ﬂ < 7n(A) cebiri {x,y} Uzerinde paraserbesttir fakat serbest
n n

degildir.

ispat: L bir énceki drnekte taniml: olan Lie cebiri olsun. L Lie cebirinde z — [x, z] —

[y, [x, 1] = 0 bagintist saglamr. O halde A dan L ye bir

p:A-L
epimorfizmi vardir dyle ki

p(x) = x,

r() =y,

p(z) = z.

p(x) ve p(y) elemanlari L Lie cebirinin paraprimitif elemanlar: olduklarindan x ve
y elemanlart A Lie cebirinde bir F serbest Lie cebiri Uretir. Simdi asagidaki
diyagramlar: ele alalim.

F » A » L

I

A L
ey — @ T o

n
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Boylece

Puin: 'y ()= M)

bir izomorfizmdir. Ayricap, dontsimleri p donusimi tarafindan belirlendiginden
her n icin i, dondsimleri injektiftir.A/ cebiri x +y,(4) ve y+y,(A4)
Y2(4)

tarafindan Uretilip

L2 F/YZ(F) - A/YZ(A)

donlsumu surjektiftir. O halde her nigin

b F/Vn(F) - A/Vn(A)

izomorfizmleri vardir (Baur,1978) Lemmal.3.0 halde

(A/nnel yn(A))/y (

A ~ A ~F
/errn)) = ity = ey

olur. Yani A/nnEI Vo (4) Lie cebiri bir serbest Lie cebiri ile ayni alt merkezi diziye

sahiptir. Simdi a € N,¢; ¥»(A) elemamim ele aalim. Her n pozitif tam sayist igin
a €y,(A) olur. O hadeae€ A dir. Boylece p(a) €elemam tanumhidir.w’ €

A ..
/ﬂna)/n(A) elemaniicin
w=w+y,(4),weA

olur. O halde
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dir. oldugundan W=0 olur. Boylece P nin A Uzerindeki etkis ile

Uzerindeki etkisi aynidir.

=]
A———p L —»

\ /

MuerralA8)

Ayrica oldugundan dir. p demanimin A

Uzerindeki etkis ile Uzerindeki etkis aym oldugunu biliyoruz.

Bdylece

olur. p bir epimorfizm oldugundan

dir. O halde rezidilu nilpotenttir. O halde Lie cebiri

paraserbesttir.Y ukaridaki diyagramda bulunan Q bdlum cebiri bir 6nceki 6rnekte

tammlanan Lie cebiri olsun. serbest Lie cebirinin homomorfik gorinttisii de serbest

oldugunu biliyoruz. Eger Q serbest olsaydi cebiri de serbest olurdu.
Yukaridaki  diyagram cebirinden Q bolim cebirine giden
homomorfizm ile tamamlanirsa Q bolim cebirinin cebirinin bir

homomorfik géruntlisii oldugundan gorilir. Boylece Q serbest olmadigindan ve Q
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bslum  cebiri 4/, Ly, (A) cebirinin  bir -homomorfik - gérintisii - oldugundan
nel/n

A y o

/ﬂne, Yn(4) cebiri serbest degildir.

Asagida diger bir serbest olmayan paraserbest Lie cebiri 6rnegi verilmistir.
Oncelikle 6rnegin ispatinda kullanacagimiz bazi ifadeleri tammlayacagiz.

Homoloji teoris cebirlerde cok calisilan bir konudur. Baur (1978) bu kavrami
Lie cebirlerine uyarlams ve bir Lie cebirinin homolojisi ile paraserbest olmasi
arasinda bir iliski bulmustur. Bunu asagidaki 6rnekte kullanmustir. Oncelikle 6rnekte
kullanlacak olan terimlerin tanimlarim verelim.

C;, C, ve C5 Liecebirleri ve bu cebirler arasindan=0,1,2 igin
9, 08, 0
C, > C,—Cy—0
olacak sekilde 0p.Cp = Cp_q homomorfizmleri tanumlansin.

Buhomomorfizmlern=0,1,2 igin 8, © 041 = Opyqn—16sitligini  saglar.  Yani
im(0,41) S ker(0,,) dir.

ker(aZ)/ker(az) béltim cebirine ikinci homoloji denir.

Asagidaki ornekte L Lie cebirinin ikinci homolojisi H,L = H,(L, k) ile temsil
edilecektir.

Ornek 4.3: i > 1 olmak lizere

Yo=Y, yl:[xvyo]v"'in+1:[x!Yi]

olsun. [ = 1 icin sifirdan farkli bir w eleman: syle tammmlansin: j; = j, olmak Uzere

w =y iy D07 1] € FOo 3, )

O halde
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P=(x,y,z/z=[x,z] +w)

Lie cebiri {x,y} Uzerinde paraserbesttir fakat serbest degildir. P paraserbest Lie
cebirinin z,y elemanlar tarafindan Uretilen | ideali {z,y,,y;,.. } kimes (zerinde
serbesttir ve P Lie cebiri bir boyutlu (x) Lie cebiri ile | idealinin yar1 direkt

carpimidir.

ispat:Oncelikle P Lie cebirinin (x) cebiri ile | idealinin yar: direkt carpimi oldugunu
vel idealinin{z, y,, y4, ... } kimesi Uizerinde serbest oldugunu ispatlayalim.
H cebiri P Lie cebirinin z,y,, y;,.. elemanlar: tarafindan Uretilen at cebiri olsun.

i>0icin
L.yl =y lxz2l=z—w
oldugundan H cebiri P Lie cebirinin bir idealidir. Agiktir ki I=H dir. P/I = (x)
oldugundan P = I x (x) dhr.
J, {z, v, y1, ... } Uzerinde bir serbest Lie cebiri olsun. x elemaninin J lizerindeki etkis
sOyle olsun:
Xo0zZ=ZzZ—Ww,

xXoy; =Yit1, 120,
O halde

¢:] 3 (x) = I > (x)

homomorfizmi vardir. Diger taraftan y = y, alimirsa J < (x) cebiri z = [x,z] + w

bagintisim saglar. Boylece

Pl (x) = ] % (x)
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donistimi elde ederiz. Aciktir ki ¢ ve y donusUmleri birbirinin terss olan
donusumlerdir. O halde I =] olup, P Lie cebirlerinin zy elemanlar: tarafindan
uretilen | idedli {z, y,, vy, ... } kimes Uizerinde serbesttir.

Simdi P Lie cebirinin rezidili nilpotent oldugunu gostermek istiyoruz.
0+ v € P olsun. P Lie cebirinin bir nilpotent bdlimund bulmalyiz dyle ki bu bolim
cebirinin iginde v elemanimin kanonik goruntist sifirdan farkli olsun. Kabul edelim
ki v el dir. n dyle bir tam say1 olsun ki v,w € F(z,y,, .., ¥,), fakat v ve w
elemanlarindan en az bir tanesi F(z, yy, ..., Yn—1) de olmasin.

Yn+3) Yn+a - tarafindan Uretilen | serbest Lie cebirinin bir A idealini ele alalim.
Aciktir ki A ideali P Lie cebirinin de bir idealidir.
B cebiri {z,y0, ., Yn+1, Yns2} kimes Uzerinde tammli bir serbest Lie cebiri ve

O+veEB, 0#weB omak Uzere x elemammn B Uzerindeki etkisi sOyle

tanimlansin:
XozZ=ZzZ—Ww,
X0y, =Yi41, 0<i<n+1,
X©Ynsz =0
O halde,
P/A = B x (x)
dir. Simdi

Z_:W+XOW+X2°W+---+xmow+...
elemanini dustinelim. Belirtelim ki x elemant F(yo, V1, ..., Ynt2) © B Uzerinde

nilpotent olarak etki ediyor Oyle ki z bir sonlu toplamdan olusur ve boylece

F(yo, V1, ., Yn+2) S B cebirinin bir elemanmdir. Ayrica
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olup x elemaminin Z Uzerindeki etkis z Uzerindeki etkisi gibidir. Baska bir ifadeyle B
cebirinin u = z—z eleman tarafindan Uretilen U ideali B x (x) cebirinin bir
idealidir.

B/U =C
olsun. O halde

C=Fo Y11 Yniz)

dir. Simdi v elemaninin € > (x) cebirindeki v kanonik gorinttsi trivial olmadigim

gostermek istiyoruz.

O F(2,50, Y1, Yn) = F(V0, Y1, s Yns Yn+1: Ynt2)

donusimi 0 < i < n olmak Uzere

o(z) = z,
o) =y,
olarak tammlansin. Aciktir ki 7=¢[) dir. zeleman

[yn+21[yn+2!"'l [}’n+2,yn+1] ]] elemanin icerdiginden im¢, ranki n+2 olan bir
serbest Lie cebirdir. Boylece ¢ injektif olup v = @(v) # O dir. C bir serbest Lie
cebiri oldugundan bir m tamsayisi vardir dyle ki ¥ & y,,,(C). Fakat x elemam C

Uzerinde nilpotent olarak etki ettiginden C/ym(C) %1 (x) bir nilpotent Lie cebirdir. Bu
durum P Lie cebirinin rezidtl G nilpotent oldugunu gosterir.

Simdi P Lie cebirinin F(x,y)serbest Lie cebiri ile ayn alt merkezi diziye
sahip oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Knus ve Stambach (1967)de verilmis olan
Sonug 1° i kullanacgz.
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Hl(P,k)=P/y2(P) cebirinin iki boyutlu oldugundan ispat icin H,(P,k) =0

oldugunu gostermek yeterlidir. P Lie cebirinin sunumunu gbz 6niine alalim. R cebiri

z — [x, z] — w eleman tarafindan Uretilen ideal olmak Uizere, bu sunum

P2y L p

dir. Knuss ve Stambach (1967) de Onerme 2 verilmis olan birbiriyle baglantil bes
terimli diyagram ele alalim.

0 - H,(P, k) —>R/[F,R] - F/)/z(F) _>P/V2(P) -0

dir. Ayrica

dim (F/Vz(F)) =3,
dim (P/Vz (P))
dim (R/(z g1)

2,

IA

1,

oldugundan H, (P, k) = 0 dir. O halde P paraserbesttir.

Simdi P nin serbest olmadiginm gosterecegiz. Bununigin

[x.yl=y, [z]=0

bagintilarim ekleyerek elde edilen P Lie cebirinin Q cebiri ile bolim cebirini
dustnelim. Y ukaridaki bagintilar: I x (x) cebirinde yorumlarsak, Q cebirinde

Y=Y = V1= F Yo T Yngr =

olur ve boylece Q cebirinde w=0 olur. O halde Q cebiri {x,y, z} kiimes tarafindan

uretilir ve boyutu 3 dur.
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[x.yl=y, [x,z] =z

dir. Kolayca gorulebilir ki Q cebiri 2 eleman tarafindan Uretilemez. Eger P serbest

olsaych p /y (P)cebirinin boyutu 2 oldugundan P iki elemanli bir kime Gzerinde
2

serbest olmak zorunda kalirdi ve P Lie cebirinin her bdlim cebiri dzellikle Q iki

eleman tarafindan Uretilirdi. Bu dabir ¢eligkidir. O halde P serbest degildir.

Bu orneklerin disinda serbest olan paraserbest Lie cebirleri de mevcuttur.

Asagida serbest olan bir paraserbest Lie cebiri 6rnegi verdik.

Ornek 4.4:
L=(x,y,z/z=[xz] +[xy])

olsun. L Liecebiri {x, z + y} Uzerinde serbest olan bir paraserbest Lie cebiridir.
Ispat: ilk olarak P Lie cebirinin rezidili nilpotent oldugunu gosterelim. u € L
olsun. O halde u ¢ IveL/I nilpotent olacak sekilde L Lie cebirinin bir | idedinin var
oldugunu gosterecegiz.

I = (x) cebiri L Lie cebirinin x tarafindan Uretilen ideali olsun. O halde L Lie

cebirinin | ile bolim cebiri
Lfy=tw+1/weL}=()

olur. L/ ; bolim cebiri tek eleman tarafindan Gretildiginden nilpotenttir. Ayrica

y € L ve y ¢ I oldugundan L rezidull nilpotent ol ur.

Simdi L Lie cebirinin bir serbest Lie cebir ile aym alt merkezi diziye sahip oldugunu
gosterelim. L/ 1 abelyen oldugundan paraserbesttir. O halde bir F serbest Lie cebiri ile
ayni alt merkezi diziye sahiptir. Y ani

(4.1)

L
( /I)/ )= e
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dir. Ayrica
Ly Ly
( I)/n( L/)= 3 I)/yn(L)H/ )

dir. O halden > 2 olmak Uzere (4.1) esitliginden

/Vn(L) /Vn(F)

olur. Boylece L bir paraserbest Lie cebiridir. Ayrica L/I bolim cebiri bir boyutlu
oldugundan serbest abelyendir. O halde L serbesttir.
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5. BAZI ACIK PROBLEMLER

Paraserbest Lie cebirleri hentiz fazla ¢al is1imamus bir konudur. Bu durum
tezimizde ele aldigimiz konular disinda bir gok alanlarda arastirma firsati
tanimaktadir. Bu bol imdeparaserbest Lie cebirlerinde ¢al isilabilecek bazi agik
problemleri verdik.

1. Bir paraserbest metabelyen nilpotent Lie cebirinin bir sunumu nasil
olabilir?

2. Franki iki olan bir serbest Lie cebiri ve m,n > 2 olmak Uzere M,, ,,,
ranki n olan, m-1-inci siniftan nilpotent ve serbest metabelyen Lie

cebirini ve temsil etsin. Yani

=F
Moin =" Ly (B) + P

olsun. Upy—1 My, , paraserbest midir?
3. A ve B paraserbest Lie cebirleri P =A* B ise A ve B nin serbest
carpimlar: olsun. ' ® " islemi serbest metabelyen carpimi temsil etmek

uzere

o =Y, @ Py sy

esitligi saglanmr mi?

4. Her ranki nolan paraserbest P Lie cebiri bir X kiimes tizerinde tanimli, n
uretecli kuvvet serisi halkasi icine gémulebilir mi? Eger B kimes P igin
bir paralireteg ise bu gdbmme B den 1+ X = {1 + x/x € X} kimesine
gidecek sekilde 6zel secilebilir mi?

5. Sayilahilir rankli her paraserbest Lie cebiri ranki 2 olan bir paraserbest

Lie cebiri icine gomulebilir mi?
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Bir paraserbest Lie cebirinin abelyen alt cebiri tek Uretegli fakat abelyen
olmayan iki Uretegli at cebirler 2 rankl1 serbest midir?

P tim metabelyen Lie cebirlerin simiifina ait bir paraserbest Lie cebiri
olsun. O halde P nin iki Uretegli alt cebirleri, serbest metabelyen Lie
cebirlerinin iki Uretegli alt cebirlerine izomorf olur mu?

B tim Lie cebirlerin bir ailes ve (1 € A)olmak lizere B simfi B,
altsimiflarinin birlesimi olsun. O zaman B sinifinda paraserbest olan bir P
Lie cebiri {8, / 1 € A} ssmifindarezidili paraserbest olur mu?.

Sonlu Oretilmis paraserbest Lie cebirlerinin Frattini idealleri trivial
midir?

Taremis uzunlugu en fazla n olan ¢ozulebilir Lie cebirlerin simifina ait
sonlu Uretilmis bir paraserbest Lie cebiri Frattini ideale sahip midir?

Bir cebirin * nullity’ si cebiri Ureten elemanlar sayisinin en kigigudur.
Cebirin boyutu ve * nullity’ s arasdaki farkaise * genus denir.P ve H
aym genusa sahipiki paraserbest Lie cebirleri olsun. P nin ikinci
homolgjisitrivialise H nin de ikinci homolgjisitrivialolur mu?

P ve H aym genusa sahip iki paraserbest Lie cebiri olsun. P sonlu
sunumlu ise H de sonlu sunumlu olur mu?

P ve H ayni genusasahip iki paraserbest Lie cebiri olsun. P nin Frattini
ideali trivial ise H nin de Frattini ideali trivial olur mu?

Sonlu dretilmis rezidul sonlu bir P Lie cebiri bir serbest Lie cebiri ile
ayni sonlu gorinttye sahip olsun. G serbest mi dir? G paraserbest midir?

| bir paraserbest Lie cebirinin trivial olmayan bir ideali olsun. Eger |
sonsuz koboyuta sahip ise | idealinin Uretec kimesi de sonsuz elemanl 1
olur mu?

Bir paraserbest Lie cebirinin sonlu Uretilmis iki alt cebirinin kesisimi de

sonlu Uretilmis olur mu?
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