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Istatistiksel modeller, verinin tammlanmasi, veri yapisini en iyi temsil eden
matematiksel formun belirlenmes ve degiskenler arasindaki iliskinin yaklasik olarak
tammlanmasi amaciyla kullanilan modellerdir. En yaygin kullanilan istatistiksel
model siradan dogrusal (lineer) regresyon modeli olmasina ragmen bazen sabit
etkilere ilave olarak rastgele etkileri de iceren modellere uyan veri yapilar ile de
karsilasmak muimkundir. Bu durumda, lineer karma modeller ile verinin ic ige
gecmis bir yapiya sahip oldugu lineer karma model tiplerinden biri olan hiyerarsik
lineer modeller ortaya gikmaktadhr.

Bu calismadailk olarak, lineer karma ve hiyerarsik modellerde rezidi ve etki
andizinin daha iyi bir sekilde anlasilabilmesi amaciyla lineer regresyon
modellerindeki rezidi ve etki analizi Uzerinde durulmustur. Daha sonra, sirasiyla,
lineer karma model tipleri, lineer karma modellerin parametre tahminleri ve
guncelleme formulleri, tahmin edilen modelin gecerliliginin arastirnlmas: amaciyla
rezidulerin incelenmesi, lineer karma modellerdeki etkili birimlerin ve gézlemlerin
belirlenmesinde kullarisli olabilecegi distntlen genellestirilmis leverage matrisi,
lineer karma modellerdeki etkili noktalarin ortaya ¢ikarilmast icin gelistirilen olgutler
ve hiyerarsik lineer modellerdeki rezidi analizi tizerinde durulmustur. Calisma, R ve
Matlab programlarinin kullanilmasiyla yapilan 6rneklerle desteklenmistir.
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Leverage, Etkili Gozlemler
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Statistical models are used for the identification of the data, the determination
of the mathematical form that best represents the data structure and the definition
approximately the relationship between the variables. Although the most widely-used
statistical model is the ordinary linear regression model, it is sometimes possible to
encounter with the data structures that accord with the models that include both fixed
and random effects. In this case, linear mixed models and hierarchical linear models,
which is one of the linear mixed model types that has nested data structure, are
arised.

In this study firstly, residual and influence analysis in linear regression
models is emphasized in order to understand the residual and influence analysis in
linear mixed and hierarchical models. Later, linear mixed model types, parameter
estimates and update formulas of linear mixed models, examination of the residuals
for searching estimated model validity, generalized leverage matrix that is considered
to be useful for the identification of influential units and observations in linear mixed
models, measures developed for the identification of influential observationsin linear
mixed models and last, resdua analysis in hierarchical linear models are
emphasized, respectively. The study is supported with examples done using R and
Matlab programs.

Key Words: Fixed Effects, Random Effects, Outliers, Generalized Leverage,
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1. GIRIS Ozge KURAN

1. GIRIS

Istatistiksel modeller, verinin tammlanmas: ve veri yapisimin modellenmesi
amaciyla olusturulan modellerdir. Verinin modellenmesi, modern istatistiksel
andizin ayrilmaz bir pargasim olusturmaktadir. Bilgisayar paket programlarinda
meydana gelen gelismeler sayesinde durumlarin ve olaylarin modellenme siireci
hizlanmaktadir.

Box ve Jenkins (1970)'e gore, istatistiksel modelleme siireci (¢ adimdan
olusmaktadir. Birinci adim modelin belirlenmesi, ikinci adim modelin tahmin
edilmesi ve Ucunci acdim ise, modelin gegerliliginin arastirnlmasidir. Modelleme

surecinin achimlar Sekil 1.1 ile gosterilmektedir.

Modelin Belirlenmesi

Modelin Tahmini

l Déngi

Modelin Gecerliliginin

Arastiriimasi
Model Gegerliliginin Model Gegerliliginin
Saglanmasi Saglanmamasi

Sekil 1.1. Istatistiksel modelleme siireci (Box ve Jenkins, 1970)
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Sekil 1.1 ile verilen istatistiksel modelleme siirecinin ilk adim: olan modelin
belirlenmes asamasinda, ilgilenilen veri kiimesine uygun ol abilecek modeller secilir.
Modelin tahmini asamasinda, segilen modeldeki bilinmeyen parametrelerin veri
kiimesinden yararlanilarak elde edilmesi ve bulunan parametre degerlerinin modelde
yerine konulmasi Uzerinde durulur. Modelin gegerliliginin arastirilmasi asamasinda
ise, belirlenen ve tahmin edilen modelin veriye uygun olup olmadig: degerlendirilir.
Tahmin edilen modelin veriye uygun olup olmadigi degerlendirilirken de rezidi ve
etki analizinden yararlanmlir. Bu analizler yardimi ile analiz sonuglarinm etkileyen
noktalarin (sapan degerler, yuksek leverage ve etkili noktalar) olup olmadig:
arastirilir. Analiz sonuglarim etkileyen bu noktalarin ortaya ¢ikarilmas: amaciyla da
cesitli Olgutlerden yararlanmlir. Modelin gegerliliginin arastirilmas: asamasi, verilen
modelin tahmin slrecini nasil etkiledigini de icerir. Modelleme slrecinin
tamamlanmasi agisindan bu asama oldukca onemlidir. Eger model veriye uygunsa,
tahmin edilen model kullamlabilir ve modelleme sireci tamamlanmis olur. Eger
model veriye uygun degilse, uygun model elde edilene kadar modelleme siireci
tekrarlanur.

Bu tez caismasinda, istatistiksel analizlerde en sik yararlamlan modellerden
biri olan lineer (dogrusal) karma modellerde rezidl ve etki analizi ele ainacaktir.
Lineer karma modeller, hem sabit hem de rastgele etkilerin bir arada bulundugu,
lineer regresyon modellerinin genisletilmis sekli olan modellerdir. Bu nedenle model
tahmini, sabit etkili parametrelerin, rastgele etkili parametrelerin ve varyans
bilesenlerinin tahminini icermektedir. Lineer karma modeller, uzun siireli verilerin
(longitudinal data) veya tekrarli Olcimlerin analizinde, istatistiksel genetik
calismalarinda c¢ok sk kullanilan  modellerdendir. Cunkd, lineer regresyon
modellerinin metodolgjisi, uzun sireli veriler veya tekrarlt 6lgiimler gibi karmagik
verilerin andizi icin oldukca kisitlayicidir.

Lineer karma modellerin teoris ise, Ronald Fisher tarafindan tanimlanan
rastgele etkili modellerin teorisine dayanmaktadir. Daha sonra 1950 lerde, Charles
Roy Henderson tarafindan sabit etkilerin en iyi lineer yansiz tahmin edicisi (BLUE)
ile rastgele etkilerin en iyi lineer yansiz 6n tahmin edicisi (BLUP) gdlistirilmistir.
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Bu tez, lineer karma modellerde analiz sonuglarim etkileyen noktalarin ortaya
cikarilmast icin lineer regresyon modellerinde tammlanan ol¢ltlerin, lineer karma
modellere genisletiimes amaciyla olusturulan ve ati bdlimden olusan bir
calismadir.

Calismanin ikinci béliminde, lineer karma modellerdeki rezidi ve etki
analizinin daha iyi bir sekilde anlasilabilmesi amaciyla lineer regresyon
modellerindeki rezidu ve etki analizi ele alinacaktur.

Calismanin Gglinct boliminde, sirasiyla, lineer karma model tipleri, lineer
karma modellerin parametre tahminleri ve gincelleme formdlleri, tahmin edilen
modelin gegerliliginin arastinlmasi amaciyla rezidulerin incelenmesi, lineer karma
modellerdeki etkili birimlerin ve gozlemlerin belirlenmesinde kullanigli olabilecegi
disunilen genellestirilmis leverage matrisi ve lineer karma modellerdeki etkili
noktalarin ortaya ¢ikarilmasi icin gelistirilen olcitler Gzerinde durulacaktir.

Calismanin dérdinct boluminde, lineer karma model tiplerinden biri olan
hiyerarsik lineer modellerde rezidii analizi incelenecektir.

Calismanin besinci bolimunde, Uglnct bolimde incelenen lineer karma
modellerdeki rezidi, leverage ve etki analizi ile ilgili U¢ farklt 6rnek R ve Matlab
programlart yardimiyla analiz edilerek, konunun daha iyi bir sekilde agilanmasi

saglanacaktir.
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2. LINEER REGRESY ON MODELLERINDE REZIDU
VE ETKI ANALIZI Ozge KURAN

2. LINEER REGRESYON MODEL LERINDE REZiDU VE ETKi ANAL izi
2.1. Giris

Regresyon analizinin amaci, elde edilen veri yardimiyla yamt ve aciklayici
degiskenler arasindaki iligkinin agiklanmasim saglayacak uygun bir modelin
olusturulmasidir.  Yamt degisken y, aciklayict degiskenler X;,X,,--, X, ile
gosterilsin. y ile X4, X5, -+, X, arasindaki gergek iliskiye,

y = f(leXZ! “ee 7)(p) + ¢

regresyon modeli ile yaklasilr. Burada f(Xy,Xo,,Xp), ¥ ile X1, X5, X,
arasindaki iliskiyi tammlayan fonksiyon ve &, modelin veriye uyumundan
kaynaklanan hata terimidir. Agiklayict degiskenler ve yanit degisken y arasindaki
iliski lineerdir veya yaklasik olarak lineerdir.

Bir regresyon modeli, bir tek aciklayici degisken igeriyorsa basit lineer
regresyon modeli (simple linear regresson model), birden fazla agiklayici degisken
iceriyorsa coklu lineer regresyon modeli (multiple linear regression model) olarak
adlandirilir.

Genel olarak ¢oklu lineer regresyon modeli,

y=XB+¢ (2.1)

seklinde ifade edilir. Burada y, n x 1 tipinde yanit degiskenin degerlerinin vektord,
X, nxp tipinde ilk situnu 1 ler den olusan tam situn rankli bilinen agiklayici
degiskenlerin matrisi, §, p % 1 tipinde bilinmeyen regresyon katsayilarimn vektord,
ve g, n x 1 tipinde sifir ortalamal1, bilinmeyen o2 varyand: normal dagilima sahip
bagimsiz rastgele hatalarin bir vektoridar.

Uydurulan (2.1) modeline en kuguk kareler (EKK) yontemi uygulandiginda,
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B =&TX)"1xTy
Var(B) = o2(X"X)™1
B~N(B,a*(X"X)™)
P=X(XTx)"xT
y=Xp=Py

Var(y) = o?P
9~N(XB,o2P)
e=y—-9=0U-P)y
Var(e) = a?(I — P)
e~N(0,0%(I — P))

T
2:6'6

o = MSges

n—p

elde edilir. Burada e, rezidiler vektori ve P, sapka matris olarak adlandirilir. Bu
sapka matrisinin i-inci kGsegen eleman ise, X matrisinin i-inci siitunu x/ olmak
uzere, p; = x7 (XTX) 1x; ile gosterilir. EKK yontemiyle elde edilen tahmin ediciler,
eniyi lineer yansiz tahmin edicilerdir (BLUE).

Genel olarak regresyon andlizi calismaarinda, tim gozlemlerin esit
guvenilirlikte oldugu ve regresyon sonuclarinin belirlenmesi tzerinde yaklasik olarak

ayn etkiye sahip oldugu varsayilir. Bu varsayimin saglanmamasi durumunda bu
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problemlere neden olan gozlemlerin belirlenmesi, modelin uygunlugu, guvenilirligi
ve kararlihigr icin gereklidir. Bu gozlemler y-yoninde sapan degerler (outliers), X-
yoninde sapan degerler (yiksek leverage noktalar (high-leverage points)) ve etkili
gozlemler (influential observations) olmak Uizere ti¢ grupta incelenebilir.

Lineer regresyonda, uydurulmus regresyon dogrusunun uzaginda olan, baska
bir deyisle rezidisi buyik olan gozlemlere y-yoninde sapan degerler denir. Eldeki
X veri grubunun yogunlastigi bdlgenin uzaginda bulunan gézlemlere X-yonunde
sapan degerler (yuksek leverage noktalar) denir. Ayri ayri ya da hep beraber diger
gozlemlerle karsilastirildiginda regresyon denkleminin uydurulmasinda etkili olan
gozlemlere etkili gbzZemler denir (Chatterjee ve Hadi, 1988).

y-yOnuindeki, X-yonundeki sapan degerler ve etkili gbzlemler arasindaki
iliskiler asagidaki gibi verilebilir (Chatterjee ve Hadi, 1988):

y-yonindeki sapan degerler etkili gozlem olmayabilir.

Etkili gbzlemler y-yoniinde sapan deger olmayabilir.

Buyuk rezidiye sahip olan gozlemler istenmedigi gibi, kiiglk rezidiye sahip
gbzlem de olagan bir gozlem olmayabilir. Genel olarak, yiksek leverage
noktalar: daha diistk rezidiye sahiptir.

Y uksek leverage gozlemleri, etkili gbzlem olmadig: gibi, etkili gbzlemlerde
yiksek leverage degerine sahip olmayabilir.

Bu ¢ grup arasindaki iliskilerin dahaiyi bir sekilde anlasilabilmes amaciyla
bir sonraki sayfada verilen drnekler incelenehilir.
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Sekil 2.1. Sapan deger tipleri arasindaki farkliliklar: gosteren bir 6rnek (Chatterjee ve
Hadi, 1988)

Sekil 2.1 incelendiginde, uydurulmus regresyon dogrusunda bulunan diger
noktalarla aym hizada yer alan A noktasinin, kiigik bir rezidi degerine sahip oldugu
ve bu nedenle, y-yoninde sapan bir deger olmadigi sonucuna varilir. Aynm zamanda
A noktasi, uydurulmus regresyon dogrusu ve tahmin edilen regresyon katsayilari
Uzerinde biyUk bir etkiye sahip olmamasi nedeniyle etkili bir nokta da degildir. A
noktasi, X-yonunde sapan bir deger olup, yiksek leverage bir noktadir.

B noktasi, X uzayinin merkezine yakin olmasi nedeniyle yiiksek leverage bir
nokta degildir. Fakat B noktasi, uydurulmus regresyon dogrusuna uzak olmasi
nedeniyle blyuk bir rezidi degerine sahiptir ve dolayisiyla, hem y-y6niinde sapan bir
deger hem de etkili bir gbzlemdir. Bunun bir sonucu olarak, uydurulmus regresyon
dogrusunun egimi degismeyebilir fakat, uydurulmus dogrunun y eksenini kestigi
nokta degisecektir. Aym zamanda tahmin edilen hata varyans: ve dolayisiyla, tahmin
edilen katsayilarin varyansi da degisecektir.

C noktasi, uydurulmus regresyon dogrusunun uzaginda olmasi nedeniyle
blyuk bir rezidl degerine sahiptir ve y-yoninde sapan bir degerdir. Ayni zamanda,
X uzayimin merkezindeki noktalarin uzaginda olmasi nedeniyle yiksek leverage bir
noktadir. Son olarak, uydurulmus regresyon esitliginin ozelliklerini biyik o6lclde
degistirebileceginden dolay: etkili bir gbzlemdir.
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+ >
+

+ +

. X
Sekil 2.2. Sapan deger tipleri arasindaki farkliliklar gosteren diger bir 6rnek
(Chatterjee ve Hadi, 1988)

Sekil 2.2 incelendiginde, y-yonundeki sapan degerlerin her zaman icin etkili
gbzlem, etkili gbzlemlerin ise y-yOnunde sapan deger olmadigi gorulebilir. A
noktasi, uydurulmus regresyon dogrusuna uzak olmasi nedeniyle y-yoninde sapan
bir deger olmasina ragmen, bu gézlemin ¢ikarilmas: durumunda uydurulmus dogruda
onemli bir degisme olmaz, yani A noktasi, etkili bir gozlem degildir. Diger taraftan B
noktasi, uydurulmus regresyon dogrusuna yakin olmasi nedeniyle y-yoninde sapan
bir deger olmamasina ragmen, bu gozlemin c¢ikarilmas: durumunda uydurulmus
dogrunun egimi dnemli derecede degisebilir ve bu nedenle, B noktasinin etkili bir
gbzlem oldugu sdylenehilir.

y-yOniinde sapan deger, model velveya dagilim varsayimlarinin gegersizligi
hakkinda bilgi verir. Bu tur gozlemlerin belirlenmes regresyon sonuglar: agisindan
oldukga Onemlidir ve bu gozlemlerin saptanabilmes igin rezidu analizi yapilir. X-
yoninde sapan degerler (yuksek leverage noktalar) ve etkili gozlemler ise veri
noktalarimn seyrek bulundugu alan hakkinda bilgi vermektedir. Bu tir gdzlemlerin
belirlenmes regresyon sonuglart agisindan oldukca onemlidir ve bu gbzlemlerin
saptanabilmes icin tanilama dlglleri adi verilen gok sayidaistatistiksel 6l¢u vardir.

Sirasiyla, X-yonindeki, y-yonindeki, X ve y-yonundeki sapan degerleri ve
etkili gozlemleri belirlemeye yonelik olculer incelenecektir.
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2.2. X-yoniindeki Sapan Degerleri Belirleyen Olculer

Bir gozlem X-uzayindaki gozlemlerin ortalamasindan ne kadar uzaksa, p;;
degeri o0 kadar buyuk olur ve bu nedenle p;;, X uzayinin uzaginda bulunan sapan
degerlerin belirlenmesinde bir dl¢l olarak kullanilabilir. p; = 2p/n olan gézlemler
yiksek leverage noktalari olarak dustnulebilir (Montgomery ve ark., 2001).

P sapka matris ve leverage degerleri olan p;; ler bir takim Ozelliklere
sahiptir. Bu 6zelliklerden bazilar agsagida verilmistir.

X, n x p tipinde agiklayici degiskenlerin matrisi ve P = X(XTX)"1XT olmak

Uzere;

P, simetrik (PT = P) ve idempotent (P2 = P) bir matristir.

trace(P) = rank(P) = p.

X=(X1,X;) ve X;, nxr ve X,, nx(p—r) tipinde tam kolon rankl1
matriser olsun. Bu durumda, X icin sapka matris P; = X, (XTXx,)"1xT

olmak Uizere;
P=P + (- P)X,[XZU — P)X, 17 X2 — Py)

seklinde hesaplanabilir.
Sabit terim icermeyen modeller icin 0 <p;; <1, i =1,---,n seklindedir
(Cook ve Weisherg, 1982).

X uzayimin uzaginda bulunan sapan degerleri belirlemek icin kullanilan baska
Olcller de vardir. Bu élculerin biris olan Mahalonobis uzakliginda amag, x; nin (i-
inci satir) diger gozlemlerden ne kadar uzakta oldugunu 6lgmektir. Mahal onobis

uzakhigii =1, ,nigin,

_n(n—2)(p; —1/n)
Tn-1 (1-pw)

10
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olarak tammlanir (Bkz. Ek 1). Bir diger ol¢l, agirlikli kareler standartlastirilmis
uzakligi olup (WSSD) i = 1,---,nicin,

M IACTRO , 2=y =¥)” y)

) S -
SE Y n—1

WSSD; =

ile verilir (Topgubasi, 2001).

2.3. Yanit Degiskeni y-Y oniindeki Sapan Degerleri Belirleyen Olgliler

Daha 6nce de tanimlandig: gibi, yiksek rezidlye sahip gbzlemler uydurulmus
dogrudan uzak olduklarindan y-yoninde sapan deger olarak adlanciriirlar. y-
yonindeki sapan degerlerin belirlenebilmesi icin temel olarak kullamlan dlcd,
rezidller Uzerindeki calismalara dayalidir.

y; g0zlenen deger, y; karsilik gelen uydurulmus deger olmak rezidd,

eL::Vi_j}i

olarak tanimlanir. Rezidi, veri ile uyum arasindaki sapmay: 6lctigi gibi, regresyon
modeli tarafindan agiklanmayan yanit degiskendeki degisimin de bir o6lgtsidur.
Reziduler, model hatalarimin gbzlenen veya uygun degerleri olarak da dustndlir. Bu
nedenle, hatalar Uzerindeki varsayimlardan herhangi bir sapma rezidtlerle goralOr.
Rezidu analizleri, gesitli model yetersizliklerini belirlemede etkilidir. Reziduler, sifir
ortalamaya sahiptirler. Varyandlar: ise yaklasik olarak,

eTe

62 = =MS
o n—p Res

ile tahmin edilir.
Maskeleme problemi, veride sapan deger olmasina karsin bu gozlemlerin
belirlenememesidir. Bu genellikle bir sapan degerin, verideki diger sapan degerler

11
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tarafindan gizlenmesiyle ortaya c¢ikar. Bazi gbzlemler sorunsuz olmalarina karsin,
sapan deger olarak belirlenebilir. Bu durum ise swamping problemi olarak bilinir.
Genellikle verideki gergek sapan degerlerin uydurulmus regresyon dogrusunu
kendilerine dogru gekmeleri ve bdylece gergek gdzlemlerin uydurulmus dogrudan
uzaklasmalar1 nedeniyle ortaya ¢ikar. Eger veride sadece bir sapan deger varsa bu
problemle karsilagiimaz ancak birden fazla sapan deger olmasi durumunda oldukca
sik karsilasilabilecek bir problemdir.

Olgeklendirilmis rezidler, y-yoniindeki sapan degerlerin veya ug degerlerin
yani veriden ayri duran gozlemlerin belirlenmesinde yararlidir. Dort farkl

0Ol ceklendirme incel enecektir.
2.3.1. Standartlastiriims Reziduler

Bir rezidinun varyansi yaklasik olarak MSg.s ile tahmin edildiginden

standartlastirilmis rezidd,

€;

e.
Y [MSges

*

olarak tarumlanir. Standartlastirilmis rezidiler, sifir ortalama ve yaklasik olarak
birim varyansa sahiptirler (Montgomery ve ark., 2001).

2.3.2. Studentized Reziduler

MSges, i-inci rezidl e; icin sadece bir yaklasimdir. e;, i-inci rezidl icin tam
standart sapma ile boltinerek de dlgeklendirilebilir. P = X(XTX)™1XT sapka matrisi
olmak Uzere, rezidu vektord,

e=y—-9=y—-Xp=y—-XX"X)XTy = (I - P)y

dir. y = XB + ¢, rezidu vektorinde yerine yazilirsa,

12
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e=(U—-P)y=(U-P)XB+&)=XB—PXB+(—P)e
=XB - X(XTX)"IXTX B+ (I — P)e = (I — P)e

elde edilir. Yani rezidiler, y gbzlemlerinin ve & hatalarinin aym lineer donustimudur.

Sapka matrisinin simetrik ve idempotent olmasindan dol ay1,

var(e) = var((I — P)e) = (I — P)var(e) (I — P)T = o2(I — P)

o2l

elde edilir. (I —P), genellikle kosegen degildir. Bu nedenle, rezidiler farkl:
varyanglara sahiptir ve iliskilidir. p;;, P sapka matrisinin i-inci kdsegen eleman, p;;

ise sapka matrisinin j-inci eleman olmak tzere,
var(e;) = 0*(1 —py)
cov(e; ) = —o?p;;

dir. 0 < p;; < 1 oldugundan, rezidiiniin varyans tahmini igin MSg,, nin kullanilmasi
asin tahmine neden olacaktir. Ayrica p;;, i-inci gézlemin x uzayindaki konumunu
gosterir. Bu nedenle e; nin varyansi, x; gézleminin konumuna baglidir. x uzayinin
merkezine yakin noktalar uzaktakilerden daha blyik varyansa sahip olur. Model
varsayimlarindaki sapmalar, uzak duran gozlemlerde daha belirgin olur ve e; veyae/
lar incelenerek bu varsayimlari belirlemek zordur. Bu nedenle, bu ikisi yerine

studentized reziduler,

€;

t; = =11
\/MSRes(l - pii)

Onerilir. Bu reziduler, model dogru iken x; nin konumu ne olursa olsun sabit

varyansa sahiptir. Blyuk veri kimelerinde rezidilerin varyans: duragan olur. Bu gibi

13
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durumlarda, e; vet; arasinda cok az bir farklilik olacaktir. Dolayisiyla, e; ve t; aym
bilgiyi icerir. Fakat buylk p;; ve buylk rezidiye sahip herhangi bir nokta EKK
uyumda etkili gozlem ise, studentized rezidinin incelenmesi 6nerilir (Montgomery
ve ark., 2001).

2.3.3. PRESS Reziduler

Standartlastirilmis  ve studentized rezidiler disinda  sapan  degerleri
belirlemede bir diger 6lgeklendirme PRESS yani 6n tahmin hata kareler toplamidir.
i-inci PRESS rezidiyu hesaplayabilmek igin i-inci gdzlem hari¢ diger tim n —1
gbzlemden, ¥¢;y hesaplanir ve buna karsilik gelen 6n tahmin hatasi ey = y; — ;)
hesaplanir. Bu 6n tahmin hatasi, tim i = 1,---,n gozlemler icin tekrarlamr. Ve bu
O6n tahmin hatalarina PRESS rezidiler denir. PRESS rezidi hesaplamak n farkh
regresyon uydurmay: gerektirir. Fakat PRESS rezidi, n gdzlemi EKK uydurularak
da elde edilebilir:

€;
1-py

e(i): i:l,...,n

Blyuk p;; degerleri, blyik PRESS rezidilere neden olur. Boyle noktalar,
yiksek etkili noktalardir.

€; ) 1 1 2
var(ecy) = var = var(e)) = —————2(1 — p:;
(c) <1 —-pii/ (1 —py)? (e:) (1 —pu)? (= Pu)

0.2

(A -pw)
olup, standartlastiriimis PRESS rezidd,

€@) _ ei/(1 —pi) _ e;
\/Uar(e(i)) Vo2 /A —py) o’ —py)

14
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seklindedir. a2 yi tahmin etmek igin MSg,, kullanlirsa, studentized rezidi el de edilir
(Montgomery ve ark., 2001).

2.3.4. R-Student

Studentized rezidil t; ler hesaplamirken o2 nin bir tahmini olan MSg.
kullanlmsti. Bu 6lgeklendirmeye i¢ veya dahili 6lgeklendirme denir. o2 nin tahmini
icin bir diger yaklasim da i-inci gozlemin veriden atilmasina dayalidir. Bu sekilde

elde edilen ¢ nin tahmini,

§2. = (n — p)MSges — ;% /(1 — py;)
) n—p-—1

seklinde olur. Buna gore,

tf = €

i T
/5(21-)(1 - Di)

olarak tammlanan R-Student ¢t dagilimina sahiptir ve distan studentized rezidi olarak

1 = 1,"',71

adlandirilir. t;, t; den gok farkli degildir. Bununla birlikte, i-inci gozlem etkili ise
MSg.s den 6nemli derecede farkli olur. Ve R-Student, bu noktada daha hassastir
(Montgomery ve ark., 2001).

2.4. X ve y-yoniindeki Sapan Degerleri Belirleyen Olgtiler
Iyi bir veri analizi icin rezidiler mutlaka incelenmelidir. Ancak sadece
rezidilerin incelenmes etkili gbzlemlerin saptanmasinda Ozellikle de yiksek

leverage noktalar: icin yeterli degildir. Clnki rezidu (e;) ile leverage degerleri (p;;)

arasinda,

15
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e'z
l

eTe

seklinde bir baginti vardir. Bu baginti, leverage degeri yuksek gozlemlerin, kucuk
rezidiye sahip olduklarim gostermektedir. Sonug olarak, bu iki dl¢linin bazi
noktalardaki problemleri belirlemede tamamlayici rol oynadiklar: bilindiginden,
rezidi ve p;; degerlerinin birlikte degerlendirilmeleri gerekmektedir (Chatterjee ve
ark., 2000). Bazi dlgller hem p;; hem de rezidiler hakkinda bilgi verebilir.

Bu Olculerden biri Z = (X:y) seklindeki eklemeli matris olmak Uzere,
P,= Z(ZTZ)™'Z"T sapka matrisinin kosegen elemanlaridir (Topgubasi, 2001).

T
Bolum 2.2'de tammlanan 6zelliklerden, X; = X ve X, =y ainirsa, P, = Py + =—
e e

olarak elde edilir. P, matrisinin i-inci kbsegen elemani i = 1,---,nigin,

2
_ i
Pzii = Dii ¥ ——

eTe
seklinde tammlanir. p,;, p;; ya da e; buylk oldugunda yine blytk olacaktir.
Dolayisiyla, p,; degeri blyik olan bir gdzlemin sapan deger oldugu sdylenebilir;
ancak X-yoninde ya da y-yoninde sapan deger olup olmadigi konusunda kesin bir
yargiya varilamaz.
Diger bir dlcti, Hadi (1992) tarafindan verilen H? 6lglistidir ve
g er?
— pll + p l
1-pu 1-pul-—e}

H? =1-n (2.2)

2L

ile tammlanir. Bu esitligin ilk terimi potansiyel fonksiyon olup, X-yonindeki sapan
degerlerin; ikinci terim ise standartlastirilmig rezidinin fonksiyonu olup, y-
yonindeki sapan degerlerin belirlenmesini saglar. Dolayisiyla, ei*2 veyap;; yadaher
ikisi de buyikse H? biyilk olacaktir. Blyik H? degerine sahip bir gbzlem, genel

olarak tum regresyon sonuglar: Uzerinde daha etkilidir.
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2.5. Etkili Gozlemleri Belirleyici Olciler

Tum gozlemler regresyon sonuglar: tzerinde esit etkiye sahip olmayabilir.
Bunun yamnda bir gbzlem veya gozlemler bazi regresyon sonuglar igin etkili iken,
tlim regresyon sonuclart icin etkili olmayabilir (8 ya da f min varyansi Uizerinde,
uydurulmus degerler tzerinde etkili olabilir). Dolayisiyla, "ne Uzerinde etkili?"
sorusu Onemlidir. O halde, arastirmacimin o6ncelikle bu soruyu yanitlayarak,
calismaya baglamasi gerekmektedir. Bununla birlikte bir gbzlem, regresyon sonuglari
Uzerinde etkili ise y-yonunde sapan deger, X-yOniinde sapan deger ya da ikisinin
kombinasyonu olabilir. Dolayisiyla etki Olglleri, leverage ve rezidii degerlerinin bir
fonksiyonu olarak ifade edilir. Bu kisimda agiklanacak etki 6lglleri U¢ ana baslik
altindaincel enecektir.

2.5.1. Etki Egrisine Dayah Olgliler

i-inci gozlemin etkisini 6lgmek icin Hampel (1974) tarafindan tammlanan

etki fonksiyonu,

T[(1 — &)F + &6,,,,| — T[F]
&

IF;(xi;yi Fi T) = lim (23)
seklindedir. Burada T(+), kimulatif F den elde edilen rastgele érnekleme dayali
vektor degerli bir itatistik ve (x;, y;) de 8y, ,,, = 1, diger yerlerde 6, ,, = O dur. IF;,
cok biyik bir érnekleme (x;, v;) tek gdzlemi eklendiginde T Uzerindeki etkiyi Olcer.
Sinirli bir érneklem igin, (2.3) esitligine aternatif yaklasimlar da mevcuttur. Bu
yaklasimlardan Ug tanes deneysel etki egrisi, drneklem etki egrisi ve duyarlilik
egrisidir (Chatterjee ve Hadi, 1986).

F, tam 6rnekleme dayal1 deneysel dagilim fonksiyonu ve F, i-inci gozlem

cikarildiginda elde edilen dagilim fonksiyonu olsun.
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a) Deneysel etki egrisi (EIC), (2.3) ssitliginde F yerine F;y ve T(F(;) yerine
By ainmastyla,

-1 N
EIC; = (n - D(X{HXw) *oi — xiBw)
e.
= —-1DXTX) %l —
= DI 0 Ty
1
1-py

=(n-1) (B - Bw)

olarak ede edilir. Burada, fgy = (XfyXw) X&yye olup, i-inci gozlem
cikarildiginda f mn tahminini gostermektedir.

b) Orneklem etki egrisi (SIC), (2.3) esitliginin limitinin alinmast ve F = F,
T(F) =B, e = —1/(n — 1) dinmasiyla,

A €;
SIC; = (n — DX"X) xfy (vi — xiBwy) = (n — DXTX) " x(y a0 _‘p“)
L

=(n-1)B-5Fy)
olarak elde edilir.

) Duyarlilik egris (SC), (2.3) ssitliginde F = Fy, T(Fy) =Bwy, €=
—1/n aiinmasiyla,

e; A
SC; = n(XTX)‘lx(Ti) a0 _lp__) = n([)’ - ﬁ(i))
122

olarak elde edilir.
Acikgagorultyor ki SIC; ile SC; esdegerdir. Miller (1974),
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VE ETKI ANALIZI Ozge KURAN

a a e;
— By = XTX) Ixly 77— 24
B =B O =py) (24)
oldugunu gostermistir. (2.4) esitligi yardimiyla SIC; ile SC; nin § ile f;) arasindaki
uzaklik ile orantili oldugu sdylenebilir. Bununla birlikte, EIC;, p;; ye karst SIC; ile
SC; ye gore daha hassastir.
IF; bir vektor oldugu icin, gbzlemlerin anlaml: bir sekilde siralanabilmeleri

icin IF; normallestirilmelidir. Bu normallestirme M ve ¢ nin uygun secimleri ile

yapildiginda,

Di(M,C) = m

elde edilir. D;(M, ¢) nin blyik bir degeri, i-inci gdzlemin M ve c ile ilgili tahmin
edilen katsayilar Uzerinde guclU bir etkiye sahip oldugunu gosterir (Chatterjee ve
Hadi, 1986).

Burada M ve ¢ nin uygun segimleri ile Cook Uzaklig1, Welsch-Kuh Uzakligi
(DFFITS;) ile DFBETAS;; ve Welsch uzakligi olarak bilinen ve yaygin olarak

kullanilan Ug etki 6l¢lsl incelenecektir.
2.5.1.1. Cook Uzaklg

Cook (1977), tiim n gdzleme dayal1 #, EKK tahmini ve i-inci gbzlemi silerek
elde edilen B(i) tahmini arasindaki uzakligin karesini etkili gozlemi belirlemek igin

Onermistir. Bu uzaklik 6l¢ust genel olarak,

A AT A ~
Di(M.¢) = (B — B) i”(ﬁ(i) - B) |

i=1-n (2.5)

formunda ifade edilir. M = XTX ve ¢ = pMSg,s Uygun segimleri yapildiginda (2.5)
esitligi,
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n AT ~ n

N — XTX(Bn —

D;(XTX,pMSpys) = D; = (o — F) (o — F) i=1--n
PMSges

seklinde elde edilir.
D; igatistigi,

:i Pii
p1l-py

; i=1-n

olarak da hesaplanabilir ve D; > 1 olan gbzlemler etkilidir (Montgomery ve ark.,
2001).

2.5.1.2. Welsch-Kuh Uzakhg (DFFITS;) ve DFBETAS;;

Beldey ve ark. (1980), i-inci gozlemin slinmesinin ya da atilmasimn
uydurulmus gozlem Uzerindeki etkisini dlgmek icin DFFITS; yi asagidaki gibi
tanimlamslardir.

A~

i — Y

<

DFFITS; = WK, = i=1-n

S&yPii

5

Burada y;y, i-inci gbzlem kullamimaksizin elde edilen y; nin uydurulmus degeridir.

Dii )1/2 .

DFFITS; = WK, = (1 . t;
- Vii

biciminde de ifade edilebilir. Bu ifade, rezidilerle leverage degerler arasindaki
iligkiyi gosterir. Veri noktast bir sapan deger ise t; degeri buyuk olacaktir. Veri
noktasi yuksek leverage noktasi ise p;;, 1 e yakin olur. Her iki durumda da DFFITS;
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blyuk olabilir. p; yaklasik O ise t; kabul edilebilir dlglide etkili olacaktir. Benzer
sekilde, ylksek leverage noktada, t; 0 ayakinsa DFFITS; kiguk olur.

Bu nedenle, DFFITS; hem leverage hem de 6n tahmin hatasindan etkilenir.
| DFFITS;| > ZW ise i-inci gbzlem y Uzerinde etkili gozlemdir.

Beldey ve ark. (1980), i-inci gbzlemin silinmesinin ya da atilmasinin [?j

regresyon katsayisini ne kadar degistirdigini géstermek icin DFBETAS; ; yi,

DFBETAS;; = 2._PI®

2
S G

olarak tammlamuslarchr. Burada C;;, (XTX) ™ in j-inci esas kdsegen elemant ve ;).
i-inci gozlem kullamlmaksizin hesaplanan j-inci regresyon katsayisidir. DFBETAS; ;
nin buydk degerleri, i-inci gdzlemin j-inci regresyon katsayisi Uzerinde etkili
oldugunu gosterir.

t;, R-Student rezidi ve ro, p % n tipindeki R = (XTX)~1XT matrisinin j-inci
satirim gostermek (Montgomery ve ark., 2001) Uzere,
£

i

'Fj,i
Vi 1= py

DFBETAS;; =

olarak dayazilabilir.
Bu nedenle, DFBETAS; ; hem leverage hem de 6n tahmin hatasindan etkilenir.

|DFBETAS; ;| > 2y/1/n isei-inci gzlem B; mn belirlenmesinde etkilidir.
2.5.1.3. Welsch Uzakhgi

Eger (n—1) gbzleme dayali deneysel egri kullamlirsa, M =X(TL-)X(1-) =

XTX — x]'x; vec = (n— 1)S¢y alinirsa, W, = D;(X )Xy, (n — 1)S¢y) ve buradan,
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VE ETKi ANALiZi Ozge KURAN
w =wk, |[2=1
R

seklinde tanimlanan Welsch uzaklig: elde edilir (Welsch, 1982).
2.5.2. Guven Elipsoidinin Hacmine Dayal Olciler

Tahmin edilen regresyon katsayilari Uzerinde i-inci gdzlemin etkisinin bir
olcumd, i-inci gbzlem modeldeyken ve modelde degilken giiven elipsoidlerinin
hacminde meydana gelen degismeye dayal1 olabilir. Andrews-Pregibon istatistigi,
varyans orant (COVRATIO) ve Cook-Weisberg dlculeri bu simiftaincelenebilir.

2.5.2.1. Andrew-Pregibon istatistigi

p icin given elipsoidinin hacmi, XTX matrisinin determinant1 ile ters
orantilidir. Bu durumda, i-inci gozlemin guven elipsoidinin hacmi Uzerindeki etkisini
arastirmak icin det (X7 X) ile det (X{;yX(;)) karsilastinlabilir. Bu amagla, Andrews ve
Pregibon (1978) tarafindan,

SSE(i)det(X{i)X(i))
SSEdet(XTX)

(2.6)
oram onerilmistir. Z = (X:y) matris eleainrsaz’Z,

777 = (XTX XTy>

y'X yTy

olup, Ek 2 deki teoremin (a) sikkimn kullamlmasiyla det(Z7Z) = det(XTX)SSE
elde edilir. Benzer olarak, det(Z(;yZ(;) = det(X(;yX())SSE; oldugu icin (2.6) ayn

zamanda,
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det(Z{yZ)
det(ZT27)

seklinde de ifade edilebilir.
Verinin merkezinden uzak olan bir gdzlemin c¢ikarilmasi durumunda

determinant azalacak ve dolayisiyla hacim artacaktir. Bu durumdai = 1,---,nigin

det(Z(Ti)Z(i))
det(ZT2)

APi =1-
seklinde tanimlanan AP; nin kigik degerleri etkili gbzlemlere karsilik gelir.

2.5.2.2. Varyans Oranm1 (COVRATIO)

Beldey ve ark. (1980), i-inci gozlemin, tahminin dogrulugu Uzerindeki
etkisini ifade etmek icin,

-1
det((X(Ti)X(i)) 5(20) =1 .

VR;: = COVRATIO = 1=
l det((XTX) 'MSges) '

tanimlamiglardir. Bu oran 1 den biyikse, i-inci gbzlem tahminin dogrulugunu daha
iyi hale getirir, 1 den kiclkse i-inci gbzlemin dahil edilmes tahminin dogrulugunu

disurdr.

VR; = COVRATIO,;

= 1,...,n

_ (55->)p( 1 )’i

B MSResp 1- Dii
olarak da yazilabileceginden yuksek leverage nokta COVRATIO degerini buyatir.

Yiksek etkili gozlem y-yOninde sapan bir gozlem degilse tahmin daha iyi hale
gelecektir.
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3p
COVRATIO; > 1+ —

veya

3p
COVRATIO; <1——-

ise i-inci gozlem etkili gozlem olarak belirlenir. Alt simir sadece n > 3p iken

gegerlidir. Bu esik deger sadece buylk érneklemler igin gecerlidir.
2.5.2.3. Cook Weisberg istatistigi

Normallik varsayimi altinda 8 icin %(1 — «)'lik gliven elipsoidi,

_(, (B=B) x"x(8 - B)
E= {‘3 (pMSRes)

< F(avpln_p)}
olup, i-inci gbzlem silindiginde,

N T ~
B—Fbw) XiXw (B = Ba
Ew ={ﬁi( ())pl\(4.)§R()( ©) SF(a,p,n—p—l)}

olarak elde edilir.
Cook ve Weisberg (1980), coklu lineer regresyon modeli icin given
elipsoidinin hacmi Gzerindeki etkinin bir dlgimi olarak Egy nin E ye oramnin

logaritmasin 6nermislerdir.

volume(E(i))> _—
_— = ,---’n

cw, =1 (
i =g volume(E)

(2.7)
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2. LINEER REGRESY ON MODELLERINDE REZIDU
VE ETKI ANALIZI Ozge KURAN

Dikkat edilirse, elipsoidin hacmi, karesel matrisin determinantinin karekokinin ters

ile orantilidir. Yani Cook ve Weisherg (1982) taraf indan tammlanan,
52 — )Y/ Tx)Y/
volume(E) < (p62F (a,p,n — p)) 2det(X"X) /2
A2 p/2 T 1/2
volume(E(i)) x (pae(i)F(a,p, n—p-— 1)) det(X(i)X(i))
ifadelerin kullamImas: sonucunda (2.7) esitliginin,

1 14
W, = log det(XfyX ) 87 (F(a.p.n = p)) 2

det(XTX)l/Zc?f(i)(F(a, pn—p— 1))10/2

seklinde ifade edilmesi ile,

n—p—1)+p g( F(a,p,n—p) )

1
CW; = log(1 - py) + 2 log 7] +35
2 2 n—p-—t F(a,pn—p—1)

0
; 2

olarak elde edilir. Eger bu deger blyik ve pozitifse, i-inci gozlemin gikarilmasi
hacimde Onemli derecede azalmaya; blyuk ve negatifse hacimde 6nemli derecede
artisa neden olacaktir. Fakat p;; ve t? nin her ikis de bilyikse CW; degerinin sifira
yakinsadigi gorulir. Bu durumlarda CW; nin ¢ok saglikli sonu¢ vermedigi
soylenebilir, yani bu 6lgli maskeleme problemine karsi dayanikl: degildir. Varyans

orant (VR;) ve Cook Weisherg 6l¢lisii arasinda,

F(a,p,n—p) )

W = —L10g(VR) + 21 (
(T TR TR0 Fapn—p - 1)

2

ile verilen bir iliski vardir. Dolayisiyla, bu iki dl¢t birbirine denk olculerdir.
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2.5.3. Likelihood Fonksiyonuna Dayal Olgiiler

L(B) ve L(B) srasiyla B ve B, daki log likelihood degerleri olmak izere,
B Uzerindeki i-inci gozlemin etkisinin bir 6lgtimi L(8) ve L(B()) arasindaki
uzakliga dayal1 olabilir. Cook ve Weisherg (1982), likelihood uzakligin,

LD; = 2[L(B) - L(Bw)]

.2
n n—-p—1 t;"(n—1)
=nlo + -1
g[(n—l)t;2+n—p—1] 1-p)n—p-1)

olarak tammlamglardir. Burada t; = tiJ{(n —-p—1)/(n—p—t?)} dir (Hadi,

1986).

Likelihood uzaklig, {8:2[L(B)— L(B)] < X?*(a,p+ 1)} olan asimptotik
guven bolgesiyleilgilidir. X%(a,p + 1), (p + 1) serbestlik dereceli ki-kare dagiliml
Ust siircir. Sonug olarak LD;, X%(a,p+1) ile karsilastinilir. Etkinin diger
Olcimlerinde kullamlan esik degerler sayisal olarak ifade edilirken, etkinin bu
Olcimiinde kullanilan esik deger olasilik modeline dayalidir. Likelihood uzakliginin
bir avantgji, normal dogrusal modelin disindaki modellere de uygulanabilir
olmasidir.

2.6. X ve y-yonundeki Sapan Degerlerin Belirlenmes icin Grafiksel Metotlar

Verilen oOlcller icin cesitli esik degerlerin var oldugu, ancak bunlarin her
zaman saglikli sonuclar vermedigi bilinmektedir. Herhangi bir belirleyici 6l¢l igin
belli bir esik degere bagli kalmak arastirmaciy: yanlis sonuclara goétarebilir. Cinkd
hesaplanan ol¢l degerleri, gbzlemlerden hicbiri igin esik degeri gegmedigi halde,
birbirleriyle karsilastinldiginda farkli davranan gozlemler ortaya cikabilir. Bu
nedenle Onerilen Olglleri birbirleriyle karsilastirmak, yani indis grafikleri, kutu
cizimleri ya da dal-yaprak gosterimlerini kullanmak, belli bir esik deger segmekten
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2. LINEER REGRESY ON MODEL LERINDE REZIDU
VE ETKI ANALIZI Ozge KURAN

daha saglikli sonug verecektir. Bdylece grafikte digerlerinden ayri davranan
gozlemler sapan deger olarak distntlebilir.

X ve y-yonundeki sapan degerlerin aynm anda goérilmesini saglayan grafiksel
yontemler de vardir. Bu grafiksel gosterimlerden biris leverage-rezidu grafigidir
(Gray, 1983, 1986). Bu grafik p;; degerlerine kars e;“z lerin grafigidir. Bu grafigin
bir benzeri ise potansiyel-rezidu grafigi (Hadi, 1992) olup, P — R ile gosterilir. Bu
grafik, (2.2) ile verilen H;2 8lgisindeki birinci terim (%) potansiyelin, ikinci

terim (L e"**z> rezidilye kars: grafigidir. Bu grafikte sag alt kdsede yer alan

1-pii 1-¢]

gbzlemler X-yoninde, sol Ust kosedekiler ise y-yonundeki sapan degerlerdir (Sekil
2.3).

A -vonu i
R , y-yénundeki
+++ ==——==""" sapan degerler
E
Z
! +
D
i + :_0, + X-yonundeki
U fe— sapan
A + degerIeL

>

POTANSIYEL
Sekil 2.3. Potansiyel-Rezidi Grafigi (Hadi, 1992)

27



2. LINEER REGRESY ON MODEL LERINDE REZIDU
VE ETKI ANALIZi Ozge KURAN

28
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3.LINEER KARMA MODELLERDE REZIiDU VE ETK1 ANALiZi

3.1 Giris

Lineer karma modeller, lineer regresyon modellerinin genisletilmis hali olarak
dustnulebilir. Lineer regresyon modellerde sadece sabit etkiler yer alirken, lineer
karma modellerde hem sabit etkiler hem de rastgele etkiler bir arada bulunur.

Genel olarak lineer karma bir model,

y=XB+Zu+e (31)

seklinde ifade edilir. Burada, y, n % 1 tipinde gozlemlenebilir yanmt vektord, g, p x 1
tipinde sabit etkilere iliskin parametreler vektorl, X ve Z sirasiylan xp ve n X q
tipinde sabit ve rastgele etkilere iliskin tasarim matrisleri, u, g % 1 tipinde rastgele
etkilere iliskin parametreler vektérlii ve e, n x 1 tipinde rastgele hatalarin bir
vektorudir. u, E(u) =0 ve Var(u) = 2D ile normal dagilima sahiptir. Benzer
sekilde ¢, E(¢) =0 ve Var(s) = 02X ile normal dagilima sahip olup, u ile ¢
karsilikli olarak bagimsizdirlar. D ve X, bilinen pozitif tammli matriderdir.

Lineer karma modellerde sabit ve rastgele etkilerin bir arada bulunmasi,
parametre tahminlerinin elde edilmesinin daha karmasik olmasina neden olur. Karma
modellerin getirdigi avantglarin yamnda, model varsayimlarimn ¢ok olmasi
nedeniyle uygulanma guclGigli gibi dezavantgjlar1 da bulunmaktadir. Bununla birlikte
lineer karma modeller, uzun sureli verilerin (longitudinal data) veya tekrarl:
Olcimlerin analizinde, istatistiksel genetik calismalarinda c¢ok sk kullarmilan
modellerdendir.

29



3. LINEER KARMA MODELLERDE REZIDU
VE ETKI ANALIZI Ozge KURAN

3.1.1. Lineer Karma Model Tipleri

Lineer karma modellerin farkli tipleri ve onlart simflandirmanin farkl: yollari
vardir.  Siniflandirma yollarindan  biris, normalik  varsayimimin  yapilip
yapilmamasina baglidir.

Normallik varsayiminin yapildigt modeller, bu varsayimin yapilmadig
modellere gore daha esnek davranabiliyorlarken, bu varsayimin yapilmadig
modellerde, dagilimsal varsayimlardan sapmalar daha fazladir. Bu agidan
degerlendirme yapildiginda karma modeller, Gaussian lineer karma modeller ve
Gaussian olmayan lineer karma modeller olarak iki simifa ayrilir (Jiang, 2007). Bu

calismada Gaussian lineer karma modeller Uizerinde durulacaktir.

3.1.1.1. Gaussian Lineer Karma M odeller

Gaussian lineer karma model atinda, (3.1)'de tanumlanan modelde oldugu
gibi, rastgele etkilerin ve hatalarin normal dagildigi varsayim yapilir. Bu varsayim

altinda baz1 6zel lineer karmamodel tipleri incelenecektir.

1. VaryansBilesenleri M odéli

Varyans bilesenleri moddli icin (3.1) ile verilen lineer karma modelde,

U

u= Z=1Zy-Z,]

Ur

olmak Uzere y = XpB + Zyu; + -+ Z,u, + ¢ seklindedir. Oyle ki bu modelde,
i=1,--,rigin q =q, +q, +--+q, olmak Uzere, u; ve Z; sirasyla q; x1 ve
nxq; tipindedir. u;~N(0,02D;) daglimindan ainan bagimsiz rastgele
degiskenlerin vektorti vee~N(0,021,) seklinde olup, u; ile & karsilikhi olarak
bagimsizdirlar. Ayni zamanda, u~N(0,02D) olarak yazilabilir. Burada D, i-inci
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2
blogu y;I,; olan blok-kOsegen bir matristir. y; = 0—12 seklinde olup, varyans bilegen

O¢

oranlarz adin air. Yani,

var(u;) - cov(uy,ul)
02D = var(u) = : :
cov(up,ul) - wvar(u,)
var(uy) - 0 ] 2D, - O
0 o var(u,) 0 - a2D,
o2
21
Oe Uez Iql 0 ] 0'121q1 0
O 0_2 _TI riqr
¢ o2 ar |

seklindedir. Boylece y,
E(y)=EXB+Zu+¢e)=XB+ZE(u) + E(¢) = XB

Var(y) =Var(Xp + Zu + &) = ZVar(u)ZT + Var(e) = 62ZDZT + 0?1,

r
=i (ZDZ" + 1) = o¢ (Z ViZiZi' + In) = olH
H i=1

H

olmak tizere, y~N (X3, 02 H) seklindedir (Zewotir ve Galphin, 2005).

2. Uzun Sureli M odel

Bu modeler siklikla ismlerini, uzun siireli verilerin analizinin yapilmasiyla
kazanirlar (Diggle ve ark., 1996). Bu modellerin bir 6zelligi gozlemlerin, her bir
gruba karsilik gelen bir rastgele etki veya rastgele etkilerin bir vektoru ile bagimsiz
gruplara boltnebilmesidir. Uygulamada bu gruplar, uzun sireli ¢aligmadaki farkl:
bireylere karsilik gelebilir. Dahasi, rastgele etkilere ek olarak, her bir grubun icinde
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ciddi korelasyonlar olabilir. Uzun siireli modellerin diger bir 6zelligi, sikliklazamana
bagli agiklayici degiskenlerden olusmalarichr.
Nobre ve Singer (2007), genel uzun siireli modeli,

Vi =X +Zju; + ¢ i=1--m (3.2)

seklinde ifade etmislerdir. Burada, y;, n; % 1 tipinde gozlemlenebilir yanmt vektord,
B, p * 1 tipinde sabit etkilere iliskin parametreler vektori, X; ve Z; sirasiylan; % p
ven; % q tipinde sabit ve rastgel e etkilere iliskin tasarim matrideri, u;, g % 1 tipinde
rastgele etkilere iliskin parametreler vektorl ve ¢;, n; x 1 tipinde rastgele hatalarin
bir vektorudir. Genellikle,

u;~N4(0,0%G) ve &~ Ny;(0,0%T;), i=1,-,m

ve y; ile g nin bagimsiz oldugu varsayim: yapilir. G ve T; ise sirasiyla g % q ve
n; X n; boyutlu pozitif tammmli matrislerdir. Bu durum,

o[ for o "
& gm+n On ! Onxqm 0.22

T, - 0
olarek da ifade edilebilir, oyleki n =" n;, D=1, QG veX=|: * ]

0 - T,

bicimindedir. @, Kronecker carpimi gostermektedir (Searle, 1992).

Zl 0 Uq &1
: f]7u:|:5]7g:|:5]
o - Zm U Em

alindiginda (3.1) ile verilen model elde edilir.
Belirtilen varsayimlar altinda y,

Y1

Ym
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E(y)=EXB+Zu+¢e)=XB+ZE(u) + E(c) = XpB

V=Var(y) =Var(Xp + Zu+¢) = ZVar(w)Z" + Var(e)
=0¢2ZDZ" + %Y = ¢?(ZDZT + )

olmak lizere, y~N(XB,0%(ZDZT + X)) seklindedir.
3.Marjinal Mode

(3.1) ileverilen lineer karmamodelde { = Zu + ¢ olarak alindiginda,

y=XB+¢

marjinal modeli elde edilir (Hilden-Minton, 1995). Burada, E({) = 0 ve Var({) =
0?(ZDZT +¥) =V ile norma olarak modellenir. Boylece D ve X biliniyorsa,
marjinal model V1 agirlikli matrisi ile sadece lineer bir modeldir. Marjinal modelin

bir dezavantaj1, rastgel e etkilerin agikca tammlanmams olmasidir.
4. Hiyerarsik Lineer Model

Bayesian dustincesinden bakildiginda, lineer karma bir model t¢ asamalidhr.
Ik asama, verilen rastgele etkilerin gozlemlerinin dagilimi olarak tamimlanr. ikinci
asama, model parametreleri verilmisken rastgele etkilerin dagilim olarak tanimlanir.
Son asama, parametreler icin onsel dagilim varsayiminmin yapilmasicir. Normallik
varsayimt atinda, bu asamalar belirlenebilir. Son asamadan da anlagilabilecegi gibi,
klasik lineer karmabir model ile Bayesian hiyerarsik model arasindaki tek farkliligin
Onsel dagilim oldugu sdylenebilir (Jiang, 2007). Hiyerarsik lineer model ile ilgili
detayl1 inceleme 4. bdl imde yapil acaktir.
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3.1.2. Lineer Karma Modellerde Parametre Tahminleri

Lineer regresyon modellerinde parametre tahmini, EKK ve maksimum
likelihood (ML) yontemleri ile kolaylikla elde edilebiliyordu. Lineer karma
modellerde ise parametre tahminleri daha karmasiktir, ¢lnkl lineer regresyon
modellerinde sadece sabit etkili parametrelerin tahmini incelenirken, lineer karma
modellerde buna ek olarak hem rastgele etkili parametrelerin hem de varyans
bilesenlerinin tahmini eklenir.

Lineer karma modellerde varyans bilesenlerinin tahmini icin kullamlan
standart yontemler, ML ve simirlandirilmis maksimum likelihood (REML) dir. Her
iki yontem de normallik varsayimi altinda blyidk orneklem 6zelliklerine sahiptir.
Ancak ML yontemi istatistiksel olarak daha ¢ok tercih edilir. Cunki bu yontem
kullanilarak elde edilen tahminler asmptotik olarak etkindir ve asimptotik olarak
normal dagilirlar. Aym zamanda, ML tahmin edicilerinin birgogu asimptotik olarak
yansizcir. ML yontemiyle tahmin edilecek parametreler g, 62 vey; dir.

Rastgele etkiler, lineer karma modeldeki rastgele degiskenlere karsilik gelen
etkiler oldugu icin bu etkilerin tahminlerine 6n tahmin ve tahmin edicilerine de 6n
tahmin edici denilmektedir (McCulloch ve Searle, 2001). u nun 6n tahmininin elde
edilmesinde en iyi 6n tahmin edici (BP), en iyi dogrusal 6n tahmin edici (BLP), en
lyi dogrusal yansiz 6n tahmin edici (BLUP) ve Henderson (1953) tarafindan
gelistirilen karma model esitliklerinden elde edilen tahmin ediciler gibi gesitli 6n
tahmin ediciler kullanilir. Henderson min karma model model esitliklerinin elde
edilmes icin, normallik varsayim altinda u ve y nin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu ayn: zamanda u igin verilen ML fonksiyonudur.

Bu boliimde, (3.1) modeli icin, sirasiyla, y; ler (ve bdylece H) biliniyorken
ve bilinmiyorken 8,62 nin ML tahminleri ile u un ML 6n tahmini incelenecektir.
Bununla birlikte, ML yonteminin uygulanmasiyla elde edilen sonuclar istenirse
kolayliklaREML y6ntemine de uygulanabilir.
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3.1.2.1. H Biliniyorken g ve g% nin ML Tahminleri veu nun ML On Tahmini

Hartley ve Rao (1967) tarafindan 6nerilen ML yonteminin kullanilabilmes
icin tasarim matrislerinin bazi varsayimlart saglamas: gerekmektedir. X ve i =
1,--,7r igin Z; tasannm matriderinin tam rankli (rank(X) = p,rank(Z;) = q;)
oldugu varsayilir. Genellikle varyans anaizinde her bir y, i-inci rastgele etkenin bir
duzeyi ileiliskilidir. Bu nedenle, Z; tasarim matrisinin her satirimin sifirdan farkls ilk
eleman 1, diger gq; — 1 eleman sifir degerini aacaktir. Hartley ve Rao (1967), Z; nin
bu 6zelligi saglacdigim varsayarlar. Z; nin bu 6zelligi saglamasi, Z;,"Z; nin q; % g;
boyutlu kdsegen bir matris oldugunu gosterir.

y yanmt vektorinin normal dagildigi varsayimi atinda, olasilik yogunluk

fonksiyonu,

—(y—XB)"H *(y — XB)

f) = @r)™/2(ad) /2| H| ™ 2 exp 207

(33)

seklindedir. Burada |H|, H matrisinin determinantichr. Bu fonksiyonun logaritmasi

dahasonrada g ve 62 ye gore tirevi alinip, sifira esitlenir.

L(B,0Z;y) =log f(y)
1 1 1
= —— —— 2 _Z
2nlog(27r) 2nlogae 2longI

1 Try—1
307 (y—-XB)'H Yy —XB) (3.4)

(34) ssitliginden,

_ OL(B,d2;y) _ 1

— Ty-1., _ yTy-1 —

Lg FT; > (XTH 'y —XTH™1XB) =0 (35)
_OLB,oZy) . n 1 _— ~

bot =52 = 252 202 (v—XB)'H(y—XB)=0 (3.6)
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elde edilir. Devam edilirse,

XTH'Xp =XTH 'y

=& TH X)) X"TH Yy = WX, X)"'W(X,y)

2= (y—XxB) H(y —XB)/n=w(d,d)/n
bulunur. Burada, sirasiyla, d = y— X8 ve W(A,B) =ATH 'B seklindedir
(Hemmerle ve Hartley, 1973) ve B ya, B nin en iyi yansiz tahmin edicis (BLUE)
denir.

u vey ninortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

fw,y) = fylu)f(w)

exp {—% [(y = XB — Zw)TI Y (y — XB — Zu) + uTD_lu]}

ntq 1 1
(2m) 2 (aé)2|D[2

seklindedir. Bu ifadeyi maksimum yapan parametre tahmininin bulunmasi i¢in, 6nce

ifadenin logaritmasinin alinmasi gerekir.

L(u;y) = log{f (y|w)f (W)}

= {— 2;2 [(y —XB—Zw)"(y — XB — Zu) + uTD‘lu]}

ntq 1 1
~ log (@) =" (a2)2I012)
Daha sonra, u ya gore turevin alinip, bu tirevin sifira esitlenmesi ile,

oL(u;
—E,)u 28 ~Z"y+Z"XBp+Z"Zu+D'u=0
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A= t+27"2)7Z(y - Xp)

elde edilir. (D71 + 27Z)~! ifadesi (D~ + ZT1Z)™! seklinde yazilirsa matris tersi,
Schur Tamleyenleri yontemi (Bkz. Ek 3) kullanilarak,

(D1 +2T1Z)"* =D —DZT(I +ZDZ")"*ZD =D — DZTH1ZD

ifadesi bulunur. @i yeniden duzenlenirse,

i=(D—DZTHZD)Z"(y — Xp) = [DZ" —DZTH 1 ZDZ" | (v — XB)

(H-1)

=DZTH (y — Xp)
olarak elde edilir. @i, u nun en iyi yansiz 6n tahmin edicisidir (BLUP).
3.1.2.2. H Bilinmiyorken g ve ¢% nin ML Tahminleri veu nun ML On Tahmini
y; ler (ve bdylece H) bilinmiyorsa, y; lerin ML tahminleri, D ve H matrisinde
yerine konularak, f ve g2 nin ML tahminleri elde edilir. Bu nedenle, y; lerin ML

tahminlerinin bulunmas: gerekir. Esitlik (3.4) Un y; ye gore turevinin alinmast icin

once H, log|H| ve H™1 iny; ye gore tirevi dinmalidhr. Bu turevler,

oH zZTi=1

P /. 71_ frd 7...,7‘

ayl 1“1

dlog|H OH
glH| = trace (H‘l —)
ay; ayi

ve
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-1
aH = _H-1 a_I-I]-[—1
0yi 0yi

olarak elde edilir. Buna gore, Esitlik (3.4) deki ifadenin y; lere gore tirevi,

aL(:BvO-eziy)_ 1 Tqyir—1
a—m_ —Etrace(Zi H ZL-)
1
+55 O = XBYHT 2,2 H™H (v — XPB) (37)
e

olarak bulunur. Esitlik (3.5) in, Esitlik (3.6) nin ve Esitlik (3.7) nin sifira

esitlenmesiyle,
XTHXp=X"Hy
52 =(y—XB) H*(y - XB)/n
ve i =01, 7 ic¢in
trace(z,"H12;) = %Z(y —XB) A2,z A\ (y - X)

elde edilir. Bu esitlikler yarcimyla, 8 ve 62 nin ML tahminleri bulunur. Ancak ML
esitlikleri, parametrelere gore dogrusa olmadigindan, varyans bilesenleri
tahminlerini elde etmek igin Newton-Raphson algoritmasi, Skorlama yoOntemi
algoritmast ve W dontsumi kullamlir (T drkan, 2008).

y; ler (ve boylece H) bilinmiyorsa, y; lerin ML tahminleri, D ve H matrisinde
yerine konularak, u nun ML 6n tahmini asagidaki gibi elde edilir.

= DZTH*(y — XB)
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3.1.3. Lineer Karma Modellerde Glincelleme For milleri

Bu bolimde, (3.1) modeli atinda lineer karma modellerin giincelleme
formdlleri incelenecektir. Lineer karma modellerin  analizinde, parametre
tahminlerini elde etmek icin kullamlan ML yoéntemi sapan, leverage ve etkili
noktalara karsi1 oldukga duyarlidir. Bu nedenle, lineer karma modellerde analiz
sonuglarini 6nemli  Olglide etkileyen bu noktalarin ortaya ¢ikarilmas: oldukga
Onemlidir. Regresyon analizinde oldugu gibi lineer karma modellerde de bu tur
noktalarin ortaya ¢ikarlmasi igin bazi dlcgitler énerilmistir. Onerilen bu 6lciitler,
regresyon modelinde kullanilan 6l¢itlerin genisletilmis halidir. Lineer regresyon
modelinde Onerilen ol¢ltler, lineer karma modeller igin genisletilirken guincelleme
formallerinden yararlanlir. Gincelleme formilleri kullanilarak, lineer karma
modellerde sabit etki parametrelerinin, rastgele etki parametrelerinin ML
tahminlerinde ve varyans bilesenlerinin tahminlerini elde etmek icin kullamlan
iteratif yontemlerde islem sayisi azaltilir.

Christensen ve ark. (1992), veri kimesinden ¢ikarilan i-inci gbzlemin etkisini
arastirmak icin kullamlan gézlem silme tanilamalarinin tiretilmesinde giincelleme
formullerini kullanmuglardir. Bu formuller tdretilirken, i-inci gozlemin gikarildig:
parcalanmis matrislerin yazilmasi uygundur. Par¢alanmis matrisler i = 1 oldugu
varsayllarak yazilmigtir ancak elde edilen sonuglar bitin i degerleri igin
uygulanabilir (Christensen ve ark., 1992).

Zewotir ve Galphin (2005) de, lineer karma modellerde guncelleme
formillerini tlretmek icin cikartilan i-inci gozlemi, matrisin ilk satiriymis gibi

distinerek (i = 1) matrisleri pargalamiglardir. Bu durum,

T

x! [ zj; zl Vi hy AT
X:[l:I)Z'= Ji ,Z=[l], — ,H: i i 3.8
X(i) J Zj(i) Z(i) y [y(i)] h; H[i] ( )

olarak ifade edilebilir. (3.8) esitliginde yer alan Xy, Z(;), Y(;) Strasiyla, i-inci satir
cikartildiktan sonra elde edilen X, Z matrislerini ve y vektorind, x;, z;, h;, y; Sirasiyla,

X,Z,H matrislerinin ve y vektorinin i-inci satirini, H;p ise i-inci satir ve i-inci stitun
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cikartildiktan sonra elde edilen H matrisini gostermektedir. Zewotir ve Galphin
(2005), gelistirdikleri dlcutler icin Christensen ve ark. (1992) nin 6nerdigi gozlem
siime igatistiklerinin temel yap1 bloklarina benzer tammlamalar yapmuslardir.

Bunlar,

T r—
—Hphi/m;  Hg' + Hgthh"Ht /my B

olmak Uzere,

d; = a; — A{yHpi'h:

bl =b;" — h,"Hyj' B

pi = X WX, X)X

m; = hy — h{ Hj'h

%i = zji — ZjyHig by

Wi (4, B) = AlyHz B
seklinde ifade edilir. Buradaki H™1, H parcalanms matrisinin tersi yardimiyla elde
edilir.

i-inci gozlem silindiginde 8,62, u,y nmn tahminleri olan B(i),c?ez(i),ﬁ(i),)?(i)

gosterilmek istensin. Bunun icin, O©ncelikle, bazi teoremlerin incelenmes
gerekmektedir.
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Teorem: (Zewotir ve Galphin, 2005) Sabit (veya bilinen) varyans bilesen oranlari

icin,

abr
Wi(A,B) = W(A,B) — -

i

dir.
Ispat. W (4, B) = ATH'B seklinde ifade edilmisti (Hemmerle ve Hartley, 1973).

1/m; —h,"H7 /m; T
wB) = [ao ARl I [L]/T i Hgl,]
—Hpjhi/m;  H + Hyj iy Hy' /mg| [Bo
— T Tqyr— — Tyy—
_ @b’ ApHihibi e Hig By | AT 1B . AwHig hiti” Hii B
T m m m (ORI R ) m
i i L i

= AE)H[:]:LB(O —+ Cll-(biT - thH[:]lB(L))/ml - A?l)H[:]lhl(blT - hLTH[:]lB(l))/ml

= AlyHp By + (i — Al Hp hi) (b" — hy" Hi' By ) /my

_ a;bl
= AlyHp Bw + m;
a;br

= W(4,B) +

1

son esitligin dikkate alinmasiylaispat tamamlanr.
Wii1(4,B) nin tersi Sherman-Morrison-Woodbury Teoremi (Bkz. Ek 3)

yardimyla,

-1

x IT
Wi(4,B)t = [W(A,B) _ &b, ]

i
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W(A,B)~'a;bTW(4,B)™ !

Wi(A,B)™t =W(4,B) ' + = 39
4. 5) “4.5) m; — b{W(4,B)~'q; 9
olarak bulunur. g = (XTH=1X)~'XTH'y esitliginden yararlanilarak,
N _ -1 _ _
bo = Xo Hig Xo) X' Hg yo = Win X, X) " Wiy (X, y) (3.10)

yazilir. Bu esitlikte, (3.9) ile verilen Sherman-Morrison-Woodbury Teoremi (Bkz.
Ek 3) kullanildiginda,

WX, X)) txxIwX, x) 1
(m; — XTW (X, X)~1%;)

- -1 _
(X Hig' Xw) =W X))+ (3.11)
elde edilir. Zewotir ve Galphin (2005) tarafindan gelistirilen Olgutlerden
yararlanlldlglnda %i =X — X(’I;)H[:]lhl ve %iT = XL'T - thH[_l]lX(l) Oldugu aglkga.
gordldr. (3.11) esitligi ve,

_ %, iy X
WX, y) = X(Ti)H[i]l}’(i) =wWX,y) - # =(XTH ly) - =

L i

(3.10) ssitliginde yerine yazilip, gerekli islemler yapildiginda,

b= f - (XTH™X) "% (% — % B)
' m; — Dii

(3.12)

olarak bulunur. Benzer sekilde, Zewotir ve Galphin (2005) tarafindan gelistirilen
olcitlerden yararlamldiginda ¥; = y; — y{yHpj hi ve % = z; — Z{Hpg h; seklinde
elde edilir.

i = DZTH=*(y — Xf3) esitliginden yararlanarak,
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g = DZ{Hii v — DZ{Hi X o)

yazilir. (3.13) esitliginde,

v o~

_ ZiVi _ 25
Wia(Z.y) = ZioHg vy = W(Z,y) ———== (ZTH 'y) ——
L l

T 17-1 Zix! Tor—1 ZxT

l l

ve

b =3 XTH'X)"'% (5 — ¥ B)
© m; — Pii

yerine yazilip, gerekli islemler yapildiginda,

(3 — X7 B)

iy = @ =Dl — @THOXTH )6 —=
1 123

bulunur.
~2 T 11 N , . . )
62=(y—XB) HY(y—XpB)/n ifades (izerinde biraz
yapildiginda,
n6€2 — [yTH—ly _ yTH—lxlgA _ ﬁTXTH_ly + BTXTH_:LX,BA]
n6€2 — yTH—ly _ yTH_lXB _ BTXTH—ly + BTXTH—ly
ngZ =y"H 'y —y"H *Xp

olarak elde edilir. i-inci gbzlem ¢ikarildiktan sonra,

(3.13)

(3.14)

oynama



3. LINEER KARMA MODELLERDE REZIDU
VE ETKI ANALIZI Ozge KURAN

(n — D620 = yiHi v — Yo XoPao (3.15)
olur. (3.15) esitliginde,

ViJi Vi
Wa(.y) = ¥l Hyo = W.y) === (/" y) - ——

L i

va va

Wi (v. X) = yioHi X = W (1, X) _y;n_; =@"H'X) - 22 :
ve
A . (XTHX) % (y; — X[ B)
Po=F - m; — Pii
yerine yazilip, gerekli islemler yapildiginda,
%0 = e (10 - 7= 0= HB)’) (316)

elde edilir.

Lineer karma modelde, varyans bilesenleri oranlarimin tahmininin iteratif
olarak elde edilmesinden dolayi, i-inci gozlem cikarildiginda varyans bilesenleri
oranlarindaki degisim icin basit anditik gosterimler elde edilemez. Ancak eger y
baslangi¢c degeri olarak kullanmlirsa ve i-inci gozlem c¢ikarilarak bir acdim iterasyon
uygulanirsa, ¥ daki degisimler icin analitik gosterimler turetilebilir. Parametreleri
dogrusal olmayan modeller igin genelde bu bir adim Olgitleri i-inci gozlem
cikarildiginda parametrelerdeki iteratif degisimleri kestirir (Pregibon, 1981).

Cox ve Hinkley (1974), Newton-Raphson algoritmasi ve Fisher skorlama
algoritmast yonteminde eger tutarli bir tahminle baglanirsa, bir adimda asimptotik

olarak etkili tahminlerin elde edilebilecegini sdylemislerdir. y mn ML tahmini y
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tutarli bir tahmindir ve bir adimda, i-inci gézlem cikarildiktan sonra y nin etkili
tahminlerinin elde edilmesini saglar (Hartley ve Rao, 1967).
Newton-Raphson ve Fisher skorlama algoritmaarimn kullaniimasiyla,

varyans bilesenleri oranlart i¢in bir adim giincelleme formilu,
Po=7-Q-9"g90

olarak elde edilir. Burada, g(;), ML fonksiyonun i-inci gozlem cikarildiktan sonra y
ya gore tlrevi Q, ML fonksiyonunun 8,02,y ya gore ikinci tirevierinden olusan
Hessian matrisinin (F) negatif beklenen degeri yani bilgi matrisi ve j,k =1, ,r

icin,
QG.k) =E(F(i.,)))

G=6( k)= mii{zimSSCI(fjinzfi) - ZvaiW(Zj«Zk)Zvji}
seklindedir. Tahminlerin varyansini igeren matrise asimptotik yay::m matris
(asymtotic dispersion matrix) denir ve bu matris, bilgi matrisinin tersine esittir.
Dolayisiyla, Var(p) = —Q* seklindedir. ssq(Z;z5;) ise, Z;Z%; nin elemanlarinin
kareler toplam anlamina gel mektedir (Zewotir ve Galphin, 2005).

Xi,Zi, ZjiYi vy, m; lerin hepsi H ve H[‘i]1 in satirimn (veya sttununun) bir
fonksiyonudur. Fakat tam model icin iteratif tahmin prosediriinde n x n boyutlu H
matrisinin agikca hesaplanmasi gerekli degildir. Dahasi, (n — 1) x (n — 1) boyutlu
olan Hp nin ve tersinin her i =1,---,n icin hesaplanmasi kolay degildir. Bu

nedenle, Christensen ve ark. (1992), bu problemin Ustesinden gelmek amacuyla,

-1 _ 1 T — -1 — |%i LT
H[l] - C[l] — ;Cici , C=H -

L
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tammlamiglardir. Bu tammlamada, sirasiyla silinen her n gbzlem igin, H[;]l nin
hesaplanmasinda hala X;, Z;, Z;; y;, p;;, m; gozlem silme istatistikleri mevcuttur. Bu
gozlem siime istatistiklerinin tekrardan hesaplanmasi asir bir zaman kaybina neden
olmaktadir. Bu nedenle, problemin ¢6zimiine en kisa zamanda ulasilmas: amaciyla
baskatemel yap1 bloklar: tanimlanmustir.

C;, H™Y ini-inci siitunu ve c;;, H™! in i-inci kdsegen elemam olmak Uizere,

Ccl =1[c; cT]olarak alinirsa,

oo |ew o 1/m; —hi' Hyg' /m;
C=H = i Cr: = -1 -1 -1 Tyr—1
i —Hpj'hy/m;  Hpj + Hpg hqhy” Hif' /my
esitliginden,
1
M= Cii

Sek“nde direkt olarak ifade edilehilir. DahaSl, Ci = —H[I]lhl/ml ) Ci/Cii = —H[_l]lhl
dir. Dolay1siyla,

seklindedir. Benzer sekilde,

_ 1 . _ 1
Zji = zji — ZjpHp i = ;ZJTCi . Vi = Vi = Y(pHg i = ;yTCL‘
122 122

elde edilir (Zewotir ve Galphin, 2005).
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3.2. Lineer Karma M odellerde Rezidi Analizi

Klasik lineer regresyonda rezidi analizi, etkilerin lineerligi, normallik, sabit
varyanslilik ve hatalarin bagimsizligi gibi model varsayimlarinin kontrol edilmesinde
ve ek olarak, sapan degerlerin belirlenmesinde kullanilir. Klasik lineer regresyonda
tanimlanan bu rezidi analizi, lineer karma modellere de genisletilebilir. Lineer karma
modellerde birbirine denk olmayan ¢ok sayida rezidi tanimlanabilir ve bu rezidilerin
¢cogu, modeldeki hatanin kaynagi ile ilgili olmayan bozulmalara maruz kalabilir. Bu
bolimde, lineer karma modellerdeki bozulmus rezidi tipleri ve sapan degerlerin

belirlenmesinde kullamlacak yontemler incelenecektir.

3.2.1. Lineer Karma Modellerde Rezid Tipleri

(3.2) ile verilen uzun siireli lineer karma model altinda hatanin Ug tipi,

Marjind hata, { =y — E[y] =y — XB,
Rastgele etkili hata, Zu = E[y|u] — E[y] ve
Tek gozlemli veyakosullu hata, e =y — E[ylul =y — XB — Zu

olarak tammlanir. Bu tammlamalarda sadece y, X ve Z bilinir veya gozlemlenir fakat
hatalar, modelin iginde tanimlanan yapilardir ve modelden ayri olduklarinda direkt
olarak gozlemlenemezler. Boylece, incelenen modelin  onaylanmast icin
gbzlemlenmis veriden aindig: varsayilan bu rastgele nicelikler tahmin edilmeye
calisilir. ideal olarak, goriilemeyen 6zel bir hataicin bir rezidi tanimlanmak istenir.
Bu rezidu, sadece gorilemeyen hataya ve bilinen sabit niceliklere bagli olan bir
fonksiyondur. Boyle bir fonksiyon saf bir rezidi olarak tammmlanir. Diger yandan, bir
fonksiyon baska varsayimli hatalara bagli ise bozulmus bir rezidi olarak tanimlanir.
Klask lineer regresyonda sadece bir hata modellenir. Sonug olarak, klasik lineer
model icin tammlanan tim rezidllerin saf oldugu sdylenebilir. Bu calismada hata,
tum gozlemler icin rastgele bir vektor olarak distnuldr. Bununla birlikte, her gbzlem

kendi iliskisiz hatasina sahip olursa, her skaler rezidi diger gozlemlerin hatalar:
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tarafindan bozulmus yapilacaktir. Bu durum, Cook ve Weisberg (1982) tarafindan
supernormallik olarak ifade edilir. Yine de, lineer karma modeller icin vektorler
olarak tanimlanan rezidulerin gcogu bozulmus bir yapiya sahip ol acaktir.

(3.2) ile verilen uzun siireli lineer karma model altinda tammlanan (¢ hata

tipine karsilik gelen bozulmus rezidd tipleri,sirasiyla,

Marjinal rezidii{ =y — X,
Rastgele etkili rezidi veyaEBLUP, Z1i ve
Tek gozlemli veyakosullu rezidii, e = y — X8 — Z

seklindedir. Burada, { = Zil + e olduguna dikkat edilmelidir.
3.21.1. Marjinal Reziduler
Bolim 3.1.1.1 atinda incelenen uzun sireli model icin S =g2V~1 =

(ZDZT +2)71,q =S — SX(XTSX)"1XTS olmak lizere, f = (XTSX) 1XTSy ve

2 = DZTQy ssitliklerinin kullanilmasiyla marjinal rezid,

{=y-Xp=S"qy
olarak bulunur. Simdi de, D ve X nin bilindigi varsayimi atinda, marjina rezidinin
varyans: elde edilecektir. (, simetrik bir matris ve qVQ = 0205710 = c¢2Qq

a
oldugundan marjinal rezidinin varyansi,

Var({) =Var(S~iqQy) = S 'QVar(y)qs—t = s7¢ gKgs—l = g2571Qs?
o2(,
= o2%[ZDZT + 2 — X(XTSX)"1XT]

seklinde elde edilir.
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Acikca goriliyor ki ¢, ¢ marjinal hatasi icin saf bir rezidii olarak tanimlanr.
Cunku,

{-(=y—-XB—-¢
=XB+Zu+ec—XXTSX)IXTS(XB + Zu+ &) — (Zu + ¢)
= —X(XTSX)1XTSZu — X(XTSX)"1XTSe

= —-XXTSX)"1XTS (Zu + ¢)
¢

= —X(X"SX)"1XTS¢

esitliginin sag kismi sadece gorulemeyen hataya ve bilinen sabit niceliklere baglidir.

y = XB + ¢ marjinaligi verildiginde, X deki aciklayici degiskenlere karsilik
(= (Z{,...,f,’,;)T marjinal rezidilerin vektériinin elemanlarinin grafigi, marjina
rezidiler standart lineer modeldeki rezidilerle aym anlama sahip oldugunda, y nin
lineerligini kontrol etmek igin kullailabilir. Lineer iliski strduglinde sifir etrafinda
rastgeleiligki beklenir.

{,V=02(ZDZT + ) kovaryans yapisina sahip oldugu icin, V kovaryans
yapisinin kontrol edilmesinde ¢ kullanilabilir. Yani, marjinal rezidiler ayni zamanda
i=1-,micinV,=0%(Z,DZF +T;) gibi denekler icindeki kovaryans yapisinin
gecerliligini kontrol etmek igin de kullamilabilirler. Bu yonden Lesaffre ve Verbeke
(1998) ||Im-—Tl-TL-T||2 ifadesini, denekler icindeki kovaryans matrisi icin uygun
rezidi olarak dustinmislerdir. Burada, V; denekler igindeki kovaryans yapisinin
tahminini gostermek tizere T; = 2_1/ 2¢," seklindedir ve |||, Frobenius uzunlugunu
gostermektedir (Bkz. Ek 4). i-inci denek icin ortalamalarin vektoria X;4 tarafindan
dogru modellendiginde var(y;), &¢; ile tahmin edilebilir. Bunun bir sonucu
olarak, ||L; — T,T7||” ifadesinin sifira yakin olmas: beklenir ve deneklere kars:
|7 —TL-TL-T||2 degerlerinin bir grafigi, modele iyi uyum saglamayan kovaryans

yapisi varsayim atindaki gozlemlerin belirlenmesine yardimer olabilir.
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3.21.2. EBLUP

Bolum 3.1.1.1 atinda incelenen uzun sireli model icin S =¢2V "t =
(ZDZT +2)71,q =S — SX(XTSX)"1XTS olmak izere, f = (XTSX)"1XTSy ve
2 = DZTQy ssitliklerinin kullanilmasiyla EBLUP,

Z0=ZDZTQy

olarak bulunur. Simdi de, D ve X nin bilindigi varsayim atinda, EBLUP varyansi

elde edilecektir. (, smetrik bir matris ve qQV(Q = ¢?qS~1q = ¢2( oldugundan
a
EBLUP varyansi,

Var(Z2) = Var(ZDZ"Qy) = ZDZTQVar(y)qzDZT = zDZ" QVq ZDZ"
o2(,
=02ZDZTQZDZ"

seklinde elde edilir. Bununla birlikte,

ZU—Zu=27ZDZ"Qy — Zu = ZDZTQ(XB + Zu + ) — Zu

=7ZDZT QX B+ ZDZTQ Zu+ ZDZT(e — Zu
0

=[zDZ7qQ— I1Zu + ZDZT( ¢ (3.17)

esitliginde Z1i, u icin € un olmasindan dolay1 bozulmus bir rezidi olarak tanimlanir
ve ZTQ = 0 olmadhig: siirece, Z nin stitunlar: X in kolon uzayindaolur.

Zu = E[y|u] — E[y] olarak ifade edildigi icin Z;ii;, merkezden uzakta duran
deneklerin belirlenmesinde kullanilabilir (Pinheiro ve Bates, 2000; Waternaux ve
ark., 1989; Verbeke ve Lesaffre, 1996a; Longford, 2001). Ornegin, Pinheiro ve Bates
(2000), denek indekslerine karsi @i; mn elemanlarimin grafigini énermislerdir. Boyle
bir grafik, BLUP 1n j-inci elemanina karsilik gelen sapan deneklerin belirlenmesinde

kullanilabilir. @;, i =1,---, m degerleri sadece Z; nin kovaryandar: tim deneklerde
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ayn oldugu zaman Karsilastirilabilir (Verbeke ve Lesaffre, 1996a). Waternaux ve
ark. (1989) tarafindan merkezden uzakta duran deneklerin belirlenmesi igin Onerilen
denek indekderine kars: &; = @;" var[ii; — u;]4l; olarak ifade edilen Mahalanobis
uzaklig1 (Bkz. Ek 1) veya Z;i; nin elemanlarinin grafigi kullanilabilir.

Deneklerin rastgele etkilerin kovaryans matrislerinin homojenligine karst
duyarl: olup olmadiginin incelenmesi igin Pinheiro ve Bates (2000), rastgele etkilerin
On tahminlerinin matris sagilim grafigini 6nermislerdir.

EBLUP aymi zamanda rastgele etkilerin normallik varsayimimn kontrol
edilmesinde de kullanilabilir. Lange ve Ryan (1989), bdyle Oneriler icin rastgele
etkilerin standartlastirilmis lineer kombinasyonlarinin agirliklandirilmis normal Q_Q

grafiklerini dnermislerdir.
3.2.1.3. Kosullu Rezidller

Bolim 3.1.1.1 atinda incelenen uzun siireli model icin S =¢2V ™1 =
(ZDZT +3)71,q =S — SX(XTSX)"1XTS olmak izere, f = (XTSX)"1XTSy ve

1 = DZTQy ssitliklerinin kullanilmasiyla kosul lu rezidu,

e=y—-XB—-Zii=y—-XB-2ZDZ"Qy =S"'Qy — ZDZ"Qy
= ZpzZ"+x - 7zDZT)Qy = 2Qy
olarak bulunur. Simdi de, D ve X nin bilindigi varsayim altinda, kosullu rezidinin
varyans: elde edilecektir. (, simetrik bir matris ve qVQ =02Q0S71q = 0¢2Qq

q
oldugundan kosullu rezidiiniin varyansi,

Var(e) = Var(ZQy) = 2QVar(y)QZ =~ Qqzr= NEDXOPA
o2Qq

seklinde elde edilir. Bununla birlikte,
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e—e=2‘(1y—e=Z‘(1(XB+Zu+e)—s=Z‘%,8+2(12u+2qg—s
0

=[2Q—-1]e+20Zu (3.18)

esitliginde de e, ¢ igin u un olmasindan dolay:1 bozulmus bir rezidi olarak tanimlanir.

Bozulmus bir rezidiye dikkat edilmesinin nedeni nedir? Zui ve e reziduleri,
Zu ve € hatalari igin yansiz 6n tahmin ediciler olmalarina ragmen bu durum, kosullu
olarak dogru degildir. (3.17) ve (3.18) sesitlikleri agikga gosteriyor ki Ziile,
ZDZT(Q ¢ ile yanl iken e|u, XqZu ile yanhdir. e bozulmus rezidisi incelenirken &
kosullu hatasinin normalliginin kontrol edilmek istendigi varsayilsin. Zu buyuk
Olcude normallikten uzaksa, € gergekte normal olsa bile e normal olmayabilir. Boyle
bir durumda, kosullu hatalarin dagilimi yeniden modellenebilir. Diger yandan, Zu
blyuk 6lcide normal ise, € un norma olmama durumunu gizleyebilir. Bu durum,
bozulma nedeniyle kaybedilen giic miktarim gosterir. Bununla birlikte e, normallik
varsayimim degistirme durumu Uzerinde ciddi kuskulara neden olan bozulmus bir
rezidudur.

Acikca e kosullu rezidusinin degerlendiriimesinde e kosullu hatasinin
normal olmama durumunun belirlenme glicl, 20e un varyansi ile iliskili olan XqZu
nun varyansinin artmasindan dolay: azalir. Bu ifadenin anlasilabilmes igin (3.18)
esitligi ile elde edilen e=2XQ0Zu+ X(e ye bakilmas yeterlidir. Bdylece,
Var(QZu) = 0?2QqZDZTQX ile Var(2(Qe) = 0?2qxqZ mn Karsilastiriimasi
onerilir (Hilden-Minton, 1995). Bu iki varyansin tam rankli olmamalari nedeniyle
determinantlarimn birbirine oranlanmast mimkin degildir. Dolayisiyla, bu iki
varyansin kdsegen elemanlarina veya bazi fonksiyonlarina karsilik gelen oranlarina

bakilabilir. Ornegin, i-inci kosullu rezidii olan e; icin bozulma oran,

o Varleul _ kT2QzDZ"Qx k; | kIZQzaZ k
e; T S —

= = 3.19
t Var[ei] leZ'C[Z' ki leZ'C[Z' ki ( )
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olarak tammlanir (Hilden-Minton, 1995). Burada k;, n % n boyutlu birim matrisin i-
inci siitunu olup, e; = k!e seklindedir. Bu tamm herhangi bir bozulmus rezidiye
genisletilebilir.

(3.19) ssitligi ile tammlanan bozulma oram O ile 1 arasinda bir deger alir ve
0 degeri, e; nin bozulmamus bir rezidi oldugu anlamina gelir. Bu oran aym zamanda
saf bir rezidinin formallestirilmis bir seklidir. Bozulma oranlarimn uygulanabilir
degeri, rezidi oraminda meydana gelen degismenin hataya katkida bulunmadigim
gosterir. Basit olarak bu oranlar, Var(2QZu) nun Var(XQe) u ne kadar
engellediginin bir gostergesidir.

Rezidulerde ortaya ¢ikan bozulma problemleri her ne olursa olsun yine de,
kosullu rezidl vektori olan e incelenmek istenebilir. Bozulma etkisinin minimum
yapilmast igin, CF,, bozulma orammn klclk olmasim saglayacak e; degerine
bakilabilir. Ancak bu durumda, ¢ problem ortaya ¢ikar. Birincisi, CF,,, nasil kiguk
yapilabilir? ikincisi, e; goz ard: edilirse ne kaybedilir? Uglinciisii ise, bu yaklagim
bazi yanli secimlere neden olabilir mi? seklindedir. Bitin bu problemlerden
kaginilmas: icin e nin daha az bozulmaya sahip Le lineer donustimu yapilabilir.
Ornegin, L nin satirlar olan [; icgin, [T e nin en kiicik bozulmaya sahip olmas: I7 e

nin,

Irxqzrqzy

e St i e 20
borEqr (3.20)
esitliginde maksimum olmasi anlamina gelir. Burada, Var[lTe] « [T 2QXL; > O dur.
Sonug olarak (3.20) esitliginin tekil deger ayrisimi (Bkz. EK 7) yardimiyla

Te

maksimum yapilmasini saglayan [T e degerlerine en kiigilk bozulmus reziduler, 117

degerlerine ise standartlastirzimes en kiglk bozulmug rezidiler adi verilir (Hilden-
Minton, 1995). Nobre ve Singer (2007), kosullu hatalarin normallik varsayiminn
kontrol edilmesinde (X = I,, alinarak), 95% lik gliven aral1g1 ile standartlastirilmis en

kictk bozulmus rezidilerin Q_Q grafigini dnermislerdir.
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my;, Var(e) = XQZX nin i-inci esas kdsegen elemam olmak Uzere, e nin
elemanlar: 62 ve m;; ye bagli olan farkl: varyanslara sahip olabilir. Pek cok tanilama
prosedirdl igin, Olgege bagli olmayan rezidilerin studentized versiyonlarin
tammlamak ve kendi aralarinda karsilastirmak kullansli olabilir. Ornegin, Nobre ve

Singer (2007) tarafindan i-inci standartlastirilmis kosullu rezidd,

olarak tanimlamir. Burada e;, i-inci kosullu rezidi ve m;;, m; nin tahminini
gostermektedir.

Nobre ve Singer (2007), kosullu hatalarin sabit varyansliligimin kontrol
edilmesinde (X = I,, ainarak) uydurulmus degerlere kars1 i-inci standartlastirilmis
kosullu rezidi olan e; nin grafigini Onermislerdir. Aym zamanda gbzlem
indekslerine karsi e/ nin grafiginin kullanilmasiyla merkezden uzakta duran
gozlemler belirlenebilir. Benzer 6neriler Pinheiro ve Bates (2000), Weiss ve Lazaro
(1992), Oman (1995) tarafindan da verilmistir.

Varyans bilesenleri modeli altinda kosullu rezidiler, PRESS rezidller ve
studentized rezidller olmak Uzere iki grupta incelenebilir. Bu rezidi tiplerinin daha
iyi anlasilabilmesi icin dncelikle iki teorem Uzerinde durul acaktir.

Teorem: (Zewotir ve Galphin, 2007) Lineer karma modelde kosullu rezidi vektori
olane =y — Xf — Zii, & nun eniyi lineer yansiz 6n tahmin edicisidir.

Ispat: Sabit ve rastgele etkilerin lineer bir kombinasyonu olan b”f + a™u icin bT S
tahmin edilebilir ise, en iyi lineer yansiz tahmin edici b”f + a” @i (Harville, 1977,
1990; McLean ve ark., 1991; Robinson, 1991; Searle ve ark., 1992) olur. Boylece, y

verildiginde,

BLUP(¢) = BLUP(y —XB —Zu) = y — X — Z4 = Ry

ve



3. LINEER KARMA MODELLERDE REZIDU
VE ETKI ANALIZI Ozge KURAN

e=y—9=y—(XB+2Z02)=y—XB—ZDZ"H *(y — XB)
= (I, —ZDZ"H™)(y = XB) = (ly — (H = DH™")(y — XB)
=H'(y—-XB)=H 'y —H*X(X"H'X)"'X"H 'y

=H1-HXXTH1X)"1XTH ) =Ry (3.21)
R

seklinde elde edilir. (3.21) esitligindeki R, simetrik bir matristir ve gdzlem
degerlerini rezidilere donustirir. Rezidller, rastgele hata terimlerinin gergeklesen
degerleridir. Buna gore, i-inci rezidi e; ile i-inci rastgele hata terimi ¢; arasindaki

kovaryans ve korelasyon,

Cov(e, ) = Cov(Ry,e) = Cov(R(XB + Zu + ¢),¢)
=E(RXB + Zu + €)¢) — E(R(XB + Zu + £))E(e) = E(Re?)

= Ro?

Cov(el- ,Ej) T

\/Var(ei)Var(sj) ‘/r_”

Corr(el- , sj) =

Corr(e; ,&) = x/1y

olarak elde edilir. Burada, 0 <r; <1 dir. Bu, e ile € arasindaki iliskinin R
matrisine bagl oldugunu gésterir. Dahasi, e = Ry, e~N(0, Ro?2) olur. Boylece,

a. e; “"N(O, aezrii)
b. Cov(e;, ¢) = a2ry;

rij

Fed

C. Corr(el- ,ej) =
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seklinde elde edilir. Eger R matrisinin kdsegen elemanlar1 1 e yakinsa, e kosullu
rezidl vektoru yerine e hata vektori kullanilabilir (Zewotir ve Galphin, 2007). i-inci
rezidu olan e; = ry;y; + X7, 15 ¥ seklinde yazilabilir.,

Teorem: (Zewotir ve Galphin, 2007) r;; — Oveyalisei # jicinr;; — O dir.

Ti1
ispat: R; = [ : ] olmak tizere, RT (Z"DZ)R; = RT(H — I)R; = 0 dir. Ciinkii D, i-
Tin

2

inci eleman y;1,; olan blok kdsegen bir matristir ve varyans bilesen oranlar y; = %

o/ >0, 62> 0dr.

RTHR=(H'-H ' XXTH'X)" ' XTH YDYH(H ' - H ' X(XTH 1X)"'XTH™1)
=R

(ri —ssq(R)) =0 ssq(R;), R; nin elemanlarinin kareler toplamim gosterir. O
halde,

n
2 2 2
rii_zrijzo S —ZﬁjZO
=1 /

n

ri(l—m) =2 Z i}

J#i
olur. Bu durumda, r; — 0 veya 1 iken Z};ir{j < 0 gibi bir durum, herhangi bir
ifadenin kares sifirdan kiguk olamayacagindan dolayi, mumkin degildir.
Dolayisiyla, i # j igin r;; — O olur.

1. PRESS Rezidiiler

i-inci PRESS rezidli e(;), tiim veriden i-inci gozlemin silinmesiyle,
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ewy = yi — x! By — 2l g

A e; e;
=y, —x/ B+ xiTW(X,X)‘lXTCir—l —zla+ ziTDZTRir—L
ii ii

N . _ €;
=yi—xIp—zIa+[xIwx, x)"1x7c; + zI DZTR; —
_— P e Tii
€i 1—xL- W(X,X) X' Ci—ry;
el
rLl

olarak elde edilir. Burada, 1 — x] W(X,X) " *XTC; — r;; = zI DZTR; seklindedir. Bu
(BB L

esitligin gosterilmes,

Tii

s A 1T A A
1_xiT[/3—.3(i)]£—Tii=1—[xiTﬁ—xiT.3(i)];—Tii
L 4

. T
=1—[(yi—xBy) — (vi — x?ﬁ)]f — Ty
L
T'..
=1- [(e(i) + 2zl f) — (e; + ZiTﬁ)]f — Ty
14

‘r'..
=1~ [(eqy —e) — 2 (2 —0gy)] f —Tii
L
e; ey
=1- [(1 - rii)r—L —zI'DZTR; —l] = —r; =2z DZTR;

ii Tii i

seklindedir (W (X, X)"*XT¢C; = [ - ﬁ(i)]% icin Ek 5 ve Ek 6 incelenebilir). PRESS

i

rezidinin varyansi,

e; 1 1 a?
Var(ew) = Var (—L> ==Var(e) = = loéri] = =
Tii ii ii Tij
2
olup, e)~N (O:—e) seklindedir ve e; ile ayni korelasyon yapisina sahiptir. ey 0n

tahmin hatalarina PRESS Rezidiler denir (Zewotir ve Galphin, 2007). PRESS

rezidilerin kullanimu, kiigik r; degerlerinin elde edilmesini saglar.
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2. Studentized Rezidiler

Studentized reziduler kendi aralarinda ikiye ayrilir. Bunlardan ilki, i-inci i¢

studentized rezidd, ikincisi ise i-inci dis studentized rezidi olup, sirasiyla,

ti = ei = — ei (322)
Jvar(e) 6o fru
ve
=" (3.23)

14 A
Oe(i)y/ Tii

seklinde tanimlanirlar (Zewotir ve Galphin, 2007).

Model varsayimlarindan sapmalar, uzak duran gozlemlerde daha belirgindir.
Bu nedenle, klasik rezidilerle bu varsayimlari belirlemek zordur. Studentized rezidi
iste bu amacla kullanir. Kucuk r;; ve kiglk rezidiye sahip herhangi bir nokta EKK

uyumda etkin gozlem ise, studentized rezidinin incelenmesi Onerilir.

n-1
n-p-1

Teorem: (Zewotir ve Galphin, 2007) Bilineny icin t;*~ F(l,n—p—1)dir.

ispat: (3.23) ile verilen i-inci dis studentized rezidiiniin kullamlmasiyla,

€;
t; = =
n — t;
oy 1
Oe\ 77 =1 Vi
2
«2 _ €;
;= >
O-e n— 1 rll
*2 2 /42 2 2
t;° _ e/bsmy e e; /1

n—1 n—e?2/62r; néir;—e? noéz—e?/r;
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olur. e = Ry oldugundan e; = Ry dir. Ve,

62 =eTH 'e/n

R
dir. Dolayisiyla,
R;RT
%2 T_1 i
i _ i
-1 R;RT
o (e-T)
2

yazilabilir. y~N(XB,02H) varsayimi altindave

RiR

1
SBTXT 5 XB =0 X"R=X"(H™" ~H'X(X"H'X)"'X"H™") = 0

iiY%e

R;RT R;RT R;RT
<‘_12062H> (‘_‘20-62[.[) =—LH,
Tii0¢ Tii0¢ Tii

oldugundan (Bkz. Ek 8),

T
r RiR;
CTu T

&

x*(1)

olarak elde edilir. Benzer sekilde,
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RT
7 (-,
113 — 2 _ _
= X?*(n—p—-1)
olup,
I Tii
. RRT\ 1 , RRI RHRR! R RTHRR] _
I e s . 22
Tii O¢ TiiO¢ Tii0¢ Tii0¢

esitligi yardimyla,

<R _ RL-RL-T)iHRiRiT “o

2
Tii ) O¢ Ty

elde edilir ve

.2 n—1
t~—— — FAn-p-1
' n—-p-1 (In-p-1)

dir (Gerekli yerlerde Ek 8 incelenebilir).

Hurtado (1993), t;“z nin bilinen y ve y mn ML tahmini ile aym limit
dagilimina sahip oldugunu gostermistir. Boylece,

2_ n—1 _ n-1 xX%(1)/1
t; F(ln—p 1)_n—p—l X2 —p = 1)
n—p-1

T n-p-1

_ xX2%(1)
C X2(n-p-1)
n—1

ve
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X’mn-p-1)PF a
M_, 1 ’tlj“z 5x2(1)
n—1
olur.
. n—1
h=h T t?
%2 tiz(n -1)
t; 2
nt;? — t7%t? = t?n — t?

%2
nt; _ 42
*2 L
(n—1+¢;
n
= ¢2
n—1 t
1+
t*Z

olup, ;% ilet? dlclitleri arasindaki iliski gosterilmis olur.

PRESS rezidinin studentized versiyonu,

e(i) . ei/rii _ e;

\/Var(e(i)) \/662/ra- 66@

olup, (3.22) ile verilen i-inci i¢ studentized rezidi versiyonunun aynisidir.
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Cizelge 3.1. Tanilama onerileri icin rezidilerin kullanimi (Nobre, 2007)

Tanilama lgin Rezidi Tipi Grafik
Etkilerin Lineerligi(Xp) Marijinal Aciklayici degiskenlere karsi
Sk
Denekler icindeki Marjinal Denek indekslerine kargi
Kovaryans Matrisi (V;) [T TiTiT||2
Merkezden Uzakta Duran EBLUP Denek indekslerine karsi &;
Deneklerin Varhgi
Rastgele Etkilerin EBLUP 1; icin agirhiklandiriimis Q_Q
Normalligi (u;)
Merkezden Uzakta Duran Kosullu Gozlem indekslerine karsi
Gozlemlerin Varlg ef
Kosullu Hatalarin Sabit Kosullu Uydurulmus degerlere karsi
Varyanshligi (g;) e;
Kosullu Hatalarin Normalligi Kosullu Standartlastirilmis en kii¢ik
(&) bozulmus rezidi igin Q_Q

3.2.2. Lineer Karma Modellerde Sapan Degerlerin Belirlenmesi

(3.1) modeli altinda sapan degerlerin belirlenebilmesi icin iki temel yoldan
yararlanilacaktir. Bunlar, sirasiyla, bir sapan deger icin test ve grafiksel metotlardir.

3.2.2.1. Sapan Degerlerin Belirlenmesi icin Bir Test

Burada tek bir sapan degerin varligimn belirlenebilmes icin bir test
incel enecektir. Sapan degere aday olan gozlem bilinmedi ginde, formal test prosediiri
genellikle t; nin maksimum degerine dayalidir. t; nin maksimum degerine dayal1 test
istatistiginin yaklasik olarak bulunmasi zor oldugu icgin |¢;| nin maksmum degeri

kullanilir. Bir a diizeyinde, max|t;| igin kritik ¢ degeri

P(max|t;)| > c) =«
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nmin ¢ozilmesiyle bulunur. Bonferroni esitsizliginden (Galphin ve Hawkins, 1981,
Barnett ve Lewis, 1995),

n n
@ = P(maxlt] > ) < Y P(ltl > ) = ) P (e > ¢?)
i=1 i=1

o \_"P R CEE):
2\ )= 2>

=n[p{p(1,n_p_1)>w}]

n—c?
elde edilir. O halde,

P{F(l,n—p—l)>—(n_p_1)cz}2a

n—c?

S|

(n—p-—1)c?
n—c?

>F(1—%;l,n—p—1)

nF(l—%;l,n—p—l)

F(l—%;l,n—p—1)+(n—p—1)

c? >

n{t 1—%;n—p—1)}2

c> >
{t(l—%;n—p—l)} +(n—-p-1)

seklindedir. Burada, t(l ~Zn-p- 1), n—p — 1 serbestlik derecesi ile student ¢

dagiliminin alt (1 — %) diizeyini gosterir.
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(2]

{t(l—%;n—p—l)}2+(n—p—1)

max|t;| > (3.24)

ise i-inci gozlem olasi bir sapan deger olarak tamimlanacaktir. Biyluk n degerleri
icin, y; ler bilinmiyorsa ve ML tahminleri kullaniliyorsa, (3.24) esitliginin limit
dagilim kullamlarak,

a
max|t;] > /xz (1 - 1) (3.25)

elde edilir ve (3.25) esitligi saglamyorsa i-inci gozlem, olasi bir sapan deger olarak
tanimlanacaktir.

Y ukarida da bahsedildigi gibi, buradaki test cogunlukla verilmis veri setinde
bir tane sapan deger oldugunu ve onun da bilinmedigini varsayar. Eger birden fazla
sapan deger varsa sabit kritik bir deger yerine birbiriyle iligkili rezidllerin
karsilastirilmas: 6nerilir. Bu da en iyi rezidulerin grafiksel gosterimleri kullanilarak
basarilabilir.

3.2.2.2. Sapan Degerlerin Belirlenmesi icin Grafiksel Metotlar

Rezidulerin grafiksel gosterimleri siklikla formal test prosedirlerinden daha
kullaniglichr. Bu grafikler sadece sapan degerlerin varligiyla ilgili bilgi saglamayip
ayni zamanda modelin ve/veya onunlailgili varsayimlarin gegerliligi ileilgili de bilgi
saglarlar. Rezidilerin  sekilleri, bozuklugun tipi hakkinda bilgilendiricidir.
Histogramlar, dal-yaprak gosterimleri, nokta grafikleri ve kutu grafikleri modelin
uygunlugunun degerlendirilmesi icin rezidilere bakmanin kolay ve hizli yollaridir.
Sapan gozlem siklikla grafikten ayr1 bir yerde durarak kendini agikga belli eder.

Daha 6nce de bahsedildigi gibi, kicuk r; degerine sahip gozlemler kigik

rezidulere sahip olur ve rezidi grafiklerinde tespit edilemezler. Bu durumda, R nin

64



3. LINEER KARMA MODELLERDE REZIDU
VE ETKI ANALIZI Ozge KURAN

tim kosegen elemanlar1 olan r;; lerin kutu grafikleri, dal-yaprak gosterimleri gibi
grafiksel gosterimlerle eniyi sonug elde edilir.

Tamlama 6lglisl olarak sadece r;; yi kullanmanin dezavantaji, y nin icerdigi
bilgiyi goz ardi etmesidir. Cunki R, sadece X ve Z (H aracihgiyla) nin bir
fonksiyonudur. Kuguk r;; degeri, X ve Z tasarim uzaylarindaki i. noktamn uyumda,
Ozellikle de uydurulmus deger Uzerinde, cok Onemli bir etkiye sahip oldugunu
gosterir. Diger bir deyisle, kiiglk r;; degerine sahip olan noktalarin sabit ve rastgele
etkili tasarim uzaylarindaki yuksek leverage noktalar oldugu sdylenebilir.

Rezidu ve leverage degerlerinin birlikte gosterilmesinde etkili olan serpilme
grafigi, e? /e e ye karst r; nin grafigidir. Burada, 0 < r; < 1 ve aym zamanda
0<e?/eTe<1dir.

Grafiklerde studentized reziduler, klasik rezidilere tercih edilir. Cunkd,
studentized reziduleri kullanarak olusturulan grafiklerin sekilleri, sabit terim
icermeyen rezidi varyansi tarafindan karistirilmayacak ve klasik rezidilerden daha
aydinlatict olacaktir.

3.3. Lineer Karma Modellerde Leverage Analizi

Bu bolimde, (3.2) ile verilen uzun stireli model altinda lineer karma
modeller icin leverage analizi incelenecektir. Uydurulmus degerler tGzerinde biyuk
bir etkiye sahip olan birimlerin veya gozlemlerin yani ytksek leverage noktalarin
belirlenmes Uzerinde durulacaktir. Genellestirilmis ortak leverage matrisin, lineer
karma modellerdeki etkili birimlerin ve gézlemlerin belirlenmesinde dnemli bir rol
oynadigi dusunulir. Genellestirilmis ortak leverage matris, kendi arasinda
genellestirilmis marjinal leverage matris (9 = Xf) ve kosullu uydurulmus
degerlerin rastgele etki bileseni icin genellestirilmis leverage matris (9* = Xp +
Zﬁ) olmak Uzere iki parcaya ayrilir. Genellestirilmis ortak leverage matrisin bu iki
farkli ayrisinu Nobre (2004) ve Demidenko ve Stukel (2005) tarafindan birbirinden
bagimsiz ve yuksek leverage noktalarin belirlenmesinde bir kriter olarak

distnilmistdr.
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y; gbzlenmisseve y;, y; = n(B) +e;, i = 1,---,n modeli altinda i-inci birim
icin uydurulmus degerlere karsilik geliyorsa, y; nin leverage degeri dy;/dy; kismi
tirevi olarak tanimlanmir ve i-inci gozlenmis degere karsilik i-inci uydurulmus
degerin degisiminin oranim yansitir.

(3.2) ile verilen uzun slreli lineer karma model altinda, V nin bilindigi
varsayimi ile Wei ve ark. (1998) incelenirse, marjinal uydurulmus degerler icin
genellestirilmis leverage matris,

99 _ 0X(XTSX)T'X"Sy

L= oyT oyT

= X(XTSX)"1XTS (3.26)

olarak taimlamir. (3.26) ssitligi, S=02V"! in neden oldugu uzakhigin
kullanilmasiyla X in situn uzayindaki sapka matrisine karsilik gelir ve marjinal
uydurulmus degerlerle ilgili olarak gdzlemlerin leverage degerleri hakkinda bilgi
verir (Demidenko, 2004). Bunun bir sonucu olarak, L;, gendlestirilmis marjinal
leverage matris olarak adlandirilir. Marjinal uydurulmus degerlerle ilgili olarak
gozlemlerin leverage degerlerinin incelenmesinde diger bir yaklasim, Christensen ve
ark. (1992) tarafindan gosterilmistir. Christensen ve ark. (1992) tarafindan gosterilen
yaklasim atinda, her bir gozlemin leverage degeri silinmis gbzlemin tahmin edilen
kovaryans matrisinin bir fonksiyonu olarak elde edilir. Ancak, ozellikle biyuk veri
setlerinde kolay bir sekilde uygulanamayan bir yaklasimdir.

Demidenko (2004)'nun onerdigi gibi i-inci birimin genellestirilmis marjina
leverage matrisi, L, in i-inci ksegen blogu olan Ly; = X;(XTSX)~1x7 s dir.
(i) Birimler ici yuksek leverage gozlemlerin belirlenmek istenmesi ve
(ii) Birimler ici yiksek leverage gozlemlerin olmasinin, bunlara karsilik gelen
birimlerin yiksek leverage oldugu anlamina gelmemes nedenleriyle, L,; nin esas
kdsegeninin j-inci eleman olarak, i-inci birimin genellestirilmis marjinal leverage
degerinin j-inci gozlemi Ly;(;;y seklinde tamimlanr.

Lyi¢jjy nin yliksek degerleri, marjinal uydurulmus degerlerle ilgili i-inci
birimin j-inci gozleminin yiksek leverage oldugunu gosterir. Uygulamada, yiksek

leverage gOzlemler veya birimler 6znel temele dayandinlarak tammlanmalarina
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ragmen, literatiirde baz: nesnel kriterler de bulunmaktadir. Ornegin, X; nin n; X p

boyutlu oldugu hatirlatmasi yapildiginda,

m "

trace(L,) = Z Z LiGp=p

i=1j=1

seklindedir. Burada, Ly;(;;) = 2p/n isei-inci birimden alinan j-inci gozlem marjinal
uydurulmus degerler icin yuksek leverage nokta olarak distnilebilir. Demidenko
(2004)'de onerildigi gibi,
trace(Lq;) > 2p
n; n
ise marjinal uydurulmus degerler icin yiksek leverage nokta i-inci birimdir,
denilebilir. Literatirde, 3p/n gibi aternatif esik noktalar: da kullanilmistir.
(3.2) ile verilen uzun sireli lineer karma model atinda, bir gézlem hem
marjina hem de kosullu uydurulmus degerleri etkiliyorsa, her ikis Uzerinde her
gozlemin ortak etkisini degerlendirmek uygun olacaktir. Boylece, y* = X + Zil

modeli kullamr ve genellestirilmis ortak leverage matrisi,

L= ay _ ay +aZu
ayT ayT oyT

=L1+ZDZTq=L1+L2(1
Ly

=L, + L, (S — SX(XTSX)"1XT5)
= Ll + Lzs - LzsLl
= LS + [, — L,S]Ly

olarak gosterilir. Burada, L; genellestirilmis marjinal leverage matrisve L, = ZDZT
seklindedir. L, matrisi, rastgele etkilerin varligiyla agiklanan birimler ici
degiskenligin parcasim gostermektedir.
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L, + ZDZ"(Q ayrnisimina dayal1 olmak (izere, Nobre (2004) ve Demidenko ve
Stukel (2005), bagimsiz olarak,

H, =ZDZT q (3.27)

Onermislerdir. (3.27) esitligi, kosullu uydurulmus degerlerin rastgele etki bileseni

icin genellestirilmis leverage matris olarak kullanilir.
H, =ZDZ"(S — SL,) = ZDZ"S — ZDZTS L, = L,S[I, — L]

esitliginde H, nin genellestirilmis marjinal leverage matris olan L, e bagli oldugu
gordltr. Kosullu uydurulmus degerlerin hem sabit hem de rastgele etki bilesenlerinin
etkis atinda olmast modelin dogru bir sekilde algilanmasini giclestirebilir. Bu
nedenle, kosullu uydurulmus degerlerin rastgele etki bileseni icin olusturulan
genellestirilmis leverage matrisin sadece rastgele model matris olan Z ve onun
kovaryans matrisi olan D ye bagli olmasi gerekir. Boylece, kosullu uydurulmus
degerlerin rastgele etki bilegeni icin genellestirilmis leverage matris olarak H, yerine
L, nin kullamImas: onerilir. Genellestirilmis ortak leverage matrisi L nin hem L, i
hem de L, yi icerdigine dikkat edilmelidir. Z deki acgiklayici degiskenler tarafindan
gerilen vektor uzayindaki merkezden uzakta duran gozlemlerin, kosullu uydurulmus
degerlerin rastgele etki bilesenini (Z1i) etkilemes beklenir ve sonug olarak, rastgele
etkilerin varligiyla agiklanan birimler ici degiskenligin (L,) tahmini etkilenir (Tan ve
ark., 2001). Boylece, kosullu uydurulmus degerlerin rastgele etki bilesenine karsilik
gelen yuksek leverage gozlemlerin, modelin varyans bilesenlerinin tahmini Uzerinde
orantisiz bir agirliga neden oldugu sdylenebilir.

i-inci birimin genellestirilmis rastgele bilesen leverage matrisi L,; =
0%7;GZ] seklinde ifade edilir. L,; nin esas kdsegeninin j-inci elemam ise Lyicjj ile
gosterilir. (n;)"trace(Ly;) = 2trace(L,)/n ise kosullu uydurulmus degerlerin
rastgele bilesenlerine karsilik gelen i-inci birimin yiksek leverage oldugu
soylenebilir. Ayni yorum Ly; ;) igin de gegerlidir.
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3.3.1. Hy ile L, nin Karsilastiriimas

Kosullu uydurulmus degerlerin hem sabit hem de rastgele etki bilesenlerinin
etkis altinda olmast modelin dogru bir sekilde algilanmasini guglestirebilir. Aym
zamanda H, deki gozlemler, marjinal uydurulmus degerler igin yiksek leverage olan
gozlemlerin varligi tarafindan maskelenebilir ve dolayisiyla, H, grafikleri yiksek
leverage noktalar1 tam olarak gosteremeyebilirler. Bu nedenle, kosullu uydurulmus
degerlerin rastgele etki bileseni icin olusturulan genellestirilmis leverage matrisin
sadece rastgele model matrisi olan Z ve onun kovaryans matris olan D ye bagh
olmasi gerekir. Sonug olarak, yuksek etkili gozlemlerin belirlenmesinde H, yerine L,

yi kullanmanin daha dogru sonuclara gétirecegi sdylenebilir.

3.4. Lineer Karma M odellerde Etki Analizi

Bu bdlimde, (3.1) modeli atinda lineer karma modeller icin etki analizi
incelenecektir. Bir analizden elde edilen sonuclar, bir veya daha fazla gdzlemden
blyuk 6lclde etkilenebilir, yani, gozlemlerin timu istatistiksel modellerde esit etkiye
sahip degillerdir. Gozlem silme tanilamalar1, bireysel gozlemlerin istatistiksel model
Uzerindeki etkisini 6lgmek icin kullanilirlar. Christensen ve ark. (1992), gozlem
silme tanlamalar1 Gzerinde durmuslardir. Kullarghi silme tamlamalart yapmanin
anahtar1, etkili hesaplama formullerinin gelistiriimes, temel yap bloklarinin
kullanilmasiyla gozlem silme tanilamalarinin yapilmasina olanak saglanmasi ve
hesaplamalar i¢in verinin tamamimin kullamimasidir. Bu kissmda, i-inci gdzlemin
silinmesinin sabit etkilere iliskin parametre tahminlerini, rastgele etkilere iliskin
parametre tahminlerini  ve varyans oranlarimin  tahminlerini = degistirip
degistirmedigini ortaya gikarmak amaciyla klask regresyon etki tanilamalarinin
lineer karma model e genisletilmis olan bigimleri incelenmistir.
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3.4.1. Varyans Bilesenleri Oranlar1 Uzerinde Etki Analizi

Varyans bilesenleri oranlart icin genel tanilama araglart Cook uzakligi ve

bilgi orammnin benzerleridir.
3.4.1.1. Cook Uzaklhiginin Benzeri

Varyans bilesenleri olan y lar icin Cook uzaklik 6l¢imunin benzeri, Zewotir
ve Galphin (2005) tarafindan,

D) = (P = 7) War®M1™ (P — 7)
=—g)™(Q - O -0 (@ - §) g ()
=—g()"(Q -9 -9
= —g()"QU—Q ' O)I Q[ —Q G g(D)
= -9\ (=079 Q=079 Qg ()

=-gO"(6;-07'9)*Q ' g(®)
=g, +Var(7)G)*Var(?)g (i)

seklinde ifade edilmistir. CD;(y) nin biylk degerleri varyans oranlarimn tahminleri

Uzerinde etkili olan noktalar1 gostermektedir.
3.4.1.2. Bilgi Oranminin Benzeri

Bilgi orammin benzeri, ML tahmininin bilgi matrisinin determinantinda

meydana gelen degismeyi dlger ve Zewotir ve Galphin (2005) tarafindan,

det (Inf (?(i))) _ det(Q —G) _ det(Q)det(I,—Q™'G)
det(Inf(7)) © det(Q) det(Q)

= det(l, + Var(7)g)

IR(y) =
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olarak verilmistir. det(A4), karesel A matrisinin determinantini gosterir. ideal olarak
tim goézlemler bilgi matrisi Gzerinde ayni etkiye sahipse IR(y), 1 eyakin olur. 1 den
sapma, i-inci gozlemin etkili gozlem oldugunu gosterir. Dengeli veri setinde IR (y)
mn degerleri benzer olacaktir. Var(y) vel. timi = 1,---,n icin sabit oldugundan
IR(y), G nin bir fonksiyonu olur. G de C; ve ¢;; =1 —z] (D™t + ZTZ)™z; nin bir

fonksiyonudur.
3.4.2. Sabit Etkili Parametre Tahminleri Uzerinde Etki Analizi
3.4.2.1. Cook Uzakliginin Benzeri
Lineer karma modellerdeki sabit etkili parametreler Uzerindeki etkinin

Olcilmesi icin, lineer regresyonda tanimlanan Cook uzakligina (Cook, 1977) benzer
bir 6l¢u, Zewotir ve Galphin (2005) tarafindan,

(B = B) wx.x)(Bw - B)

1
X WEDTWE ) WE X)TXTC L
Ty 113
p6é
(cii—7i)
_CTXW(X, X)IXTCre?  (cy — i)t} (3.28)
pri;62 PTii |

olarak ifade edilmistir. CD;(8) min biyik degerleri, f lizerinde etkili olan noktalar:
gostermektedir. (3.28) esitliginin daha iyi bir sekilde anlasilabilmes igin Ek 5

incelenebilir.
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3.4.2.2. Varyans Oraninin Benzeri

Varyans oran, i-inci gdzlem silindiginde § nin varyansinin determinantinin
degisimini Olger. Bu dl¢u, lineer regresyon modellerindeki Covratio oraninin lineer
karmamodellerdeki karsiligidir ve Zewotir ve Galphin (2005) tarafindan,

det (Var([?(i))) det(Az(l-)W[i](X X))
det (Var( ﬁ)) ~ “det( 62W (X, X)-1)

_ WX, X)X c,cTx
= det ( )( ,._CiTXW(X,X)—leCi)

B ; W(X,X)‘1XTCiCiT X
B — CTXW (X, X)~1XTC;

_(n—tf pcii
N n—1 Tii

olarak elde edilmistir. Burada,

VR;(B) =

)W[L](X X))@ w(x, X))

2 2
G2 o= sr_ G (M U
W™ n-1"° (m-1r; °\n—-1 n-1

~ ~T
XiX:
Wi (X, X) = WX, X) — =

i

ve

WX, x)“xTc,crxw(x, x)™t
(m; — py;)

Wi (X, X)W (X, X) = <W(X,X)-1 + >W(X,X)

WX, x)"xTc,clx

=]+
— CTXwW (X, X)~1XTC;
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seklindedir (Bkz. Ek 3 ve Ek 5, Ek 6).

Eger nokta etkili degilse VR;(B), 1 e yakinsar. Bu durum, £ mnin varyansi
tzerinde i-inci gbzlemin etkisinin degerlendirilmesi icin kriter olarak |[VR;(B) — 1|
ol gUistinuin kullanilabilecegini gosterir. |VR;(B) — 1| istatistiginin blylk degerleri, i-
inci gozlemin etkili gbzlem oldugunu gosterir.

Determinant yerine trace islemcisi kullanilirsa,

VR;(B) = trace {[Var( [?)]_1 (Var(ﬁ(i)))}

A2
_ ey -
= ?trace{W(X,X)W[i](X,X) 1

e

n—t? { XTCiCiTXW(X,X)‘l}
= traceql +
-1 Tii
n—t? { crxw(x, X)‘1XTCi}
= traceql +
-1 Tii
n—t? Cii — T n — t? Cii
= ~ trace {I + (ci ”)} = ~trace {Ip +—=— 1}
-1 Tii -1 Tii
n—tf ey )
= —+pn-1
n—1 <rii p

elde edilir.

Silinen i-inci nokta trace degerini degistirmiyorsa VR;(8), p ye yakin
olacaktir. |VR;(8) —pl, B mn varyans Uzerinde i-inci gdzlemin etkisinin
degerlendirilmesi icin kriter olarak kullanmlabilir. |VR;(B) — p| istatistiginin blyik

degerleri, i-inci gbzlemin etkili gbzlem oldugunu gosterir.
3.4.2.3. Cook-Weisher g Istatistiginin Benzeri
B nin guven elipsoit hacminde meydana gelen degisimi o6lgmek igin

kullanilan diger bir istatistik Cook-Weisherg istatistigidir. y~N (XS, cZH) varsayim
atindaf~N (B, a2W (X, X)™1) dir. Bicin100(1 — a)% lik giiven elipsoidi,
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£ = {ﬁ: (B=B) wx.x)(B~§)

052 SF(a,p,n—p)}

seklindedir.
i-inci gozlem silindiginde,

(. (B Bw) W, X)(B - Buy)
Ew =B: >
e(i)

<F(a,pn—p-— 1)}

seklinde olur.

Cook ve Weisberg (1980), c¢oklu lineer regresyon modeli icin given
elipsoidinin hacmi Uzerindeki etkinin bir olgimu olarak E) nin E ye orannin
logaritmasint  Onermislerdir. Coklu lineer regresyon modeli igin ©nerilen bu

yaklasimin lineer karma modellere tasinmasi sonucunda,

volume(E(i))> _—

cw, =1 (
i =g volume(E)

olarak elde edilir. Cook ve Weisberg (1982) taraf indan tanimlanan,
volume(E) « (p62F(a,p,n — p))p/Zdet(W(X,X))l/Z
p 1
volume(E;) « (pc?ez(i)F(a,p, n—p-—1)) /Zdet (W[L-](X,X)) 2

ifadelerinin kullamlmasi sonucunda sabit etkiler igin benzer 6l¢l, Zewotir ve Galphin
(2005) tarafindan,

Y2 p W
det(W(X,X)) o (i)(F(a,P’n P))

e

CW; = log

1
det (W[l-] (X,X)) /2 6?(F(a,pon—p— 1))p/2
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1 ey p, (n=t}\ p F(a,p,n = p) )
== —)+= +=
Wi log (r) log<n_ log (F(a,p,n—p—l)

seklinde elde edilmistir.

CW;, tum gbzlemler modelde iken negatif ise guiven elipsoidinin hacmi azal ir
ve i-inci gbzlem slindikten sonra given elipsoidinin hacmi artar ( CW;, tim
gbzlemler modelde iken pozitif ise bu durumun tersi sz konusu olur). CW; nin
isareti goz ardh edilirse, biyik |[CW;| f velveya Var( ) tizerinde guglii bir etkiyi

F(a,pn-p)

) sabiti, etkili gozlemlerin belirlenmesinde kullanisl
F(avpvn_p_l)

gosterir. Zlog (

olmamasina ragmen CW; nin isaretinin belirlenmesinde 6nemli bir role sahiptir.
Acikca CW; igtatistigi,

cw, =2 log(VR:(8)) + glog (

. F(a,p,n—p) )

F(a,pn—p—1)

seklinde basitlestirilebilir. F degerleri goz arch edildiginde, CW;, VR;(B) ya

benzerdir. Gergekte blyik n degerleri igin F degerlerinin oram 1 e yakinsar ve

béylece, CW; ~ %log(VRi(B)) olur.

3.4.2.4. Andrews-Pregibon istatigtiginin Benzeri

Guven elipsoidinin hacmine dayal1 diger bir dlgl, Zewotir ve Galphin (2005)

tarafindan,

T
1l el e(ydet (W[i](X,X))
29 eTe det(W(X,X))

olarak tanimlanan Andrews-Pregibon istatistigidir.
(3.8) ssitligi dikkate alindiginda,
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ely = ¥ — XwPw — Zwlaw

3 e; e;:
= Yo — X (/? -WwWX,X)'X"¢; r—‘) -7y (a - DZTRL.__‘_)

2 rll

P e
=yo ~ XoB — Zot + (XoW X, X)7XTC; + ZoDZTR;) —
124

olarak ifade edilir. Burada tammlanan e(;, nin Boltim 3.2.1.3 de tammlanan e(;y den
farki, e(; ninformulindey; , x] vez yerineyy, Xq) ve Z(; nin gelmesidir.
Ri(;y ve Cy(y, i-inci eleman olmaksizin R ve H~1 in i-inci siitununu gostermek

Uzere,

ZwDZTR; = (Hyy — I H U — XW (X, X)71XTC))
= —Ri) — XWX, X)1X7¢;

~ €;
e(y = Yo ~ Xwbw — Zoto — Rin
2

ve
v T v — ) ~ €i
e ew = 559 (Y(i) ~Xobo —Zplo ~ R ;)
2]
e\’ € €;
=ele+ (—) ssq(R;) —2—eTR; = ssq <e - —Ri)
it Tii ii
olup,

iy 1 1 e;
AP; = Elog (r_”> + Elog(eTe) - Elog <ssq (e - r—lRl)>
L 2

seklindedir. AP; idatistiginin biyik degerleri i-inci gozlemin etkili gdzlem

oldugunu gosterir.
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3.4.3. Rastgele Etkili Parametrelerin On Tahmini Uzerindeki Etki Analizi

Rastgele etkilerin tim veriden elde edilen 6n tahmini ile i-inci gbozlemin
silinmesiyle elde edilen 6n tahmini arasindaki karesel uzakligin degerlendirilmes
amaciyla Onerilen tanilama 6lglistidir. Rastgele etkilerin varyans:, var(u) = 62D
dir. Lineer regresyonda tanimlanan Cook uzakligina (Cook, 1977) benzer bir 6l¢u,
Zewotir ve Galphin (2005) tarafindan,

_(2-1) Var@] (2 - 2p) _ (8- 0¢) DM@ - ap)

CD; =
i(w) 52 =
€i pr -1p7Tp. Ei
6-62 ri%a-ez Tii
t? ssq(R;
=—RI'(H - I)R; = t} (1 _ssq(R) ‘)>
¥ r..
141 143

olarak ifade edilmistir (Bkz. Ek 5). €D;(u) nun biyik degerleri, i-inci gdzlemin
rastgel e etkili parametrelerin 6n tahmininde etkili bir gdzlem oldugunu gosterir.

3.4.4. Likelihood Fonksiyonu Uzerindeki Etki Analizi

Zewotir ve Galphin (2005), varyans bilesenleri oranlarimn tahminlerinin elde
edilmesi zor oldugu icin 87 = [BT,62] nin tahminini y sabitken distnmuslerdir.

8(y) ve 8,y (y), n ven — 1 gozlemlerine dayal1 6 min ML tahminleridir. A (é(y)) ve

A(é(i)(y)), 8(y) ve §;(y) da hesaplanan log likelihood fonksiyonlaridir.

Likelihood fonksiyonlar: arasindaki uzaklik, likelihood fonksiyonu tzerinde i-inci
gbzlemin etkisini olger. Likelihood uzakligi, LD; ile gosterilirse (Zewotir ve Galphin,

2005),

Lo, =2{n(0() -2 () } (329)
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seklinde olur.
y yanmt vektérinin normal dagildigi varsayim atinda, (3.3) ssitliginin

logaritmasi, 62 = (y — Xf)" H™*(y — X§)/n kullanilarak,
logf () = — 2 log(2m) — 2 10g(53) — 5 log (det(H)) — 3 (330)

elde edilir. (3.29) esitlizinde yer aan ‘/\(é(y)) ve ‘/\(é@(y)) ifadeleri, (3.30)

esitliginden yararlanilarak,
i) = 2 n, oy 1 _n
A(H(y)) =-3 log(2m) > log(6%) > log(det(H)) > (3.31)

A (9(1‘) (V)) = —2109(2@ - glog(c?ez) - % log(det(H))

- Xpwy) H'(y = XBw)
265

(3.32)

olarak bulunur. (3.32) esitligindeki (y —Xﬁ(i))TH_l(y—Xﬁ(i)) ifades, Ek 5 de

yer alan
Bay =P - W(X,X)_leCig

22

esitliginden yararlanilarak,
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(v - Xﬁ(i))TH_l(y - XBw)

= (y = XB) H 1 (y = XB) + (v — XB) HXW (X, X)X C;

L

e; ~
+—CTXwW X, X)" XTH  (y — X)

L

e; e;
+—=CTXwW X, X)W, X)WX, X)) XTC;,—

L 2

e; e;
=né2 + yTH‘lXW(X,X)‘lXTCir—l —yTH XWX, X) 1 X7¢; r—‘

-~ L = 2
BT BT

e; A e; A e; e;
+—CTXp ——CTXp +—CTXW(X,X)"XTC,—

rll 2 L 2

(cii—Tii
e\ 2
=né; + (—l> (i = 10) (3.33)

2

olarak elde edilir. Son olarak, (3.31), (3.32) ve (3.33) sesitliklerindeki ifadeler
(3.29) dayazilirsa,

n-— tzz) . [nry + t%(c;; —ri)l(n — 1) .

LD; =nl
: nog(n_l ri(n —t?)

elde edilir.
LD; nin buytk degerleri, i-inci gdzlemin likelihood fonksiyonu tzerinde etkili

oldugunu gosterir.
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4. HIYERARSIK LiNEER MODELLERDE REZiDU ANAL izZi
4.1 Giris

Birden fazla dizeyde gerceklesen, gruplara veya kiumelere ayrilmis
gozlemlere sahip veriden olusan modellere hiyerarsik lineer modeller adi verilir.
Hiyerarsik lineer modeller, gunluk hayatta bir cok farkli alanda kullanilabilen
modellerdir. Ornegin tarim alaninda, gilbreleme denemesinde parsellere ayrilms
topragin her bir parselinden pek cok bitki rastgele secilip, her bir bitkinin agirlig
Olcllmek istenebilir veya egitim alamnda, 6grencilerin simiflarina veya okullarina
gore gruplandiriimasiyla basar1 dizeyleri karsilastiriimak istenebilir.

Hiyerarsik lineer modeller, lineer karma modellerin 6zel bir durumu
olmalarina ragmen, model gegerliginin degerlendirilmesinde bu 6zel yap: goz arc
edilmemelidir. Cunka, hiyerarsik lineer bir model diizeylere ayrilir ve her bir dizey,
ayr ayn incelenir. Bu sayede, her bir diizeyin ¢cok daha basit ve kolay bir bigimde
anlasilmas: saglanir. Dolayisiyla, verinin i¢ ice gecmis bir yapiya sahip oldugu
durumlarda hiyerarsik lineer modellerin kullanilmasi daha dogru sonuclara
ulasilmasint saglar.

Bu bolimde, iki duzeyli bir hiyerarsik lineer model tammlanacaktir. ilk
olarak, birinci dizey olan birimler-ici model daha sonra ise, ikinci dizey olan
birimler-aras: model incelecektir. N denegin J birime gruplandirildigi yani j-inci
birimde n; denegin ve Z§=1nj = N oldugu varsayimi yapilsin. Bu varsayim altinda,

birimler-ici model,
YVi=X ity (4.1)

seklindedir. Burada y; n; x 1 tipinde, her bir X; n; % ¢’ tipinde, ; q' % 1 tipinde ve
g, n; % 1 tipinde olup E(g;) =0, Var(e;) = o?%; ile normal dagihma sahiptir.
Ayni zamanda, ¢; ile g; her j # j" icin bagimsizdir. Fakat bagimsizlik varsayimi goz

ardi edilirse, birimler-ici model genel karma bir modele donlsebilir. 2;, bilinen
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pozitif tamml1 bir matris olmak Uzere, siklikla 2; = Inj oldugu varsayim yapilir ve
bu varsayim, gozlemlerin birimler-icinde sabit hataya sahip oldugu anlamina gelir.
Eger of == af = ¢? varsayim yapilirsa, gozlemler birimler-arasinda sabit
hataya sahip olurlar. Hatanin hem birimler-i¢i hem de birimler-arasi sabit varyansl
olmasi, gozlemlerin de sabit varyand1 olmasi anlamina gelir.

Birimler-ici model incelendikten sonra, bir birimden diger bir birime
gecildiginde ; de meydana gelen degisme yani birimler-ici modellerle iliskili olan
birimler-aras model incelenmek istenir. ; nin k-inc1 elemamina karsilik wy, gelir

ve,
— T +
jk = ij.Bk Ujk

olarak modellenebilir. [7 min q" elemanlarinin her biri icin boyle bir esitlik yazilabilir.
Dolayisiylak = 1,--,q" igin,

Wﬁ 0
N o=, T T T
wW,=| : " T —le@sz@"'@quI
0 : qul

B = (BB~ BL)

T
w = (W, w2, W)
olarak alinirsa, birimler-aras: model,

olarak elde edilir. Burada ; q’ > 1 tipinde, her bir W; matris q" x p tipinde,
p =1 tipinde ve u;, ¢’ x 1 tipinde olup E(w;) =0, Cov(w) = ofD ile normal

dagilima sahiptir. Aym zamanda her j,j' ve j" ile j # j’ icin Cov(u;,u;) =0,
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Cov(ej,g4) =0 ve Cov(ujen)=0 dir. Gozlemler birimler-arasi sabit
varyansliliga sahipse, Cov(u;) = ?D olarak belirlenerek de hatanin sabit varyansa
sahip olmasi saglanabilir. D kdsegen ise model, varyans bilesenli hiyerarsik lineer
model olarak adlandirilir.

Blok kosegen bir yap: @ sembolii ile gosterilir. Ornegin,

AO)

AGBB:(O B

ifadesi, esas kdsegende A ve B, esas kosegen disinda ise sifir matrislerini igeren blok
kdsegen bir matris anlamina gelir.
(4.1) ile (4.2) ssitliklerinin birlestirilmes sonucunda,

yj = X]M/Jﬁ +X]u] + Sj

elde edilir. Elde edilen bu esitlik hiyerarsik lineer modellerin, karma modellerin 6zel

bir durumu oldugunu gosterir. Adinda,
y =Dyl
X = [WIXT, wixl, . wixT|"
Z=X0X, D DX
u= [u{,ug,---,uIT]T
€= [slT,EZT,-u,s]T]T

olarak alindiginda,
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y=XB+Zu+e

lineer karmamodeli elde edilir. (3.2) esitligi ile verilen lineer karma modelde,
S =021 = g2(02(zDZ" + %)) = (ZDZ" + 5)!

olarak elde edildi. Bu durum, hiyerarsik lineer modele uygulanirsa,
Vi = o [X;DX] + Zj]

ve

— y-1 -1 -1 Ty-1y \ 1yTy-1
S =57 =5 X(DT + XTETX;) X[ E

olarak elde edilir. islem kolaylig1 saglamas: agisindan, C; = D~* + X[ 271X; olarak

alinabilir ve dolayisyla ¢ = [I + DXT 57 X;] " D seklinde yazilabilir.

Hiyerarsik lineer modellere drnek olarak, y-eksenini kesim noktasi rastgele
olan model ve ¢ dizeyli hiyerarsik model verilebilir.
y Eksenini Kesim Noktasi Rastgele Olan Model: Her bir birimdeki egimlerin aym
fakat y eksenini kesim noktalarimin farkli oldugu m birime sahip lineer bir model

uyduruldugu varsayilsin. j-inci birim,
A

seklinde modellenebilir. n; gozlemlerin sayisi olmak Ulzere, &~N (O,azlnj) dir.

Dahas, y eksenini kesim noktalar: a; ye bagli olarak degisebilir. Burada,

— T
o =wjp+u



4. HIYERARSIK LINEER MODELLERDE REZIDU
ANALZi Ozge KURAN

seklindedir ve tim hatalar bagimsiz olmak Uzere, u;~N(0,yo?) dir. y eksenini

kesim noktasi rastgel e olan model icin, o halde,
V=0 (I"f * V]"f)

dir. Sonug olarak,

14

Jn;

dir.

Uc Duzeyli Hiyerarsik Model: Bir Bayesian analizi, bilinmeyen parametreler igin
Onsel dagilimlar icerir. Yapisal olarak boyle bir dnsellik, hiyerarsik bir modeldeki ek
diizeyi olusturur. Smith (1973), X; ve cerD nin bilindigi varsayim: atinda
bilgilendirici bir onsele (I') yer vermistir ve bu sayede, Uc dizeyli hiyerarsik
modelin gosterimini,

vil =N %))
jIB~N(W;B,0?D)j=1,]
B~N(B0!r)

olarak elde etmistir. [ Uzerindeki Onsellik, diger tim parametrelerin sonsal
dagilimlarint kendine cgektiginden dolayr Smith (1973) Un Onerdigi gosterimler
kullarlabilirdir.
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4.2. Hiyerarsik Lineer M odellerde Parametre Tahminleri

Hiyerarsik  lineer  modellerin, lineer karma  modeller  olarak
formallestirilebilmelerinden  dolay:, hiyerarsik lineer modellerin  parametre
tahminlerinin elde edilmesinde, lineer karma modellerdeki parametre tahminlerinden
yaralanlabilir. Gozlemlerin birimler-arasinda sabit varyandl: hataya sahip oldugu
varsayimi yapilir. Yani of = =g = 02 seklindedir. Boylece, lineer karma

modellerdeki # = (XTSX)~1X7 Sy, hiyerarsik lineer modellerde,
olarak elde edilir. Burada,

6= 3w
dir. Lineer karma modellerdeki,

@ =DZ"qy = DZ"S(y — Xp)
-1
=DpZ" (2—1 -3z (D—l + ZTz—lz) ZT2—1> (y—xB)
(o
=D(C—-Z"371Z)CZTs(y — XB)
=D(D 1+ 77317 -7ZT2712)c 12T (y — XB)
=C1ZTz Yy - Xp)
seklinde elde edilmisti. Bu tahminin hiyerarsik lineer modeldeki karsilig: ise,
o = GX] 27 (v — X;WiB) (4.3)

olarak elde edilir. Ayni sekilde, i; baska bir sekilde de gosterilebilir.
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___{SJ_PJ'J' i=J
i T =Ry i#j

parcalanis: verilsin. Burada, P;; = S;X;W;G™*W;" X' S; seklinde olup,

J
k=1
veya es deger olarak,
J
k=1

seklindedir. (4.4) ve (4.5) ssitlikleri Esitlik (4.3) e gore y, nin i; y1 nasil
etkiledigini daha acik bir sekilde gosterir.
B =G 1Y WX]S;y;ile(4.4) ve (4.5) ssitliklerinin dikkate alinmasiyla
Var(f) = 02671
Var(; —w;) = o?[D — DX Q;X;D]
Cov(B, 0 —w;) = — G*WX'S; X;D
vej # k iken,

Cov (D —wj;, f — wx) = 02[DX] A Xy D]

olarak elde edilir (Hilden-Minton, 1995).
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Alternatif olarak, sabit-gtzlem varsayim altinda, verinin J birime ve ] sabite

ayrildigi, yani
yi=0B+X j+g

seklinde yazildig1 ifade edilsin. Verilen bu ifadelerin matris gosterimiyle yazilip,
uygun agirhklandirma yapilmasi sonucunda elde edilen normal esitliklerin

¢cOzllmesiyle,
=G Eyy + DTIWE) (4.6)

olarak elde edilir (Hilden-Minton, 1995).
Boylece, ; icin BLUP elde edilmis olur. Ayni zamanda Aj, deneysdl bir
Bayes tahmin edicisidir. Dolayisiyla Esitlik (4.6),

—~ -1~ Prior

— _ ~ LS
j:le(Xszjlxjj +D7 )

—~

~ LS —~ Prior
j=A (1 =4)7 (4.7)

olarak ifade edilir. Burada ~;"* = [x7271x,] X7 2 ty; seklinde olup,
sadece j-inci birim Uzerindeki bilgiye bagli olan ; nin EKK tahmin edicisidir.
Ajprior = Wj[? seklinde olup, birimler arasi modelden gelen ; icin deneysel Onsel
yogunlugun tahmin edicisidir. Ve A;, j-inci birimin blzilme katsayisim gosterir.
Blzllme katsay1si, Onsel ortalamay: daraltan birimler-ici tahmin edicinin ne kadarlik
bir agirliga sahip olmas: gerektigini gosterir. Ayni zamanda,

—~ A_Prior ~

JEWB+ ="+ (4.8)
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seklinde yazilabilir. Bu nedenle @i;, ; nin deneysel onsel ve sonsal dagilimlariin

ortalamalarinin farki olarak dustnulebilir. Veya i;, birimler-arasi modelin bir

~

rezidisi olarak dOsOndlebilir.  Bu iki duslnceden biri, y,---,4;, nin

degerlendirilmesinde tamilama 6l gist olarak kullanilabilir.

4.3. Hiyerarsik Lineer M odellerde Rezidi Analizi

Hiyerarsik lineer moddlerin lineer karma modellerin 6zel bir durumu
olmalarindan dolayi, lineer karma modellerde rezidilerde meydana gelen bozulma
hiyerarsik lineer modellere de uygulanabilir. Hiyerarsik lineer modellerin, kicuk
modellerin bir ag1 olarak distinilmes oldukga dogaldir. Y ani, birimler-arast modelle
iliskilendirilecek J birim-ici modelleri vardir. Birim-i¢i modelleri ayr1 bir sekilde
degerlendirilir, boylece birimler-arasi modelde tammlanan rastgele hatalarin neden
oldugu bozulmalar engellenir. Birim-igi modellerin ayr1 bir seklide uydurulmasindan
sonra, birimler-arasi model incelenebilir. Bu diizeyde bozulma kagimlamaz, fakat
birimler-arast modelin hatalar1 gok degiskenli normal dagilima sahip olacak sekilde
modellenebilir ve rastgele etkilerin en kicik bozulmus rezidilere sahip oldugu
belirli izdistimlere bakilabilir. Sonug olarak, bu bdlimde gbozlem-dizeyli rezidiler
ve birim-dizeyli rezidiler (rastgele etkiler) olmak Uzere iki tip rezidinin analizi

incel enecektir.

4.3.1. Gozlem-Duzeyli Reziduler

j-inci birim model igin,

§=Y—% j

seklinde elde edilmisti. ; kosulu Uzerinde &; nin dagilimiyla ilgili U¢ varsayim
yapilabilir. Bu varsayimlar,
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1. E[g| ;] =0, lineer model yansizdhr;
2. Var[sj| j] = ajZZ'j; ve

3.¢]| ; cok degiskenli normal dagilima sahiptir,

seklindedir.

Bu varsayimlarin dogrulugunun belirlenebilmes amaciyla g; nin dikkatli bir
sekilde degerlendirilmesi gerekir. ; ileilgili gerekli olan bilgiye sahip olunmadig:
icineniyisi, model varsayimlar verilmisken ; nin tahmin edilmesidir. Fakat sadece
bu varsayimlar, ; nin tahmin edilebilmes icin yeterli degildir. ; nin tahmin
edilebilmesi icin dahaiyi bir yontem, rezidilerden yararlamlmasichr. Bu amagla,
nin dort tahmin edicisine karsilik gelen tg farkl: rezidi incelenecektir. Bu rezidller,
sirasiyla, deneysel Bayes (EB) reziduleri, en kigik kareler (LS) reziduleri ve 6nsel

(prior) veya 6n tahmin rezidileridir.
4.3.1.1. EB Rezidller

(4.8) esitligi ile verilen deneysel Bayes tahmini yardimiyla elde edilen EB

rezidd,
g =y, —X; =y, — XiWB - X;iy

seklindedir. EB rezidilerin temel avantaj1, varsayilan hiyerarsik lineer model atinda
BLUP olmalaridir. Temel dezavantajlar: ise, EB rezidiler olusturulurken hiyerarsik
lineer model varsayimimin yapilmasidir. j-inci birim-i¢i model belirlenmek istendigi
icin, birimler-arast modeldeki herhangi bir problemin, analizde bozulmaya neden
olmasi istenen bir durum degildir. Birimler-arass modelin ortalama yapisinin yanlis
belirlenmes, Wj[? dan dolay1 e; nin yanli olmasina neden olacaktir. Ortalama yapisi
dogru belirlense bile, diger birimlerin gdzlem-diizeyli hatalar ve rastgele etkil erdeki

bozulma durumu, EB rezidiniin de bozulmasina neden olacaktir.
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EB rezidulerin kullammu ile daha fazla karisiklik ortaya ¢ikar. Cunkd, Aj

buzilen bir tahmin edicidir ve e;, 2}_—1 ile iliskili X; nin situnlarina ortogonal
degildir. ] X; = 0 dogru olsayd, ~; = AjLS seklinde olurdu. Bu, X; nin stitunlarimin
herhangi bir lineer kombinasyonuna kars: e; nin grafiginin sifirdan farkl: lineer bir
trende sahip olacagi anlamina gelir. Boyle bir grafik incelendiginde, uyumla ilgili
herhangi bir eksikligin olmadig: sonucunavarilir.

Lineer karma modellerde incelendigi gibi, en kiglk bozulmus olacak sekilde

e; ninizdusumleri belirlenebilir. Benzer islemler yapildiginda,

_1120,;%;,0,,51
1125,

CF(ITe)) =1

olarak elde edilir. Boylece, tekil deger ayrisim yarcimiylailiskisiz standartlastirilmis
rezidulerin bir kimesi elde edilir (Hilden-Minton, 1995).

4.3.1.2. LSReziduler

Hiyerarsik lineer modellerde, birim-igi modellerin ayr1 olarak incelenmes
hiyerarsik yapimin kullanilmasinin temel avantgjlarindan biridir. Kullanilan her
birim-i¢ model, klasik bir lineer modeldir. Bu nedenle, ; sadece j-inci birimin
icindeki gozlemlerden tahmin edilebilir. Dolayisiyla,

A.LS

j = [XJ'TZ_lXj]_lijZ_lyj'

esitligi kullamlabilir. Burada, X]-TZ‘1X]- ifades singller olmayan bir yapiya sahiptir.

~ LS © gee e
j »LSrezidindn,

LS _ ~ LS
&” =y~ X j
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olarak elde edilmesine yardimci olur.

LS reziduler, saf veya bozulmamis rezidilerin avantajlarina sahiplerdir. Ayn
zamanda, birimler-arast modeldeki yetersizlikler nedeniyle yansiz olup, birim-igi
tasarim matriderine ortogonaldirler. Bu avantajlar, EB rezidilerdeki dezavantajlara
karsilik gelmektedir. EB reziduler, hem birim-i¢ci hem de birimler-arast modeller
dogru oldugunda BLUP lar1 kullamirken LS reziduler, sadece birim-i¢i modeller
dogru oldugunda BLUP lar1 kullanir. Bu durum EB rezidi i¢in bir avantg) olmasina
ragmen, birim-ici modelin belirlenme amaci icin LS tahminlerinin kullaniimasi
gerekir. Cunku LS tahminler, varsayilan birimler-arast modeldeki herhangi bir
sapmadan etkilenmezler. Birimler-arasi modelin dogru bir sekilde olusturuldugu
belirleninceye kadar, LS rezidiler EB rezidulere tercih edilir.

LS reziduleri kullanmanin diger bir avantgi, klasik lineer regresyon
modellerinin tamlanmasinda herhangi bir yeni teknige ihtiyag duyulmamasidir.

Standart regresyon tanilama tekniklerinin timd, birim-ici modeller icin de gecerlidir.
4.3.1.3. Karma Reziduler
Gozlemlenmis veya modellenmis J birimin oldugu varsayimi altinda, J + 1-

inci birimin tahmini veya 6n tahmini belirlenmek istensin. (4.2) ile verilen birimler-

arasi modelden yararlanilarak,
“Prior — W, ‘[?
J+1 J+1
olarak elde edilir. Boylece, bu tahmin veya 6n tahminin dogrulugu,

— ~Pri
Cr1 = YVe1 — Xj+1 Jit

degerlendiriimesiyle yapilabilir. ¢;.;, Geisser (1992) tarafindan On tahmin veya
tahminicin model kritiginin hesaplanmasi amaciyla elde edilmistir. Esas olarak, ¢4

in Euclidean formu V;3} = 0725, yardimyla,
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||C1+1||2 = /11 Vi3i64

olarak elde edilir. ¢, in n;,; serbestlik dereceli X2 dagilimina sahip oldugu
varsayim: altinda,

2 A N -
Pj+1 = P[x,%]ﬂ 2 |lejsal|[8 = B,0% = 6% D = D]
olarak hesaplanabilir. Model kritigi olan p;,4, bir p degeri olarak yorumlanabilir.
Kuglk p;4, degeri, hiyerarsik lineer modelin yanlis belirlendigini, tahminlerin zay:f
oldugunu ve J + 1-inci birimin modelle uyumsuz oldugunu gosterir.
Belirli bir zamanda, her birimin teker teker silinmesiyle yukarida ifade edilen

6n tahmin stireci gosterilebilir. Silinmis model kritikleri p(qy, p2). -+, p¢;) olmak

Uzere, silinen-birim tahminlerin tzerine kosul konulmasiyla,
=P[xz = ||¢|°18 = By 0? =88y, D =D
pg) = P X2, = lgll’|8 = Biy.0? = 68,0 = Dy
olarak elde edilir. Veya bu yorum tamamen goz ardi edilip, yine de
G =y —X ;"

incelenebilir. Silinmeyen model kritiklerinin gercek degerleri olan py,p;, . p;
karsilastirilabilir. Burada,

p = P[x3, = |6 = B.o% = 3.0 = D]

seklindedir. Silinmeyen model kritiklerinin gercek degerlerinin ranklarina karsi
silinmeyen model kritiklerinin gergek degerlerini grafiklendirmek, siradan olmayan
birimlerin belirlenmesini saglayabilir. Boyle bir grafikteki noktalar, model iyi

93



4. HIYERARSIK LINEER MODELLERDE REZIDU
ANALZi Ozge KURAN

oldugunda ortak dogru boyunca uzanacaktir. Ek olarak, kliglk p; veyap(;, degerleri,

birim-i¢i modellerdeki uyumsuz noktalarin belirlenmesinde kullanilabilir.
4.3.2. Birim-Duzeyli Reziduler (Rastgele Etkiler)

Birimler-arast modelin belirlenmes icin,

rezidulerinin - degerlendirilmesi gerekir. Bununla birlikte, ; direkt olarak
gbzlemlenemez ve j-inci birimde gerekli olmamasina ragmen bazi1 g6zlem-duzeyleri
olusturulmaksizin  ; hakkinda herhangi bir ¢ikarimda bulunulamaz. Bu nedenle u;,

kolaylikla tahmin edilebilen bozulmus rezidilere sahip olacaktir. Esas olarak,

1. EB rastgele etki, @ = ~; — W;3;
2. LSrastgeleetki, iif* = 15 — W;f ve

3. u; nin sonsa yogunlugunun degerlendirilmes

seklinde Ui¢ segime sahip olunur.

Waternaux ve ark. (1989), ilk iki secimi karsilastirmiglarcir. EB rastgele
etkinin sifir civarinda yanli bizilen bir tahmin oldugunu, EB rastgele etkilerinin
degiskenliginin LS rastgele etkilerinkinden daha az oldugunu ve LS rastgele
etkilerinin klclk A; icin ulasilamaz olabilecegini ifade etmislerdir. (4.7) ve (4.8)
esitlikleri birlestirildiginde,

o =477 - WiB) = Aay°
olarak elde edilir. Burada, A; = ;' X X~ X; seklindedir.

Birim-ici ve birimler-arast modelleri dogru oldugunda, EB rastgele etkileri

BLUP lart gosterecektir. Birimler-arast modellerle birim-i¢ci modellerin birbirinden
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bagimsiz olduklar1 belirlendikten sonra, birim-ici modelin dogru bir sekilde
olusturuldugu kabul edilirse, EB rastgele etkilerin birimler-arast  modelin
gecerliliginin belirlenmesinde en iyi tek etki oldugu kararina varilabilir. Oncelikle
birim-ici modelin belirlenmek istenmesinin nedeni, birim-igci modein yanlis
belirlenmesinin EB veya LS rastgele etkilerin degerlendirilmesinde yanltici
yorumlara neden olabilmesidir.

u; vektor-degerli ise, @; mn birkag izdUsumd incelenmek istenebilir. 4; min
marjinal dagilimlar biraz kapsaml bir icerige sahip olduklar: icin, @; nin marjinal
dagihmlar: ve aym zamanda iki veya U¢ boyutlu sagilim grafikleri, 4; nin birkag
izdUsUmunun belirlenmesinde yardimci olabilir.

Rastgele etkilerdeki normal olmama durumunun belirlenmesinde, daha az
bozulmus olan ; icin rastgele etkilere daha fazla agirhik verilmes gerekebilir.
CUnku asin derecede bozulmus olan reziduler, sadece bu bozulma nedeniyle normal
olarak ortaya Gikabilirler. Var(4;) ya karst Var(@; —u;) mn oramnin tersten

agirliklandirilmas: bu konuda yardimei olabilir.
4.4. Cift Rezidl Grafigi ve Uyumun Degerlendirilmes

Birimler-arast model gegerli bir sekilde belirlenmis ve tahmin edilmis ise,

~ Prior

; =W;f iyi bir 6n tahmin edicidir. Aymt zamanda ~;, ~}°

i~ ye yakin

~ Prior

olacagindan dolayr ~;, " /¥ icin iyi bir 6n tahmin edici olacaktir. Sonug olarak,
birimler-arass model gecerli ise, LS reziduler EB rezidulerle oldukca iliskili
olacaktir.

EB rezidulere karsi LS rezidulerin grafiklendiriimes ile, birimler-arasi
modeldeki uyumun iyiligi degerlendirilebilir. Jan de Leeuw (1986), buna ¢ift rezidu
grafigi adint vermistir. EB reziduler, model dogru oldugunda dogru rastgele hatalarin
On tahminlerini tam olarak verdikleri icin yatay eksen boyunca uzanirlar. Bu grafikte
yuksek korelasyon varsa, birimler-arasi modelin birim-igi modelin parametreleri
Uzerinde fazla yanliliga sahip olmadig: yani birimler-arasi modelin daha iyi oldugu

sonucuna ulagilir.
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Teknik olarak, her j birimigin Zj_%[yj - X;" ;] yakarsi Zj_%[yj —X;" /%] nin
grafigi cizilmek istenir (Hilden-Minton, 1995). Bu,

3S?
) [5,-2 + (B =) Xy (CF - Aj)]

p? =

olarak ifade edilen korelasyon tahmininin karesinin elde edilmesini saglar. Burada,
S? =y, - XjA}S]TZJ-‘l[yj — X;" %] dir. p?, aym zamanda cift rezidu grafi gindeki
egimin EKK tahminidir ve 1 tst sinirina sahiptir. Grafigin dik bir egime sahip olmasi

~LS

dahaiyi bir uyumve - ;

ile Aj nin birbirine yakin olmas: anlamina gelir.

EB rezidulere daya1 bir rezidi andizi ile LS rezidilere dayal1 bir rezidu
analizi farkli sonuclara sahip olabilir. Cift rezidi grafigini kullanmanin bir avantaj,
her iki rezidii analizi sonucunu ayni grafikte gostermesidir.

Hiyerarsik lineer modellerde etki analizi ile ilgili literatirde yeterli dizeyde
bir calismaya ulasilamadigi icin bu bdlimde, hiyerarsik lineer modellerde etki analizi
kismina deginilmeyecektir.
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5.UYGULAMA
5.1. Lineer Karma M odellerde Rezidii Analizi Ornegi

Brezilyada bulunan Sao Paulo Universitesi'nin Dis Hekimligi Fakiiltesi'nde
Nobre ve Singer (2007) tarafindan yurdtulen bir ¢alisma sonucunda elde edilen
verinin analiz edilmesiyle, gunlik kullanim sonucunda temizlenen bakteri plag
kapasitesne gore, iki tip dis fircasinin karsilastirilmasi amaclanmaktadir. Bu dis
fircalarindan biri, Brezilyadaki hemen hemen her dikkanda bulunan ve daha ucuz
fiyatl olan "monoblock” dis fir¢cast (monoblock tootbrush) digeri ise, piyasaya yeni
cikarilan ve daha pahal1 olan "conventional” dis fir¢asi (conventional tootbrush) dir.
Dislerin fircalanmasindan 6nce (before) ve sonra (after) yapilan dort degerlendirme
seansinda (session), yaslari 4 ile 6 arasinda degisen 32 cocuktan elde edilen bakteri
plak indekslerine karsilik gelen veri Cizelge 5.1 ile gosterilmektedir.

Nobre ve Singer (2007) tarafindan model,

Inyija = a + pIn xjq +u; + &;jq (5.1)

olarak tammlanmaktadir. Bu model, lineer karma model tiplerinden uzun sireli bir
modeldir. (5.1) esitliginde, y;;4(x:j4) j-inci dis firgast tipi (conventional dis fircasi
icin j = 0, monoblock dis firgasi icin j = 1) ile d-inci seansta degerlendirilen i-inci
denek (subject) icin tedavi sonrasi (tedavi 6ncesi) elde edilen bakteri plak indeksini,
a; j-inci dis fircasi tipi ile ilgili sabit bir etkiyi, § beklenen bakteri plak indeks
azalma oraninin sabit bir katsayisini ifade etmektedir. u;~N (0, 7%) ve &;;4,~N(0,0?)
i=1,---32 ve d=1,--- 4 icin birbirinden bagimsiz rastgele degiskenler olup,
sirasiyla, deneklerin rastgele etkilerine ve rastgele olcim hataarina karsilik
gelmektedirler.
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Cizelge 5.1. Bakteri plak indekderi (Nobre ve Singer, 2007)

Auhject lrorbrish Iar sossion Tl sesson el session dih szsvion

Refore  Afier  Refme Afrer Refore After Refiore Atter

| Corpventional 1125 .12 (.84 .15 LHe L3 (IR
2 Cororncentional 1.7 IR N2 102 57 115 LR
3 Cooventional nE2 .52 1.7 1.34 our LTH |.3d
i Cororncentional 1.57 1 .63 1.20 175 120y .92 167
i Coovenlional 1.97 1.30 107 1.5 L1545 1.37
fi Comventional 1,30 1.17 07 07s ] I .12
7 Coovenlional 1.:1 1.52 1.13 1.22 L a3 122
b Comventional 102 [ ned 0 1330 L1 0
u Coovenlional .22 1Az L1 1 175 LT 1.32
14 Co 163 1.57 1.22 1.47 [ L .17
11 Co 1.2 [1.60] 047 0ERE 035 L36 L
12 L 071 .12 039 0LEd L5 L6S 1.21
13 [ 1.7 () 1.37 1. B#7 L35 L&l 1.3
14 LIS .30 1 .63 nus 172 L. 240 137 122
15 [ .40 183 1003 176 1.38% [ 115
16 Coovenlional 140 .12 1.23 a7 1.5 L LA 122
7 Konoblock |66 .63 1o .16 1.52 LE8 L LG
14 Bloolbloch 1432 DEO 09z [H2 (N 376 |2H .15
14 Monobloek 073 067 10 = W L87  L.13 L0
pul S ERTTTRT B el |24 .22 0491 076 114 a4 L35 a7
21 Monoblock 1.27 .20 1.0 (45 1.1 L A7 .17
22 I ERTTTRY B P 1.7 DEE 1.9 1.25 .34 .25 L2H 121
23 Monoblock .35 1.21 1.42 1.17 1.2 L1y L42 [.23
24 Moolbloch .32 .02 1.0 140 135 L2 LED 125
25 Monoblock (1) 1.1 150 .36 1.72 L1 l i Ll
26 Moolbloch 1.30 107 0 06l O .61 ug =7
n Bloolbloch 1.57 .20 1.50 107 .15 LAk l 25 L5
H Moolbloch .67 .30 1.47 132 107 N 127
2 Munolloch 0nul a7 094 062 1.0 1a3 112 37
3 G ERTTTRY I P 1.0 070 10 (.83 115 B T L
3l Bloolbloch 230 2400 1.37 1.25 1.4} .32 21a& L.
32 Monoblock 1.L3 Lo 123 .11 .15 L7 26 L0

Cizelge 5.1 ile verilen bakteri plak indeks verisi ilk olarak Microsoft Excel
programina kaydedilir (Bkz. Ek 9), daha sonra R programina yazilan kod yardimiyla
cagrilir.

(5.1) ssitligi ile verilen uzun siireli model, matris gosterimi yardimiyla
y = XB + Zu + ¢ formunda ifade edilir. Burada, y, 128 x 1 tipinde tedavi sonrasi
bakteri plak indekdlerinin logaritma degerlerinden olusan yamt vektorind, X,
128 x 3 tipinde sabit etkilere ve Z, 128 x 32 tipinde rastgele etkilere iligkin tasarim
matriderini olusturmaktadir. £, 3 x 1 tipinde sabit etkilerden olusan parametreler
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B
vektorl olup, [a(,] seklinde ifade edilir. Son olarak u, 32 x 1 tipinde rastgele
aq

U
etkilerden olusan parametreler vektori olup, [ : ] seklindedir (Bkz. Ek 10).
U3z

Cizelge 5.2. REML yardimiyla uydurulan lineer karma model sonuclari

AIC

BIC

LogLik

Deviance

REMLdev

-83.12

-68.86

46.56

-107.4

-93.12

Cizelge 5.3. Rastgele etkiler icin uydurulan lineer karma model sonuglari

Groups Name Variance Std.Dev.
Subject (Intercept) 0.0072958 0.085415
Residual 0.0208129 0.144267

Cizelge 5.4. Sabit etkiler icin uydurulan lineer karma model sonuglari

Estimate Std.Error t value

Log(x) (8) 1.05141 0.06605 15.918

Conventional -0.32999 0.03376 -9.774
Tootbrush (a,)

Monoblock -0.21527 0.03182 -6.765
Tootbrush (a;)

Cizelge 5.5. Sabit etkilerin korelasyonu

Log(x) Conventional Tootbrush
Conventional Tootbrush -0.561
Monoblock Tootbrush -0.478 0.268
Cizelge 5.6. Uydurulan lineer karma model icin ANOV A tablosu
Df Sum Sq Mean Sq F Value
Log(x) 1 2.9407 2.9407 141.292
Tootbrush 2 2.3734 1.1867 57.017

Uydurulan lineer karma modelin degerlendirilmesinde, sirasiyla, AIC (Akaike
bilgi kriteri) ve BIC (Bayesian bilgi kriteri) den yararlanilabilir. Kiicik AIC ve BIC
degerleri, iyi bir sekilde uydurulmus olan bir modelin gostergesidir.

Etkilerin lineer bir yapiya sahip olup olmadiginin belirlenebilmesi amaciyla,
Sekil 5.1 ile gosterilen tedavi 6nces bakteri plak indeksinin logaritmasina karsi
marjinal rezidulerin grafigi incelenebilir. Modele iyi uyum saglayamayan kovaryans

yapisina sahip deneklerin belirlenmes amaciyla da Sekil 5.2 incelenebilir.
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o z2 0 B2 1 1 an

Tadin daalh DRy P | Sl i Bl W =

Sekil 5.1. (5.1) modeli icin marjinal rezidu grafigi

Sekil 5.1 incelendiginde, 46 (12 numaral1 denegin ikinci seansina karsilik
gelen 12.2 numaral1 gbzlem), 115 ve 116 (29 numaral1 denegin Ugiincti ve dordiincl
seandarina karsilik gelen 29.3 ve 29.4 numara gozlemler) numarali gozlemlerin
sifir etrafindaki dagilimlardan uzaklasmalari sebebiyle lineer iliskiden saptiklari
sonucuna ulasilir (Bkz. Ek 11).

140 T

oy rveay e w e b v

.................

Sekil 5.2. (5.1) modeli igin denekler-i¢i kovaryans matris yapisina ait rezidulerin
grafigi

Sekil 5.2 incelendiginde, 12 ve 29 numaral1 deneklerin modele iyi uyum
saglayamayan kovaryans yapisina sahip olduklar: sonucuna varilir (Bkz. Ek 11).
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Merkezden uzakta duran gozlemlerin belirlenebilmes ve kosullu hatalarin
normallik varsayiminin degerlendirilebilmesi amaciyla, sirasiyla, Sekil 5.3 ile Sekil
5.4 incelenebilir.

Sekil 5.3. (5.1) modéli icin standartlastirilmis kosullu rezidilerin grafigi

Sekil 5.3 incelendiginde, 46 (12 numara denegin ikinci seansina karsilik
gelen 12.2 numaral1 gozlem) ve 116 (29 numaral1 denegin dordinci seansina karsilik
gelen 29.4 numarali gozlem) numarali gozlemlerin grafikte bulunan diger
standartlastiriimis kosullu rezidilerden uzakta durduklar: ve dolayisiyla, sapan deger

olabilecekleri sonucunavarilir (Bkz. Ek 11).
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Normal Q-G Plot

Standartiagtnimig en KOk bozmug rezidu

M0, 1) in G lan

Sekil 5.4. (5.1) modeli icin standartlastiriimis en kiicik bozulmus rezidilerin 95%
lik gliven aral 1ginin grafigi

Sekil 5.4 incelendiginde, given sinirlarinin disinda herhangi bir gozlem
bulunmamasi nedeniyle, kosullu hatalarin normallik varsayiminin dogru oldugu
sonucuna ulasilir.

Merkezden uzakta duran deneklerin belirlenebilmesi amaciyla, Sekil 5.5 ile
verilen denek indekdlerine karst EBLUP degerlerinin grafigi incelenebilir.
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ianaic

Sekil 5.5. (5.1) modeli i¢cin EBLUP grafigi

Sekil 5.5 incelendiginde, 29 numarali denegin sapan bir deger oldugu
sonucunavarilir (Bkz. Ek 11).

EBLUP ayni zamanda rastgele etkilerin normallik varsayimimn kontrol
edilmesinde de kullanilabiliyordu. Ancak rastgele etkilerin normallik varsayiminin
kontroli amaciyla kullamlan agirhiklandirilmis  normal  quantil  grafiginin
uygulanmasi kolay degildir. Bununla birlikte normallik varsayimi, rastgele etkilerin
dagilimlarinin hatal1 olarak belirlenmesinin BLUE degerini etkilemedigi g6z 6nlinde
bulunduruldugunda, ¢ok da dnemli degildir.

Sonug olarak, Sekil 5.1-5.5 ile verilen grafiklerin ortak 6zelliklerinin 12 ve 29
numaral1 deneklerin diger deneklerden uzakta olmalaridir, denilebilir. Bu nedenle, 12

ve 29 numaral1 denekler Gizerinde ayrintili bir inceleme yapilacaktir.

Cizelge 5.7. 12 ve 29 numaral1 denekler model de iken ve model de degilken
tahminler (£ tahmin edilen standart hatalar) ve model parametrelerine

iliskin degisimler
Parametreler @, ay B T2 a2
Tum veri -0.32+0.03 | -0.21+0.03 | 1.06%0.06 | 0.00634+0.0028 | 0.021+0.02
Denek #12 -0.32+0.03 | -0.22+0.03 | 1.06%0.06 | 0.00691+0.0027 | 0.015+0.02
kaldirildiginda (0.0%) (-4.8%) (0.0%) (-9.0%) (28.6%)
Denek #29 -0.33+0.03 | -0.19+0.03 | 1.07+0.05 | 0.00148+0.0013 | 0.017+0.02
kaldirildiginda (0.0%) (9.5%) (0.9%) (76.7%) (-19.1%)
Denek #12 ve | -0.32+0.03 | -0.19+0.03 | 1.07+0.05 | 0.00299+0.0014 | 0.012+0.01
Denek #29 (0.0%) (9.5%) (0.9%) (52.8%) (42.9%)
kaldirldiginda
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Cizelge 5.8. 12 ve 29 numaral1 denekler modelde iken ve modelde degilken AIC ve

BIC degerleri
Parametreler AIC BIC
Tum veri -83.12 -68.12
Denek #12 kaldirildiginda -107 -92.9
Denek #29 kaldirildiginda -116.3 -102.2
Denek #12 ve Denek #29 -149 -135.1
kaldirildiginda

Cizelge 5.7 de, verinin tamaminin kullanilmasiyla elde edilen tahminlerle
birlikte 12 ve 29 numaral1 denekler analize dahil edilmedi ginde elde edilen parametre
tahminleri ve model parametrelerine iliskin degisimler (parantez icinde verilen
degerler) yer almaktadir. Parantez icinde verilen model parametrelerine iliskin
degisimler [(B) — 6)/0] x 100% esitligi yarcdimiyla hesaplanir. Bu esitlikte 8y, 1
indeks kimesine ait gozlemler olmaksizin elde edilen parametre tahminlerini
gostermektedir. Ornegin [(812) — 8)/8] x 100% esitligi, 12 numaral1 denek analize
dahil edilmediginde model parametrel erinde meydana gelen degismeyi gosterir.

Cizelge 5.7 incelendiginde, 12 numaral1 denegin a2 ve 29 numaral1 denegin
de 72 Uzerinde yani 12 ve 29 numaral1 deneklerin kovaryans parametreleri (izerinde
etkili olduklar1 sonucuna ulagsilir. Elde edilen bu sonuglar, Sekil 5.1-5.5 ile verilen
grafiklerden elde edilen sonuclarla da bagdasmaktadir.

Cizelge 5.8 de, verinin tamaminin kullamlmasiyla elde edilen AIC ve BIC
degerleriyle birlikte 12 ve 29 numaral1 denekler analize dahil edilmediginde elde
edilen AIC ve BIC degerleri yer amaktadir.

Cizelge 5.8 incelendiginde, 12 ve 29 numaral1 deneklerin analize dahil
edilmemes durumunda daha kigik AIC ve BIC degerlerinin elde edildigi gordlr.
Kuguk AIC ve BIC degerlerinin dahaiyi bir modelin gosterges olduklar1 daha dnce
ifade edilmisti. Dolayisiyla, 12 ve 29 numaral1 deneklerin analize dahil edilmemesi
durumunda dahaiyi bir model elde edildigi sonucunavarilir.

Etkili deneklerin 6zelliklerinin degerlendirilmesi asagidaki gibi yapilabilir:

Cizelge 5.1 e bakildiginda, 12 numaral1 denegin conventional dis firgasim

kullandigi gorilmektedir. Denek, ikinci en dusik tedavi onces (0.71) ve
tedavi sonrasi (0.39) bakteri plak indeksine sahiptir. Denek, ikinci en disik
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tedavi sonrasi bakteri plak indeksine sahip olmasinaragmen, conventional dis
firgasinin ikinci seansinda yiiksek tedavi sonrasi bakteri plak indekslerine de
rastlanmaktadir. Monoblock dis firgasim kullanan deneklerin tedavi sonrasi
dahayiiksek bakteri plak indekslerine sahip olacaklar1 disiinilmesine ragmen
bu durum, uydurulan modelden elde edilen sonuclarla c¢elismekte ve
conventional dis fircasim kullanan deneklerin de tedavi sonrasi yiksek
bakteri plak indekserine sahip olabilecekleri ifade edilebilmektedir. Sonug
olarak, conventional dis fircasini kullanan 12 numarali denek, tedavi sonrasi
bakteri plak indekderi arasinda en yuksek cesitlilige ve bakteri plak
indeksinin ikinci en dusiik azalisina (y|x) sahiptir.

Cizelge 5.1 e bakildiginda, 29 numarali denegin monoblock dis firgasim
kullandigi gordlmektedir. Denek, en disuk tedavi sonrasi bakteri plak
indeksine (0.37) sahiptir. Monoblock dis fircasimn hemen hemen her yerde
bulunabilmesi ve conventional dis fircasina gére daha ucuz fiyatli olmasi
nedeniyle monoblock dis firgasim kullananlarin, tedavi sonrasi daha yiksek
bakteri plak indeksine sahip olmasi beklenmektedir. Ancak bu durum, elde
edilen sonuclarla gelismektedir. Sonug olarak, monoblock dis firgasinm
kullanan 29 numaral1 denek, en diistk tedavi sonrasi bakteri plak indeksine

ve bakteri plak indeksinin en disiik azalisina (y|x) sahiptir.

Butln sonuglar ele aindiginda, en duslik tedavi sonrasi bakteri plak indeksine ve
bakteri plak indeksinin en dusik azalisina (y|x) sahip olan, ayni zamanda, bitin
marketlerde kolaylikla bulunabilen ve daha ekonomik olan monoblock dis firgasinin,
conventional dis fircasina gére daha tercih edilebilir oldugu sonucuna varilir.
Bununla birlikte, conventional dis firgasi ile monoblock dis firgas: arasindaki sayisal
farklilik ¢ok ciddi boyutlarda degildir. Conventional dis fircasimn monoblock dis
fircasina gore daha pahal1 olmasinin nedeni, piyasaya yeni ¢ikmus olmasi ve her
yerde kolaylikla bulunamamasi olabilir.
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5.2. Lineer Karma Modellerde L everage Analizi Ornegi

Brezilyada bulunan Sao Paulo Universitesi'nin Dis Hekimligi Fakultesi'nde
Nobre ve Singer (2011) tarafindan yurdtulen bir ¢alisma sonucunda elde edilen
verinin analiz edilmesiyle, gunlik kullanim sonucunda temizlenen bakteri plagi
Uzerinde "experimenta" dis firgasimn  (experimental toothbrush) etkis
degerlendirilmek istenmektedir. Dislerin fircalanmasindan 6nce (before) ve sonra
(after) yapilan iki degerlendirme seansinda (session-occasion), yaslari 4 ile 6
arasinda degisen 32 cocuktan elde edilen bakteri plak indekslerine karsilik gelen veri
Cizelge 5.9 ile gosterilmektedir.

Nobre ve Singer (2011) tarafindan rastgele egimli model,

Yij = Bxij +upx; + & (5.2)

olarak tammlanmaktadir. Bu model, lineer karma model tiplerinden uzun sireli bir
modeldir. (5.2) esitliginde, y;;(x;;) j-inci seansta degerlendirilen i-inci denek
(subject-child) icin tedavi sonrasi (tedavi 6ncesi) elde edilen bakteri plak indeksini, 8
sabit egimi ve u;, egimin rastgele bilesenini gostermektedir. w;~N(0,72) ve
&;j~N(0,0%) i = 1,---,32 ve j = 1,2 icin birbirinden bagimsiz rastgele degiskenler
olup, sirasiyla, deneklerin rastgele etkilerine ve rastgele dl¢cim hatalarina karsilik
gelmektedirler.

(5.2) esitligi ile verilen uzun sireli model, matris gosterimi yardimiyla
y = XB + Zu + ¢ formunda ifade edilir. Burada, y, 64 x 1 tipinde tedavi sonrasi
bakteri plak indeks degerlerinden olusan yamt vektorind, X, 64 x 1 tipinde tedavi
Onces bakteri plak indeks degerlerinden olusan sabit etkilere iliskin tasarim matrisini
ve Z, 64 x 32 tipinde esas kdsegendeki elemanlar: tedavi Onces bakteri plak indeks
degerlerinden olusan blok kodsegen bir matris olup, rastgele etkilere iliskin tasarim

matrisini gostermektedir. Son olarak u, 32 x 1 tipinde rastgele etkilerden olusan
Ug

parametreler vektoru olup, [ 5
U3z

] seklindedir.

106



5. UYGULAMA Ozge KURAN

Cizelge 5.9. Bakteri plak indekderi (Nobre ve Singer, 2011)
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Cizelge 5.9 ile verilen bakteri plak indeks verisi ilk olarak Microsoft Excel
programina kaydedilir (Bkz. Ek 12), daha sonra R programina yazilan kod
yardimiyla gagrilir.

Cizelge 5.10. REML yardimiyla uydurulan lineer karma model sonuglar:

AIC

BIC

LogLik

Deviance

REMLdev

-50.16

-43.69

28.08

-62.26

-56.16

Cizelge 5.11. Rastgele etkiler icin uydurulan lineer karma model sonuglari

Groups Name Variance Std.Dev.
Subject (x) 0.0072249 0.084999
Residual 0.0134660 0.116043

Cizelge 5.12. Sabit etkiler icin uydurulan lineer karma model sonuglar:

Estimate

Std.Error

t value

x (B)

0.79160

0.01898

41.71
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Cizelge 5.13. Uydurulan lineer karmamodel icin ANOV A tablosu
Df Sum Sq Mean Sq F Value
X 1 23.429 23.429 1739.9

Uydurulan lineer karma modelin degerlendirilmesinde, sirasiyla, AIC (Akaike
bilgi kriteri) ve BIC (Bayesian bilgi kriteri) den yararlanilabilir. Kiigik AIC ve BIC
degerleri, iyi bir sekilde uydurulmus olan bir modelin gostergesidir.

(5.2) modeli atinda, denekler ve gozlemler icin genellestirilmis leverage
grafikleri incelenecektir. incelenen tim grafiklerde, kesik cizgi yardimiyla gosterilen
esik noktalar1, ortalama leverage degerininiki katina karsilik gelmektedir.

[1B:-]

n 3 L) b} A% =1 b1

Sekil 5.6. (5.2) modeli atinda marjinal uydurulmus degerlerin genellestirilmis
leverage matris olan L, in grafigi

Sekil 5.6 incelendiginde, 9 (5 numaral1 denegin birinci seansina karsilik gelen
5.1 numaral1 gbzlem), 22, 23, 37 ve 61 (11 numaral1 denegin ikinci seansina karsilik
gelen 11.2 numaral1 gbzlem, 12 numaral1 denegin birinci seansina karsilik gelen 12.1
numaral1 gbzlem, 19 numaral1 denegin birinci seansina karsilik gelen 19.1 numaral:
gbzlem ve 31 numaral1 denegin birinci seansina karsilik gelen 31.1 numaral1 gozlem)
numaral1 gozlemlerin yuksek genellestirilmis marjinal leverage (L,) degerine sahip

oldugu sonucuna varilir (Bkz. Ek 13).
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LR

0 5 9 5 E E »

£

Sekil 5.7. (5.2) modeli atindarastgel e etkilerin varligiyla agiklanan birimler ici
degiskenligin pargasi olan L, nin grafigi

Sekil 5.7 incelendiginde, 9 (5 numaral1 denegin birinci seansina karsilik gelen
5.1 numaral1 gozlem) ve 61 (31 numaral1 denegin birinci seansina karsilik gelen 31.1
numarali gozlem) numarali gbzlemlerin yuksek genellestirilmis rastgele bilesen
leverage (L,) degerine sahip oldugu sonucuna ulasilir (Bkz. Ek 13).

[}

B wa gl g L

o2

Cenck

Sekil 5.8. (5.2) modeli atinda kosullu uydurulmus degerlerin rastgele etki bileseni
icin genellestirilmis leverage matris olan H, nin grafigi

Sekil 5.8 incelendiginde, esik noktasimn 2trace(H,)/n = 0.008171392

olarak bulunmasi nedeniyle tim gozlemlerin ve deneklerin esik noktasinin altinda
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kaldig1, dolayisiyla H, grafiginin yiksek leverage noktalari gostermedigi sonucuna
varilir. Bu durum, H, deki gozlemlerin marjinal uydurulmus degerler igin yiksek
leverage olan gozlemlerin varligi tarafindan maskelenmesi sonucunda meydana
gelmis olabilir. Dolayisiyla, kosullu uydurulmus degerlerin rastgele etki bileseni icin
yuksek etkili gozlemlerin belirlenmesinde, H, yerine L, yi kullanmanin daha dogru

sonuglara gotirecegi sdylenebilir (Bkz. Ek 13).

5.3. Lineer Karma Modellerde Etki Analizi Ornegi

Beckman ve ark. (1987), New Mexico'da kurulu ABD Enerji Bakanligi'na
bagli ulusal bir laboratuar olan Los Alamos tarafindan yiksek etkili partikil hava
(HEPA-High Efficiency Particular Air) filtreleri Uzerinde yapilan ¢alisma sonucunda
elde edilen verinin bir kismum kullanarak, lineer karma modellerde yerel etki
tanilamalarim  gelistirmislerdir. Bu calismada, lineer karma modeldeki etki
tamlamalarimin incelenmesi amaciyla Beckman ve ark. (1987) tarafindan kullanilan
aerosol penetrasyon veris Matlab yardimiyla analiz edilecektir.

HEPA filtreleri havayr hem viriderden, solunabilir tozlardan, polen ve
duman partikillerinden hem de bakterilerden, cesitli zehirli tozlardan ve
aerosollerden korumak amaciyla olusturulan filtrelerdir. Bu ¢alismanin amact,
filtrelerin penetrasyon (duman, toz ve benzeri yapilar ¢ekim guct) cesitliligine en
fazla katkida bulunan faktorleri belirlemek ve kalite glvenlik testinde kullaniimast
amaciyla standart aerosol ile yer degistirebilecek alternatif diger bir aerosol tipi elde
etmektir. Bu amagla, iki filtre imalatcisi tarafindan Uretilen iki aerosol tipinden elde
edilen ylzdelik penetrasyonlar tzerinde analiz yapilacaktir. Her bir filtre imalatgis,
iki aerosol tipinin ylzdelik penetrasyonlarini degerlendirirken Gg filtre tipinden
yararlanacaktir. Aerosollerin penetrasyon yilzdelerinin ¢cok blyik olmast, filtrelerin
kalite givenlik testinde basarisiz oldugu anlamina gelmektedir. Veri, Cizelge 5.14 ile
gosterilmektedir.

Beckman ve ark. (1987) tarafindan aerosol verisi igin lineer karmamodel,

Yijkit = 4+ A; + M; + Fj + € (5.3)
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olarak tammlanmaktadir. Bu model, lineer karma model tiplerinden varyans
bilesenleri modelinin bir 6rnegidir. (5.3) esitliginde, y;jy, ylizdelik penetrasyonu, 4;
aerosol icin sabit etkiyi, M; imalatcr igin sabit etkiyi, Fjj j-inci imalatginin Grettigi k-
inci filtre icin rastgele etkiyi ve &y, ijk-inci hicredeki l-inci 6lglime karsilik gelen
hatay1 gostermektedir. Ayrica model, i =12 ve j =12 igin ¥;4; = Y;M; =0
kisittamalarina sahiptir ve Fj~N(0,07) ve €;,,~N(0,07) seklindedir. Aerosoller
ile imalatcilar sabit etkileri ve imalatcilar iginde i¢ ice gecmis filtreler de rastgele
etkileri olusturmaktadhr.

(5.3) ssitligi ile verilen varyans bilesenleri modeli, matris gosterimi
yardimiyla y = Xf + Zu + ¢ formunda ifade edilir. Burada, y, 36 < 1 tipinde
yuzdelik penetrasyon degerlerinden olusan yanit vektorind, X, 36 x 3 tipinde sabit
etkilere iliskin tasarim matrisini ve Z, 36 x 6 tipinde rastgele etkilere iliskin tasarim
matrisini gostermektedir. X matrisinin ilk situnu 1 degerlerinden olusan u lere,
ikinci siitunu sirastyla 1 ve —1 degerlerinden olusan Aerosol 1 ve Aerosol 2 lere,
Uclincli stitunu ise sirastyla —1 ve 1 degerlerinden olusan imalatg: 1 ve imalatci 2
lere karsilik gelmektedir. ¥; A; = ¥; M; = 0 kisitlamalart nedeniyle, X matrisinin
ikinci ve tglinc situnu 1 ve —1 degerlerinden olusmaktadir. Z matrisinin ilk stitunu
Filtre 1 e, ikinci situnu Filtre 2 ye, U¢tinct stitunu Filtre 3 e, dordinci siitunu Filtre 4

e, besinci siitunu Filtre 5 e ve dtinc siitunu da Filtre 6 ya karsilik gelmektedir. 3,

i
Ay

1

edilir. Son olarak u, 6 x 1 tipinde rastgele etkilerden olusan parametreler vektoru

3 x 1 tipinde sabit etkilerden olusan parametreler vektori olup, seklinde ifade

olup, seklindedir.
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Cizelge 5.14. imalatcilarin yararlanchg tic filtre tipinin kullaniimast ile iki
aerosolden elde edilen ylizdelik penetrasyonlar (Beckman ve ark.,

1987)

Aerosol 1 (i=1) Aerosol 2 (i=2)
imalatc 1 imalatgi 2 imalatgi 1 imalatgi 2
(=1) (=2) (=1) (=2)
Filtre 1 (k=1) Filtre 4 (k=1) Filtre 1 (k=1) Filtre 4 (k=1)
0.750 0.600 1.120 0.910
0.770 0.680 1.100 0.830
0.840 0.870 1.120 0.950
Filtre 2 (k=2) Filtre 5 (k=2) Filtre 2 (k=2) Filtre 5 (k=2)
0.082 4.100 0.160 0.660
0.085 5.000 0.110 0.830
0.096 1.800 0.260 0.610
Filtre 3 (k=3) Filtre 6 (k=3) Filtre 3 (k=3) Filtre 6 (k=3)
0.082 1.000 0.150 2.170
0.076 1.800 0.120 1.520
0.077 2.700 0.120 1.580

Cizelge 5.14 ile verilen veri Matlab yardimiyla analiz edilmistir. Calismanin
amacinin lineer karma modellerde tahmin prosedurleri olmamasi nedeniyle, D nin

bilindigi varsayimi altinda kosullu rezidilerin kullamimasiyla yapilan analiz

0.3123
(] |
sonucunda = [A; | = [0.1969], @ =|_paa08| 67 =01176 ve 67 = 0.5475
m,] 105970 [ 0.3250 J
0.1157

01176 .. 0

olarak elde edilir. Aynmt zamanda, var(u)Z[ ve

0 . 01176 lgxe
var(e) = 0.5475 x I;, seklinde oldugu da ifade edilebilir.
(5.3) modeli altinda, sirasiyla, sabit ve rastgele etkili parametre tahminleri ve

likelihood fonksiyonu Uizerindeki etki 6lgtmlerinin indeks grafikleri incelenecektir.
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03

0.1

0.05

0

; :
18 21 36
indeks

Sekil 5.9. (5.3) modéli altinda CD(B) mn indeks grafi gi

Sekil 5.9 incelendiginde, 13 ve 14 numara gbzlemlerin biyik CD(B)

degerlerine sahip olmalar1 nedeniyle B Uzerinde etkili olan noktalar olduklar:

sonucuna ulasilir (Bkz. Ek 14).

)

0 3 5] 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36
indeks

Sekil 5.10. (5.3) modeli altinda |VR — 1| mn indeks grafigi
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Sekil 5.10 incelendiginde, 13 ve 14 numaral1 gdzlemlerin f min varyansi
Uzerinde etkili olan noktalar olduklar1 sdylenebilir. Clnki |[VR — 1| igtatistiginin
bilyiik degerleri, f min varyans: {izerinde etkili olan noktalar gostermekteydi (Bkz.
Ek 14).

I R S A S S B SR B A
[NR=}
07
06

0.5

[T

0.4

0.3

0z

0.1

0

18 36
indeks

Sekil 5.11. (5.3) modeli altinda |CW| nun indeks grafi gi

Sekil 5.11 incelendiginde, 13 ve 14 numarali gdzlemlerin g veya Var(g)
Uzerinde etkili olan noktalar olduklar: sonucu elde edilir. Clnki CW un isareti gz
ardi edildiginde, buyik |CW|, B veya Var(f) uzerinde etkili olan noktalar:
gostermekteydi ve bilyik n degerleri icin CW; z%log(VRi(B)) olarak ifade
edilmekteydi (Bkz. Ek 14).
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] L B B

03

0.25

0z

AP

0.15

0.1

0.05

D 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 | 1 i 1 1
0 3 5] 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36
indeks

Sekil 5.12. (5.3) modeli altinda AP nin indeks grafi gi

Sekil 5.12 incelendiginde, AP nin biyuk degerlerinin etkili olan noktalar:
gostermes sebebiyle 13 ve 14 numaral1 gozlemlerin etkili olan noktalar olduklar
soylenebilir (Bkz. Ek 14).

=
2025
[

18 36
indeks

Sekil 5.13. (5.3) modeli altinda €D (u) nun indeks grafi gi
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Sekil 5.13 incelendiginde, 13 ve 14 numara1 gozlemlerin biyiuk CD(u)
degerlerine sahip olmaarindan dolay: rastgele etkili parametrelerin 6n tahmini

Uzerinde etkili olan noktalar olduklar: sonucuna ulasilir (Bkz. Ek 14).

LD

0 3 53 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36
indeks

Sekil 5.14. (5.3) modeli altinda LD nin indeks grafigi

Sekil 5.14 incelendiginde, 13 ve 14 numarali gozlemlerin likelihood
fonksiyonu uzerinde etkili olan noktalar olduklar: sdylenebilir. Cunkt LD nin biyik
degerleri etkili olan noktalar1 gostermekteydi (Bkz. Ek 14).

Sabit ve rastgele etkili parametre tahminleri ve likelihood fonksiyonu
Uzerindeki etki 6lcumlerinin indeks grafiklerinin incelenmes sonucunda 14 numaral 1
gbzlemin en etkili, 13 numaral1 gdzlemin ise ikinci en etkili nokta oldugu agikca
gorulmektedir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismamn konusunu, lineer karma modellerdeki rezidi ve etki andlizi
olusturmaktadhr.

Bu caismada ilk olarak, lineer regresyonda rezidi ve etki anaizi
calismalarina yer verilmis, daha sonra lineer karma model ile hiyerarsik lineer model
aciklanmis ve lineer regresyonda rezidi ve etki analiziyle ilgili tanimlanan ol¢itler
lineer karmamodel icin verilmistir.

Lineer karma modellerde yer aan etki tanilamalar icin esik noktalari
gelistirilmemistir. Aynm zamanda, hiyerarsik lineer modellerde etki analizi ileilgili de
literatUrde yeterli dizeyde bir calismaya ulasilamamaktadir. Dolayisiyla, lineer
karma modellerdeki etki tamlamalari icin esik noktalarinin belirlenmes ve hiyerarsik
lineer modellerde etki analizi gelecek ¢al ismalarin konusunu olusturabilir.

Ayrica, lineer karma modellerde ¢oklu i¢ iliski olmasi durumunda rezidi ve
etki analizi ileilgili de gelecekte ¢calismalar yapilabilir.
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EK 1. Mahalanobis Uzak g (Satman, 2005)

Mahalanobis uzakligi, verinin varyans-kovaryans yapisini da goz oniine alan
ve tek bir aykirni gozlemin testi icin kullamilabilecek olan bir uzaklik formuli
tammlar. Bu uzaklik, bir regresyon denkleminden hesaplanilan kalintilar Gzerinden
degil cok degiskenli veri Uzerinden hesaplanir. X gdzlem degerlerinden olusan veri
matrisi, X veriden hesaplanan ortalama vektérii ve § de aym veriden hesaplanan
orneklem varyans-kovaryans matrisi olmak Uzere i-inci gozlem icin Mahalanobis

uzakligi,

M; =/ (x; — 0)TS1(x; — %)

olarak tammlanir. Mahalanobis uzakliginin Frobenius yani Euclidean normundan

farki, veri kiimesindeki korelasyonlar1 daigcermesidir.
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EK 2. Determinantla Ilgili Teorem (Searle, 2006)

A B
¢ D

a) Eger A tekil olmayan bir matrisise det(X) = det(A)det(D — CA™1B)
b) Eger D tekil olmayan bir matrisise det(X) = det(D)det(A — BD™1C)
olacaktir.

Teorem: X = ( ) seklinde parcalanmig matris olsun. Bu durumda,
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EK 3. Sherman-Morrison-Woodbury Teoremi (Golub ve Van Loan, 1983)
A, tekil olmayan bir matrisve c, d stitun vektorleri olsun. Buna gore;

A tedT A1

Tyl = g1 42 ¢4 2
(A —cdb) A e

dir. i-inci g6zlem cikarildiktan sonra elde edilen W;;(X, X) matrisi,

X %7

WX, X) = WX, X) - -

i
seklinde, Bolim 3.1.3'de ifade edilmisti. W[L-](X,X)‘1 matrisi, Sherman-Morrison-
Woodbury Teoremi yardimiyla ve

X
A=WX,X),c=% ,d=—
m

alinmasiyla, Wi;; (X, X)W (X, X) ifadesi,

W(X,X)‘lXTCl-CL-TXW(X,X)‘1
(m; — i)
N W(X,X)‘lXTCL-CL-TX
Cii — Cl-TXW(X,X)‘l)(TCi

Wi (X, X)"'W (X, X) = (W(X,X)-1 + )W(X,X)

olarak elde edilir.
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EK 4. Frobenius (Euclidean) Normu (Saripinar, 2004)

Tamm: M,,(G) n x n matriderin bir kiimesini gostermek Uzere,
I 1I: M, (G) - R*

seklinde tantmlanan donlisiim,

i) AeM,(G) icinA # 0ise||A|| >0veA =0  ||A|| = O dhr.
i) AeM,,(G) ve aeG icin ||aA]l = |a|||A|| dir.

iii) A, BeM,(G) icin ||A + B|| < ||A|| + ||B]| chr.

iv) A, BeM,(G) ||AB]|| < ||A|ll|B]| chr.

sartlarim sagliyorsa, matris normu adim alir ve matris normu AeM,(G) igin
M, (A) = ||A|| seklinde gosterilir.

A= (aif)nxn bir matris olmak Uizere,
1
n 2
2
Al = (Zlaﬁl )

i=1

ifadesi Frobenius veya Euclidean normu adim alir.
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EK 5. B — By ile — ©i;) mn Elde Edilmes
(3.12) ileverilen

By = f - XTHX0) %5 - ¥ B)
' m; — Dii

esitliginde, Zewotir ve Galphin (2005) tarafindan gelistirilen

. 1 . 1 . o 1
% =—XTC .y = ZYTCL' i = XWX, X)X m; = =
122

Cii ii
Olcutleri ile
Tii = Cii — CL-TX(XTH_1X)_1XTC1'

ifades yerine konulup, gerekli islemler yapildiginda,

N N e;
B—Bu=wXxX)X"c;—

L

olarak elde edilir. Burada,

=y—XB—ZDZTH 'y +ZDZTH 'Xp
H-I

=H ' (y-XB)=c(y—xB)
olup, e nin i-inci eleman ise,

e, =y"Ci—CIXPp
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dir.

7 — ;) incelensin. (3.14) ile verilen

~ ~T A
i
Uy =@ — D% — (ZTHX)(XTH™'X)7'%] H
2 i

esitliginde, Zewotir ve Galphin (2005) tarafindan gelistirilen

1 1 1 1
X =—X"C.5i=—y"Cpu = XWX, X)) my=—,4,=—7"C,
Ci Cii Cii Cij

olcutleri ile
1 =cy — CFX(XTHIX)XTC; Ry = C; — HIX(XTH™1X)"1XT(;

ifadeleri yerine konulup, gerekli islemler yapildiginda,

olarak bulunur.
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EK 6. 8% iledZ Arasindaki iliski
(3.16) ileverilen

1

1
8%y = n-D (naez —

~ _ ~ThH 2)
m; — Pii (yl lﬁ)

esitliginde, Zewotir ve Galphin (2005) tarafindan gelistirilen

~ 1 A 1 X -1y 1
X :fXTCi,Yi :ZYTCL' Pi = XWX X)) m = —
2

ii ii
olcutleri ile
Tii = Cii — CL-TX(XTH_1X)_1XTC1'

ifadesi yerine konulup, gerekli islemler yapildiginda,

~ A2 .
62 = nG;  (y'Ci—CIXB) [ei? _ n67  ef
‘W n-1 (n — Dy /cii? n—-1 (n-Dry
— né; ti6em _ n—t?\
n_l (n—l)rii n—l e
olarak elde edilir.
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EK 7. En Kuguk Bozulmus Rezidllerin Elde Edilmes (Nobre ve Singer, 2007)

(3.20) esitliginin tekil deger ayrisgimu yardimiyla maksimum yapilmasin
saglayan [7 e en kiiglik bozulmus reziduleri elde edilmek istensin. Ozel olarak ¥ = I,
olarak ainmasi sebebiyle, ( un sifirdan farkli uzayi ileilgilenilmes yeterlidir. n x n

boyutlu ve n — p rankli  matrisi verildiginde K"K = I(,,_,,y olmak tizere,

1 1
2022 = KIIKT

tekil deger ayrisimi yapilabilir. Burada K, n < (n — p) boyutlu bir matris, IT ise
(n—p)x(n—p) boyutlu kosegen bir matris olup, IT = diag(my, -+, mn—p)

seklindedir ve mr,_, < --- < my < 1 dir. v; nin herhangi bir (n — p) x 1 vektoricgin

1 1
l; = 272K 2v; olarak ainip, (3.20) esitliginde yerine yazilirsa,

T
v; [Tv;

T

Ai =
olarak bulunur. v;, I;—py nin i-inci situnu olarak alinciginda,

11 11
l;, =272KII"2v; =m; 227 2K; , (i=1,-,n—p)

seklinde olup K;, K matrisnin i-inci stitununu gostermektedir. Boylece, (3.20)

esitliginin maksimum olmasini saglayan I7 e en kiiglk bozulmus rezidiileri,

1 1
Ife =m2KI 272y

olarak elde edilir.
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EK 8. Karesdl Formlarin Dagilimiyla ilgili Teoremler (McCulloch ve Searle,
2001)

Teorem: y~N,(1,2) olsun. J,p x p tipinde ranki r olan simetrik bir matris ve
x= %nT]n iken yTJy~X2(r,X) olmasi icin gerek ve yeter kosul J ¥ mn idempotent

olmasiahr.

Teorem: y~N,(1,2) olsun. B2/ =0 ise y'Jy ile y"By karesel formlarn
bagimsizdir.
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EK 9. Microsoft Excel'e Bakteri Plak indeks Verisinin Girisi

Observations Tootbrush Session Before (x) After (y) Subject
1 Conventional 1 1,05 1 1
2 Conventional 2 1,13 0,84 1
3 Conventional 3 1,15 0,86 1
4 Conventional 4 1,13 0,94 1
5 Conventional 1 1,07 0,62 2
6 Conventional 2 0,92 0,62 2
7 Conventional 3 1,02 0,57 2
8 Conventional 4 1,15 0,85 2
9 Conventional 1 0,82 0,62 3

10 Conventional 2 1,52 1,07 3
11 Conventional 3 1,39 0,97 3
12 Conventional 4 1,78 1,39 3
13 Conventional 1 1,37 0,9 4
14 Conventional 2 1,65 1,2 4
15 Conventional 3 1,75 1,4 4
16 Conventional 4 1,92 1,67 4
17 Conventional 1 1,97 1,52 5
18 Conventional 2 1,3 1,07 5
19 Conventional 3 1,5 1,15 5
20 Conventional 4 1,65 1,37 5
21 Conventional 1 1,3 0,82 6
22 Conventional 2 1,17 0,7 6
23 Conventional 3 0,75 0,5 6
24 Conventional 4 1,47 1,12 6
25 Conventional 1 1,61 1,19 7
26 Conventional 2 1,52 1,13 7
27 Conventional 3 1,22 1 7
28 Conventional 4 1,63 1,22 7
29 Conventional 1 1,02 0,73 8
30 Conventional 2 1,08 0,64 8
31 Conventional 3 0,94 0,73 8
32 Conventional 4 1,14 0,97 8
33 Conventional 1 1,62 1,25 9
34 Conventional 2 1,45 1,1 9
35 Conventional 3 1,1 0,75 9
36 Conventional 4 1,7 1,32 9
37 Conventional 1 1,65 1,22 10
38 Conventional 2 1,57 1,22 10
39 Conventional 3 1,47 1,1 10
40 Conventional 4 1,62 1,17 10
41 Conventional 1 1,02 0,78 11
42 Conventional 2 0,6 0,47 11
43 Conventional 3 0,88 0,75 11
44 Conventional 4 1,36 1,08 11
45 Conventional 1 0,71 0,6 12
46 Conventional 2 1,13 0,39 12
47 Conventional 3 0,84 0,65 12
48 Conventional 4 1,65 1,31 12
49 Conventional 1 1,7 1,55 13
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50 Conventional 2 1,85 1,37 13
51 Conventional 3 1,87 1,55 13
52 Conventional 4 1,6 1,3 13
53 Conventional 1 1,3 1,02 14
54 Conventional 2 1,65 0,97 14
55 Conventional 3 1,72 1,2 14
56 Conventional 4 1,37 1,22 14
57 Conventional 1 1,4 0,8 15
58 Conventional 2 1,83 1,03 15
59 Conventional 3 1,76 1,38 15
60 Conventional 4 1,96 1,15 15
61 Conventional 1 1,4 1,12 16
62 Conventional 2 1,25 0,67 16
63 Conventional 3 1,5 1,1 16
64 Conventional 4 1,5 1,22 16
65 Monoblock 1 1,66 1,63 17
66 Monoblock 2 1,36 1,16 17
67 Monoblock 3 1,52 0,88 17
68 Monoblock 4 1,41 1,2 17
69 Monoblock 1 1,02 0,8 18
70 Monoblock 2 0,92 0,82 18
71 Monoblock 3 1,1 0,76 18
72 Monoblock 4 1,28 1,15 18
73 Monoblock 1 0,75 0,67 19
74 Monoblock 2 1 0,92 19
75 Monoblock 3 1 0,87 19
76 Monoblock 4 1,15 1,1 19
77 Monoblock 1 1,29 1,23 20
78 Monoblock 2 0,91 0,76 20
79 Monoblock 3 1,14 0,94 20
80 Monoblock 4 1,35 0,97 20
81 Monoblock 1 1,27 1,2 21
82 Monoblock 2 1,2 0,95 21
83 Monoblock 3 1,1 1 21
84 Monoblock 4 1,37 1,17 21
85 Monoblock 1 1,07 0,85 22
86 Monoblock 2 1,39 1,25 22
87 Monoblock 3 1,39 1,25 22
88 Monoblock 4 1,28 1,21 22
89 Monoblock 1 1,35 1,21 23
90 Monoblock 2 1,42 1,17 23
91 Monoblock 3 1,42 1,19 23
92 Monoblock 4 1,42 1,23 23
93 Monoblock 1 1,32 1,02 24
94 Monoblock 2 1,6 1,4 24
95 Monoblock 3 1,35 1,02 24
96 Monoblock 4 1,5 1,25 24
97 Monoblock 1 1,66 1,61 25
98 Monoblock 2 1,5 1,36 25
99 Monoblock 3 1,72 1,41 25
100 Monoblock 4 1,69 1,44 25
101 Monoblock 1 1,3 1,07 26
102 Monoblock 2 0,84 0,61 26
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103 Monoblock 3 0,88 0,61 26
104 Monoblock 4 0,96 0,57 26
105 Monoblock 1 1,57 1,2 27
106 Monoblock 2 1,5 1,07 27
107 Monoblock 3 1,15 1 27
108 Monoblock 4 1,25 1,05 27
109 Monoblock 1 1,67 1,5 28
110 Monoblock 2 1,47 1,32 28
111 Monoblock 3 1,07 0,97 28
112 Monoblock 4 1,5 1,37 28
113 Monoblock 1 0,91 0,67 29
114 Monoblock 2 0,96 0,62 29
115 Monoblock 3 1,09 0,53 29
116 Monoblock 4 1,12 0,37 29
117 Monoblock 1 1,06 0,7 30
118 Monoblock 2 1 0,85 30
119 Monoblock 3 1,15 0,93 30
120 Monoblock 4 1,12 1 30
121 Monoblock 1 2,3 2 31
122 Monoblock 2 1,37 1,25 31
123 Monoblock 3 1,4 1,32 31
124 Monoblock 4 2,15 1,9 31
125 Monoblock 1 1,15 1 32
126 Monoblock 2 1,23 1,11 32
127 Monoblock 3 1,15 1,07 32
128 Monoblock 4 1,26 1 32

140




EK 10. X ve Z Matris iley Vektorintin Elde Edilmesi

Cizelge 10.1. X matrisinin elde edilmes

Observations log(x) Qg ay
1 0.04879016 1 0
2 0.12221763 1 0
3 0.13976194 1 0
4 0.12221763 1 0
5 0.06765865 1 0
6 -0.08338161 1 0
7 0.01980263 1 0
8 0.13976194 1 0
9 -0.19845094 1 0

10 0.41871033 1 0
11 0.32930375 1 0
12 0.57661336 1 0
13 0.31481074 1 0
14 0.50077529 1 0
15 0.55961579 1 0
16 0.65232519 1 0
17 0.67803354 1 0
18 0.26236426 1 0
19 0.40546511 1 0
20 0.50077529 1 0
21 0.26236426 1 0
22 0.15700375 1 0
23 -0.28768207 1 0
24 0.38526240 1 0
25 0.47623418 1 0
26 0.41871033 1 0
27 0.19885086 1 0
28 0.48858001 1 0
29 0.01980263 1 0
30 0.07696104 1 0
31 -0.06187540 1 0
32 0.13102826 1 0
33 0.48242615 1 0
34 0.37156356 1 0
35 0.09531018 1 0
36 0.53062825 1 0
37 0.50077529 1 0
38 0.45107562 1 0
39 0.38526240 1 0
40 0.48242615 1 0
41 0.01980263 1 0
42 -0.51082562 1 0
43 -0.12783337 1 0
44 0.30748470 1 0
45 -0.34249031 1 0
46 0.12221763 1 0
47 -0.17435339 1 0
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48 0.50077529 1 0
49 0.53062825 1 0
50 0.61518564 1 0
51 0.62593843 1 0
52 0.47000363 1 0
53 0.26236426 1 0
54 0.50077529 1 0
55 0.54232429 1 0
56 0.31481074 1 0
57 0.33647224 1 0
58 0.60431597 1 0
59 0.56531381 1 0
60 0.67294447 1 0
61 0.33647224 1 0
62 0.22314355 1 0
63 0.40546511 1 0
64 0.40546511 1 0
65 0.50681760 0 1
66 0.30748470 0 1
67 0.41871033 0 1
68 0.34358970 0 1
69 0.01980263 0 1
70 -0.08338161 0 1
71 0.09531018 0 1
72 0.24686008 0 1
73 -0.28768207 0 1
74 0.00000000 0 1
75 0.00000000 0 1
76 0.13976194 0 1
77 0.25464222 0 1
78 -0.09431068 0 1
79 0.13102826 0 1
80 0.30010459 0 1
81 0.23901690 0 1
82 0.18232156 0 1
83 0.09531018 0 1
84 0.31481074 0 1
85 0.06765865 0 1
86 0.32930375 0 1
87 0.32930375 0 1
88 0.24686008 0 1
89 0.30010459 0 1
90 0.35065687 0 1
91 0.35065687 0 1
92 0.35065687 0 1
93 0.27763174 0 1
94 0.47000363 0 1
95 0.30010459 0 1
96 0.40546511 0 1
97 0.50681760 0 1
98 0.40546511 0 1
99 0.54232429 0 1
100 0.52472853 0 1
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0
0

0
0

0.26236426
-0.17435339
-0.12783337
-0.04082199

0.45107562
0.40546511
0.13976194
0.22314355
0.51282363
0.38526240
0.06765865
0.40546511
-0.09431068
-0.04082199

0.08617770
0.11332869
0.05826891
0.00000000
0.13976194
0.11332869
0.83290912
0.31481074
0.33647224
0.76546784
0.13976194
0.20701417
0.13976194
0.23111172

101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128

Cizelge 10.2. Z matrisinin elde edilmes

1/0/0/0/0/0]0|0]0O]0OjOj|OjO|OjO|OJO|OjO|0Oj0O|0OJO|OjJOj0OJO|0OJO|OJO]O
1/0/0/0/0/0]0|0]0O]0OjOj|OjO|OjO|OJO|OjO|0Oj0O|0OJO|OjJOj0OJO|0OJO|OJO]O
1/0/0/0/0/0]0|0]0O]0OjOj|OjO|OjO|OJO|OjO|0Oj0O|0OJO|OjJOj0OJO|0OJO|OJO]O
1/0/0/0/0/0]0|0]0O]0OjOj|OjO|OjO|OJO|OjO|0Oj0O|0OJO|OjJOj0OJO|0OJO|OJO]O
0{1/0/0/0/0]0j0O|0j0O|0O|0Oj0O|0OjO|0OjOj]OjO|O|jO|OJO|0OjJO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0{1/0/0/0/0]0j0O|0j0O|0O|0Oj0O|0OjO|0OjOj]OjO|O|jO|OJO|0OjJO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0{1/0/0/0/0]0j0O|0j0O|0O|0Oj0O|0OjO|0OjOj]OjO|O|jO|OJO|0OjJO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0{1/0/0/0/0]0j0O|0j0O|0O|0Oj0O|0OjO|0OjOj]OjO|O|jO|OJO|0OjJO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0{0/1/0/0/0]/0j0O|0j0Oj0O]0Oj0O|0OjO|0OjOj]O|jO|O|j0O|OJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0{0/1/0/0/0]0j0O|0j0Oj0O|0Oj0O|0Oj0O|0OjOj]O|jOj|O|jO|OJO|0O|O|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/0[1/0/0[{0]0/0O]0O|0]0OJ0O|0O|0]0Oj0O|0O|0O|0O|0OJ0OjJ0O|0O|0Oj0OJ0OJ0O[0O]0O]j0OJO]O
0/0[1/0/0[{0]0/0O]0O|0]0OJ0O|0O|0]0Oj0O|0O|0O|0O|0OJ0OjJ0O|0O|0Oj0OJ0OJ0O[0O]0O]j0OJO]O
0/0[{0/1)0{0]0/0O0]0|0]0OJ0O|0O|0]0Oj0O|0O|0O|0O|0OJ0OJ0O|0O|0Oj]0OJ0OJ0O[0O]0O]j0OJO]O
0/0[{0/1)0{0]0/0]0|0]0OJ0O|0O|0]0Oj0O|0O|0O|0O]0OJ0OJ0O|0O|0Oj]0OJ0OJ0O[0O|0O]j0OJO]O
0/0[{0/1)/0{0]0/0]0|0]0OJ0O|0O|0]0Oj0O|0O|0O|0O|]0OJ0OjJ0O|0O|0Oj]0OJ0OJ0O[0O]0]j0OJO]O
0/0[{0/1)0{0]0/0]0|0]0OJ0O|0O|0]0Oj0O|0O|0O|0]0OJ0OJ0O|0O|0Oj0OJ0OJ0O[0O]0]j0OJO]O
0/0[{0/0]1]{0]0/0]0|0]0Oj0O|0O|0]0Oj0O|0O|0O|0O|0OJ0OjJ0O|0O|0Oj0OJ0OJ0O[0O]0O]j0OJO]O
0/0[{0/0]1]{0]0/0]0|0]0Oj0O|0O|0]0Oj0O|0O|0O|0O|0OJ0OjJ0O|0O|0Oj0OJ0OJ0O[0O]0O]j0OJO]O
0/0[{0/0]1]{0]0/0]0|0]0OJ0O]|0O|0]0Oj0O|0O|0O|0O]0OJ0OjJ0O|0O|0Oj0OJ0OJO[0O]0O]j0OJO]O
0/0[{0/0]1]{0]0/0]0|0]0OJ0O|0O|0]0Oj0O|0O|0O|0O]0OJ0OjJ0O|0O|0Oj0OJ0OJO[0O]0O]j0OJO]O
0/0[{0j0]j0[1]0/0]0|0]0Oj0O|0O|0O]0Oj0Oj0O|0O|0O|0OJ0OjJ0O|0O|0Oj0OJOJ0O[0O|0]j0OJO]O
0/0[/0j0Oj0O[1]0/0]0O|0]0OJO]0O|0O]OJ0OJO|0O|0O]0OJOJ0O|0O|0O]0OJOJO[0O]0O]jOJO]O
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0/{0/0/0]0j1]/0/0|0/0[0O]0Oj0O|0Oj0O|0OjOj]O|jO|Oj0O|OJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0/0]0j1]/0/0|0j0j0O]0Oj0O|0OjO|0OjOj]O|jOj|OjO|OJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0/0]0j0O0]1/0/0/0j0O]0Oj0O|0OjO|OjOj]OjO|OjO|OJO|OjJO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0{0/0]0]0j0]1/0/0/0|0O]0Oj0O|0OjO|OjOj]OjOjOjOjOJO|0O|JO|OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0/0]0j0O0]1/0/0/0j0O]0Oj0O|0OjO|OjOj]OjO|OjO|OJO|OjJO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/{0/0]0]0j0O]1/0/0/0j0O]0Oj0O|0OjO|OjOj]OjOjO|jOjOJO|OjJO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0]0]0/0|0|J1]0/0[0]0j0O|0Oj0O|0OjOj]OjOjOjOjOJO|OjO|OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0/0]0/0|0|j1]0/0[0]0j0O|0Oj0O|OjOj]OjOjOjO|OJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0/0]0/0|0|j1]0/0[0]0j0O|0Oj0O|0OjOj]OjOj|OjOjOJO|OjOj0OJO|0OJO|0OJO]O
0/{0/0/0]0j/0|0|j1]0/0[/0]0j0O|0Oj0Oj|0OjOj]OjOjOjOjOJO|0OjO|OJO|0OJO|0OJO]O
0/{0/0/0]0/0|0j0O|10/0]0j0O|0OjO|OjOj]O|jOjO|jOjOJO|OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0/0]0/0|0j0O|1/0/0]0j0O|0Oj0O|0OjOj]OjOjO|jOj0OJO|OjO|0OJO|0OJ0O|0OJO]O
0{0/0/0]0/0]0j0O|10/0]0j0O|0OjO|OjOj]OjOjO|jO|OJO|0OjO|0OJO|0OJ0O|0OJO]O
0/0/0/0]0/0]0j0O|10/0]0j0O|0OjO|OjOj]OjOjO|jOjOJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0/0]0/0|0j0O|0j1]/0|0j0O|0Oj0O|0OjOj]OjOjOjOjOJO|OjO|OJO|0OJO|OJO]O
0/0/0/0]0/0|0j0O|0j1]/0|0j0O|0Oj0O|0OjOj]OjOjOjOjOJO|OjO|OJO|0OJO|OJO]O
0/0/0/0]0/0]0j0O|0Oj1]/0|0j0O|0Oj0O|OjOj]OjOjOjO|OJO|OjO|OJO|0OJO|OJO]O
0/0/0/0]0/0]0j0O|0j1]/0|0j0O|0Oj0O|OjOj]OjOjOjOjOJO|OjO|OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0/0]0/0]0j0O|0j0O[1]0/0|0j0O|0OjOj]OjO|O|jO|OJO|O|JO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0/0]0/0]0j0O|0j0O[1]0/0|0j0O|0OjOj]OjO|O|jO|OJO|O|JO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0/0]0/0]0j0O|0j0O[1]0/0|0j0O|0OjOj]OjO|O|jO|OJO|O|JO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/{0/0/0]0/0]0j0O|0Oj0O[1]0/0|0j0O|0OjOj]OjOjO|jO|OJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0O|0O]1/0|/0j0O|0OjOj]OjOjOjOjOJO|OjO|OJO|OJO|OJO|O
0/0/0/0]0j/0|0j0O|0Oj0O|0O]1/0|/0j0O|0OjOj]OjOjOjOjOJO|OjOjOJO|OJO|OJO]O
0/{0/0/0]0/0|0j0O|0Oj0O|0O]1/0|/0j0O|0OjOj]OjOjOjOjOJO|OjO|OJO|OJO|OJO]O
0/{0/0]0]0j/0]0j0O|0Oj0O|0O]1/0|0j0O|0OjOj]OjOjOjOjOJO|OjO|OJO|OJO|OJO]O
0/{0/0/0]0/0]0j0O|0j0Oj0O]0Oj1|0/0O|0OjOj]OjOjOjO|OJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0/0]0/0]0j0O|0j0O[0O]0Oj1|0/0O|0Oj0Oj]OjOj|OjO|OJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0/0]0/0]0j0O|0j0O[0O]0Oj1|0/0O|0Oj0Oj]OjOjOjO|OJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/0/0/0]0/0]0j0O|0j0O[0O]0Oj1|0/0O|0Oj0Oj]OjOjOjO|OJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O
0/{0/0/0]0/0]0j0O|0j0Oj0O]0Oj0O]1/0|0j0Oj]OjOjOjOjOJO|OjOjOJO|OJO|OJO]O
0/{0/0/0]0/0]0j0O|0j0Oj0O]0Oj0O]1/0|0j0Oj]OjOjOjOjOJO|OjOjOJO|OJO|OJO]O
0/{0/0/0]0/0]0j0O|0j0Oj0O]0Oj0O]1/0|0j0Oj]OjOjOjOjOJO|OjOjOJO|OJO|OJO]O
0/{0/0/0]0/0]0j0O|0j0Oj0O]0Oj0O]1/0|0j0Oj]OjOjOjOjOJO|OjOjOJO|OJO|OJO]O
0/0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0Oj1|0j0Oj]OjOjOjOjOJO|0OjJO|0OJO|0OJO|OJO]O
0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0Oj1|0j0O|]OjO|OjO|OJO|0OjO|OJO|0OJO|OJO]O
0/{0/0/0]0/0]0j0O|0j0O|0O]0Oj0O|0Oj1|0j0O|OjOjOjOjOJO|0OjO|OJO|0OJO|OJO]O
0/{0/0/0]0/0]0j0O|0j0O|0O]0Oj0O|0Oj1|0j0O|OjOjOjOjOJO|0OjO|OJO|0OJO|OJO]O
0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0OjO]1/0/0OjOjOjOjOJO|OjOjOjJO|0OJO|OJO]O
0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0Oj0Oj0O|0OjO]1/0/0Oj0OjOjOjOJO|OjO|OJO|OJO|OJO|O
0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0Oj0Oj0O|0OjO]1/0|/0Oj0Oj|OjOjOJO|OjO|OJO|OJO|OJO]O
0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0Oj0Oj0O|0OjO]1/0|/0Oj0Oj|OjOjOJO|OjO|OJO|OJO|OJO]O
0/{0/0/0]0/0]0j0O|0Oj0O|0O]0Oj0O|0Oj0O|0Oj1|0|j0O|Oj0O|0OJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO|O

0/{0/0/0]0/0]0j0O|0Oj0O|0O]0Oj0O|0Oj0O|0Oj1|0|j0O|Oj0O|0OJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO|O

0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0Oj0O|0Oj1|0|j0O|0OjOjOJO|OjO|OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0/0]0j/0]0j0O|0Oj0O|0O]0Oj0O|0Oj0O|0Oj1|0|j0O|0Oj0Oj0OJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O

0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0Oj0O|0OjO[1/0|0Oj0O|OJO|0OjO|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0Oj0O|0OjO[1/0|0Oj0O|OJO|0OjO|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0Oj0O|0OjO[1/0|0Oj0O|OJO|0OjO|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0/0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0Oj0O|0OjO[1/0|0Oj0OjOjJO|0OjO|OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0Oj0Oj0O|0OjO|0OjO|OJ1|{0|j0O|0OJO|0OjO|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0Oj0Oj0O|0OjO|0OjO|OJ1|{0|j0O|0OJO|0OjO|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0)0]0j]0j0Oj0Oj0Oj0Oj0Oj]0OjOjOj]OjOjOjOjOJ1|{0Oj0OjOjJOjOjO|OJOj0OJOjOJO]JO
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0/{0/0]0]0/0O0]0Oj0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0Oj0O|0OjOj0O|J1|{0|j0O|0OJO|0OjO|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0/0]0/0|0j0O|0Oj0Oj0Oj0Oj0O|0OjO|0OjOjO|jO|1/0|0OjJO|0OjO|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0]0]0/0|0j0O|0Oj0Oj0O|]0Oj0O|0OjO|0OjOjO|JO|1/0|0OjJ0O|0OjO|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0OjO|0OjOjO|jO|1/0|0OJO|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O

0/{0/0]0]0/0|0j0O|0Oj0Oj0O|]0Oj0O|0OjO|0OjOjO|JO|1/0|0OjJ0O|0OjO|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0Oj0O|0OjOj]O|jO|0O|1|{0|J0O|0OjO|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0]0]0/0O0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0OjO|0OjOj]O|jO|0O|1|{0|J0O|0OjO|0OJO|0OJO|0OJO]O

0{0/0]0]0j/0O0]0Oj0O|0Oj0Oj0Oj0Oj0O|0OjO|0OjOj]O|jO|0O|1|{0|J0O|0OjO|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0OjO|OjOjO|jO|0O|1|0|J0O|0O|JOj0OJO|0OJO|0OJO]O

0/{0/0]0]0/0O0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0OjO|OjOjO|jO|O|O[1/0|0O|j0O|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0OjO|0OjOjO|jO|O|O[1/0|0O|j0O|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0]0]0/0|0j0O|0Oj0Oj0Oj0Oj0O|0OjO|OjOjO|jO|O|0O[1/0|0Oj0O|0OJO|0OJO|OJO]O

0/{0/0]0]0/0]0j0O|0Oj0Oj0O]0Oj0O|0OjO|OjOj]O|jO|O|0O[1/0|0Oj0O|0OJO|0OJO|OJO]O
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Cizelge 10.3. y vektorinun el de edilmes

Observations log(y)
1 0.00000000
2 -0.17435339
3 -0.15082289
4 -0.06187540
5 -0.47803580
6 -0.47803580
7 -0.56211892
8 -0.16251893
9 -0.47803580
10 0.06765865
11 -0.03045921
12 0.32930375
13 -0.10536052
14 0.18232156
15 0.33647224
16 0.51282363
17 0.41871033
18 0.06765865
19 0.13976194
20 0.31481074
21 -0.19845094
22 -0.35667494
23 -0.69314718
24 0.11332869
25 0.17395331
26 0.12221763
27 0.00000000
28 0.19885086
29 -0.31471074
30 -0.44628710
31 -0.31471074
32 -0.03045921
33 0.22314355
34 0.09531018
35 -0.28768207
36 0.27763174
37 0.19885086
38 0.19885086
39 0.09531018
40 0.15700375
41 -0.24846136
42 -0.75502258
43 -0.28768207
44 0.07696104
45 -0.51082562
46 -0.94160854
47 -0.43078292
48 0.27002714
49 0.43825493
50 0.31481074
51 0.43825493
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52 0.26236426
53 0.01980263
54 -0.03045921
55 0.18232156
56 0.19885086
57 -0.22314355
58 0.02955880
59 0.32208350
60 0.13976194
61 0.11332869
62 -0.40047757
63 0.09531018
64 0.19885086
65 0.48858001
66 0.14842001
67 -0.12783337
68 0.18232156
69 -0.22314355
70 -0.19845094
71 -0.27443685
72 0.13976194
73 -0.40047757
74 -0.08338161
75 -0.13926207
76 0.09531018
77 0.20701417
78 -0.27443685
79 -0.06187540
80 -0.03045921
81 0.18232156
82 -0.05129329
83 0.00000000
84 0.15700375
85 -0.16251893
86 0.22314355
87 0.22314355
88 0.19062036
89 0.19062036
90 0.15700375
91 0.17395331
92 0.20701417
93 0.01980263
94 0.33647224
95 0.01980263
96 0.22314355
97 0.47623418
98 0.30748470
99 0.34358970
100 0.36464311
101 0.06765865
102 -0.49429632
103 -0.49429632
104 -0.56211892
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105 0.18232156
106 0.06765865
107 0.00000000
108 0.04879016
109 0.40546511
110 0.27763174
111 -0.03045921
112 0.31481074
113 -0.40047757
114 -0.47803580
115 -0.63487827
116 -0.99425227
117 -0.35667494
118 -0.16251893
119 -0.07257069
120 0.00000000
121 0.69314718
122 0.22314355
123 0.27763174
124 0.64185389
125 0.00000000
126 0.10436002
127 0.06765865
128 0.00000000
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EK 11. R Analiz Sonuclari

Cizelge 11.1. Gozlemler icin R analiz sonuclar:

Observations Tootbrush resm resc rescp Subject
1 Conventional | 0.278690928 | 0.208987803 | 1.576993202 1
2 Conventional | 0.027134832 | -0.042568293 | -0.320647431 1
3 Conventional | 0.032218987 | -0.037484138 | -0.282287635 1
4 Conventional | 0.139612816 | 0.069909691 | 0.526597643 1
5 Conventional | -0.219183472 | -0.144470589 | -1.088452279 2
6 Conventional | -0.060377548 | 0.014335335 | 0.108607257 2
7 Conventional | -0.252950072 | -0.178237189 | -1.344392610 2
8 Conventional | 0.020522947 | 0.095235831 | 0.717045063 2
9 Conventional | 0.060608019 | 0.057055063 | 0.442485089 3

10 Conventional | -0.042589872 | -0.046142828 | -0.348202323 3
11 Conventional | -0.046704341 | -0.050257297 | -0.378492235 3
12 Conventional | 0.053033685 | 0.049480729 | 0.376565320 3
13 Conventional | -0.106367490 | -0.123067956 | -0.927754783 4
14 Conventional | -0.014211249 | -0.030911714 | -0.232949967 4
15 Conventional | 0.078073673 | 0.061373208 | 0.463284372 4
16 Conventional | 0.156949054 | 0.140248588 | 1.063372094 4
17 Conventional | 0.035805622 | -0.010791469 | -0.082104351 5
18 Conventional | 0.121794661 | 0.075197570 | 0.567296963 5
19 Conventional | 0.043439646 | -0.003157445 | -0.023773696 5
20 Conventional | 0.118277934 | 0.071680843 | 0.540534449 5
21 Conventional | -0.144314926 | -0.091998219 | -0.693060123 6
22 Conventional | -0.191761353 | -0.139444646 | -1.050085298 6
23 Conventional | -0.060684449 | -0.008367742 | -0.064897920 6
24 Conventional | 0.038247809 | 0.090564517 | 0.684954308 6
25 Conventional | 0.003223380 | -0.018847749 | -0.142186897 7
26 Conventional | 0.011969112 | -0.010102017 | -0.076103732 7
27 Conventional | 0.120914931 | 0.098843802 | 0.746328888 7
28 Conventional | 0.015140341 | -0.006930789 | -0.052306873 7
29 Conventional | -0.005541899 | -0.011283194 | -0.085114248 8
30 Conventional | -0.197215445 | -0.202956739 | -1.528930990 8
31 Conventional | 0.080335571 | 0.074594276 | 0.564586106 8
32 Conventional | 0.161765388 | 0.156024093 | 1.174751905 8
33 Conventional | 0.045903297 | 0.035346372 | 0.266843405 9
34 Conventional | 0.034632468 | 0.024075543 | 0.181297890 9
35 Conventional | -0.057902966 | -0.068459891 | -0.519156304 9
36 Conventional | 0.049711091 | 0.039154166 | 0.296198428 9
37 Conventional | 0.002318053 | -0.005982837 | -0.045120714 10
38 Conventional | 0.054573008 | 0.046272118 | 0.348578823 10
39 Conventional | 0.020229304 | 0.011928414 | 0.089810844 10
40 Conventional | -0.020236505 | -0.028537395 | -0.215115735 10
41 Conventional | 0.060707486 | -0.002498477 | -0.018818230 11
42 Conventional | 0.112056523 | 0.048850559 | 0.384417288 11
43 Conventional | 0.176713410 | 0.113507446 | 0.858949190 11
44 Conventional | 0.083656771 | 0.020450808 | 0.155026768 11
45 Conventional | 0.179263285 | 0.238340117 | 1.847305665 12
46 Conventional | -0.740120321 | -0.681043488 | -5.127780855 12
47 Conventional | 0.082524387 | 0.141601220 | 1.078969787 12
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48 Conventional | 0.073494332 | 0.132571164 | 1.015100775 12
49 Conventional | 0.210334286 | 0.149536945 | 1.126873599 13
50 Conventional | -0.002014773 | -0.062812114 | -0.474595395 13
51 Conventional | 0.110123776 | 0.049326436 | 0.372874287 13
52 Conventional | 0.098185228 | 0.037387888 | 0.281518350 13
53 Conventional | 0.073938640 | 0.075851153 | 0.571712306 14
54 Conventional | -0.226992013 | -0.225079499 | -1.699080523 14
55 Conventional | -0.057896475 | -0.055983961 | -0.423337360 14
56 Conventional | 0.197843884 | 0.199756398 | 1.504308693 14
57 Conventional | -0.246925739 | -0.144359209 | -1.088272305 15
58 Conventional | -0.275838179 | -0.173271649 | -1.309110826 15
59 Conventional | 0.057693954 | 0.160260484 | 1.209077264 15
60 Conventional | -0.237792049 | -0.135225519 | -1.025196272 15
61 Conventional | 0.089546498 | 0.106188212 | 0.799536175 16
62 Conventional | -0.305104326 | -0.288462612 | -2.174368989 16
63 Conventional | -0.001012116 | 0.015629598 | 0.117785696 16
64 Conventional | 0.102528563 | 0.119170277 | 0.898075183 16
65 Monoblock 0.170978171 | 0.186312208 | 1.408482526 17
66 Monoblock 0.040399675 | 0.055733712 | 0.419645282 17
67 Monoblock | -0.352797952 | -0.337463915 | -2.543524972 17
68 Monoblock 0.036339899 | 0.051673937 | 0.389075884 17
69 Monoblock | -0.028690766 | -0.030428743 | -0.229489706 18
70 Monoblock 0.104491253 | 0.102753276 | 0.778314316 18
71 Monoblock | -0.159373800 | -0.161111777 | -1.213290100 18
72 Monoblock 0.095483221 | 0.093745244 | 0.706886984 18
73 Monoblock 0.117269104 | 0.045938752 | 0.351624654 19
74 Monoblock 0.131891947 | 0.060561594 | 0.456289047 19
75 Monoblock 0.076011488 | 0.004681135 | 0.035269066 19
76 Monoblock 0.163635996 | 0.092305643 | 0.695351835 19
77 Monoblock 0.154553193 | 0.142957446 | 1.077047665 20
78 Monoblock 0.039996330 | 0.028400583 | 0.215883264 20
79 Monoblock 0.015633131 | 0.004037384 | 0.030407922 20
80 Monoblock | -0.130719986 | -0.142315733 | -1.073363858 20
81 Monoblock 0.146289267 | 0.106171350 | 0.799427207 21
82 Monoblock | -0.027715276 | -0.067833192 | -0.510803332 21
83 Monoblock 0.115063046 | 0.074945129 | 0.565313189 21
84 Monoblock 0.041280713 | 0.001162797 | 0.008765204 21
85 Monoblock | -0.018382661 | -0.063959114 | -0.483293004 22
86 Monoblock 0.092182357 | 0.046605904 | 0.351266143 22
87 Monoblock 0.092182357 | 0.046605904 | 0.351266143 22
88 Monoblock 0.146341638 | 0.100765186 | 0.758683939 22
89 Monoblock 0.090359581 | 0.065830093 | 0.495647700 23
90 Monoblock 0.003591569 | -0.020937920 | -0.157709205 23
91 Monoblock 0.020541127 | -0.003988361 | -0.030041250 23
92 Monoblock 0.053601990 | 0.029072501 | 0.218980735 23
93 Monoblock | -0.056829863 | -0.046964371 | -0.353642072 24
94 Monoblock 0.057577140 | 0.067442633 | 0.509443152 24
95 Monoblock | -0.080458151 | -0.070592658 | -0.531506887 24
96 Monoblock 0.012105194 | 0.021970687 | 0.165615537 24
97 Monoblock 0.158632335 | 0.118948405 | 0.897236270 25
98 Monoblock 0.096446343 | 0.056762413 | 0.427395570 25
99 Monoblock | -0.011344388 | -0.051028318 | -0.385385595 25
100 Monoblock 0.028209461 | -0.011474469 | -0.086603212 25
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101 Monoblock 0.007078600 | 0.085465889 | 0.646029124 26
102 Monoblock | -0.095705079 | -0.017317790 | -0.131479066 26
103 Monoblock | -0.144616900 | -0.066229611 | -0.501446392 26
104 Monoblock | -0.303924524 | -0.225537235 | -1.701391661 26
105 Monoblock | -0.076672355 | -0.058828564 | -0.444660091 27
106 Monoblock | -0.143379708 | -0.125535917 | -0.947210857 27
107 Monoblock 0.068325816 | 0.086169607 | 0.650231137 27
108 Monoblock 0.029447344 | 0.047291135 | 0.356175338 27
109 Monoblock 0.081548444 | 0.025099118 | 0.190083661 28
110 Monoblock 0.087834800 | 0.031385475 | 0.236539304 28
111 Monoblock 0.113677061 | 0.057227735 | 0.433681333 28
112 Monoblock 0.103772383 | 0.047323058 | 0.356831858 28
113 Monoblock | -0.086044391 | 0.164108473 | 1.241730088 29
114 Monoblock | -0.219841407 | 0.030311457 | 0.228824401 29
115 Monoblock | -0.510213200 | -0.260060337 | -1.958122117 29
116 Monoblock | -0.898134146 | -0.647981283 | -4.878788600 29
117 Monoblock | -0.202666166 | -0.194196814 | -1.463386110 30
118 Monoblock 0.052754626 | 0.061223978 | 0.462107374 30
119 Monoblock | -0.004244876 | 0.004224476 | 0.031806729 30
120 Monoblock 0.096118127 | 0.104587480 | 0.787531328 30
121 Monoblock 0.032687969 | -0.015693448 | -0.120678023 31
122 Monoblock 0.107420516 | 0.059039099 | 0.445173248 31
123 Monoblock 0.139133488 | 0.090752071 | 0.683936949 31
124 Monoblock 0.052303418 | 0.003922001 | 0.029964149 31
125 Monoblock 0.068325816 | 0.027675598 | 0.208469255 32
126 Monoblock 0.101975862 | 0.061325644 | 0.461732431 32
127 Monoblock 0.135984465 | 0.095334247 | 0.718114895 32
128 Monoblock | -0.027720670 | -0.068370888 | -0.514834042 32

Cizelge 11.2. Denekler icin R analiz sonuclari

Subject Tootbrush eblup resmcov
1 Conventional 0.069703125 2.763874
2 Conventional -0.074712883 3.241516
3 Conventional 0.003552956 1.802934
4 Conventional 0.016700465 1.969681
5 Conventional 0.046597091 1.741148
6 Conventional -0.052316707 2.059107
7 Conventional 0.022071129 1.786948
8 Conventional 0.005741295 2.981459
9 Conventional 0.010556925 1.832378

10 Conventional 0.008300890 1.924992
11 Conventional 0.063205964 1.758125
12 Conventional -0.059076832 26.357726
13 Conventional 0.060797341 1.977721
14 Conventional -0.001912514 4.156869
15 Conventional -0.102566530 5.289914
16 Conventional -0.016641714 4.609627
17 Monoblock -0.015334037 6.677817
18 Monoblock 0.001737977 2.119505
19 Monoblock 0.071330353 1.774420
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20 Monoblock 0.011595747 2.006548
21 Monoblock 0.040117917 1.750463
22 Monoblock 0.045576453 1.741157
23 Monoblock 0.024529489 1.848904
24 Monoblock -0.009865493 1.777530
25 Monoblock 0.039683930 1.741576
26 Monoblock -0.078387289 3.345593
27 Monoblock -0.017843791 1.784948
28 Monoblock 0.056449325 1.746053
29 Monoblock -0.250152864 32.385059
30 Monoblock -0.008469352 2.309929
31 Monoblock 0.048381417 1.735135
32 Monoblock 0.040650218 1.735247
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EK 12. Microsoft Excel'e Bakteri Plak indeks Verisinin Girisi

Observations Toothbrush Session Before (x) After (y) Subject
1 Experimental 1 1,05 1 1
2 Experimental 2 1,13 0,84 1
3 Experimental 1 1,07 0,62 2
4 Experimental 2 0,92 0,62 2
5 Experimental 1 0,82 0,62 3
6 Experimental 2 1,52 1,07 3
7 Experimental 1 1,37 0,9 4
8 Experimental 2 1,65 1,2 4
9 Experimental 1 1,97 1,52 5

10 Experimental 2 1,3 1,07 5

11 Experimental 1 1,3 0,82 6

12 Experimental 2 1,17 0,7 6

13 Experimental 1 1,61 1,19 7

14 Experimental 2 1,52 1,13 7

15 Experimental 1 1,02 0,73 8

16 Experimental 2 1,08 0,64 8

17 Experimental 1 1,62 1,25 9

18 Experimental 2 1,45 1,1 9

19 Experimental 1 1,65 1,22 10
20 Experimental 2 1,57 1,22 10
21 Experimental 1 1,02 0,78 11
22 Experimental 2 0,6 0,47 11
23 Experimental 1 0,68 0,6 12
24 Experimental 2 1,13 0,39 12
25 Experimental 1 1,7 1,55 13
26 Experimental 2 1,85 1,37 13
27 Experimental 1 1,3 1,02 14
28 Experimental 2 1,65 0,97 14
29 Experimental 1 0,90 0,8 15
30 Experimental 2 1,10 1,03 15
31 Experimental 1 1,4 1,12 16
32 Experimental 2 1,25 0,67 16
33 Experimental 1 1,66 1,63 17
34 Experimental 2 1,36 1,16 17
35 Experimental 1 1,02 0,8 18
36 Experimental 2 0,92 0,82 18
37 Experimental 1 0,68 0,67 19
38 Experimental 2 1 0,92 19
39 Experimental 1 1,29 1,23 20
40 Experimental 2 0,91 0,76 20
41 Experimental 1 1,27 1,2 21
42 Experimental 2 1,2 0,95 21
43 Experimental 1 1,07 0,85 22
44 Experimental 2 1,39 1,25 22
45 Experimental 1 1,35 1,21 23
46 Experimental 2 1,42 1,17 23
47 Experimental 1 1,32 1,02 24
48 Experimental 2 1,6 1,4 24
49 Experimental 1 1,66 1,61 25
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50 Experimental 2 15 1,36 25
51 Experimental 1 1,3 1,07 26
52 Experimental 2 0,84 0,61 26
53 Experimental 1 1,57 1,2 27
54 Experimental 2 15 1,07 27
55 Experimental 1 1,67 15 28
56 Experimental 2 1,47 1,32 28
57 Experimental 1 0,91 0,67 29
58 Experimental 2 0,96 0,62 29
59 Experimental 1 1,06 0,7 30
60 Experimental 2 1 0,85 30
61 Experimental 1 2,35 2,14 31
62 Experimental 2 1,57 1,55 31
63 Experimental 1 1,15 1 32
64 Experimental 2 1,23 1,11 32
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EK 13. R Analiz Sonuclari

Cizelge 13.1. Gozlemler icin R analiz sonuclar:

Observations L1 L2 H 2

1 0.02390558 0.007965418 0.003401004
2 0.01930765 0.009225435 0.003938995
3 0.02258381 0.008271753 0.003896164
4 0.03529675 0.006115129 0.002880351
5 0.04736136 0.004858002 0.001810896
6 0.02320970 0.016692337 0.006222329
7 0.01654028 0.013560357 0.003771758
8 0.03421591 0.019669706 0.005471049
9 0.08198264 0.028038994 0.006766640
10 0.01563891 0.012210029 0.002946641
11 0.01563891 0.012210029 0.004479748
12 0.01769784 0.009890123 0.003628596
13 0.03031252 0.018727583 0.004972341
14 0.02320970 0.016692337 0.004431965
15 0.02610359 0.007516754 0.003348717
16 0.02196599 0.008427087 0.003754271
17 0.03124530 0.018960946 0.005170393
18 0.01929329 0.015190287 0.004142186
19 0.03421591 0.019669706 0.005008588
20 0.02686856 0.017808580 0.004534681
21 0.02610359 0.007516754 0.004200186
22 0.08401106 0.002600953 0.001453352
23 0.06907588 0.003340779 0.001686542
24 0.01930765 0.009225435 0.004657323
25 0.03974123 0.020879871 0.004576502
26 0.06062437 0.024727114 0.005419750
27 0.01563891 0.012210029 0.003498855
28 0.03421591 0.019669706 0.005636469
29 0.03747995 0.005852144 0.002735610
30 0.02081651 0.008742091 0.004086528
31 0.01735730 0.014160743 0.004740317
32 0.01585651 0.011288858 0.003778952
33 0.03526355 0.019908849 0.005532527
34 0.01632537 0.013363118 0.003713515
35 0.02610359 0.007516754 0.003641699
36 0.03529675 0.006115129 0.002962643
37 0.06907588 0.003340779 0.001830961
38 0.02771250 0.007224869 0.003959690
39 0.01562500 0.012022905 0.004997587
40 0.03637399 0.005982914 0.002486931
41 0.01568333 0.011652991 0.004280695
42 0.01679198 0.010403811 0.003821812
43 0.02258381 0.008271753 0.003023497
44 0.01705625 0.013959169 0.005102366
45 0.01613917 0.013167324 0.004159099
46 0.01804555 0.014568226 0.004601595
47 0.01575287 0.012588612 0.003672756
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48 0.02940846 | 0.018495665 0.005396152
49 0.03526355 | 0.019908849 0.005205530
50 0.02194715 | 0.016255955 0.004250414
51 0.01563891 | 0.012210029 0.005193058
52 0.04471872 | 0.005097868 0.002168179
53 0.02686856 | 0.017808580 0.004865146
54 0.02194715 | 0.016255955 0.004440983
55 0.03633989 | 0.020149437 0.005312192
56 0.02026869 | 0.015612219 0.004116001
57 0.03637399 | 0.005982914 0.003011463
58 0.03127491 | 0.006658439 0.003351484
59 0.02323033 | 0.008117863 0.003693779
60 0.02771250 | 0.007224869 0.003287450
61 0.17689606 | 0.039899339 0.007243794
62 0.02686856 | 0.017808580 0.003233178
63 0.01844532 | 0.009554889 0.003675733
64 0.01614456 | 0.010930504 0.004204927
Cizelge 13.2. Esik Noktalar
L1 L2 H 2
Esik Noktalari 0.0625 0.02562419 0.008171392
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EK 14. MATLAB Analiz Sonuglari

Cizelge 14.1. Gozlemler icin Matlab analiz sonuclar:

Gozlemler CD(B) IVR-1]| ICW| AP CD(u) LD
1 0.0009 0.1454 0.0679 0.0294 0.0014 0.0155
2 0.0007 0.1465 0.0684 0.0291 0.0011 0.0152
3 0.0002 0.1492 0.0695 0.0282 0.0002 0.0144
4 0.0049 0.1251 0.0589 0.0302 0.0078 0.0223
5 0.0049 0.1255 0.0591 0.0301 0.0077 0.0222
6 0.0046 0.1270 0.0598 0.0299 0.0072 0.0216
7 0.0045 0.1272 0.0599 0.0298 0.0071 0.0215
8 0.0047 0.1264 0.0595 0.0299 0.0074 0.0218
9 0.0047 0.1266 0.0596 0.0299 0.0073 0.0218
10 0.0210 0.0471 0.0230 0.0362 0.0330 0.0633
11 0.0167 0.0675 0.0326 0.0337 0.0263 0.0501
12 0.0085 0.1073 0.0510 0.0293 0.0134 0.0295
13 0.1491 0.4519 0.3007 0.1389 0.2350 1.4854
14 0.3147 0.8207 0.8594 0.3182 0.4958 9.4488
15 0.0037 0.1316 0.0618 0.0328 0.0058 0.0200
16 0.0307 0.0015 0.0007 0.0543 0.0483 0.0995
17 0.0004 0.1480 0.0690 0.0282 0.0006 0.0147
18 0.0240 0.0326 0.0161 0.0442 0.0378 0.0737
19 0.0140 0.0806 0.0387 0.0340 0.0220 0.0427
20 0.0131 0.0850 0.0408 0.0335 0.0206 0.0403
21 0.0140 0.0806 0.0387 0.0340 0.0220 0.0427
22 0.0005 0.1477 0.0689 0.0283 0.0007 0.0148
23 0.0001 0.1493 0.0696 0.0279 0.0002 0.0143
24 0.0017 0.1416 0.0662 0.0296 0.0026 0.0167
25 0.0005 0.1474 0.0688 0.0284 0.0008 0.0149
26 0.0003 0.1486 0.0693 0.0282 0.0004 0.0146
27 0.0003 0.1486 0.0693 0.0282 0.0004 0.0146
28 0.0001 0.1496 0.0697 0.0272 0.0001 0.0142
29 0.0006 0.1471 0.0686 0.0268 0.0009 0.0150
30 0.0000 0.1500 0.0699 0.0276 0.0000 0.0142
31 0.0422 0.0506 0.0260 0.0697 0.0665 0.1544
32 0.0297 0.0060 0.0030 0.0580 0.0468 0.0955
33 0.0463 0.0687 0.0356 0.0736 0.0729 0.1772
34 0.0165 0.0684 0.0331 0.0387 0.0260 0.0496
35 0.0000 0.1500 0.0699 0.0276 0.0000 0.0142
36 0.0002 0.1490 0.0694 0.0276 0.0003 0.0144
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