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Bu calismada serbest Lie cebirleri i¢in Magnus Gommesini tanimladik ve
Fox tlirevlerinin baz1 6zelliklerinden kisaca bahsettik. Daha sonra baz1 serbest Lie
cebirlerinin test rankini hesapladik. F ranki n>2 olan bir serbest Lie cebiri ve

R, F nin bir ideali olmak {izere %. niin %. lizerinde birim olan her IA-

endomorfizminin, %. cebirinin bir elemani tarafindan belirlenen bir i¢

7 (F
test rankinin n—1 oldugunu gosterdik. Daha sonra R, F nin % serbest

otomorfizm oldugunu gdsterdik. Bu sonugtan hareketle 7 . Lie cebirinin

polinilpotent Lie cebiri olacak sekildeki bir ideali olmak {izere, % Lie cebirinin

test rankinin n—1 oldugunu ve ayrica rankin 2 olmasi durumunda %R' F] Lie

cebirinin test elemanlarma sahip oldugunu gosterdik. Bunlara ek olarak serbest
abelyen carpimin test rankin1 hesapladik ve son olarak serbest nilpotent Lie
cebirlerinin test rankinin 1 ya da 2 oldugunu gosterdik.
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In this thesis we define Magnus Embedding for free Lie algebras and

mention briefly some properties of Fox derivatives. Afterwards, we calculate the
test rank of some free Lie algebras. Let F be a free Lie algebra of rank n>2 and

R be an ideal of F . We show that an endomorphism of the algebra % , which
acts identically on %, , 1s an inner automorphism induced by some element of
%. . Based on this result, we show that the test rank of the Lie algebra

7 (  is n—1. After that we show the test rank of the Lie algebra %‘ is
Yk

n—1 while R is an ideal of F such that % is free polynilpotent Lie algebra.

2

Morever, we show the Lie algebra %R' } have test elements while rank is 2.

In addition, we calculate the test rank of the abelyen product and finally, we show
that the test tank of a free nilpotent Lie algebra is 1 or 2.

Key Words: Test element, test rank, free Lie algebras
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1. GIRIS Nazar Sahin OGUSLU

1. GIRIS

Serbest gruplarda ve serbest Lie cebirlerinde test kiimesi, test ranki ve test
elemant kavramlar1 ¢ok 6nemli bir yere sahiptir. Ranki 2 olan serbest Lie cebirlerinin
bazi test elemanlar1 Mikhalev ve Yu (2000) tarafindan verilmistir. Diger test eleman
ornekleri (Mikhalev, Umirbaev ve Yu, 2001), (Temizyiireck ve Ekici, 2007) ve
(Esmerligil, 2004) de ayrica verilmistir.

Test elemanlar1 gruplarda ve Lie cebirlerinde otomorfizmleri test etmek icin
kullanilan elemanlardir. Fakat test elemanlarinin bulunmadigt durumlarda
otomorfizmleri diger endomorfizmlerden ayirt edebilmek amaciyla test kiimesi fikri
ortaya c¢ikmistir. Birbirlerinden bagimsiz olarak Esmerligil ve Ekici (2003) ve

Timoshenko (2002) serbest metabelyen Lie cebirlerinin test rankini hesaplamislardir.

Daha genel olarak F X formundaki serbest Lie cebirlerinin test ranki Esmerligil,

Kahyalar ve Ekici (2006) tarafindan hesaplanmistir. Bu ¢alismada sonug olarak bir
serbest polinilpotent Lie cebirinin test rankinin Lie cebirinin rankina esit ya da onun
rankindan 1 eksik oldugu gosterilmistir. Serbest ¢oziilebilir Lie cebirlerinin test ranki
Temizylirek ve Ekici (2007) ve Timoshenko ve Shevelin (2008) tarafindan
incelenmistir. (Temizyiirek ve Ekici, 2007) de ranki 2 ve ¢oziilebilirlik sinifi 3 olan
bir serbest ¢oziilebilir Lie cebirinin test rankinin 1 oldugu ve dolayisiyla bir test
elemanina sahip oldugu gosterilmistir. Coziilebilirlik smifi 3 ten biiyiik ve ranki
n>2 olan serbest ¢ozilebilir Lie cebirlerinin test rankinin n-1 oldugu
(Timoshenko ve Shevelin, 2008) de gosterilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde ¢alismamizda kullandigimiz bazi temel tanimlar ve
teoremleri verdik.

Uciincii boliimde serbest Lie cebirleri i¢in Magnus gémmesini tanimladik.

Ayrica Fox tiirevlerinin baz1 6zelliklerinden kisaca bahsettik.

Dordinci bolimde %' formundaki Lie cebirlerinin test rankini inceledik.

F ranki n olan bir serbest Lie cebiri ve R, F nin bir ideali olsun. %‘ formundaki

bazi Lie cebirlerinin test rankinin n—1 oldugu bilinse de genelde bu cebirler i¢in test
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kiimeleri bulmak kolay degildir. Bu ag¢ig1 kapatmak amaciyla oncelikle % niin

%. tizerinde birim olan her IA-endomorfizminin, %. cebirinin bir elemani

tarafindan belirlenen bir i¢ otomorfizm oldugunu gosterdik. Bu sonugtan hareketle

ilk olarak, k >2 olmak tizere, Teorem 4.12 ile 7 + Lie cebirinin bir test
Yk

kiimesini yazip bu kiimenin minimal elemanli bir test kiimesi oldugunu gosterdik.

Daha sonra benzer diisiinceyle R, F nin % serbest polinilpotent Lie cebiri olacak
sekildeki bir ideali olmak iizere, Teorem 4.15 ile %. Lie cebiri i¢in de bir test

kiimesi yazarak test rankinin n—1 oldugunu gosterdik.

2

Besinci boliimde ranki 2 olan %R' } formundaki Lie cebirlerinin bir test

elemanina sahip oldugunu ve dolayisiyla test rankinin 1 oldugunu gosterdik.

Altinc1 boliimde abelyen ¢arpimin test rankini hesapladik. Daha 6nce Gupta
ve Timoshenko(2004) serbest abelyen gruplarin metabelyen ¢arpiminin test rankini
hesapladilar. Yine Gupta ve Timoshenko(2008) serbest abelyen gruplarin ¢oziilebilir
carpiminin test rankinin carpanlariin sayisindan 1 eksik oldugunu gosterdiler. F
rank1i Nn>2 olan serbest Lie cebiri ve A, karakteristigi sifir olan bir K cismi

tizerinde ranki m olan bir serbest abelyen Lie cebiri olsun. D, F* A serbest

carpiminin kartezyen alt cebiri olmak tizere (F * A)/ D boliim cebirine F ve A nin

abelyen ¢arpimi denir. Bu g¢arpimi F x_, A gosterelim. Teorem 6.3 ile Fx_ A
abelyen carpiminin test rankinin m oldugunu ispatladik.

Son olarak yedinci bolimde serbest nilpotent Lie cebirlerinin test rankini
hesapladik. Serbest nilpotent gruplarin test rankinin 1 ya da 2 oldugu Gupta,
Romankov ve Timoshenko (2005) tarafindan gosterilmistir. Biz de bu bdliimde
onlarin kullandig1 yontem ve teknik ile serbest nilpotent Lie cebirlerinin test rankinin
1 ya da 2 oldugunu gosterdik. Kullandigimiz teknik serbest nilpotent gruplar igin
kullanilan teknik ile ayn1 olmakla birlikte, elde ettigimiz sonug¢ serbest nilpotent Lie

cebirleri icin ilk olmasi bakimindan énemlidir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tez icinde gecen temel tanim ve teoremleri verecegiz. Biitlin Lie

cebirleri karakteristigi sifir olan bir K cismi iizerinde diisliniilecektir.

Tammm 2.1: X bir kiime, F, K cismi ilizerinde bir Lie cebiri ve i: X — F bir
doniistim olsun. Eger her B Lie cebiri ve her a: X — F doéniistimii i¢in « = di
olacak sekilde bir tek 0:F — B Lie cebiri homomorfizmi varsa F ye X kiimesi
tarafindan iiretilen serbest Lie cebiri, X kiimesine F nin serbest iirete¢ kiimesi ve

X 1in kardinelitesine de F nin ranki denir.

Tamm 2.2: X sayilabilir bir kiime olsun. Uzunlugu 1 olan ve asosyatif olmayan bir

monomial deyince X in elemanlarin1 anlayalim. n>1 verilen bir dogal say1 olmak

iizere X iizerinde uzunlugu n olan ve asosyatif olmayan bir monomial w=(u)(v)
formundadir. Burada (u) uzunlugu i ve (v) de uzunlugu n—i olan ve asosyatif
olmayan monomiallerdir. W nun uzunlugunu I(W) ile gosterelim.

Eger u ve v uzunluklari 1 olan monomialler ise w=(uv) yazacagiz.

Serbest Lie cebirleri i¢in ilk baz kiimesi M. Hall tarafindan bulunmustur. Bu

kiime asagidaki sekilde tanimlanur.

Tammm 2.3: K cismi lizerinde serbest iirete¢ kiimesi X olan bir F serbest Lie

cebirinin Hall kiimeleri asagidaki sekilde tanimlanur.
1. X kiimesine bir tam siralama verelim ve
H =X

diyelim.
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2. H,={(xy)/x,yeH, x,ye X, x>y|
olsun.

3. m=1,2,..,n-1 icin H_ tanimlanmis ve uzunlugu koruyan bir siralama

verilmis olsun. Yani, u, u,,V,, V,, X lizerinde asosyatif olmayan monomialler
olmak tizere u=(uu,), v=(vV,) igin I(u)<I(v) ise u<v olsun. I(u)=I(v) iken

U, <V, veya U, =V, ve U, <V, ise U<V olsun. n>3 i¢in

H, ={((xy)z) I %,Y,2,(xy)eH U.UH,_, x>y, (xy)>2z,y< z}
olarak tanimlansin.

Teorem 2.4: F bos olmayan bir X kiimesi tarafindan iiretilen serbest Lie cebiri ve

n>1i¢in H , X tzerinde taniml Hall kiimesi olsun. O zaman H = U H, kiimesi

n=l1

F nin bir baz1 olup bu baza Hall baz1 denir.

A bir serbest birlesmeli cebir olsun. u,ve A igin [u,v]=uv—vu islemiyle

A bir Lie cebiridir. Bu cebiri [A] ile gdsterecegiz.

Tanmm 2.5: F K cismi iizerinde bir serbest Lie cebiri olsun. Asagidaki kosullari
saglayan birim elemanl birlesmeli U (F) cebirine F nin evrensel enveloping cebiri

denir.

1. F den [U (F )] ye kanonik homomorfizm denilen bir y : F — [U (F )]

homomorfizmi vardir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Nazar Sahin OGUSLU

2. K cismi {izerindeki birim elemanli her B birlesmeli cebiri ve her

p:F —>[B] homomorfizmi i¢in wy=¢ olacak sekilde bir tek

W [U (F )] - [B] homomorfizmi vardir.

F , X kiimesi tarafindan turetilen serbest Lie cebiri olsun. Serbest Lie
cebirleri ve serbest birlesmeli cebirlerin evrensel 6zelliginden dolay1 X tarafindan

tiretilen serbest birlesmeli A cebiri F nin evrensel enveloping cebiridir. Evrensel
enveloping cebirinin tanimindaki y bir gdmme doniisiimii olup F [U (F)] nin bir
alt cebirine izomorftur. Bu nedenle F yi [U (F)] nin bir alt cebiri olarak

diisiinecegiz.
Bir Lie cebirinin evrensel enveloping cebirinin bazi asagidaki teoremle

belirlenmistir.

Teorem 2.6 (Poincare-Birkhoff-Witt): L, K cismi {izerinde bir Lie cebiri olsun.
Eger B={e /iel}, L nin iyi sirali bir baz1 ise 0 zaman y: L —>[U (L)] kanonik
doniisiimii injektif olup U (L), 1 ve

ee .6, > >.>¢e

il iz... in Il iz s nZl

In

formundaki monomialler tarafindan uretilen serbest K -modiildiir.

F, K cismi tizerinde serbest iirete¢ kiimesi X ={X,...,X,} olan serbest Lie

cebiri olsun. Bundan boyle F deki ¢arpimi [ , ] (braket carpim) ile gdsterelim.

Tanim 2.7: F nin [F , F] alt cebirine tiiretilmis alt cebir denir ve F ile gosterilir.

Tamm 2.8: F nin 1<i<n igin ¢(X)=X mod F' seklinde tammli olan bir ®

endomorfizmine bir IA -endomorfizm denir.
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Tamm 2.9: 7, (F)=F ve i>1 i¢in }/iH(F):[;/i(F),F] olsun. i>1 i¢in y (F)

F nin idealidir ve y;,,(F) <y (F) dir. Bdylece F nin ideallerinin bir azalan

F=7(F)2n(F)o..27(F)27.(F)=..
zinciri elde edilir. Bu sekilde elde edilen seriye F nin alt merkezi serisi denir.

Tammm 2.10: L, X {izerinde bir Lie cebiri olsun. Eger bir n dogal sayisi ig¢in

L= % (F) olacak sekilde X iizerinde bir F serbest Lie cebiri varsa L ye serbest

nilpotent Lie cebiri denir.

7w(F). F nin m -yinci alt merkezi terimi olsun. y, (F) nin n -yinci alt

merkezi terimini 7, (7, (F))=F™" ile gdsterelim.

Tamm 2.11: F bir serbest Lie cebiri ve {nl,...,nk,...} tamsayilarin bir dizisi olsun.
n, >1 olmak tizere

F ;) Fnl ;) Fnl,nz ;) . 2 Fnl,nz,...,ni,nm ;) .
polisentral serisi agsagidaki sekilde tanimlanir:

F", F nin alt merkezi serisinin N, -inci terimidir.

F"™  F™ in alt merkezi serisinin n,-inci terimidir.

F et RNl nin alt merkezi serisinin N, -inci terimidir.
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Tamm 2.12: L, X iizerinde bir Lie cebiri olsun. Eger L = F n Olacak sekilde

X {izerinde bir F serbest Lie cebiri varsa L ye serbest polinilpotent Lie cebiri

denir. Eger L = %2,2 olacak sekilde X {izerinde bir F serbest Lie cebiri varsa L

ye serbest metabelyen Lie cebiri denir.

Tamm 2.13: ¢:U(F)—> K, 1<i<n i¢in £(X )=0 olarak tammli homomorfizme

genigletme homomorfizmi denir. Bu homomorfizmin ¢ekirdegi A olsun. A baz1 X

olan bir serbest sol U (F ) -modiildiir.

O zaman her ueA elemam u=0,(u).x +..+0,(u).x, formunda tek tiirli

n

yazilabilir 8yle ki 1<i<n igin ¢,(u)eU(F) dir. 9;(u) elemanlarma u nun sol

Fox tiirevleri denir ve g_u ile de gosterilir (Fox, 1995). Benzer sekilde A y1 baz1 X
X.

olan bir serbest sag U ( F ) -modiil olarak da diisiinebiliriz.
O zaman her ueA elemamt U=X.D (u)+..+x,.D,(u) formunda tek tiirlii

yazilabilir dyle ki 1<i<n igin D,(u)eU(F) dir. D;(u) elemanlarina u nun sag

" D uo . o
Fox tiirevleri denir ve v ile de gosterilir.
X.

Fox tiirevleri asagidaki sekilde tanimlanir.

Tammm 2.14: Asagidaki kosullart  saglayan aﬂ :U (F) —->U (F), 1<i<n
X

doniisiimlerine sol Fox tiirevleri denir.

- .. an . . O,iij
1.1<i, j<nig¢in — =4, dyleki o, = ) ,
6X- 1] 1] 1

2. Heru,veU (F), I<i<nvea,feK icin —a(“";;ﬂ'v) o

au

ov
—+f—,
0% g OX;
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3. Her u,veU (F) ve 1<i<n igin . =—.&(V)+u—.

Sag Fox tlirevleri de benzer sekilde tanimlanir. Sadece 3) teki esitlik sag tiirevler

(ué\:()a - 8(“)~;—f+;—f-v (1<i<n) seklindedir.

i¢in

Bu tanimin bir sonucu olarak 8(_) =0 dir.
X.

U (F) de bir w elemanmin Y,,...,y, elemanlarma bagli olarak yazildigin

n

gostermek i¢in W(Y,,..., Y, ) notasyonunu kullanacagz.

Asagidaki 6nerme Fox tiirevleri i¢in zincir kuralini verir (Fox, 1995).

Onerme 2.15: F, K cismi iizerinde serbest iirete¢ kiimesi X ={x,,...,X,} olan bir

serbest Lie cebiri, y,,...,y,,weU (F) ve v=w(y,,...,¥,) olsun. O zaman

N vy

5_)(j 1<k<n ayk . an
dir.

Onerme 2.16: J, U (F) nin bir ideali ve U € A olsun. O zaman

u e JA olmasi igin gerek ve yeter kosul her i, 1<i<n igin S—U el
X

olmasidir.
Ispat: Bu dnermenin ispati Fox tiirevinin taniminin agik bir sonucudur.

Simdi verecegimiz onermenin ispati (Yagzhev,1980) de bulunabilir.
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R, F nin bir ideali olsun. U(F) de R tarafindan iiretilen ideali A, sag

ideali |, solideali de ;1 ile gosterelim.

Onerme 2.17: R, F nin bir ideali ve ue F olsun. O zaman; U € A A olmasi igin

gerek ve yeter kosul U R olmastdir.

ueF i¢in Uvel ile U nun sirasiyla F—>% ve F—>%. dogal

homomorfizmleri altindaki goériintiisiinii gésterelim. O zaman

A + niin A + alt cebiri asagidaki islemle bir sol U ( /Q) modiildiir.

TS At |

oyle ki v_],...,vt € % ve Ue % dir.

Tanmmm 2.18: ¢, F nin 1<i<n igin ¢(x )=y, olarak tammh bir endomorfizmi

N

olsun. J, :( ] matrisine ¢ nin jacobian matrisi denir.
X.
1J1<i, j<n
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3. MAGNUS GOMMESI VE %R. F} LIE CEBIiRLERI

Serbest gruplar i¢in Magnus gommesi Remeslennikov ve Sokolov tarafindan
tanimlanmistir (Remeslennikov ve Sokolov, 1970). Timoshenko Magnus gémmesini
kullanarak serbest gruplarda bazi hesaplar yapmistir (Timoshenko, 2005). Biz bu
boliimde serbest Lie cebirleri i¢gin Magnus gommesini tanimladik. Ayrica Fox

tirevlerinin baz1 6zelliklerinden kisaca bahsettik.

F , K cismi lizerinde serbest iirete¢ kiimesi X ={Xl,...,xn} olan bir serbest

Lie cebiri ve R, F nin bir ideali olsun. O zaman U (%) =~ U (F% olur.
R

Kharlampovic (1984) serbest c¢oziilebilir Lie cebirleri i¢in Magnus

Gommesini tanimlayarak bazi 6zelliklerini incelemistir. Biz bu bdliimde Magnus

Gommesine benzer bir homomorfizm tanimlayarak %. tipindeki serbest Lie

cebirlerinin 6zel tipteki bir matris cebiri icine gomiilebilecegini gosterecegiz.
| bir indis kiimesi ve T bazi {t;:ie 1} olan bir serbest sol U (%)-modﬁl

olsun. O zaman M(U(%),T)={(a+OAR ;J:an(F),teT} matris uzay:

C.DeM (u (%)T) igin [C,D]=C.D—D.C braket garpimu ile bir Lie cebiridir.

ﬂ:X—)M(U(%),T) , 1<i<n igin ﬂ(xi):(XiJ:)AR :')] olarak taniml

fonksiyonu diisiinelim. f nin, F den M (U (%),T) icine bir homomorfizme

genisetilebilecegini ve dolayisiyla %. nin M (U (%),T) icine gomiilebilecegini

gosterecegiz.

11
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Onerme 3.1: heF ise ﬂ(h):[h+AR %:ai(h).ti} olup %,, M(U(%),T)

0 0

icine gomiilebilir.

Ispat : Genelligi kaybetmeksizin h nin bir monomial oldugunu varsayalim. Ispat1 h
nin uzunlugu tizerinde tiimevarimla yapalim.

h iki uzunluklu ve h=[x,x,] olsun.
h=[x.x,]eF ise g(h)=[B(x),B(x,)] olur. O zaman
B(h)=B(x)A(%)=-B(%).B(x)

B X +Az ) (X +A; X, +Ag L) [ X +A; 1
Lo o)L o 0 0 o)l o o0

~ (xl.x2 XX +Ar (=% AL +(X, +AR).t2j
0 0

olur.

olup U (%) de
(=%, +Ag )t +(x +Ag) L, =0, (h)t, +0, (h) 4,

olur.

0 0

h+A, Za,(h).t} o

O halde h=[x,,x,]eF igin ﬂ(h)—[ icl

Simdi u,veF igin h:[u,v] olsun. h den daha az uzunluklu monomialler i¢in

iddianin dogru oldugunu varsayalim. Iddianin h icin de dogru oldugunu gésterelim.

O zaman tiimevarim hipotezi geregi
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3. MAGNUS GOMMESI VE F/[R'.F] LIE CEBIRLERI Nazar Sahin OGUSLU

Bu)= {UM 2.0(v) Jve ﬂ(v):{HAR ;ai(v).tiJ
0 0

0 0

olur. h=[u,v] ise B(h [ﬂ )] olup
B(h)=p(u).B(v)-B(v).A(u)
u+A, Z@ (u)t ) (v+Ag 28 (V)4
LB

0
V+Ag 26 (V)4 ) (u+Ag Za (u)t
{5 ==

0

UV —V.U+Ag 2u8 v.&i(u)).tiJ

0

olur. Buradan (&, [u,v]) 4 =" (u.d, (v)-v.é;(u))t ve U(F) de [u,v]=uv-vu

iel iel

oldugundan

m[u,vl)[[” e golds ]

olur. O halde timevarim geregi he F ise S (h) =[
0

h+Ag Z:ai (h)t .
0

Simdi £ nin ¢ekirdeginin R , yani Kerg = R oldugunu gosterelim.
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3. MAGNUS GOMMESI VE F/[R'.F] LIE CEBIRLERI Nazar Sahin OGUSLU

0
j olur. Buradan her iel i¢in
0 0 0

heKerg ise ﬁ(h):{h-'_AR ;ai(h)'ti]KAOR

d,(h)eAg olur. h=0,(h).x +..+9,(h).x, oldugundan h e A A olur. Onerme 2.17

geregi he R olur.
Tersine heR = [R,R] olsun. Ozel olarak h=[r,s] (r,seR) olarak diisiinelim.

olur. O zaman

=(r.s—s.r+AR D (roi(s)+Ag)t +(so; (r)+AR),ti]

0 0

olur. Ay, U(F) nin R yi igeren bir ideali olup r,seRved,(r),d;(s)eU(F)

oldugundan r.9,(s)eA; ve s0;(r)eA; olur. Ayrica rs—sreR cRcA;

A, 0 :
oldugundan f (h)Z( OR 0] olur. Buradan h e Ker 3 olur. Boylece Ker =R elde
edilir. 1. izomorfizm teoremi geregince F R =p (F) dir. O halde f doniisiimii

%. ->M (U (%),T) seklinde bir gdmme doniisiimii tanimlar. Bu gdmmeye %

Lie cebirleri i¢in Magnus Gommesi denir.

Magnus Gommesi sag Fox tiirevleri i¢in asagidaki sekilde ifade edilir.

| bir indis kiimesi T de bazi {ti' e I} olan bir serbest sag U (%)-modﬁl olsun.

M(U(F/) T')z athe 0 'an(F) teT matris uzayi braket carpimi ile
R 9 tv O . 9 y rp

bir Lie cebiridir.
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3. MAGNUS GOMMESI VE F/[R'.F] LIE CEBIRLERI Nazar Sahin OGUSLU

' : 0
ﬂ:X—)M(U F ,T) , 1<i<n i¢in B(x)= o olarak taniml
(%4) (x) 0
fonksiyon h e F igin

h+A, OJ

ﬂ(h):[zt;.q(h) 0

seklinde tanimlanan f:F —> M (U (%),T') homomorfizmine genisletilebilir.

S nin bu sekilde tanimlanabilecegi ve Kerf = R oldugu sol Fox tiirevlerinin

kullanilmas1 durumundaki gibi gosterilir.

Simdi %R' FJ formundaki serbest Lie cebirlerinde Fox tiirevlerinin nasil

kullanildigin1 inceleyelim.

Onerme 3.2: [R',F}CA(IR)A ve |:R',Fj|CA(R|)A dir.

ispat: Rc I,, Rc A ve R =[R,R] oldugundan R  I,A ve R c Al dir.
Simdi [R', F] < A(13)A oldugunu gésterelim.
[R.F|=[[R.R].F] olup r,s€R ve f eF igin
[[r,s], f]z[r,s].f —f.[r,s]
esitligini diisiinelim. [r,s] € R oldugundan [r,s]e I ;A ve [r,s]e Al dir.
[r.s]e 1;A oldugunu gézoniine alirsak
f.[r.s]eAlA

ve [r, S] € Al oldugunu g6z oniine alirsak
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3. MAGNUS GOMMESI VE F/[R'.F] LIE CEBIRLERI Nazar Sahin OGUSLU

[r.s].f eAlA
oldugu goriiliir. O halde [[r,s], f]:[r,s].f - f.[r,s] € Al A olup

[RLF|<A(15)A dir. Benzer sekilde | R',F | A(1)A elde edilebilir.

Onerme 3.3: g € F olsun. Asagidakiler saglanir.

1) g :ig—g.xi (mod(,1)A).

i=1 Xi

2) g= Zn:Xi.g—a(modAlR) :
i=1 8Xi

3) B=l, veya B=,l olmakiizere g = 3 x.-| 37 | x (modABA).
i OX 0%
Ispat: geF ise feF , k G[R',F] olmak tizere g =f +k seklinde yazilabilir.

Onerme 3.2 den k e A(z1)A ve ke A(l;)Aolur.

1) A(gl)=J diyelim. ke A(41)A ise keJA olur. Onerme 2.16 geregi

ok
6_XiEJ =A(!) olur.
g=f+k ise g _a +8k ea—g:i(modA(Rl)) olur.

ox, X a_x, Y X, OX

r| birsol ideal oldugundan A(;1)c I olur. Dolayisiyla

olur. 1<i<n i¢in X, € A oldugundan S—g.xi zg—f.xi (mod z1A) dur.
X. X.
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3. MAGNUS GOMMESI VE F/[R'.F] LIE CEBIRLERI Nazar Sahin OGUSLU

Buradan Zg—g.xi = 22—;.& (mod IA) olur. Bdylece

i=1 Xi i=1 1
g=3 —g szn: (mod )sia—f.xi (mod ,1A)
i =1 i=1 i

elde edilir.

2) (Ig)A=J diyelim. ke A(l;)A oldugundan k € AJ olur. Onerme 2.16

geregi 1<i<n igin ;—aeJ =(1;)A olur.
X;
go fo ko ga fo

g = f +k oldugundan 8_X o +8_Xi ve ox 8X ( od(l ) ) olur. Buradan

9o _fo

od |
0% OX (modle)
olur ( Ciinkii I, bir sag ideal ).
90 _~ fo
1<i<n igin X, € A oldugundan ZX X.. a—(modAI ) dir.
i = OX
Boylece
L g0 . fo & go
=) X..=—= ) X..—= » X.=—(modAl
J ;'axi ;'ax ,_1'6x,( °)
elde edilir.

3) feF, keA(gl)A i¢in g=f+k oldugundan Onerme 2.16 geregi

1<i<n icin ;—ae | A olur. Buna gore
X;
go_fo ko _fo

__g,x_1¢ IA
ox. OX +ax. OX. (mod 4 14)

olur. Her iki tarafin sol Fox tiirevini alirsak

17



3. MAGNUS GOMMESI VE F/[R'.F] LIE CEBIRLERI Nazar Sahin OGUSLU

i g_a Ei E (modRI)
ox;\ X ) ox;\ 0%
elde edilir. 1<1, j<n i¢in X,X; € A olduundan

o (g0 o (fto
| — [ X =X —| — |.X, dA(,1)A
% 8Xj(6xijxj s axj[(ﬁxijxJ (modA(41)4)

dir. Buradan

i X i(g—)‘z}xj = Z xi.aixjﬁg}xj (modA(41)A)

i j=l : an ij=l Xi
elde edilir. Benzer sekilde B = I; olmasi durumunda da benzer hesaplarla sonug elde

edilir.

Onerme 3.4: h, h,, ve F olsun.
h =[v,h,](mod F NA(,1)A) yada b =h,+[v,h,](modF nA(;1)A)
ise
h = [v,h,](mod R') yada h =h, +[v, hz](mod R')

dir.

Ispat: FNA(l)Ac R oldugunu géstermek ispat igin yeterlidir.
te FNA(zl)A olsun. teF veteA(;zl)A olur. ;I bir sol ideal oldugundan
te . IA olur. Ayrica t € F oldugundan Onerme 2.17 geregi t € R olur.

O halde F NA(1)AcR dir,

Onerme 3.5: F bir serbest Lie cebiri, R, F nin bir ideali u e %, ve feU (%)

olsun. O zaman 1<i<n i¢in 9, (B.u)= .0, (u) ve D, (u.f)=D,(u).B dr.
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3. MAGNUS GOMMESI VE F/[R'.F] LIE CEBIRLERI Nazar Sahin OGUSLU

Ispat: u=r+ R ve p=a+A,eU (%) olsun. y‘ , (F/ ) -modiil oldugundan
plUe %. olup pu=ar+ R formundadir. Buradan

0,(Bu)=0,(ar)+A; =0,(a).e(r)+agd;(r)+A; =ad, (r)+A;
=(a+4)(8,(r)+Aq)=(a+A,)d, (r+R)
= 4.0,(u)
elde edilir.
upf=ra+ R ise
D, (uf)=D,(ra)+A; =¢(r)D;(a).+D;(r).a+A, =D, (r).a+A;
=(Di(r)+Aq)(a+Ag)=Dy(r+R)(a+A,)
=D, (u).p

elde edilir
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3. MAGNUS GOMMESI VE F/[R'.F] LIE CEBIRLERI Nazar Sahin OGUSLU
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4. F/R'LIE CEBIRLERININ TEST RANKI Nazar Sahin OGUSLU

4. F o LIE CEBIRLERININ TEST RANKI

Bu boliimde % formundaki serbest Lie cebirlerinin i¢ otomorfizmlerinin

yapisini inceleyecegiz. Bundan yararlanarak F 8 tipindeki serbest Lie cebirleri igin

test kiimesi tanimlay1p test rankini belirleyecegiz.

F, X ={X,....X,} kiimesi tarafindan iiretilen serbest Lie cebiri olsun.

Tamm 4.1: {g,,,....0,,} (M<n) F nin bir alt kiimesi olsun. Eger F nin, i=1,...,m
icin go(gi ) =0, olacak sekildeki her ¢ endomorfizmi bir otomorfizm oluyorsa

{gl, yeens gm} kiimesine bir test kiimesi denir.

Tanim 4.2: F nin minimal elemanlt bir test kiimesinin eleman sayisina F nin test

ranki denir.

Tamm 4.3: ue F olsun. F nin (p(u) =U olacak sekildeki her ¢ endomorfizmi bir

otomorfizm oluyorsa U ya F nin bir test eleman1 denir.

F, K cismi iizerinde serbest iirete¢ kiimesi X ={Xx,,...,X,} olan bir serbest

Lie cebiri ve R, F nin bir ideali olsun. ueF igin Uveu ile U nun sirastyla
F— % ve F— %, dogal homomorfizmleri altindaki goriintiisiinii gosterelim.
0

F . e . v . . e ee . . F
U ( A v) evrensel enveloping cebirinin ox sol Fox tiirevleri gortintiileri U ( A) de
olan fonksiyonlardir (Shpilrain, 1993).

%. niin her U elemant i¢in
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4. F/R'LIE CEBIRLERININ TEST RANKI Nazar Sahin OGUSLU

. - = . ... — 0 ) .~
ise 0 zaman U=V ve 1<I<n igin C :8_ olacak sekilde bir Ve%. elemant
X

vardir.

Onerme 4.4: R, F nin bir ideali olsun. L](Z,...,X?)e%. ve 1<i<n igin
éviey., Eey. ise

R R
4.1.)

esitligi saglanir.

Ispat: Genelligi kaybetmeksizin l](x~1,,x~n) elemaninin bir monomial oldugunu

varsayalim. G(Xl,...,xn) nun uzunlugu iizerinde tiimevarimla (4.1.) esitligi elde

edilebilir.
Asagidaki 6nermenin ispat1 (Umirbaev, 1990) da bulunabilir.

Onerme 4.5: R, F nin bir ideali olsun. O zaman F N A, =R dir.
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4. F/R'LIE CEBIRLERININ TEST RANKI Nazar Sahin OGUSLU

Onerme 4.6: R, F nin bir ideali ve ueF olsun. R nin en kiigiik dereceli r

elemani icin [u, r] eR ise ueR dir.

Ispat: [u,r]e R olsun. Genelligi kaybetmeksizin s,teR icin [u,r]=[s,t] kabul
edebiliriz. Herhangi bir a elemamin derecesini d(a) ile gosterelim ve d(r)=m
olsun. d(u)<d(r)=m oldugunu varsayalm. O zaman d ([S,t]) =d ([u, r]) <2m

olur. O halde s ve t nin en yliksek dereceli monomialleri ayn1 olmalidir. Aksi halde

d([s,t])=2m celiskisi elde edilir. s ve t nin en yiiksek dereceli monomialleri b ve
s=a+b vet=c+b olsun.s—t=a—-ceR olupenazbir geR igin a=q+cC olur.
[s.t]=[a+b,c+b]=[q+c+b,c+b]=[a,c]+[q,b] olur. d(g)>=m oldugundan
d([s,t])=2m celiskisi elde edilir. O halde d (u)=d(r)=m olmalidir. [u,r]=[s,t]

oldugundan ur —ru =st—ts ve ur =ru+st—ts olur.
ur=ru+st—ts 4.2.)
elde edilir. Amacimiz (4.2.) de art arda uygun tiirevler alarak ur terimini U ya

indirgemektir.

1<i, <n olmak iizere (4.2.) esitliginde her iki tarafin X; e gore Fox tiirevi alimirsa

u =r +S -t 4.3.)

olur. 88_r e K—{0} ise (4.3.) den u € I olur. Ayrica u e F oldugundan Onerme 4.5

i
|

geregi U e R elde edilir.
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4. F/R'LIE CEBIRLERININ TEST RANKI Nazar Sahin OGUSLU

. or ) . ou ot os ) )
Eger aeK ise d(r)<d(u),d(s),d(t) oldugundan 6_)&’6_)(,1’8_)(,1 terimleri ya

[

sifirdir ya da K ya ait degillerdir. 1<1i, <n olmak tizere (4.3.) de X;, ye gore tirev

alinirsa
o’r o’u o't 0’s
u =r +5 —t
ox, 0%~ Ox 0%, ~ OX 0% 0% OX,

o’r : i’ - .
olur. P K—{0} ise uel, olur ve Onerme 4.5 geregi ueR elde edilir.

Xi1 Xi

o’r o’u o’t o’s

¢K ise d(r)<d(u),d(s),d(t) oldugundan

X, OX; Ox, 0%, O OX. OX. OX:
1 2 1 2 1 2 1 2

terimleri ya sifirdir ya da K ya ait degillerdir. Bu sekilde tiirev almaya devam

k

edilirse bir k € Z i¢in _or e K —{0} olur dyle ki
X 0X;, .0,
o u ot 0"s

r +3 —t
0X; 0%, ..0X, 0% 0% ..0%  OX OX .0

olur. Buradan U € I, olur. Ayrica Ue F oldugundan Onerme 4.5 geregi UeR elde
edilir.

Bu 6nermenin ispatini asagidaki sekilde de yapabiliriz.

2.Yol: ueF ve reR-R icin [u,r]JeR olsun. Buradan ur—rueA,A ve

. g : .. our)y or
ur e AgA olur. Onerme 2.16 geregi her 1<i<n igin a—x=ua—XeAR olur.

reR-R oldugundan Onerme 2.16 ve Onerme 2.17 geregi en az bir i, 1 <i<n igin
or or or

or F .. . or or .

ox ¢ A; olur. U ( A) sifir bolensiz ve U ox €A, olup o ¢ A oldugundan

Ue A, olur. Buradan u e F N A, olur. Onerme 4.5 geregi U € R elde edilir.
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4. F/R'LIE CEBIRLERININ TEST RANKI Nazar Sahin OGUSLU

Serbest polinilpotent Lie cebirlerinin test rankinin hesaplanmasinda asagida
ispatlayacagimiz teorem Onemli bir rol oynar. Gruplar i¢in benzer sonuglar ( Gupta

ve Timoshenko, 2003 ) de elde edilmistir.

Teorem 4.7: R, F nin % serbest polinilpotent Lie cebiri olacak sekildeki ideali
olsun. O zaman % nin % uzerinde birim olan her IA-endomorfizmi % nin

elemanlari tarafindan belirlenen bir i¢ otomorfizmdir.

Ispat: (p:%.—>%. , 1<i<n igin ¢(Xi+R'):Xi+ui+R' (1<i<n igin
u, € F - R') olarak taniml ve % tizerinde birim olan bir 1A -endomorfizmi olsun.

1<i<n olmak iizere her reR igin [x,r]eR oldugundan

[x,r]+ R :¢([xi,r]+ R')

[ofx 7 )ofr+#]

=[x,r]+[u,r]+R

olur. Buradan her r € R ve 1<i<nigin [u,r]eR olur.
Onerme 4.6 den 1<i<n i¢in U; € R olur. Simdi ¢ nin bir i¢ otomorfizm oldugunu
gosterelim.

2 < J<n olmak tizere sifirdan farkl ﬂ = rNJ()Z, XNJ) € %‘ elemanlarini ele alalim.

Onerme 4.4 geregi

=o(f)=n(e(x).0(x))
(%40 +0)
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4. F/R'LIE CEBIRLERININ TEST RANKI Nazar Sahin OGUSLU

olur. Buradan

olur. Simdi bu esitligin sag ve sol taraflarinin Fox tiirevlerini hesaplayalim. O zaman

o(74)

o, ou, , O, U, _

=0,i=1..n (4.4.)
OX, 0% OX; OX,

esitligi elde edilir.

oldugundan U (%) de

olur. U (%) yi Q(%) kesir cismine gomelim (Kharlampovich, 1984). O zaman

or,  or,— .
a—’ = —a—’ XX, ' olur. Bunu (4.4.) de yerine yazalim. O zaman i =1,...,n i¢in
X, X
j 1

or. ou. or. — . \éou. or. (6. ——.10u.
Ao, ——E XX N g ve DM 5 Hi g
oX, OX, oX, OX; OX, | OX: :

olur. Buradan

(4.5.)

esitligi elde edilir. O halde
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4. F/R'LIE CEBIRLERININ TEST RANKI Nazar Sahin OGUSLU

ou. —— o .
olur. O zaman — = X..a; olacak sekilde a, €U (F/) vardir. Bunu (4.5.) da yerine
OX. joi i R

. .. u —— ~
yazarsak i =1,...,n i¢in % = X,.«; olur. Buradan u, € %. oldugundan
X.

ve sonug olarak

elde edilir. Buradan bir v e %. vardir Syle ki v = u_1 ve i=1,...,n i¢in ;i =— dir.
o0, o ov_ 2]
—=X.0, =X —=
OX; OX OX;

oldugundan LIz[Z,\?] olur. Benzer sekilde L|~J=[XNJ,\~/J olur. j=2,..,n igin I,

elemanlarim ele alirsak her i =1,...,n igin u~I = [z,(/] elde edilir. Bu yiizden;

elde edilir. Boylece ¢ % niin bir vV eleman: tarafindan belirlenen bir i¢

otomorfizmdir.

Simdi Teorem 4.7 yi rankin 2 olmasi durumu i¢in inceleyelim.
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4. F/R'LIE CEBIRLERININ TEST RANKI Nazar Sahin OGUSLU

Onerme 4.8: F, {Xl, Xz} tarafindan lretilen serbest Lie cebiri,

R=7,(F), Ez%. ve ¢:F > F, (D(I:[XI,XZ],XZ:I-F R')=[[x1,x2],x2}+R',

(p(l:[xz, X X1]+ R') = I:[Xz, X Xl] +R olacak sekilde F nin IA olmayan bir
endomorfizmi olsun. O zaman ¢’ , % niin bir elemani tarafindan belirlenen bir i¢

otomorfizmdir.

Ispat:a,b,c,d eK veu,ve F' olmak iizere
(p(xl+R'):ax1+bx2+u+R',(p(x2+R'):cxl+dx2+v+ R

olarak tanimlayalim.

y, =ax, +bx, +u vey, =cx +dx, +v
diyelim. R = 7, (F) oldugundan bir r R igin
[V,.Y,]=[ax +bx, +u,cx +dx, +v]=(ad —bc)[x,x, ]+ r
olur. (ad —bc) =& diyelim. O zaman [y,,y,]=a[X,X,]+r olur.

(/)([[Xl,xz],xz]+ R‘) = [[Xl,xz],xz}L R oldugundan

[[ylayz]’yz}i_R‘ :[[Xlaxz]vxz:|+R'

olur. Bu esitlikte her iki tarafin X, e gore Fox tiirevi alinirsa
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4. F/R'LIE CEBIRLERININ TEST RANKI Nazar Sahin OGUSLU

5([[y1,y2],y2]) 8([[xl,x2],x2])

= mod |
OX, OX,

Ve

o, . Y]
[yl,yz]-ax1 Y, o

= X,.X, mod |

olur. Buradan

(a[xl,x2]+r).(c+§—vj—(cxl+dx2+v).

X

o(a[x.%]+r)
OX,

= X,.X, mod |

\~

O(a (XX, —%,%)+r)
OX

(@ (%%, = %% )+ r).[c+gﬂJ—(cx1 +dx, +V). =X,.X, mod I,
Xl

1
elde edilir. Bu son esitlikte esitligin saginda ve solunda bulunan 2 uzunluklu

kelimelerin toplami birbirine esit olmalidir. O halde
ac( XX, —%,% )—(cx +dx, ) (—ax, ) = XX,

olur. Bu ifade diizenlenirse 2aCX X, —aCX,X +adX,X, =X,X, ve buradan da
ac=0, ad =1 elde edilirr Bu ise ¢c=0 oldugunu gosterir. O halde
a=ad vead’ =1 dir.

Diger taraftan;

R =7,(F) oldugundan bir s € R igin [y,,y,]=[dx, +Vv,ax, +bx, +u]=ad[x,,x ]+s
olur. (/)([[Xz,xl],xl}+R‘):[[Xz,xl],xl}+R' oldugundan

I:[yzjyl]’yl]-i_R‘ :[[X29X1]7X1}+R’

olur. Bu esitlikte her iki tarafin X, ye gore Fox tiirevi alinirsa

o[yl v]) _o(lexlxn])
ox, OX, '
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Ve

oY,y
[yza yl]'gyT;_ y1'[8+21]= Xl'Xl mod IR

olur. Buradan

(ad[xz,xl]+s).(b+a—uJ—(axl+bx2).

a(ad[xz,xl]+s)
8)(2

=X.X, mod I,
6)(2 1°71

ve

(ad (x,% —x1x2)+s).(b+a—uj—(axl bx,).

0%,

o(ad (x,x, —XxX,)+s)
0X,

= X,.X, mod I

elde edilir. Bu son esitlikte esitligin saginda ve solunda bulunan 2 uzunluklu

kelimelerin toplami birbirine esit olmalidir. O halde
abd (X% —x,x, ) —(ax, +bx, )(ad (-x,)) = x.x,
ve 2abdx,X, —abdx x, +a’dx,x, = XX, olur. Buradan abd =0vea’d =1 olur ve
b =0 elde edilir.
Boylece b=0, c=0, a’d =1=ad’ elde edilir. a’d=ad’ ise ad(d—a)=0 olur ve
d =a elde edilir.
Boylece y, =ax, +U, Y, =ax, +V ve &’ =1 elde edilir. ¢, F nin IA olmayan bir
endomorfizmi oldugundan a#1ve a*+a+1=0 olur.
@’ (x1 + R') =x +a’u +a(p(u+ R')+(p2 (u+ R')+ R
dir. ueR ise
a’u +a(p(u + R')+go2 (u + R') eR
dir.
UgRolsun.ueF olup genelligi kaybetmeksizin U = [Xl, X2] alabiliriz. O zaman bir
reR igin
(p(u + R') =(p([x1,x2]+ R'): [V ¥.]+ R =a2[x,%]+r+R

Ve
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o (u+ R')=¢(a2[xl,x2]+r+ R'):az(p([xl,xz])+go(r)+ R =a[x,x]+ar+o(r)+R

olur. Buradan

a2u+a¢(u+R')+¢2(u+R'):az[xl,x2]+a(a2[xl,x2]+r)+a[x],x2]+a2r+go(r)+ R
=(a’+a+1)[x,x]+ar+a’r+p(r)+R

=ar+a’r+o(r)+ R e%.
olur. O halde u e F ise a’u+ ago(u + R')+g02 (u + R’) € %. olur.
O zaman bir p €R icin ¢’ (X] + R') =X +p+ R olur.
Benzer sekilde bir g€ R icin ¢’ (X2 + R') =X, +Qq+ R elde edilir.
Simdi ¢’ {in %. lizerinde birim doniigiim oldugunu gosterelim.
R=wW+R e % olsun.we R—R olup r e {[[x],xz],xz},[[xz,x]],xl]} R olmak
{izere W nun her monomiali [...[[r,al],azj,...,a& seklindedir dyle ki 1<i<| igin
3 € {X.%,[%, %]} dir ve (p3(ai + R') —a +r+R olacak sckilde r eR vardur.

i (r + R') =r+R oldugundan

(/73([...[[r,al],az},...,a,]+ R')z[...[[r,a1 0]+ ] R

=[.[[ral.a,+n],..a+5 |+R

olur. Bu sekilde devam edilirse

@’ ([...[[r,al],az],...,al]+ R') =[.[[r.a].a]...a |+R

olur. O halde ¢’ endomorfizmi % tizerinde birimdir.
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Son olarak ¢’ endomorfizminin bir otomorfizm oldugunu gosterelim.
a+R e %. olsun. ae F olup R=y,(F) oldugundan aeR yada a,,6 €K
olmak iizere a=a[X,X, ]+ BX +5X, seklindedir.
a+R =R’ olsun. ¢’ endomorfizmi % tizerinde birim oldugundan a€ R ise
o (a+ R') —a+R =R olur.
a=a[x,X |+ px +06Xx, ise
@’ ([xl, X, |+ R') =[x, %]+[%.q]+[p.%,]+R =R,
¢3(xl+R')=xl+ p+R =R,
¢3(x2+R'):x2+q+R' £R
oldugundan ¢’ (a+ R') #R dir. O halde a+R #R ise ¢’ (a+ R') # R dir. O halde
¢’ birebirdir.
Simdi ¢’ iin 6rten oldugunu gosterelim.

a+ R'e%‘ olsun. aeR ya da @,f,6 €K olmak iizere a=a[x,X, ]|+ BX +5X,

seklindedir.

aeR ise ¢’ endomorfizmi % lizerinde birim oldugundan ¢’ (a+ R') =a+R
dir.
a=a[x,X |+ px +06x, ise
(/)3(a[xl,xz]—ﬁ[xl,q]—é[p,x2]+,8xl — Br+6x%, -5+ R'): a+R
dir. O halde ¢’ ortendir.

Boylece ¢’ , %, niin %, iizerinde birim olan bir |A—otomorfizmidir. Bir 6nceki

teoremden ¢’ | %. niin %. niin bir elemani tarafindan belirlenen bir ig¢

otomorfizmidir.
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Teorem 4.7, 7 Y tipindeki serbest Lie cebirlerinin test kiimelerini
Yk

belirlememizde 6nemli bir rol oynar. Bunun i¢in asagidaki dnermeye ihtiyacimiz

vardir.

Onerme 4.9: F, K cismi iizerinde serbest iirete kiimesi X ={X,,X,,...,X,} olan bir

serbest Lie cebiri ve R, F nin % serbest polinilpotent Lie cebiri olacak sekildeki

bir ideali ve s € R olsun. Eger bir x; € X igin [s,X; |€R ise seR olur.

Ispat: R, F nin % serbest polinilpotent Lie cebiri olacak sekildeki ideali ise

U(%) bir tamlik bolgesidir. [S,XJGR' ise SXj—xjseARA olur. seR

oldugundan X;s € A;A olur. Buradan Onerme 2.16 geregi 1<i<n icin X; S—SEAR
X

olur. U (%) bir tamlik bolgesi ve X; ¢ Ay oldugundan 1<i<n igin g—s € Ag olur.
X.

Onerme 2.16 geregi s € A A olur. Ayrica s e F oldugundan Onerme 2.17 geregi
seR olur.

Teorem 4.10: R=y,(F),F= % ve f eFigin f = f+R olsun. Eger bir
m>k i¢in ¢@:F—F endomorfizmi, H,_ = {h +R :he Hm} tizerinde birim
doniisiim ise ¢, % niin bir eleman1 tarafindan belirlenen bir i¢ otomorfizmdir.

( Burada H = U H,, kiimesi F nin Hall bazidir.)

m=1
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Ispat: 1< j,t<n,j#t icin Wmtj:[...[[g,xi],xi],...xi] olarak tanimlayalim.

[
(m—1)—kez

w.eH_ olup ¢ , H_  iizerinde birim oldugundan ¢( mq)—w

mtj m m mtj olur.

1<i<n igin U, € F olmak iizere (p()?, ) = J, + Zaik Z =y, olarak tamimlayalim

(1<i,k<n i¢in a, €K).

1< j,t<n, j#tigin (o( mtj) W,,; oldugundan

[[[ZZ]Z}Z} = go[[[[xfxﬂxf]xﬂ] :[[[ift’yj] Y; |9 ]

%/—/
(m—1)—kez (m—1)—kez (m—1)—kez

ve dolayisiyla

[...[[yt,yj],yj},...yjjz[...[[xt,xj],xj],...xj]mod R

(m—1)—kez (m—1)—kez

olur. Buradan

Xﬁ IRARAR yJ] [[ AN JmodR]

(m—1)—kez

Ve

[--.[[yt SRS yj]?_xj_ Yi %{[[[yt SASTIE y,]] =(=1)"" %" modl,

%f—/
(m=2)—kez (m—2)—kez

esitligi elde edilir. m >k oldugundan [[[yt LY j], y j],... y j] € R olup son esitlikten
%/—J

(m—=2)—kez
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0 m— m—
i LAy ]9 ] = ()™ ™ med

(m—2)—kez

elde edilir. O halde en az bir 1<p<n igin y; = ij mod |; olur. Dolayisiyla
U, +a,X +a,X, +..+a;X;+..+a, X, =X mod I, olur. Her 1<t<nigina, =0
olsa u; e F igin u; = ij mod I celiskisi elde edilir.

O halde p=1, a; =1, t# jigina;=0 ve u; €R elde edilir. O halde 1< j<n igin
U; € R olmak tizere ¢(X~J) = ;(VJ +l’JVj seklindedir.

Simdi ¢ nin %. tizerinde birim doniisiim oldugunu gosterelim. Bunun i¢in ¢ nin

her n>Kk igin ﬁ; kiimesi lizerinde birim oldugunu gostermek yeterlidir.

re H, , olsun. ¢(F):F+Zn:aa—xr.u~i olup S:Zn:aa—xr.ui e R dir. a:[F,XT} olsun.
i=1 i i=1

~ I —~ ~ —_— —
a= Z:Ci.hmi olacak sekilde ¢, e K ve1<i<li¢in h e H  vardir. ¢, H_ iizerinde

olur. Buradan

ve dolayisiyla

olur. O halde ru; —x;se R ve —x;s € AzA olur.
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Buradan [S, Xj]e R ig¢in [s,xj]=sxj —X;S€AgA olup Onerme 2.17 geregi
[S,XJE R olur. O halde Onerme 4.9 geregi seR' olur. Buradan (/)(F):F elde

edilir. Yani ¢, ﬁ;:l lizerinde de birim olur. Bu sekilde devam edilirse

o, H, ,,H, ;,..,H,  lzerinde birim olur. Simdi ¢ nin H_,, izerinde birim

oldugunu gosterelim.

olsun. r elemanini

= [ [[RR R |

seklindeki monomiallerin bir lineer toplam1 olarak diisiinebiliriz.

reH

m+l

ai :|:"'|:|:Xi17Xi2:|9xi3:|""7xim:|
o~ I —~ —~ —
olsun. &, :zcj.hmj olacak sekilde ¢; e K ve 1< j<l i¢in h; e H, vardur.
j=1

o, I:Ivm tizerinde birim ve gi € ﬁvm oldugundan go(évi ) = évi olur. O halde

o(@)=0([aXmm )= 2(2):2(Xmn) | =[ @ X + Ui | =[ @5 ]

olup (/)(oNti ) = 07i olur. O halde r e /I:I;: i¢in ¢(r) =r olur. Yani ¢, H,__, iizerinde

de birim olur. Benzer sekilde ¢ , H:;,Hm”_,HmM,... lizerinde de birim olur.

Boylece her n>k igin ¢ I/-|vn kiimesi tizerinde birimdir. O halde ¢ , % izerinde

birim doniistimdiir. O halde Teorem 4.7 geregi ¢, %, niin bir eleman tarafindan

belirlenen bir i¢ otomorfizmdir.
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Tanim 4.11: S bir halka olsun. Her abeS ve ab=#0 icin
ax=by¢0(xa= yb;tO) olacak sekilde X,y e S varsa S de sag (sol) Ore kosulu

saglanir denir. Bu durumda S ye bir Ore bolgesi denir.

Not : U(%) birlesmeli cebiri bir Ore bolgesidir ve @(%) kesir cismine
gomiilebilir (Kharlampovich, 1984). Bu yilizden V :%v ®U(%)Q(%) tensor
carpimi Q(%) tizerinde bir vektor uzayidir ve V nin boyutu n—1 dir. j=2,...n
i¢in % niin EJVJ = EJVJ(Z,XT) elemanlari diistinelim 6yle ki g/]vj , ;1 ve X~J nin bir
monomiali olsun. O zaman V  vektdr uzayi Q(%) -modiil  olarak

{gz,...,gn} tarafindan {iretilir. Daha detayli bilgi i¢in (Kharlampovich, 1984) e

bakiniz.

Teorem 4.12: F, K cismi iizerinde serbest iirete¢ kiimesi X ={x,X,,...,X,} olan

bir serbest Lie cebiri, R =y, (F) ,F= % ve f e F i¢in f=1f+R olsun. m>k

olmak {izere 2< j<n igin Vv;l =[HZ,X~J,X~J],X~J olsun.

\__ﬁ/——J
(m—1)—kez

O zaman F=%. nin 2<j<n igin q)(\?V\,T;):\;vv olacak sekildeki her ¢

mj

endomorfizmi %, niin bir elemani tarafindan belirlenen bir i¢ otomorfizmdir.

Ispat: ispat1 k {izerinden tiimevarimla yapalim.

k=2 olsun. R=y,(F)= F icin iddianin dogru oldugunu gosterelim.

. olarak tanimlayalim

] ~ ~ n —~ ~
1<i<n igin u, € F olmak iizere (/)(Xi)=ui +Zaik X, =Y,
k=1

(Burada 1<i,k <n i¢in a, e K dir).
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2< j<nigin (p(\?V\n;) = \7v\n; oldugundan

v v ey =[x ]k ] (4.6)

olur ve

elde edilir. Buradan

0 0 \
o [...[[yl,yj],yj],...yj} = [...[[xl,xJ,xJ,...meodR

(m—1)—kez (m—1)—kez

ve dolayisiyla

oy 0 m-1_ m-
[...[[yl,yj],yj],...yj]a—X:—yja—x1 [...[[yl,yj],yj],...yj] =(-1)"" x,"" mod |,

(m—2)—kez (m—2)—kez

elde edilir. m >k oldugundan [[[yt , yj], yj],... yj] € R olup son esitlikten
%/—/

(m—2)—kez

0 m— m—
e [Ty, 18, ] ]| =) 3 o,

(m—2)-kez

olur. Buradan en az bir 1<p<n i¢in Yy;=X lp mod |, olur. Dolayisiyla
— P o _

Uj+a;,X +a;,% +...+8;X; +...+a;,X, = X; mod olur. I<t<nigina; =0

oldugunu varsayalim. O zaman u; e F =R i¢in u; = XJP mod | celiskisi elde edilir.

Ohalde p=1, a; =1, t= j i¢ina,=0 olur.
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Boylece 2 < j<n igin S/VJ = XNJ +l’JVj olur.

Simdi Yy, = X, mod R oldugunu gosterelim.

~:[ [[yl,y. Y. A [ xl,xj] f]xﬁ]e%

( ) kez (m—2)—kez

olsun. (4.6.) geregi

EARE

dir. Her iki tarafin tlirevini alalim.

Buradan
—ng—a:—xjs—bmodAR elde edili. 2<j<n i¢in y,=x,+u, ve u,eF =R
X X
oldugundan —x; @ =—X| ob —mod A, ve buradan
X, X,
X; @_8_b =0modA; olur. U (%) bir tamlik bolgesi oldugundan
X, 0%,
@=6—bmodA dir. O halde %Xt :Z:a—bxI modAgzA olup a=bmodA A
% 0% o 0% o O

olur. Onerme 2.17 den
a=bmodR'

oldugu goriiliir. Bu sekilde devam edilirse 2 < j<ni¢in [yl,y } [x X ] olur.

12 %)

Buradan [yl, ] [xl, J]modR' olup

5 = [y, ]2 [xl, x; Jmod,

J

Ve

9, dy
yla_xj_yj ox. L mole

39
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olur. 2< j<nigin S/VJ = XNJ —i-u~j oldugundan

ou,
X, =Y, (1+8—X‘J—(xj +uj)%mole
j j

ve buradan

o, oy,

_ j
X, = yl+y'_ax = X; _6x mod |,
j j

olur. y, =a,X +a,% +...+3,;X; +...+a,X, +U, olup

dir. O halde
ou.

]

ou
— 1
X =8, X% +a,X ot a X+t a,X, Y, x =X = X; x mod I,

i j
olur. Buradan a,, =1ve 1<t<n,t# j i¢in a, =0 olur. Yine ayn1 yontemle (4.6.) den
once S# ] igin [Yl, IJ = [Z, Z] esitligi elde edilip ayni hesaplar yapilirsa

2<j<n igin a; =0 da elde edilir.

Boylece 1< j<n igin yNJ = X~J + u~J olur. O halde ¢ , % tizerinde birimdir.

U(%) yi Q(%) kesir cismine gomelim. Not geregi {va/z,,v”v;} kiimesi
Q(%)-modﬁl olarak %. niin bir bazidir. ¢ , % iizerinde birim oldugundan
Q(%) -modiil olarak %. niin bir endomorfizmine genisletilebilir. ¢

{\TV\/ vav} iizerinde birim oldugundan bu genisleme birimdir. Sonug olarak ¢,

m22°*> mn
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%. iizerinde de birim olur. Teorem 4.7 geregi ¢, % niin bir eleman1 tarafindan

belirlenen bir i¢ otomorfizmdir. Boylece k =2 i¢in iddia dogrudur.

Simdi kK>2 ve T =7k71(F) icin iddia dogru olsun. R=yk(F) icin de dogru

oldugunu gosterelim. ﬁ:FR, , Fz%. ve (/):E—)E , 2<)<n igin

go(\Tv:J) —w_ saglayan bir endomorfizm olsun. R=y, (F)<T =7.(F)

mj

oldugundan F nm ¢ endomorfizmi F nmn v endomorfizmini belirler.

—_— e~

go(\Tv\nTj):ij ise W(ij):V/Vm\j olur. Tiimevarim hipotezi geregince y , %, niin

bir elemani tarafindan belirlenen bir i¢ otomorfizmdir. Buradan bir u € T igin

2% olur. Dolayistyla

v (XAi)Zeada(xAi)z X, + [u,x; ]+ T

(//:

olur. U € T oldugundan [u,X ] € R olur. O halde (o(z) =X, mod R olur. O halde ¢,

% uzerinde birimdir.

U(%) yi Q(%) kesir cismine gomelim. Not geregi {WmZ""’Wmn} kiimesi

@(%)—modﬁl olarak % niin bir bazidir. ¢ , % iizerinde birim oldugundan
Q(%) -modiil olarak %‘ niin bir endomorfizmine genisletilebilir. ¢ ,

{va;,,va;} tizerinde birim oldugundan bu genisleme birimdir. Sonug olarak ¢,

%' tizerinde de birim olur. Teorem 4.7 geregi ¢, %, niin bir eleman tarafindan

belirlenen bir i¢ otomorfizmdir. Boylece k +1 i¢in de iddia dogrudur. Bu da ispati

tamamlar.

Sonug 4.13: R=y,(F), k>2,n>3 olsun. O zaman % Lie cebirinin test ranki

n-1 dir.
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Ispat : (Esmerligil, Kahyalar, Ekici, 2006) de % Lie cebirinin minimal elemanl

test kiimesinin eleman sayisinin n—1 den kiiciik olamayacagi gosterilmistir. O halde

yukaridaki teoremden %, Lie cebirinin test rankinin n—1 oldugu goriiliir.

a,beF icin [...[[a,b],b],...],b] elemanini [a,bm} ile gosterelim.
-

m—kez

Onerme 4.14: R=F""-% F=F Ve feF icin f=f+R olsun

2<i<n i¢in gi( - .) elemanlart R—R niin X ve X tireteglerine bagli elemanlar

olsun. F nm (p(Z):YI , 1<i<n olacak sekildeki endomorfizmini ele alalim.

Eger 2<i<n igin

([0 8 {[s () 57 ]
ise 0 zaman her 1< j<n igin y; ¢ F' dir.

Ispat: g, —a—g'x + ag' X, ve 9, e R— R oldugundan U (%)

1 1

Gg, #0ve — ﬁg, =0
OX, OX;

8g, ag,
ox. o

1 i

(p([[g (xl,x,) Ym},ZmD:Hg (xl,x,) I”‘},i}m} ise
a5 [0

dir. Bir ke Z" igin —- € A* olsun.
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ve
[0 () v ]owm ] =[ [0 (%0 %)™ ], %™ | mod R
olur. Bu esitligin her iki tarafinin X, e gore Fox tiirevi hesaplanirsa U (%) de

m magi y’yi m mag X,XI
yi yl %:Xi X1 %modAR (47)

a9, (yl’yi)

1

esitligi elde edilir. U (%) de Ggl # (0 oldugundan #0 olur. Onerme
l

2.15 geregi
09 (%1-%1) _ 09, 0¥, , 99 %
OX, oy, OX 6’yi 0%,
olup M;ﬁ 0 oldugundan U (F/) g, #(0 veya — g, # 0 olur.
1 R a 1 8yl

Bir seZ" igin
&, o,
o, oy,

olsun. O zaman k < s dir.

o9, (Y1, ¥:)
OX

0g; (Y- ¥:) _ 09, oy, L 99, %
OX, oy, OX ayi OX,

Bir teZ" icin e A' olsun. oldugundan

1

s<t olur. Bdylece k <t olur. §imdi Yy, veyay; nin F' de oldugunu varsayalim. O

A2m+k+l

zaman (4.7.) esitliginin sag tarafi A*™* ya ve sol tarafi (I > 1) ya ait olur.

Bu ise bir geliskidir. O halde her 1< j<n igin y, ¢ F' dir.

Teorem 4.15: R=F""% F = %. ve f eFigin f =f+ R olsun. O zaman F

nin test rankt n—1 dir.

43



4. F/R'LIE CEBIRLERININ TEST RANKI Nazar Sahin OGUSLU

Ispat : meZ" olsun. gNz,...,gNn e%. olsun oyle ki 2<i<n igin 5' elemanlari

’le ve Z tarafindan tiretilen alt cebire ait olsun. ﬁ. = [[E,Xﬁjm},xim} olarak secelim.

{h~2,,h~n} kiimesinin  bir test kiimesi oldugunu gosterelim. F  nimn
¢<Z): y,, 1<i<n olacak sekildeki endomorfizmini ele alahm ve 2<i<n igin

go(ﬁ,) = ﬁ, olsun. Simdi @ nin bir otomorfizm oldugunu gosterelim.

(p(ﬁ,) =h ise

Lo ey) " | | ={ [ (x0) 5" )17 |
ve buradan
L0 (9)w" ™ J=[ [0 (% %). %" ] x" Jmod R
olur. Bu esitligin her iki tarafinin X, e gore Fox tiirevi hesaplanirsa U (%) de

m magi Vi Yi m m@gi X5 X%
Yi ¥ %in X, %modm{

esitligi elde edilir. Onerme 4.14 geregi Y,,...,Y, & F' dir. Bu ispatin geri kalan kismi

(Timoshenko ve Shevelin, 2008) in esas teoremiyle Ozdestir. (Timoshenko ve
Shevelin, 2008) de ki lemma 2 nin sonug kism1 geregi

Yi=aX+Uu ,o €K, u eR

seklindedir. F nin @ ve y endomorfizlerini, 1<i<n igin H(Z) =a;X, ve

l//()A(;) =X +V. (\7I =6 (uNI) € %.) olarak tanimlayalim. O zaman @ =y o6 olur.

Ayrica Onerme 4.14 geregi 1<i<n igin ¢ #0 dir. O halde & bir otomorfizmdir.

Onerme 4.4 geregi
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olur. U, € R oldugundan u, terimleri H(hi) den daha biiyliik uzunluga

sahiptir. Bu yiizden

» 00(h;) - N
U =0 olmalidir. Buradan G(hj):hj (2<j<n)
=1

elde edilir. Boylece w nin bir otomorfizm oldugunu ispatlamak yeterlidir. Bir bagka

ifadeyle =1 varsayabiliriz. O halde ¢, % iizerinde birim olur. Not geregi
{h~2,,h~n} kiimesi Q(%) modiil olarak RR' yi lretir. ¢, % tizerinde birim
oldugundan %. niin Q(%)-modﬁl endomorfizmine genisletilebilir. 2 <i<n igin
(p(ﬁ,)=ﬁ, oldugundan bu genigleme birimdir. Sonu¢ olarak ¢, % izerinde
birimdir. Teorem 4.7 geregi ¢, %. niin bir eleman: tarafindan belirlenen bir i¢

otomorfizmdir. O halde {h:,,h?} kiimesi bir test kiimesidir. (Esmerligil, Kahyalar

ve Ekici, 2006) da F nmn test rankinin en az n—1 oldugu gosterilmigsti. O halde F

nin test ranki1 n—1 dir.
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5, %R, F] LIE CEBIiRLERININ TEST RANKI

Bu bolimde ranki 2 olan %R' F} formundaki Lie cebirlerinin bir test

elemanina sahip oldugunu ve dolayisiyla test rankinin 1 oldugunu gosterecegiz.

F, serbest iirete¢ kiimesi X ={x,X,} olan serbest Lie cebiri ve R, F nin

tam invaryant, yani F nin her otomorfizmi altinda invaryant kalan bir ideali olsun.

Onerme 5.1: %, niin bir otomorfizmi % nin bir otomorfizmini belirler.

Ispat : gp:%,%%‘ , uveF igin ¢(U+R‘)=V+R' olarak tanimli bir

otomorfizm olsun dyle ki a€ F ver e R i¢gin v=a+r olsun.

% nin g?) endomorfizmini U € F i¢in

p(u+R)=a+R
olarak tanimlayalim. Simdi g; nin bir otomorfizm oldugunu gosterelim.
Ik olarak (7) nin birebir oldugunu gosterelim. ZJ(U + R) =R olsun. g; nin tanimi
geregi a+R=R olup aeR olur. O halde a+r=veR olur. Simdi

(p(u + R') =v+R' oldugunu gdzdniine alirsak U+R = ¢ (v)+ R elde edilir. R tam

invaryant ve veR oldugundan ¢~ (v)eR ve u-g¢'(v)e R <R olup ueR
oldugu goriiliir. Bu ise U+ R =R oldugunu yani g_o nin birebir oldugunu gosterir.

Simdi Z) nin orten oldugunu gosterelim. b+R e % olsun. b+R e%. olup ¢

orten oldugundan go(u + R') =b+R  olacak sekilde bir u+ R e %, vardir.

deF veqeR i¢in u=d+q olsun. O zaman

g?)(u+R):g7>(d+R):b+R
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olup g; ortendir. O halde g_o bir otomorfizmdir.

Onerme 5.2: F bir serbest Lie cebiri ve R, F nin ideali olsun. O zaman her m > 1

icin RNy, (F)=7,(R) dir.
Ispat: Bu 6nermenin ispat1 (Bahturin, 1987) deki Proposition 4 iin bir sonucudur.

Teorem 5.3: F, K cismi iizerinde serbest iirete¢ kiimesi X ={x,,X,} olan bir

serbest Lie cebiri ve L = %R‘ F] olsun. O zaman L nin test ranki 1 dir.

ispat : feF igin f = f +[R‘, F} olsun. [XNI,X:] nin bir test eleman1 oldugunu
gosterelim. ¢:L— L, i=12igin (o(z) = 9: olarak tanimli bir endomorfizm ve
(/)([Z, XNZ}) = [Z, XNZ} olsun. O zaman

[V .] :[Xl’xz](mOd[R',F})

olur. Onerme 3.2 geregi [R‘, F] < A(lz)A oldugundan

[V ¥.]=[%. %, ](mod A( I, )A)

olur. Simdi bu esitlikte X, ve X, ye gore sol Fox tiirevleri alinirsa asagidaki denklem

sistemi elde edilir.

yI%—yz%z—xz(modAlR),

oX, oX,
oy oy
yla—xj— yzé’_xlz X (mod Aly).
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Simdi bu sistemde esitliklerde sirastyla X, ve X, ye gore sag Fox tiirevleri alinirsa

asagidaki denklem sistemi elde edilir.

Buradan

Y0 YO (¥ M

OX, X, || 0%, OX, (1 OJ
Y0 yo |9y, O,

oX,  OX oX, OX,
olup ¢ nin Jacobian matrisi J,,, U (%) de sol tersinirdir. (Shpilrain, 1993) den ¢,

%. niin bir otomorfizmini belirler. Yani i=1,2 i¢in Yy, € F nin %. deki

gOriintlislinii VI ile gosterelim. O zaman ¢, % niin

? (Z) =Y,
olarak tanimli ¢, otomorfizmini belirler.

| =[R', F] olsun. O zaman 73(R)c | olup Onerme 5.2 geregi 73(R)=73(|) olur.

(Umirbaev, 1993) deki Lemma 4 geregi , 7 =7 nin  bir
geregr ¢, ;/3(R) 73(|)
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otomorfizmini belirler. Yani i=1,2 i¢in Yy, nin % (1) daki goriintiisiinii 7, ile
3

Osterelim. O zaman ¢, , F nin

: % J0)

o (7)-7

olarak tanimli ¢, otomorfizmini belirler. Yine (Umirbaev, 1993) deki lemma 4

geregi @, , %, nin bir otomorfizmini belirler. Yani i=1,2 igin Y, nin %, daki

gorlintiistinii V, gosterelim. O zaman ¢, , %, nin

of5)-5

olarak tanimli ¢, otomorfizmini belirler. Onerme 5.1 geregi ¢, , '% nin bir
otomorfizmini belirler. Yani i =1,2 i¢in Y, nin '% daki goriintiisiinii ?I gosterelim.

O zaman ¢,, '% nin

olarak tanimli ¢, otomorfizmini belirler. I:[R',F] oldugundan ¢ =¢, olur.

Dolayisiyla ¢ bir otomorfizmdir. Bdylece [Z,XNJ bir test elemant olup L nin test

rank: 1 dir.
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6. ABELYEN CARPIMIN TEST RANKI

F serbest itireteg kiimesi {X;,...,X,}, N>2 olan serbest Lie cebiri ve A,

karakteristigi sifir olan K cismi tizerinde ranki m olan bir serbest abelyen Lie cebiri

olsun. F* A ile F serbest Lie cebiri ile A nin serbest ¢carpimini gosterelim.

Tanmm 6.1: L, ve L,, K cismi iizerinde iki Lie cebiri ve L =L, *L, bunlarin serbest
carpimi olsun. ¢:L — L, xL, dogal homomorfizm olsun 6yleki ¢, L, ve L, nin
birim doniigsiimlerinin genislemesi olsun. ¢ nin ¢ekirdegi bir serbest Lie cebiri olup

bu alt cebire L, *L, nin kartezyen alt cebiri denir.

Tamm 6.2: D, F*A nin kartezyen alt cebiri ise o zaman (F*A)/D bdlim

cebirine F ve A nin abelyen ¢arpimi denir. Bu ¢arpim1 F x,, A gosterelim.

F nin test rankinin 1 oldugunu biliyoruz. A serbest abelyen Lie cebirinin

B= {bl,...,bk}, k <m-1 alt kiimesini diisiinelim. B lineer bagiml ise test kiimesi

olamayacagi agiktir. B nin lineer bagimsiz oldugunu varsayalim. O zaman vektor

uzayr olarak A nmn bir {b,..,b.b,,...b,} bazina tamamlanabilir. A nm

p(b)=h, 1<i<k, gp(bj)zo, k+1< j<m olarak tanimli ¢ endomorfizmi B yi

sabit birakir fakat bir otomorfizm degildir. Bu ylizden m den daha az sayida eleman
iceren bir kiime A nin bir test kiimesi olamaz. Diger taraftan A nin herhangi bir
serbest iirete¢ kiimesi bir test kiimesidir. Bu yiizden A nin test ranki m dir.

Bu boliimde verilen her | ve k tamsayilart igin ranki | ve test ranki k olan bir Lie
cebiri oldugunu gosterecegiz. Gupta, Romankov ve Timoshenko bu sonucu gruplar
icin ispatladilar (Gupta, Romankov, Timoshenko, 2005). Biz (Gupta, Romankov ve
Timoshenko, 2005) de kullanilan teknigi, Fx, A abelyen carpimin test rankini

hesaplamak i¢in kullanacagiz. Bu ispati yaparken F nin 0zel iki test elemanini

kullandik. Shpilrain F nin bir u elemaninin rankini, F nin otomorfizmleri altindaki
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gorlintiisiiniin  bagh oldugu {reteclerin minumum sayis1 olarak tanimlamistir
(Shpilrain, 1995). Daha sonra sonlu rankl bir serbest Lie cebirinin maksimum rankli
homojen elemanlarinin test elemanlar1 oldugunu gosterdi. Ayni1 zamanda homojen

bir elemanin rankini bulan bir algoritma yazdi. Shpilrain’in algoritmasini kullanarak

w, :[[...[[xl,xz],x3],...],xn], W, :[[...[[[xl,xz],xlj,xJ,...],xn]

elemanlarinin maksimum rankli oldugunu gosterebiliriz. Bu yiizden w, ve w, F nin
test elemanlaridir. W, in test eleman: oldugu Mikhalev, Umirbaev ve Yu tarafindan

da gosterilmisitir (Mikhalev ve ark., 2001).

Teorem 6.3: A, K cismi iizerinde serbest iirete¢ kiimesi {a,,a,,...,a,}, m>2 olan

bir serbest abelyen Lie cebiri olsun. O zaman L =F x_ A abelyen ¢arpiminin test

ranki m dir.

ispat: F nm w, :[[...[[xl,xz],x3],...},xn} ve W, :[[...[[[xl,xz],xJ,xJ,...],xJ

test elemanlarini diistinelim.

h=w+a ve 2<i<m i¢in h, =w, +4,

olsun. Simdi {hl,...,hm} kiimesinin L i¢in bir test kiimesi oldugunu gosterelim. ¢,
L nin bir endomorfizmi ve 1< j<m igin ¢(hj): h; olsun. 1<i<n, 1< j<m igin

u,v; e F, b,c; € A olmak iizere

@: X —>Uu +b , pra; >V, +C;

ile taniml1 olsun. 1k olarak j=1,...,n igin v ; =0 oldugunu gosterelim.
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Bazi J lerigin v; # 0 oldugunu varsayalim.
L = F x A abelyen ¢arpim cebirinde 1<i<n, 1< j,k <m igin
[xi,aj]: 0 ve [ak,aj]: 0

dir. O zaman
[#(%).0(a,)]=0 ve [o(a).0(a;)]=0
olur. Buradan 1<i<n, 1< j,k<m icin
[U.v; [=0 ve [v.v; |=0
elde edilir. O halde
U =V, ve v, = BV, 6.1.)

(@, B, € K) formundadir. Bu yiizden ¢(w,)=0 ve ¢(w,)=0 olur.

O halde ¢(h)=h den v, +c, =w, +a, olur. Buradan v, =w,, ¢, = a, olur. Benzer
sekilde ¢(h,)=h, den v,=w,, c,=a, olur. O halde (6.1.) esitliginden
W, =V, =f,V; = B,B'w, olur. Bu bir geliskidir. O halde j=1,...,n i¢in v; =0 olur.

O zaman 1< j<m igin go(aj)zaj ve

w+a =p(wW+a)=p(w)+a,

W, +a, =@(W, +a,)=¢(W,)+a,

olur. Bu esitliklerden ¢@(w)=w, ve ¢@(w,)=w, elde edilir. Buradan

W, (Up,....,U, ) =W, ve W, (U,,...,u, ) =W, olur. F nin
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wiX.—Uu, 1<i<n

ile tamml1  endomorfizmini ele alalm. w (w, ) =w, ve i (W,)=w, oldugundan v,
F nin bir otomorfizmidir. Ote yandan ¢(L) cebiri {u, +b,...,u,+b .a,....a,}
kiimesi tarafindan iretilir. b,,...,b, € A oldugundan {ul,...,un,al,...,am} kiimesi de
@(L) yi iretir. O halde ¢(L), {l//(Xl),...,l//(Xn),al,...,am} kiimesi tarafindan
iretilir. Boylece (o(L) =L olur. Ayrica L hopfian yani L nin her epimorfizmi bir

izomorfizm oldugundan ¢ bir otomorfizm olur.

Simdi L nin m den daha az sayida eleman igeren bir test kiimesine sahip olmadigini

gosterelim.

Varsayalm ki {f,,..., f,} (k<m-1) kiimesi L nin bir test kiimesi olsun &yle ki

1<i<k igin f,=y,+d,, y, € F,d, € A olsun. A nin test ranki1 m oldugundan
via, —>z,1<i<m

olarak taniml1 d,,...,d, elemanlarini sabit birakan bir y endomorfizmi vardir dyle ki
w bir otomorfizm degildir. Simdi L nin
VX = Xpyeos X, —> X8, —> Z,,.0,@, —> Z

m m

olarak taniml1 ¥ endomorfizmini diisinelim. O zaman
7(fi):7(yi +di): yi+7(di): yi""//(di): yi+d;, 1<i<k
olur. Buradan y d,,...,d, elemanlarini sabit birakir. O halde y bir otomorfizmdir.

Fakat y nin A ya kisitlanig1 bir otomorfizm olmadigindan bu bir ¢eliskidir. Bu da

ispat1 tamamlar.
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7. SERBEST NiLPOTENT LIE CEBIiRLERININ TEST RANKI

Serbest nilpotent gruplarin test rankinin 1 ya da 2 oldugu Gupta, Romankov
ve Timoshenko tarafindan gosterilmistir (Gupta, Romankov ve Timoshenko, 2005).
Biz de bu boéliimde onlarin kullandigi yontem ve teknik ile serbest nilpotent Lie
cebirlerinin test rankinin 1 ya da 2 oldugunu gosterdik. Kullanilan teknik ayni
olmakla birlikte elde ettigimiz bazi sonuglarin ispati gruplardakinden farkliliklar

gostermektedir.

F , K cismi iizerinde serbest iirete¢ kiimesi X = {Xl,...,xn} , N>2 olan bir

serbest Lie cebiri olsun.

Onerme 7.1: R=;/3(F) ,L=% ve f eFigin f = f +R olsun. n=2q+1 ya da

n=2q olsun. O zaman E el ise

olacak sekilde g_l,...,g_q,h_l,...,h_q e L vardrr.

Ispat: §=g+ReL'=FA ise

olacak sekilde «; € K vardir. Simdi g = Z aij[xi,xj] elemanin1 diistinelim.

I<i<j<n
g =[gl,h1]+...+[gq,hq] olacak sekilde g,,...,g,,h,....h, € F oldugunu gdstermek

ispat icin yeterlidir.
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Ispat1 n iizerinde tiimevarimla yapalim.

n=2ise g =[,X,X,] olup iddia dogrudur.

n=3 olsun. §=a,[X,%, |+a;[X,%]+a;[%,%] olur. Simdi g=[g,,h] olacak
sekilde g,h, € F oldugunu gosterelim. Eger o, =, =0 ise g =[c,;X,, %] olup
iddia dogrudur. «;, ve a;; ten en az biri sifirdan farkli olsun. Genelligi
kaybetmeksizin ¢, # 0 olsun. O zaman ¢ = [Xl + 0,0 Xy, 00X, +0¢13X3} seklinde
yazilabilir. g, = X, + @501, X,, hy =, %, + @, %, € F igin g =[g,,h] olup n=3 igin
iddia dogrudur.

n=4ve g= Z & [Xi,xj] olsun. O zaman

I<i<j<4

4
0= 1T | [ e k] x,x]

4
olur. U=ay,[X,,% |+, [%, X, ]+, [%,%,] olsun. g:[xl,z%xi}+u olur. u
i=2

elemani Nn=3 durumundaki yontemle iki elemanin carpimi olarak yazilabilir. O

halde g elemani iki elemanin carpimi seklindeki 2 elemanin bir toplami olarak
yazilabilir.

n=5 ve (= z aij[x. X} olsun. En az bir j icin a;#0 olsun

is N
I<i<j<5

5 5 ‘ . ai.al.’l i<] .
h=[X+> B;%, > aX | olarak segelim dyle ki g;=< """ =~ 7 olsun. Islem

i-2 i=2 ;1>

i#]

kolaylig1 acisindan genelligi kaybetmeksizin ¢, # 0 oldugunu varsayalim.

h nin agiliminda 2<i< j<4 igin [X. X.] teriminin Katsayisini y; ile gosterelim.

1277

O zaman
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{x +20{|50£15 x,,Zal, } { ZS: a, } {Za,s . }+ > v %% ]

i=2 i 2<i< j<4

seklindedir. Buradan g=h+ Z ( }/,J)[ > J] olur. Z ( 7/.,)[ i» J

2<i< j<4 2<i< j<4
elemani n =3 durumundaki yontemle iki elemanin ¢arpimi olarak yazilabilir.
O halde g eleman iki elemanin ¢arpimi seklindeki 2 elemanin bir toplami olarak
yazilabilir.

Eger her | icin a,; =0 ise

5
g ={X2,Za2ixi}+0{34[X3,X4]+0{35[X3,X5]+a45 [%,,%;]

i=3

5
olur. U= ey, [X;, X, |+ 35 [ X, Xs |+ @5 [ X, %] olsun. g ={X2,Za2ixi}ru olur.
i=3

u elemani n =3 durumundaki yontemle iki elemanin ¢arpimi olarak yazilabilir.

O halde g elemani iki elemanin ¢arpimi seklindeki 2 elemanin bir toplami olarak
yazilabilir.

Simdi n den kiigiik tam sayilar i¢in iddia dogru olsun ve g = z [X X ] olsun.

i ]
I<i<j<n

En az bir | i¢in a;; #0 oldugunu varsayalim. h=|x +Z B I,Z:czlixi olarak

i=2
Ivtj

segelim Oyle ki f;

aya i< . 5 -
= s olsun. Islem kolaylig1 acisindan genelligi
—a >

kaybetmeksizin ¢, # 0 oldugunu varsayalim. h nin agiliminda 2<i< j<n-I i¢in

[ ” J] teriminin katsayisini y; ile gosterelim. O zaman

h:|:xl+nzlainaln_lxi’ialixij|=|:Xl’ialixl:| |:zam i nj| 7|J|:X|’ j}
i=2 i=2 i=2

2<i<j<n-1
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seklindedir. Buradan g=h+ z (aij ~ 7 )[Xi,XJ olur. o —y; =0; ve

U]
2<i<j<n-1

W= z é‘ij[xi,xj} olsun. g=h+w olur. w da 2<i<n-1 i¢in X, yerine X,

2<i<j<n-1

yazalim.

W= Z Oy js1) I:Xi > X }

I<i<j<n-2

olarak diisiinebiliriz. n=2q+1 veya n=2q ise n-2=2(q-1)+1 veya

n—2=2(q-1) olup timevarim hipotezi geregince
W= [gl,h]]+...+[gq_l,hq_1]

olacak sekilde g,,...,d,,h,....h, € F vardir. g, =X +Zaija1j’lxi, h, :Z%Xi i¢in
i=2 i=2

h:[gq,hq] olup g =h+w den

g:[gl,h1]+...+[gq,hq]

olur. Eger her ] icin a;; =0 ise

olur. g de 2<i<n i¢in X, yerine X, yazalim.

g= Z a(i+1)(j+1)|:xi’xj}

I<i<j<n-1

olarak diisiinebiliriz. N=2g+1 ise n—1=2q olup tiimevarim hipotezi geregince

g :[gl,h1]+...+[gq,hq] olacak sekilde g,,...,9,,h,,....h, € F vardur.
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n=2q ise n-1=2(q-1)+1 olup timevarim  hipotezi  geregince
g= [gl,h1]+...+[gq71,hq71] olacak sekilde g,,...,9,,h,....h, , € F vardir. Bir

g, € F igin h, =g, segersek g :[gl,hl]+...+[gq,hq} olur.

Boylece tiimevarim hipotezi geregince her n i¢in iddia dogrudur.

Teorem 7.2: F, K cismi lizerinde serbest iirete¢ kiimesi X = {Xl,..., Xr}, r>2 olan

bir serbest Lie cebiri, N, :7 (F) ve feFiginf=f+y,(F) olsun. O
c+l

zaman
1. r tek ve ¢ =2 ise N, nin test rank: 2 dir.

2. Diger tiim durumlarda N, nin test ranki 1 dir.

Ispat : ik olarak N, :% (F) te bir a test elemani varsa 56 NZ' oldugunu
3

gosterelim. g ¢ Nz' oldugunu varsayalim. O zaman §=G+Zaiz olacak sekilde
i=1

ueF ve hepsi birden sifir olmayan «,...,, € K vardir. Genelligi kaybetmeksizin

a, #0 oldugunu varsayalim. N, nin

P X —>xl+al’1(u+a2x2+...+arxr)

X —0,2<i<r

olarak tanimli ¢ endomorfizmini diisiinelim. ¢ bir otomorfizm degildir fakat
¢(§) =§ dir. O halde a 3 Nz‘ ise a bir test elemani olamaz.

1. r tek ve ¢ =2 olsun.
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5 € Nz' niin bir test eleman: oldugunu varsayalim ve r =2q+1 olsun. Onerme 7.1
geregi az[g_],HJ++[g_q,h_q} olacak sckilde g_l,...,g_q,ﬁl,...,h_qe N, wvardir.

r=2q+1 oldugundan 2q<r dir. N, nin g_l,...,g_q,h_l,...,h_q elemanlar1 tarafindan

uretilen B =<g_1,...,g_q,ﬁl,...,hq> alt cebirinin % » boliim cebirindeki goriintiislinii

2

B ile gosterelim. ’\% , cebirinin ranki r ve 20 <r oldugundan B nin ranki r
2

den daha kiigiiktiir. Dolayisiyla %. nlin bir {)?1 ,...,XT} serbest tlirete¢ kiimesi

2

vardir dyle ki B, <;1, T> cebirinin bir alt cebiridir. E elemani % « de sadece

© r-1
2

g_l,...,g_q,ﬁl,...,hq elemanlarmin goriintii elemanlarma bagli oldugundan, N, nin

oo N

{;(:,.. XA} kiimesi % + niin serbest Tlrete¢ kiimesi olacak sekildeki bir
2

{Z,,X_r} serbest iirete¢ kiimesi igin g nin Z,...,C tarafindan iiretilen alt cebire ait

oldugunu varsayabiliriz. Dolayisiyla N, nin 1<i<r-1i¢in J: Z — Z, X_r -0

olarak tanimh bir 6 endomorfizmi i¢in o (6)25 ve 0 bir otomorfizm degildir.

Boylece E bir test eleman1 olamaz.

Simdi {X_l, [X_Q,X_J +..t [Xr_l, X, J} kiimesinin bir test kiimesi oldugunu gosterelim.

i=1,..,r i¢cin u eF, a,,..,a, € K olmak iizere Y, =X +...+a, X +U olsun.
N, nin

DX Yy s X DY, (7.1)

olarak tanimli ¢ endomorfizmini ve A= (aij) r xr matrisini diiginelim.

Eger A matrisi K cismi lizerinde tersinir ise ¢ endomorfizmi bir otomorfizmdir.
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X =Y, [x_2,x_3}+...+[x,71,x_r] = [y_z,y_3]+...+[yr71,y_r} (7.2)

oldugunu varsayalim.

a, .. a; A, a._, . A . L
S,=det| " ltdet| " Y |4l4det| T Y I<i<j<r
Ay Oy Usi  Os; a ag

olsun. (7.2.) den

S, =S, =...=SH’r =1, Sij =0 (7.3.)
olur.
_ ay, (ezr
A:
al’z arr
A\~
0O -1 0 O 0 O
1 0 0 O 0 O
0O 0 0 -1 0 O
B=({0 0 1 O 0 O
0O 0 0 O 0 -1
0O 0 0 O 1 O

. —t . = . ) .
(r—1)x(r—1) matrisler olsun. A ile A matrsinin transpozunu gosterelim. O zaman

(7.3.) geregi
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0 523 S24 _st Sz, r-1 _SZr
Sz3 0 834 _535 _S3, r-1 _S3r
. — 24 S34 0 _845 54, r-1 _S4r
ABA= st Sss S45 0 Ss, r-1 _SSr =B
Sz, r-1 53, r-1 54, r-1 Ss, r-1 0 _Sr—l, r
S S S S S 0

olur. Buradan ‘det K‘ =1 olur. Dolayisiyla A matrisi K cismi iizerinde tersinirdir.

(7.2.) geregi ;1:?1 oldugundan A matrisinin ilk satir (1,0,...,0) olur. O halde

|det A|:1 olur. Buradan A matrisi K cismi iizerinde tersinirdir. Boylece ¢ bir

otomorfizmdir. O halde {Z, [X_Z, X_3J+...+[xr_l,x_r]} bir test kiimesi olup r tek ise

N, nin test rank: 2 dir.
2. 1. Durum: r ¢ift ve ¢ =2 olsun. r =2 olsun.

K nin sifirdan farkli t,...t elemanlari i¢in

g=t [xl,x2]+...+tq |:X2q_1:X2q:|

elemaninin bir test elemani oldugunu gosterelim.
@ N, nin (7.1.) deki gibi tanimlanan bir endomorfizmi ¢(§) = 5 ve yine A= (aij)
olsun. P :(pij) rxr matrisini i=13,...r—1 i¢in p, ;,, =t, p,,; =-t ve diger
bilesenler i¢in p; =0 olarak tanimlayalim. (0(5) :E oldugundan

A'PA=P
olur. Buradan |det A| =1 olup A matrisi tersinirdir. Dolayisiyla ¢ bir otomorfizmdir
ve a bir test elemanidir.
II. Durum: r ¢ift ve ¢ >3 olsun. r =20 olsun.

K nin sifirdan farkli t,..1 elemanlari i¢in
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0=t [ X% [+t [ Xoq 10y |
elemaninm bir test elemani oldugunu gosterelim. Ispati ¢ {izerinde tiimevarimla

yapalim. N ile N. nin merkezi ile olan bolim cebirini diisiinelim. O zaman

N = N, = %/ (F) olur. g nin N daki goriintiisiinii g ile gosterelim. Tiimevarim

hipotezi geregince g N nin bir test elemanidir.

@ N, nin 1<i<r icin (p(Z) :Vi olarak tanimli ¢(§) 25 saglayan bir
endomorfizmi olsun. O zaman 1<i<r igin g}(;(: ) = SIT olarak taniml (B doniisiimii

N nin (}(g) =§ saglayan bir (Aa endomorfizmidir. O halde (Aa bir otomorfizm olur.

Tanim geregi 1<i<r igin go(?l) ile ng(;,) nin lineer kisimlar1 ayni oldugundan ¢

de bir otomorfizm olur. O halde g = t, [Z,X_z} +ot+t [qu_l ,X_ZQJ bir test elemanidir.

III. Durum: r tek ve ¢ >3 olsun.

N, nin bir test elemani i¢erdigini gosterelim. II. Durum da oldugu gibi N, iin bir test

elemani icerdigini gostermek yeterlidir. Simdi

- |:|:X_2X_3]++[Xrlx_f:|;l:|

elemaninin N, {in bir test eleman1 oldugunu gosterelim.

@ N, iin (7.1.) deki gibi tanimlanan bir endomorfizmi gp(g) = 6 ve yine A= (aij)

olsun. O zaman

[[X_Q,X_J +...+[xr_l,x_r],;l} = Hy_z,y_3]+...+[yr_l,y_r],yl} (7.4.)
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esitligi elde edilir. Bu esitligin sag tarafinda [[;,,X_J,Z} ve [[Z,X_J],X_J}
terimlerinin katsayisi sirayla S;a; ve S;a; dir. O halde (7.4.) geregi 1<i<j<r
i¢cin

Sijali = Sljalj = 0 (75.)

olur. Ayrica (7.4.) esitliginin sag tarafinda i=2,4,..,r—1 igin [[Z,Xm},;&

terimlerinin katsayis1 S, &, =S, ;@ ., dir. O halde (7.4.) geregi i=2,4,...,r-1

i¢cin

St il — Sl, i i =1 (7.6.)

elde edilir. (7.5.) geregi S,a,, =0 ve S,;a, =0 olur. ¢, # 0 oldugunu varsayalim.
O zaman S, =S,; =0 olur. Bu ise (7.6.) esitligi ile celisir. O halde ¢, =0 olur.
Benzer sekilde (7.5.) ve (7.6.) kullanilarak

ap,=a,=..=0, =0 (7.7.)

elde edilir. Simdi

terimlerini diisiinelim ve bu terimlerin (7.4.) teki katsayilar1 hesaplanirsa

Sl3a12 + 812a13 =0, SlSaM + Sl4a15 =0, ..., Slral, r-1- Sl, @, =0 (7.8.)
elde edilir. O halde (7.7.) ve (7.8.) geregi
Sty =S5 =...= 5, oy, =0 (7.9.)
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elde edilir. Ayrica (7.5.) geregi

Spa,=S0,5=...=S,.a, =0 (7.10.)

olur. O halde (7.9.), (7.10.) ve (7.6.) esitlikleri geregi o, =a;;=...=,, =0 ve

a,, ==*1 olur. Boylece

a, 0 0 .. O
Uy Gy Ay e Gy
A=
Ay &y Gy A
olur. S§);=5,,=..=S,,, =%lveS; =0 olup teoremin 1. kisminda kullanilan

yontemle A matrisinin tersinir oldugu goriilebilir.

O halde 6:[[X_2,X_3J+...+[X X},Z] elemant N; ln bir test elemanidir.

r-1°>"

Dolayisiyla N, iin test ranki 1 dir.
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