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ABSTRACT

In this study, the static analysis of laminated composite multi span arch systems subjected to
in-plane static loads have been examined by the Complementary Functions Method (CFM).
The governing equations of such structural elements under static loads have been summarized.
The axial and shear deformations are considered in the formulations. The fifth-order Runge-
Kutta (RK5) algorithm has been employed in the solution process of initial value problems by
the CFM. The rigidity matrices and load vectors of these structural elements have been obtained
by the CFM and for this purpose, a computer program is coded in FORTRAN. Results of the
present method are compared with those of the finite element method. Comparisons
demonstrate that the results of the present approach are in good agreement.

Keywords: Two-Point Boundary Value Problems; Complementary Functions Method;
Laminated Composite Arch; Composite Curved Rods.

OZET

Bu caligsmada, tabakali kompozit ve ¢ok aciklikli kemer sistemlerinin diizlem igi statik yiikler
etkisindeki davramist Tamamlayict Fonksiyonlar Yontemi (TFY) ile incelenmistir.
Formilasyonda, eksenel ve kayma deformasyonu etkileri g6z 6niine alinmistir. TFY’ye dayali
baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimleri i¢in 5. mertebe Runge-Kutta (RKS5) algoritmasi
kullanilmistir. Bu yap1 elemanlarinin rijitlik matrisleri ve yiik vektorleri TFY ile elde edilmis
ve bu amagcla da Fortran dilinde bilgisayar programi hazirlanmistir. Hazirlanan bilgisayar
programinin kontrolii, literatiirde mevcut sonlu eleman sonugclari ile karsilagtirilarak, literatiir
ile uyumlu ve etkin olduklar1 gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Iki Nokta Sinir Deger Problemleri; Tamamlayici: Fonksiyonlar Yéntemi;
Tabakali Kompozit Kemerler; Kompozit Egri Eksenli Cubuklar.

GIRIS

Son yillarda, miihendislik teknolojilerin gelisimiyle birlikte 6zellikle tabakali kompozit
malzemeli ¢ok agiklikli kemer sistemler modern miihendislik yapilarinda ¢ok yaygin olarak
kullanildigindan, bu tip yapi elemanlarin statik ve dinamik davranisi bir¢ok arastirmacinin
dikkatini cekmektedir.

Tabakali kompozit malzemeli cubuk sistemlerin statik analizi icin Oziitok ve Madenci [1],
yuksek dereceli kayma deformasyon teorisine dayali karisik sonlu elemanlar modeli
gelistirmistir. Chandrashekhara ve Bangera [2], tarafindan tabakali kompozit kirislerin serbest
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titresim davranisini incelemek i¢in yiiksek mertebe kayma deformasyonu teorisine dayali bir
sonlu eleman modeli gelistirilmistir.

Karaca [3], diizlemsel ¢ubuklarin tagima ve rijitlik matrisi metodu ile statik ve dinamik analizini
incelemistir. Haktanir ve Kiral [4], TFY’nin diizlemsel c¢ubuklarin statigine dogrudan
uygulamiglardir. Aslan [5], geometrik 6zellikleri eksen boyunca degisen, diizlemi icinde ve
diizlemine dik yiiklii egri eksenli yap1 elemanlarinin statik yiikler altindaki davraniglarim
incelemistir.

Bayhan [6], calismalarinda daire eksenli diizlemsel ¢ubuklarin tasima ve rijitlik matrisi ile
analizini yapmustir. Bingol [7], degisken kesitli dogru eksenli kompozit ¢gubuklarin dinamik
davranigini Laplace uzayinda teorik olarak incelemistir. Chen ve Yang [8], anizotropik tabakali
kirisler i¢in sonlu elemanlar yontemi kullanarak etkin bir ¢oziim yontemi gelistirmistir,
Formilasyonda kayma deformasyonu etkisini dahil etmiglerdir. Saatci [9], tabakali kirisleri
analitik olarak ve sonlu elemanlar yontemi ile incelemistir. Hodges ve ark.[10], karisik sonlu
elemanlar formiilasyonu kullanarak kompozit kirisleri idare eden denklemleri ¢oézmiislerdir.
Chandrashekhara ve ark. [11], birinci mertebe kayma deformasyonu teorisini kullanarak
simetrik tabakali kompozit kiriglerin kesin ¢oziimlerini sunmuslardir. Singh ve ark. [12],
tiniform olmayan kompozit kirislerin analizi i¢in yeni bir analitik model gelistirmislerdir.
Bernoulli kiris teorisini kullanarak tiniform olmayan kompozit kirislerin analizini yapmislardir.
Khdeir ve Reddy [13], yapmis olduklar1 calismada kalin ve ince ¢apraz tabakali kompozit
kirislerin egilme davranislari i¢in analitik ¢oziimler gelistirmislerdir. Céziimlerde simetrik ve
anti simetrik c¢apraz tabakali kompozit kirislere sinir kosullarimi keyfi alarak ve keyfi
yuklemeler uygulayarak Euler-Bernoulli kirisi, Timoshenko kirisi ve yiliksek mertebe kiris
teorileri kullanmislardir. Kahya ve Turan [14], yiiksek mertebe teorisini kullanarak tabakali
kompozit kiriglerin sehim analizini yapmuslardir. Madenci [15] yaptig1 yiiksek lisans
calismasinda; kompozit kiriglerin statik ve dinamik analizlerini Gateaux diferansiyel metodu ve
karigik sonlu elemanlar formiilasyonu yardimi ile incelemistir. Analizlerde, sabit geometriye
sahip, tiniform yay1li yiik etkisi altinda, ti¢ farkli mesnet kosuluna gore simetrik, tek tabakali ve
capraz tabakali ortotropik kompozit Euler-Bernoulli ve Timoshenko kirislerini ele alarak, enerji
prensipleri yardimi ile her iki kiris teorisine ait kompozit kirislerin diferansiyel alan
denklemlerini elde etmistir. Ozbek [16], edri eksenli cubuklarin statik davranislarii
incelemistir. Deplasman ve Kesit tesirlerini, ardigik tiirevler ile ilk defa ifade ederek elde
etmistir. Yildirirm ve ark. [17], dogru ve daire eksenli elemanlardan olusan bilesik diizlem
cercevelerin statik analizini rijitlik matrisi metodu ile incelemislerdir. Dairesel elemanlari
diizlemi iginde ve dizlemine dik yikleme halleri igin ayri ayr1 olmak iizere eleman rijitlik ve
ankastrelik u¢ kuvvetlerini tasima matrisi metodu ile kesin olarak elde etmistir. Haktanir [18],
elastik izotrop malzemeye sahip diizlemsel ¢ubuklarin statik davranigin1 TFY 'ne dayali rijitlik
matrisi yontemiyle incelemistir. Elde ettigi denklemlerin ¢oziimiinde Runge-Kutta 4 (RK4)
algoritmasin1 kullanmistir. Fortran dilinde programlar gelistirmis ve literatiirde bulunan
calismalara uygulayarak sonuglari kiyaslamistir. Calim[ 19], doktora ¢alismasinda viskoelastik,
anizotropik, egri eksenli uzaysal ¢ubuk sistemlerin dinamik analizini yapmuistir.

TFY daha 6nce ¢esitli mekanik problemlerinde etkin olarak kullanilmistir. Bu ¢alismalarin
bazilar1 burada verilmistir. Temel ve Noori [21], Noori ve Temel [22], Noori, Aslan ve Temel
[23], Rasooli ve Temel [24], Temel, Calim ve Tiitlincti [25], Calim [26], Calim[27], Rasooli,
Noori ve Temel [28].

Literatiirde dogru ve daire eksenli elemanlardan olusan g¢ergevelerin statik analizi mevcuttur,
ancak yazarlarin bilgisine gore, kompozit malzemeli tabakali ¢ok agiklikli kemerlerin TFY ile
statik analizi tizerinde herhangi bir calisma bulunmamaktadir.
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MATERYAL VE METOT

Bu calismada, statik yiikler altinda tabakalanmis kompozit ¢cok agiklikli kemer sistemlerinin
statik davranisini idare eden denklemler, kanonik formda ve birinci mertebeden adi diferansiyel
denklem takimi halinde elde edilecektir. Bu denklem takimi kullanilarak, egri eksenli
tabakalanmis kompozit kesitli kemer sistemlerinin TFY ile formiilasyonlar1 yapilacaktir.
Ozellikle de analitik ¢dziimii yapilamayan degisken katsayili adi diferansiyel denklemlerin
sayisal ¢oziimleri iizerine durulacaktir.

Daire eksenli kompozit kemer sistemlerinin statik davranmigini idare eden adi diferansiyel
denklem takimi asagidaki gibi verilmektedir.

du;

o= Un + R AT, (1)
=~ U+ RO, +R AT, )
Z—‘Z’ = R D35’ M, (3)
o =T,—Rpy )
L = ~T,—Rp, ©)
‘Z—”Zf = —RT,—R M, (6)

Burada Tt, eksenel normal kuvvetini, Tn, kesme kuvvetini ve Mb ise, egilme momentini
gostermektedir. Ut ve Un, t ve n eksenleri dogrultularindaki yer degistirmeleri ve Qb ise,
donmeyi simgelemektedir. R, daire eksenli gubugun yarigapidir. «,, , kayma diizeltme faktorini
gostermekte olup, bu calismada 1.1875 olarak alinmaktadir.

A ve D matrisleri gubuk kesitinin toplam esneklik sabitlerini gostermekte olup, her bir tabaka
malzemesinin esneklik sabitlerinden elde edilmektedir.

Kompozit cubuklar ile ilgili binye denklemleri ve ¢ubuk kesitinin toplam esneklik sabitlerini
gosteren A ve D malzeme matrisleri Calim [10]’da verilmektedir.

SAYISAL SONUCLAR

Bu calismada, tabakalanmis kompozit malzemeden yapilmis kemer sistemlerin statik yiikler
altindaki analizini yapmak amaciyla FORTRAN dilinde bir bilgisayar programi hazirlanmistir.
Yapi elemanlarinin rijitlik matrisleri ve yiik vektorleri TFY ile elde edilmekte ki bu yontem iki
noktali sinir deger problemini baslangi¢c deger problemine indirgemektedir. Baslangi¢c deger
probleminin ¢6ziimii icin RKS5 algoritmasi uygulanmaktadir. Bu c¢alismadan elde edilen
sonuglar, sonlu elemanlar yontemine dayali ANSYS paket programu ile karsilastirilmistir. Bu
calismadaki sayisal uygulamalart ANSYS programi ile karsilastirmak icin ANSYS
programinda {i¢ diiglimlii kuadratik BEAM-189 elemani kullanilmistir [20]. Tabakali kompozit
malzemeli ¢ok agiklikli kemer sistemlerinde kullanilan malzeme 6zellikleri Cizelge 1’de
verilmektedir.

22. Ulusal mekanik kongresi 881



Temel?! ve Rasooli 2

Cizelge 1. Malzeme ozellikleri

Malzeme Tiirii El | E2=E3 | G12=G13 | G23 | vi2= | v23 p

(GPa) | (GPa) (GPa) (GPa) | V13 (kg/m3)
Kevlar 49 Epoxy 76 5.56 2.3 1618 | 0.34 | 0.718 | 1460.00
Carbon Epoxy 1448 | 9.54 4.14 345 | 0.30 | 0.399 | 1389.23

Ornek 1. Dogru ve Daire Eksenli izotropik Malzemeli Cergeve Sistemi (Bayhan 1993)

Diizlemi icinde tekil yiiklerle yiiklenmis, dogru ve daire eksenli ¢ubuklardan olusan
gerceve sistemi ele alinmaktadir. Literatiirde bulunan bu ¢ergeve sistemi dnce bu calismada
hazirlanan bilgisayar programi yardimiyla ¢oziilmekte, daha sonra ANSYS paket programinda
her bir eleman 270 pargaya béliinerek analiz yapilmaktadir. Bu ¢ergeve sistemini olusturan
malzeme Ozellikleri Cizelge 2. de verilmistir.

Cizelge 2. izotropik Malzeme Ozellikleri

E

Ip

1x10°t/m?

1/12 m*

0.3

40.0me

10.0m

10t

R10.0m:

Sekil 1. Dogru ve daire eksenli cubuklardan olusan ¢erceve sistemi
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Bu calismada Sekil 1°deki sistemin TFY ile elde edilen diigiim deplasman degerleri Cizelge 3.
Uzerinde literatiir ve ANSYS ile karsilagtirilmistir.

Cizelge 3. Diigiim Deplasmanlarin Karsilastirilmasi

Kodlar | Bu Calisma ANSYS Bayhan 1993
1 -0.0004787 | -0.000476 -0.00005
2 -0.0330210 | -0.033347 -0.03304
3 -0.0042211 | -0.004214 -0.00422
4 -0.0000957 | -0.000095 -0.00010
5 -0.0567641 | -0.056709 -0.05683
6 -0.0001444 | -0.000142 -0.00015
7 -0.0178230 | -0.017933 -0.01783
8 -0.0297863 | -0.030038 -0.02988
9 0.0036303 | 0.003641 0.00363

Benzer sekilde, sistemdeki her bir elemana ait u¢ kuvvetleri sirasiyla Cizelge 4. (izerinde

sunulmustur.
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Cizelge 4. Eleman Ug Kuvvetlerinin Karsilagtirilmasi

Eleman No Kuvvetler Bu Calisma ANSYS Bayhan 1993
T 4.78713 4.7621 4.780
Thi 11.9146 11.906 11.915
Mbi 94.7481 94.652 94.774
. Ty -4.78713 -4.7621 -4.780
Thj -11.9146 -11.906 -11.915
M 24.3979 24.407 24,372
T 4.78713 4.7607 4.780
Thi 1.91461 1.9177 1.915
Mbi -24.3979 -24.407 -24.372
? Ty -4.78713 -4.7621 -4.780
Thj -1.91461 -1.9059 -1.915
M 43.544 43.338 43.517
T 1.91461 1.9059 1.915
Thi 4.78713 4.7621 4.780
Mbi 43.544 43.466 43.517
: Ty -4.78713 -4.7621 -4.780
Thj 1.91461 1.9059 1.915
M -14.8188 -14.904 -14.861
T 4.78713 4.7621 4.780
Thi 8.08539 8.0941 8.085
Mbi 14.8188 14.904 14.861
) Ty -8.08539 -8.0941 -8.085
Thj 4.78713 4.7621 4.780
M 18.1638 18.416 18.191

Cizelge 3. ve 4. incelendiginde, bu ¢alismada TFY ile bulunan diigiim deplasmanlar1 ve ug kuvvetlerinin
literatiir ile uyumlu oldugu gorilmektedir.

Ornek 2. Cok Agiklikh ve Tabakah Kompozit Malzemeli Kemer Sistemi

Her iki ucu ankastre mesnetli, tizerinde tekil yiik tasiyan, kompozit malzemeli ii¢ tabakali kemer
sisteminin statik analizi yapilacaktir. Sekil 3’te goriilen kemer sisteminin kesit yiiksekligi
(h=0.90m), kesit genisligi (b=0.45m) sabit olarak se¢ilmistir. Cubuk kesitleri, kesit yiiksekligi
boyunca farkli agilara sahip, simetrik ti¢ esit tabakali olarak dikkate alinmistir.
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10 KN

10m | 10m | 10m | 10m

40m

10m ‘ 10m ‘ 10m ‘ 10m

Sekil 4. Sistemin diigiim serbestlikleri ve kodlamalari

Cizelge 5. Sekil 3’teki ¢ok aciklikli kemer sistemi ve Kesit | i¢in elde edilen diigiim
deplasman degerleri
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Diigiim No U dep. (M) V dep. (m) Teta (Rad.)
2 -0.427350E-08 | -0.472809E-07 | -0.312801E-08
3 -0.481658E-15 | -0.860149E-07 | -0.822953E-16
4 0.427349E-08 | -0.472809E-07 | 0.312801E-08
Cizelge 6. Sekil 3’te verilen kemer sisteminin eleman u¢ kuvvetleri
Eleman | Ni(N) Ti (N) Mi (N.m) Nj (N) Tj (N) Mi; (N.m)
No
1 4.86862E-01 | 5.00000E-01 | -1.21687E+00 | -4.86862E-01 | -5.00000E-01 | 1.34825E+00
2 4.86862E-01 | 5.00000E-01 | -1.34825E+00 | -4.86862E-01 | -5.00000E-01 | 1.47963E+00
3 4.86862E-01 | -5.00000E-01 | -1.47963E+00 | -4.86862E-01 | 5.00000E-01 | 1.34825E+00
4 4.86862E-01 | -5.00000E-01 | -1.34825E+00 | -4.86862E-01 | 5.00000E-01 | 1.21687E+00

h=0.90m

b=0.45m

Kesit T

Carbon Epoxy 0°

Kevlar Epoxy 0°

Carbon Epoxy 0°

0.90m

h=

b=0.45m

Kesit I

Carbon Epoxy 0°

Kevlar Epoxy 45°

Carbon Epoxy 0°

0.90m ‘

h=

Carbon Epoxy 45°

Kevlar Epoxy 0°

Carbon Epoxy 45°

b=0.45m

Kesit I

Sekil 5. Cok aciklikli kemer sisteminde kullanilan kesit 6zellikleri

Cizelge 7. Sekil 5’teki kesit 6zellikleri i¢in elde edilen diigiim deplasman degerleri

0.90m

h=i

b=0.45m

Carbon Epoxy 0°

Kevlar Epoxy 90°

Carbon Epoxy 0°

Kesit IV

Tabaka Acilari Diigiim No U dep. (M) V dep. (m) Teta (Rad.)
c 0° 2 -0.427350E-08 -0.472809E-07 -0.312801E-08
g - 0° 3 -0.481658E-15 -0.860149E-07 -0.822953E-16
o 0° 4 0.427349E-08 -0.472809E-07 0.312801E-08
Tabaka Acilar: Diigiim No U dep. (M) V dep. (m) Teta (Rad.)
S 0° 2 -0.427350E-08 -0.472809E-07 -0.312801E-08
g = 45° 3 -0.481658E-15 -0.860149E-07 -0.822953E-16
) 0° 4 0.427349E-08 -0.472809E-07 0.312801E-08
Tabaka Agilari Diigiim No U dep. (m) V dep. (m) Teta (Rad.)

S 45° 2 -0.362895E-07 -0.398606E-06 -0.265623E-07
§ = 0° 3 -0.435559E-14 -0.724633E-06 -0.796061E-15
) 45° 4 0.362895E-07 -0.398606E-06 0.265623E-07

Tabaka Agilari Diigiim No U dep. (M) V dep. (m) Teta (Rad.)

S 0° 2 -0.427350E-08 -0.472809E-07 -0.312801E-08
g 2> 90° 3 -0.481658E-15 -0.860149E-07 -0.822953E-16
) 0° 4 0.427349E-08 -0.472809E-07 0.312801E-08
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Cizelge 8. Sekil 5’te verilen kesit dzellikleri i¢in elde edilen eleman ug kuvvetleri

Tabaka El.No | Ni(N) Ti (N) Mi (N.m) Nj (N) Ti (N) Mi; (N.m)
Acilan
_ 00 1 0.486862 | 0.500000 | -1.21687 -0.486862 | -0.500000 | 1.34825
g 0° 2 0.486862 | 0.500000 | -1.34825 -0.486862 | -0.500000 | 1.47963
5 0° 3 0.486862 | -0.500000 | -1.47963 -0.486862 | 0.500000 | 1.34825
e 4 0.486862 | -0.500000 | -1.34825 -0.486862 | 0.500000 | 1.21687
Tabaka El.No | Ni(N) Ti (N) Mi (N.m) Nj (N) Ti (N) Mi; (N.m)
Acilan
_ 1 0.486862 | 0.500000 | -1.21687 -0.486862 | -0.500000 | 1.34825
E 000 2 0.486862 | 0.500000 | -1.34825 -0.486862 | -0.500000 | 1.47963
§ 4050 3 0.486862 | 0.500000 | -1.47963 -0.486862 | 0.500000 | 1.34825
= 4 0.486862 | -0.500000 | -1.34825 -0.486862 | 0.500000 | 1.21687
Tabaka El.No | Ni(N) Ti (N) Mi (N.m) Nj (N) Ti (N) M;j (N.m)
Acilari
— 1 0.488430 | 0.500000 | -1.23469 -0.488430 | -0.500000 | 1.35039
E 40%0 2 0.488430 | 0.500000 | -1.35039 -0.488430 | -0.500000 | 1.46609
g 450 3 0.488430 | -0.500000 | -1.46609 -0.488430 | 0.500000 | 1.35039
a 4 0.488430 | -0.500000 | -1.35039 -0.488430 | 0.500000 | 1.23469
Tabaka El.No | Ni(N) Ti (N) Mi (N.m) Nj (N) Ti (N) M;j (N.m)
Acilari
> . 1 0.486862 | 0.500000 | -1.21687 -0.486862 | -0.500000 | 1.34825
c 9000 2 0.486862 | 0.500000 | -1.34825 -0.486862 | -0.500000 | 1.47963
g 00 3 0.486862 | -0.500000 | -1.47963 -0.486862 | 0.500000 | 1.34825
o 4 0.486862 | -0.500000 | -1.34825 -0.486862 | 0.500000 | 1.21687
SONUCLAR

Bu caligmada tabakali kompozit malzemeli ¢ok acikliklt kemer sistemlerinin tekil yiikler
altindaki statik davranist TFY ile incelenmistir. Burada ele alinan ¢ok agiklikli kemer sistemi
dort farkli kesit ozellikleri i¢in ayr1 ayri ¢oziilmiis olup elde edilen sonuglar toplu olarak
cizelgeler tizerinde sunulmustur. Elde edilen sonuglar incelendiginde, tabakalanma agilarinin
eleman ug kuvvetleri Gzerinde etkisi ¢ok az iken diigiim deplasman degerlerini 6nemli 6l¢uide
etkiledigi acik¢a goriilmektedir.

TFY’ye dayali baslangi¢ deger probleminin sayisal ¢oziimleri i¢in 5. mertebe Runge-Kutta
(RKS) algoritmasi kullanilmig, TFY yardimiyla her bir ¢ubugun rijitlik matrisleri ve yuk
vektorleri elde edilmis ve bu amacla Fortran dilinde bilgisayar programi hazirlanmistir. Yapilan
coziimlerde eksenel ve kayma deformasyonu etkileri dikkate alinmustir.
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