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ABSTRACT

In this research, an effective numerical approach is applied to the bending analysis of two-
directional functionally graded (2D-FG) thick circular plates with variable thickness. The
material properties are assumed to vary continuously both in thickness and radial directions.
The effect of shear deformation is considered in the formulation. The governing equations are
converted to a set of ordinary differential equations (ODEs). Obtained canonical equations are
solved numerically by the Complementary Functions Method (CFM). The main purpose of this
research is to infuse this method to the bending analysis of wide range of solid circular plates,
with linear or non-linear thickness profiles, radially FG, FG in the thickness direction or 2D-
FG, without any restrictions. The influence of material variation exponents and thickness
profiles on the bending response of the considered structures are investigated. Several examples
are presented and results are verified with those obtained by finite element method. Excellent
agreement is observed.

Keywords: Two-Point Boundary Value Problems; Complementary Functions Method (CFM);
Two-directional Functionally Graded Materials; Circular Plates.

OZET

Bu arastirmada, ¢ift yonlii fonksiyonel derecelenmis (FD) ve kalinligi degisken olan kalin
dairesel plaklarin egilme analizi i¢in etkin bir sayisal yaklasim uygulanmistir. Malzeme
ozelliklerinin hem radyal yonde hem de kalinlik boyunca siirekli olarak degistigi kabul
edilmistir. Formiilasyonda, kayma deformasyonu etkileri géz oniinde bulundurulmustur.
Plaklarin davranigini idare eden denklemler kanonik halde elde edilmistir. Elde edilen kanonik
denklemler Tamamlayici Fonksiyonlar Yontemi (TFY) ile sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Bu
calismanin temel amaci kalinlik boyunca FD, radyal yonde FD, veya ¢ift yonli FD, lineer veya
lineer olmayan kalinlik profili olan gesitli dairesel plaklarin egilme analizlerine TFY'i
uygulamaktir. Malzeme indekslerinin ve kalinlik fonksiyonlarinin s6z konusu yapilarin egilme
davranisi tizerindeki etkileri aragtirilmistir. Bu ¢alismanin sonuglar1 sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak hesaplanan sonuglar ile karsilastirip, dogrulugu cesitli ornekler tizerinde
gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Iki Nokta Smir Deger Problemleri; Tamamlayict Fonksiyonlar Yéntemi
(TFY); Cift Yonlii Fonksiyonel Derecelenmis Malzeme; Dairesel Plak.
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GIRIS
Cift yonli FDM'ler genellikle, i¢lerinden birinin veya ikisinin seramik, digerlerinin ise metal
alasimli fazlart oldugu tli¢ veya dort farkli malzeme fazinin diizgiin degisimi ile yapilan
malzemelerdir. Uretim yontemlerinde yeni gelismeler ile birlikte bilgisayar destekli iiretim siirecleri
kullanilarak ¢ift yonlii FDM’leri liretmek miimkiindiir. Analitik ¢dzlimlerinin elde edilmesi
miimkiin olmayan, degisken kalinliga sahip FDM dairesel plaklarin egilme analizleri igin,
Tamamlayici Fonksiyonler Yontemi (TFY) gibi etkili ve giiclii sayisal yontemlere ihtiyac vardir.
Niimerik analizde, TFY ile sinir deger problemi baslangi¢ deger problemine indirgenmektedir. Bu
metodun bilgisayarda programlanmasi kolay olup, olduk¢a etkili bir ¢dziim yontemidir. Bu
calismada ele alinan plaklar, eksenel donel simetrik olarak kabul edilmistir. Dairesel plaklarin
egilme analizi birgok arastirmaci tarafindan ele alinmstir.
Alipour [1] FD dairesel plaklarin egilme ve gerilme analizi i¢in analitik bir ¢6ziim sunmustur.
Mousavi ve Tahani [2] radyal yonde FD plaklarinin egilme analizi i¢in kesin bir ¢dziim yontemi
onermistir. Kalin FD dairesel plaklarin eksenel simetrik egilme analizi Sahraee ve Saidi[3]
tarafindan ¢alisilmistir. Saidi ve ark. [4], FD kalin dairesel plaklarin eksenel simetrik egilmesini
incelemek icin tglincii dereceden kayma deformasyon teorisi kullanmistir. Caligmalarinda
analitik bir ¢oziim yontem kullanmiglardir. Reddy ve ark. [5] FD dairesel plaklarin eksenel
simetrik egilmesini birinci dereceden kayma deformasyon teorisi ile incelemistir. Ayrica FD
dairesel plaklar i¢in klasik plak teorisi ve birinci dereceden kayma deformasyon teorisi
arasindaki kesin iligkiyi gelistirmislerdir. Wang ve ark. [6] radyal yonde etkiyen yiikler altinda
FD dairesel manyeto-elektro-elastik plaklarin eksenel simetrik egilmesini arastirmak igin ii¢
boyutlu teori kullanip, sonuglarini sonlu elemanlar ile dogrulamislardir. Bayat ve ark.[7], doner
bir FD diskin egilme analizini birinci mertebeden kayma deformasyon teorisine dayanarak
teorik olarak incelemistir. FD halka plaklarin egilme analizi, Fereidoon ve ark. [8] tarafindan
Kirchhoff plak teorisi ve genisletilmis Kantorovich yontemi ile arastirilmistir. FD kalin dairesel
plaklarin egilme analizi, birinci mertebeden kayma deformasyon teorisine dayanan Levinson
plaka teorisi (LPT) kullanilarak Sahraee [9] tarafindan arastirilmistir. Degisken kalinlikli
dairesel izotropik plaklarin eksenel simetrik egilmesinin kapali formda ¢6ziimii Vivio ve Vullo
[10] tarafindan elde edilmistir.
Live ark. [11] gesitli sinir kosulu ve malzeme indeksleri i¢in gerilme fonksiyonlar: yontemini
kullanarak eksenel simetrik yiiklerinin etkisinde kalan FD dairesel plaklar1 incelemislerdir.
Yayili yiike maruz kalan ankastre mesnetli kalin FD plaklarin egilme analizi Aghdam ve ark.
[12] tarafindan arastirilmistir. Li ve ark. [13] {iniform olarak yiiklenmis FD halka plaklarin
eksenel simetrik egilme analizi i¢in analitik ¢oziim gelistirmistir. Ma ve Wang [ 14], FD dairesel
plaklarin egilmesini ve burkulmasini incelemek i¢in ii¢lincli mertebeden kayma deformasyon
teorisini kullanmiglardir. Rad [15], elastik zemine oturan FD halka ve dairesel plaklarin statik
davranigini incelemek i¢in ii¢ boyutlu elastisite teorisini kullanmistir. Rad [16] Wainkler-
Pasternak elastik zeminine oturan FD dairesel ve halka plaklarin egilme analizini incelemek
icin SSM-DQM yontemini kullanmistir. Wang ve ark. [17] keyfi yiiklere maruz kalan FD
plaklarin esksenel egilme analizini incelmislerdir. Nie ve Zhong [18] ¢ift yonlii FD dairesel
plaklarin egilme davramisini arastirmiglardir. Cift yonli FD plaklarinin, tek yonlii FD ve
homojen plaklardan daha iyi bir performans gosterdigini gostermiglerdir. Rad ve Alibeigloo
[19], iki parametreli elastik zemine oturan ¢ift yonlii FD dairesel ve halka plaklarin egilmesini
incelemek i¢in DQM'nu kullanmuslardir. Ug boyutlu elastisite teorisine ve yari-analitik
yaklasima dayanarak, elastik zemine oturan ¢ift yonlii FD dairesel plaklarin egilme davranisi
Rad [20] tarafindan calisilmistir. Zafarmand ve Kadkhodayan [21] Rayleigh-Ritz metodu
yardimiyla ¢ift yonlii FD kalin paklarin statik ve dinamik davranigini incelemistir.
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Bu arastirmada, plak kalinliginin ve FDM’lerin {istel sekilde degistigi kabul edilmistir. Ele
alman plaklarin egilme davranisini idare eden denklemler birinci mertebeden kayma
deformasyon teorisine dayanilarak minimum toplam potansiyel enerji prensibi ile elde edilmis
ve bu denklemler adi diferansiyel takimina doniistiiriilmiistiir. Olay1 idare eden kanonik
denklemler ilk defa bu ¢alismada elde edilerek, TFY ile sayisal olarak ¢oziilmiistiir. TFY ye
dayal1 baslangi¢ deger probleminin ¢ézlimleri i¢in 5. mertebe Runge-Kutta (RKS5) algoritmasi
kullanilmistir.

MATERYAL VE METOT

Sekil 1'de gosterildigi gibi, kalinlig1 h(r), i¢ yaricapt ri ve dis yarigapi ro olan degisken
kalinliktaki ¢ift yonlii FD Mindlin-Reissner plagi dikkate alinmistir.
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Sekil 1. Cift yonli FD plak

Plak malzemesi hem kalinlik hem de radyal dogrultularda derecelenmis olarak dikkate
alinmistir. Malzemelerin hacimsel oranlar1 asagidaki gibi se¢ilmistir.

Vi1 (1, 2) = ll - (ro irﬂ (%)AZ (1
V() = ( : iri)zr (h(;'?l(;)zz)/lz )
Vea(r,2) = [1 (= in)“] [1 - (%)A] ()
o= () 09

Burada m1, m2, cl ve c2 birinci ve ikinci, metalleri ve seramikleri, Ar ve /; radyal ve kalinlik
boyunca hacim indekslerini gostermektedir. z-ekseni plagin orta ylizeyinde tanimlanmis olup,
kalinlik yoniindeki koordinat degeridir. r koordinat1 ise, plagin i¢ yarigapindan dis yarigapina
dogru radyal yonde 6l¢iilmektedir. Plagin elastisite modiili, r ve z dogrultularinda fonksiyonel
olarak degismekte olup, Poisson orani sabit (v=0.3) olarak alinmistir. Plak ile ilgili malzeme
ozellikleri Cizelge 1°de verilmistir.

E(T‘, Z) = Emi1Vimi + EmaVinz + EciVer + Ec2Ve (5)

Cizelge 1. Malzeme 6zellikleri

Bilesen Malzeme E (Gpa)
mi Titanyum alagimi 115
ma Aliiminyum alagimi 70
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Ci Silicon carbide (SiC) 440
C2 Alumina 380

Plak kalinliginin degisimi asagidaki fonksiyon ile tarif edilmistir.

h(r) = h;(1 — na)tn (6)
1
hi\72n
_q_ (A (7)
n=1 (h0>
— r 8)
a= TO - Ti (

hi ve ho, plagin i¢ ve dis yarigaptaki kalinliklar1 olup, A ise, geometri sabitidir.

Ele alinan problemin egilme davranisini idare eden denklemler, birinci mertebeden kayma
deformasyon teorisine dayanilarak, minimum toplam potansiyel enerji prensibi ile elde edilmis
ve bu denklemler adi diferansiyel denklem takimina doniistiiriiliip, asagida verilmistir.

du _ DllNrr - Blerr u (9)
dr Ay1D13 — Byy? - vri +r
aw  Qr, (10)
dr At
dX _ Alerr - BllNrr X (11)
dr Ay1D13 — Byy? - T
2
dCIlV:r = (:1 +17)”)2 (A u+ By x) +:i n 71,Nrr — Dr (12
A0 1 _ (13)
dr n+r Pz
dM,., 1—v? v—1 (14)
dr = Qs +(ri+—r)2(B11u+D11X) +Ti +err

Burada u, radyal yonde yer degistirme, w, orta diizlemdeki bir noktanin ¢okmesi, y, donme,
N,.., i¢ kuvvetlerin radyal bileseni, M,.., i¢ momentlerin radyal bileseni ve Q,., ise, kesme
kuvvetidir. Plak rijitlik sabitleri ise asagidaki gibidir.

+h(r)/2 +h(r)/2
E(z,1) vE(zT)
All == .f 1 — vz dZ, A12 s J‘ 1_—1]2 dZ = UAll (15)
—h(r)/2 —h(r)/2
+h(r)/2 +h(r)/2
E(z,r vE(z 1
B11 = j 1(_172 ZdZ;Blz = ﬁ ZdZ=17311 (16)
—h(r)/2 —h(r)/2
+h(r)/2 +h(r)/2
E(zr vE(zr
Dll = f 1(_172 Z2 dZ, Dlz s J‘ 1_(—1]2)22 dZ:lel (17)
—h(r)/2 —h(r)/2
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+h(r)/2 E( ) +h(r)/2
zZ,Tr
A55 = ks f de = ks f G(Z,T') dz (18) Ele
—h(1)/2 —h(r)/2

alman plaklarin statik davraniglart TFY yardimiyla arastirilmistir. TFY ye dayali baslangic
deger probleminin ¢oziimleri icin RKS5 algoritmast kullanilmigtir. Elde edilen birinci
mertebeden 6 adet adi diferansiyel denklem takimi matris formunda asagidaki gibi ifade
edilebilir.

( u', ) P11 0 0 Y 0 Y1, U 0
w 0 0 Y3 0 s O ( w ] 0
J X\ 0 0 P33 P3u 0 YPze|) X 410
N’y Va1 0 Yu3 Py 0 0 Nyr —DPr 19)
(o 0 0 O 0 Yss 0 ||Cr —Pz
kM’rrJ -l/)61 0 l/J63 0 l/)65 l/)66— « MTT , J_/
¥7} ] v} {F}

TFY, baslangi¢ sartlar1 yardimiyla (19) denkleminin ¢oziimiine dayanmaktadir. TFY ile sinir
deger problemi baglangi¢ deger problemine indirgenmektedir. Denklemin genel ¢6ziimii ise,
6

V) = > Culu™]+ (v} @)

seklindedir. [U™] m’inci bilesenine 1, digerlerine sifir degeri verilerek elde edilen homojen
¢oziimdiir. {V}ise, baslangic sartlar1 sifir alinarak elde edilen 6zel ¢6ziimdiir. Burada Cm
integrasyon sabitleri sinir sartlarindan elde edilmektedir.

SAYISAL UYGULAMALAR

Bu boliimde, ¢ift yonlii FD dairesel plaklarin egilme davranisi ¢esitli sinir kosullari, hacim
indeksleri ve kalinlik fonksiyonlar1 i¢in aragtirllmistir. Bu amagla, ¢ift yonliit FDM dairesel
plaklarin egilme analizini yapan FORTRAN dilinde bir bilgisayar programi hazirlanmistir.
Onerilen metodun sonuglarmi dogrulamak i¢in ANSYS [22] sonuglari ile karsilastirmalar
yapilmistir.

Ornek 1. Sabit Kalinlikh, Cift Yonlii FD Halka Plagin Egilmesi

I¢ yarigcapt 1; = 1 m, dis yarigap1 7, = 5 m ve kalmlig: sabit (h(r) = 1 m) olan bir ¢ift yonlii
FDM halka plak goz oniine alinmistir. Ele alinan plak i¢ kenar1 ve dis kenarindan sabit
mesnetlidir ve iizerinde ise p, = 10 N/m? siddetinde iiniform yiik bulunmaktadir.
Malzemelerin mekanik 6zellikleri Cizelge 1°de verilmektedir. Cift yonlii FD halka plaklarin
egilme davranisi i¢in literatiirde yapilan mevcut herhangi bir ¢aligma bulunmamasi nedeniyle,
bu ¢alismanin sonucglart ANSYS programindan elde edilen sonuglar ile karsilagtirilmistir. S6z
konusu plaklart ANSYS'te modellemek i¢in, kalinlik ve radyal yonlerde ¢ok sayida katmana
bolmek gerekmektedir. Bu arastirmada ANSYS'te iki farkli model olusturulmustur. Birinci
modelde, dikkate alinan plak, kalinlik boyunca 20 katmana ve radyal dogrultuda 100 katmana
boliinmiistiir. Ikinci modelde ise, plak kalinlig1 boyunca 40 katmana ve radyal dogrultuda 200
katmana bolinmiistir. Her katman icin ANSYS programinda, denklem 5 yardimiyla
hesaplanan farkli bir malzeme 6zelligi tanimlanmistir.

Plagin sinir sartlar1 asagidaki gibidir.
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r=ride; u=0, w=0, M, =0 (21)
r=ry,da; u=0, w=0, M., =0 (22)

Ele alman plak i¢cin maksimum diisey deplasman, egilme momenti ve kesme kuvvetleri
hesaplanip, Cizelge 2'de sunulmustur. Bu 6rnekte kayma diizeltme faktorii, ks=15/6 olarak
alinmustir.

Cizelge 2. Sonuglarin karsilastirilmasi

Sonuglar
YT Yontem Wmax X 107° Qmax Mmax
(m) N) (N.m)
ANSYS (20 x 100 katman) 1.380 45.74 16.69
2 ANSYS (40 x 200 katman) 1.368 45.74 16.62
TFY 1.366 45.73 16.59
| ANSYS (20 x 100 katman) 1.250 45.79 16.62
4 ANSYS (40 x 200 katman) 1.248 45.80 16.68
TFY 1.244 45.77 16.58
6 ANSYS (40 x 200 katman) 1.166 45.60 16.60
TFY 1.110 45.77 16.58

Onerilen metodu kullanarak elde edilen degerler ile, ANSYS programindan elde edilen
deplasman, kesme kuvveti ve momentlerin birbiri ile ortiistiigii goriilmektedir. Ele alinan plagi
ANSYS'de modellemek i¢in SHELL209 elemani secilmistir (Bakiniz [23,24]]. ANSYS'de
tutarli sonuglar elde edebilmek icin, plak kalinligin1 ve radyal yondeki uzunlugunu yeterli
sayida dercelermis katmana bdlmek gerekmektedir. Her bir katman i¢in de farkli malzeme
ozellikleri tantmlanmalidir. Ornegin, 20x100 katmanli model igin, plak kalinligin1 her biri farkli
malzeme 6zelliklerine sahip 20 katmana, radyal yondeki uzunlugunu 100 katmana ve 40x200
katmanli model i¢in, plak kalinligini her biri farkli malzeme 6zelliklerine sahip 40 katmana ve
radyal yondeki uzunlugunu 200 katmana bdliinmelidir. Béylece birinci modeli olugturmak igin
2000 ve ikinci model i¢in 8000 adet farkli malzeme 6zellikleri tanimlanmalidir. Bu kadar ¢cok
sayida malzemenin tanimlanmasi asir1 zaman alici bir iglemdir. Karsilagtirmalar, katmanlarin
sayis1 arttikca, ANSY'S sonuglarinin bu ¢alismanin sonuglarina yaklastigin1 gostermektedir. Bu
husus, dnerilen yontemin dogrulugunu ve uygulanabilirligini gostermektedir.

Ornek 2. Degisken Kalinlikhi, Cift Yonlii FD Dairesel Plagin Egilmesi

Bu oOrnekte, kalinlig1 degisken olan, c¢ift yonlii FD dairesel bir plagin egilme davranisi
incelenmistir. Sabit mesnetli ve yarigap1 5 m olan plak, p, = 10 N/m? siddetinde tiniform yiik
etkisindedir. Plak kalinlig1, i¢ sinirda, h; = 2 m ve ¢evrede ise hy = 1 m olarak alinmistir. Plagin
sinir gartlar1 asagida verilmistir. Bu &rnekte kayma diizeltme faktorii, kg = m2/120larak
alinmustir.
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r=0da;u=0, y=0, Q=0 (simetrismir sart) (23)
r=ryda; u=0, w=0, M., =0 (24)

Cesitli malzeme indeksleri i¢in elde edilen maksimum diisey deplasman degerleri Cizelge 3'te
listelenmistir. Ayrica, farkli parametrelerin belirli indeks degerleri i¢in ¢ift yonlii FD dairesel
plagin egilme davranisi iizerindeki etkileri arastirilmastir.

Cizelge 3. Cift yonlii FD dairesel Plak i¢in maksimum deplasman degerleri

Ar Az o
1 2 3 10
0 2.0430 2.1780 2.2260 2.2960
2 0.5665 0.6040 0.6174 0.6367
0 4 0.5054 0.5391 0.5510 0.5683
6 0.5759 0.5076 0.5188 0.5351
0 1.5670 1.6710 1.7070 1.7600
2 0.5117 0.5458 0.5578 0.5753
: 4 0.4607 0.4914 0.5023 0.5181
6 0.4356 0.4647 0.4750 0.4899
0 1.4320 1.5260 1.5390 1.6080
2 0.4932 0.5260 0.5376 0.5544
’ 4 0.4453 0.4749 0.4855 0.5007
6 0.4217 0.4497 0.4597 0.4741
0 1.3700 1.4600 1.4920 1.5390
2 0.4844 0.5166 0.5280 0.5445
. 4 0.4379 0.4671 0.4774 0.4924
6 0.4150 0.4426 0.4524 0.4667

Beklendigi gibi, tabloda verilen sonuglar, malzeme indeksleri ve geometri sabitinin ¢ift yonli
FD dairesel plaklarin diisey deplasman degerleri iizerinde Onemli etkileri oldugunu
gostermistir. SOyle ki, malzeme hacim indeksleri artikca diisey deplasman degerleri
azalmaktadir. Ancak, geometri indeksini artirmak, ¢dkme degerlerinin azalmasina sebep
olmaktadir. Ayrica, 4, 'nin ¢ift yonlii FD dairesel plaklarin egilme davranisi iizerindeki etkisi
J7nin etkisinden daha azdir.

SONUCLAR

Bu c¢alismanin temel amaci, TFY nin ¢ift yonlii FDM dairesel plaklarin egilme analizine
uygulamasidir. Ele alinan problemlerin denge denklemleri, biinye denklemleri ve uygunluk
sartlar1 yardimiyla alt1 adet skaler denklem elde edilmistir. Kayma deformasyonu etkisi de
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dikkate alinarak yapilacak ¢oziimler i¢in, FORTRAN dilinde bir bilgisayar programi
hazirlanmistir. Hazirlanan programdan elde edilen sonuglar, ANSYS’ten elde edilen sonuglar
ile tablolar lizerinde karsilagtirilmig ve sonuglarin uyum igerisinde oldugu goriilmiistiir. Ayrica,
malzeme hacim indeksi ve kalinlik degisim indeksinin ¢ift yonlii FD dairesel plaklarin egilme
davranisi iizerindeki etkileri detayli bir sekilde aragtirilmigtr.
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