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L, bir K cismi tizerinde ranki en az 2 olan bir serbest Lie cebi olsun. Bu
calismada u, v € L ve X, y bilinmeyenler olmak tizere [X , u] + [y , v] = 0 seklindeki
denklemler incelenmistir. U ile v’nin L nin serbest iiretegleri olmasi durumunda iki
¢ozlim serisi bulunarak ¢6ziim uzaymin homojen elemanlarinin boyutlari
hesaplanmis ve radikali belirlenmistir. Genel durumda ise sonlu koboyuta kadar
¢Oziim uzaymm elde etmek icin serbest lirete¢ katsayilarindaki sonuglarin yeterli
olacagi gorilmistiir. Bir uygulama olarak, bilineer [x; , x2] + [X3 , X4] = O
denkleminin radikali belirlenmistir. Yine bir uygulama olarak L = L(a, b), ranki 2-
olan bir serbest Lie cebiri iken [x , a] + [y , b] = 0 denkleminin ¢6ziimiinii elde
edecegimiz bir algoritma verilmistir.
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Let L be a free Lie algebras of rank at least 2 over an arbitrary field K. In this paper
we study equations of the form [x , u] + [y, v] =0, where u, v € L and x, y are
indeterminates. In this case where u and v are free generators of L, we exhibit two
series of solutions, we work out the determinates of the homogeneous components of
the solution space, and we determine its radical. In the general case we show that the
result on free generator coefficients are sufficient to obtain the solution space up to
finite codimension. As an application we determine the radical of the bilinear
equation [x1 , x2] + [X3, X4] = 0. Also as an application we give an algorithm for the
exhibit the solution of the equation [x, a] + [y, b] =0, where L = L(a, b) is a free
Lie algebra of rank 2.

Key words: Free Lie algebra. Radical, solution space, homogeneous components.
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1.GIRIS Yakup OGUZ

1.GIRIS

L, herhangi bir K cismi {izerinde ranki en az 2 olan serbest Lie cebiri olsun.

Bu calismada u, v € L ve X, y bilinmeyenler olmak tizere
[x,ul+[y,.v]=0 (1.1)
seklindeki denklemler tlizerinde calisacagiz.

Serbest Lie cebirleri bir ¢ok yonden serbest gruplarla yakin iliskidedirler.
Serbest gruplarda belli basli bazi sonuclarin serbest Lie cebiri teorisinde tam bir
karsiligi vardir. Ornegin, serbest gruplarm alt gruplarindaki Nielsen-Schreirer
Teoremi ve serbest Lie cebirlerinin alt cebirlerindeki Shirshov-Witt Teoremi
birbirine tam olarak karsilik gelirler. Serbest Lie cebirlerinin teoremlerinin dnemli
boliimiiniin serbest gruplardan esinlenerek ve paralel olarak gelistirildigi sOylenebilir.
Diger taraftan serbest gruplar iizerindeki denklemler uzun zamandir 6nemli arastirma
konusu olmasina ragmen farkli olarak Lie cebirleri lizerindeki denklemlerin teorisi
daha ¢ok baslangi¢ asamasindadir. Gruplarin ¢6ziim kiimeleri ve gruplar tizerindeki
denklemlerin genel teorisinin 6nemli bir boliimii Lie cebirlerine aktarilirken, serbest
Lie cebirleri iizerindeki somut denklemler ve c¢oziimleri hakkinda ¢ok az sey
biliniyor. Daniyarova, E. Yu.ve Remeslennikov, V. N.(2005) tarafindan galigilmis
olan, en son arastirmadaki ¢6ziim kiimeleri, L’nin sonlu afin altuzaylar1 tarafindan
icerilen L iizerindeki denklem sistemleriyle ilgilidir. Serbest metabelyen Lie cebirleri
tizerindeki denklemler Daniyarova, E. Yu., Kazachkov, I. V. ve Remeslennikov, V.
N. (2003) tarafindan c¢alisilmistir. Bu arastirmanin amaci serbest Lie cebirleri
izerindeki somut denklem c¢alismasina baslamaktir ve c¢alismaya (1.1) lineer
denklemi ile baglayacagiz. Basitligine karsin bu denklemi ¢6zmek ilging problemlere
neden olur ve bu ¢alisma serbest Lie cebirleri tizerindeki daha karmasik denklemlerin

kapsamli incelenmesine zemin hazirlar.

2. boliimde, (1.1)’in ¢6ziim kiimesinin LXL ‘nin bir lineer alt uzay1 oldugu ve
u ile v homojen elemanlar ise bu alt uzaym dogal derecelendirmeye sahip oldugu

goriilmiistiir.(1.1)’in homojen olmayan
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[x,ul+[y,vl=w (uv,wel) (1.2)

denklemi ile ilgisi (cisimler tizerindeki adi lineer denklemlere tam olarak benzerligi)

[3

de bu boliimde gosterilmistir. 4-6 boliimler u ve v ° nin L’nin serbest iiretecleri
oldugu durumlar i¢in ayrilacak. 4. bdlimde L’nin rankinin 2- olmast durumu goz
ontinde bulundurularak, (1.1) ¢dziim uzaymnin homojen elemanlarinin boyutlart
belirlenerek ¢oziimlerin iki ailesi verilmistir. Ayrica L = L(a, b), ranki 2- olan bir
serbest Lie cebiri iken [x, a] + [y, b] = 0 denkleminin ¢6ziimiinii elde edecegimiz bir
denklem verilmistir. 5. boliimde L ‘nin ranki keyfi alinmis ve (1.1) ¢6ziim uzaymin
rank 2 olmasi durumu ile tamamen ayni oldugu gosterilmistir. 6. bolimde ¢oziim
uzayimin koordinat cebiri ve radikalini belirlenmis ve [X1, X2] + [X3, X4] = O bilineer
denklemi igin ¢oziimlere bagvurulmustur. Son olarak, 7. boliimde keyfi u ve v

katsayilariyla (1.1)’e doniilmiis ve 4. ve 5. boliimlerdeki sonuglarin sonlu koboyuta

kadar genel durumda ¢6ziim uzayini elde etmek igin yeterli oldugunu gosterilmistir.

3. bolimde birka¢ yardimci sonug belirtilerek bazi notasyonlardan

bahsedilmistir. Bu noktada bir A kiimesinin K-gereni i¢in < A > ve K {izerindeki bir

cebirde bulunan B kiimesi tarafindan iretilen ideal i¢in Id($B) notasyonlarini

kullanmak pratik olacaktir.
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2. TEMEL TANIMLAR,TEOREMLER VE TEMEL GERCEKLER

Tanmm2.1: L, K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. L iizerinde her X, y € L i¢in
(x,y) ikilisine [x , y] elemanin1 karsilik getiren ve asagidaki kosullari saglayan bir

¢arpim tanimlanmig olsun.
1) Herx,y e Ligin [X, Y] =-[y, X] (Antisimetri 6zelligi)
i) Herx,y,ze Lvea, B € Kigin
[ox + By, z] = a|x, z] + By, Z] (Bilineerlik 6zelligi)
[x, ay + Bz] = alx, y] + B[x, Z]
iii) Her x,y, z € L igin
% Iy, A1 + Iy, [z, 1] + [z, [x, y]] = O (Jacobi 6zdesligi)

Bu kosullar1 saglayan [X,y] carpimina bir Lie ¢arpimi (komiitatorii), L’ye de bu
carpimla birlikte bir Lie cebiri denir. Eger L vektoér uzay: sonlu boyutlu ise, Lie
cebiri olarak da sonlu boyutludur. Boyutu 1 olan Lie cebirleri abelyendir. 1-boyutlu
bir tek Lie cebiri, 2-boyutlu sadece iki tane izomorfik olmayan Lie cebiri vardir.

Ayrica Jacobi 6zdesliginden dolayi Lie cebirleri birlesmeli degildir.

Tanmim2.2: L bir Lie cebiri ve B, L’nin bir alt uzay1 olsun. Eger B, L’deki Lie ¢arpimi1

altinda kapali ise B’ye L’nin alt cebiri denir ve B < L ile gosterilir.

Tamm?2.3: L bir Lie cebiri ve | da L’nin bir alt cebiri olsun. Eger [I,L] < | kosulu

saglantyorsa I’ya L nin ideali denir ve 1 <L gosterimi kullanilir.
Tamim2.4: L ve M ayn1 K cismi iizerinde iki Lie cebiri olsun.

a : L—M fonksiyonu her x, y € L i¢in,

a([x, y1) = [a(x), a(y)]
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esitligini saglayan bir lineer fonksiyon ise a’ya L’den M’ye bir Lie homomorfizmi
denir. Eger a, bire-bir ve orten bir doniisiim ise o’ya bir izomorfizm denir. Bu

durumda, L ile M izomorfik Lie cebirleridir.
L, K cismi lizerinde bir Lie cebiri ve | da L’nin bir ideali olsun.

L/IT={x+1:xelL}boliimuzayindax+1,y+1 e L/Iigin¢arpma islemi

[x+1), (y+DI=[x,y]+I

seklinde tanimlanirsa L / | bolim uzay1 bir Lie cebiri meydana getirir. Bu cebire

L’nin | ile boliim cebiri denir.

Tamm?2.5: X bos olmayan bir kiime, F bir Lie cebiri, i : X — F bir doniisiim olsun.
Eger her B Lie cebiri ve her a : X — B doniisiimii i¢in o = B i olacak sekilde tek bir
B : F — B Lie homomorfizmi varsa (F, i) ikilisine X tizerinde bir serbest Lie cebiri

denir.

Tanim2.6: Bir Lie polinomunda her bir terim ayni dereceye sahipse bu polinoma

homojen polinom denir.

Tamm?2.7: L bir serbest Lie cebiri ve B ile C de L’nin iki alt cebiri olsun. Eger
C = B*B; olacak sekilde L’nin bir B; alt cebiri var ise B’ye C alt cebirinin bir serbest
faktorii denir.

Tamm2.8: {G,:i€l} gruplarm bos olmayan bir kiimesi olsun. G, bir grup ve
4:G, >G bir homomorfizm olsun. Eger Gy’den bazi H gruplarinin icine
¢.:G, >H homomorfizlerinin bir kiimesi i¢in, @4 =@ olacak sekilde bir tek
¢:G—H homomorfizmi varsa 4 ’ye {G,:i€l} ‘nin bir serbest G-¢arpim: denir.

{G,:i €1} gruplarin kiimesinin G-serbest carpimi G =1_[*Gi ile gosterilir. Gy’lere de

iel

G’nin serbest ¢carpanlart denir.
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(1.2) denkleminin bir ¢6ziimii olan, L’nin kartezyen c¢arpimimnin bir
(s, t) € L x L homojen elemanimi goz oniine alalm.V < L X L , (1.1) in biitiin

¢Ozlimlerinin kiimesi olmak tizere asagidaki ifadeler dogrudur.
Baz1 Gergekler:

i) (1.1) homojen denkleminin biitiin ¢éziimlerinin kiimesi olan V, L X L’ nin

lineer alt uzayidir.

i) Eger (1.2) denklemi tutarli ve (So, to) bir ¢oziim ise (1.2) nin ¢dziim

kiimesi, (So, to) + V < L X L’nin altuzayidir.

Bundan sonra (1.1) homojen denklemine odaklanacagiz. g, h € L ve h # 0
iken [g, h] = 0 olmasi1 i¢in gerek ve yeter kosul, g’nin h’ nin skaler bir kat1 olmasidir.
Yani, eger u# 0 ve v=0ise (1.1)’in ¢6ziim uzay1 <u> x L ve eger u=0ve v # 0 ise
¢ozlim uzayi, L x <v> dir. Eger u = v = 0 ise (1.1) in ¢6ziim uzay, tim L X L
kartezyen carpimidir. Simdi u, v # 0 oldugunu farzedelim. u, v elemanlart lineer
bagimliysa yani v = a U, @ € K, # 0 iken diger dejenere durum ortaya ¢ikar. O
zaman (1.1) denklemi ,[x + ay, u] = 0 sekline doniisiir ve bu denklemin ¢6ziim uzay1

{Bu-at,t):tel, o p e K} olur.

Bu calismanin geri kalan kisminda (1.1)’deki u, v elemanlarinin lineer
bagimsiz oldugunu kabul edecegiz. L’deki antikomutatiflikten dolayr « , f € K
olmak ftizere biitin (¢ u, f V) € L X L elemanlar1 (1.1)’in ¢éztimleridir ve bunlar
trivial ¢ozlimler olarak adlandirilacak. Bunlar ¢6ziim uzaymnin 2 boyutlu bir alt

uzayini olusturur: <u>x<v>cV

Tanmm2.9: V, K cismi lizerinde sonlu boyutlu bir vektdr uzayr olsun. Asagidaki

kosullar1 saglayacak sekildeki L cebirine, V iizerinde bir serbest Lie cebiri denir:

1. V, L’nin bir alt uzayidir.

2. V’nin her bazi, L’nin serbest iirete¢ kiimesidir.

L’de herhangi iki @, b elemanin ¢arpimuini [a, b] ile ve a;, ay,....., an €L
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i¢in [.....[a1, a2],........ an] carpimini da [ay, ay, .........., &) ile gosterecegiz. L nin bir

B altkiimesi tarafindan gerilen altuzay1 ise < B > ile gisterecegiz.

Tamm?2.10: L, bir serbest Lie cebiri; A={aj|i € I} c L ve F =<1 >, | tarafindan
iiretilen serbest Lie cebiri olsun. Eger 0:1—>a olacak sekilde F = < | > dan L igine

bir o homomorfizmi var ve orten ise A’ya L’nin bir serbest tirete¢ kiimesi denir

Tamm?2.11: L, V {izerinde bir serbest Lie cebiri ve V’nin bir baz1 da {vi, Vs, ......., Vn}
olsun.1<i,j<nvei#j iken; L1 =<v;>, Ly=<[vi,Vj] >,..., La =< [vq, V5. V] >
olsun. Yani her pozitif n tamsayisi igin, Ly’ler n-uzunluklu elemanlar tarafindan

gerilsin. Bu sekilde olusturulan her bir L,’ye, n-dereceli homojen altuzay denir.

Bu durumda L’yi bir vektér uzay1 olarak L= L, direkt toplami seklinde

nx1

yazabiliriz.

Her bir Ly’nin sonlu boyutlu oldugu ag¢ik olup, Ly’nin boyutunu dimL, ile

gosterecegiz.

Aslinda eger V’nin boyutu m ise 0 zaman L,’nin boyutu Witt formiili ile

verilir;

dim(Ly) = =Y u(e)m?

d/n

dir. Burada d, n’nin pozitif bolenleri olup ,, Mobiiis fonksiyonudur. Yani

wZ" — {-1,0,1}

0, d birasal sayinin karesine bdliinebiliyorsa
u(d)=< 1, d=1 ise
-D", d=Peen. P, (p;'ler asal)ise

dir.

L serbest Lie cebirinin 6nemli bir 6zelligi dereceyle derecelendirilebilmesidir.

Ln, L’nin n. dereceden homojen elemani olarak tanimlansin. O zaman
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L=&® L,

nx1

olup buise L x L kartezyen carpiminin bir derecelendirmesine sebep olur:

LxL= fj@l LixL; dir.

Eger (1.1) deki u ve v, L’nin degu = k, degv = | olacak sekilde homojen
elemanlar1 ise L X L nin derecelendirmesi, V ¢dziim uzayinimn bir derecelendirmesine
sebep olur:

V= S Vi,j ,Vi,j=V M (LiX Lj) (2.1)

i1
dir.

Asikar ¢oziimler Vi ‘de bulundugundan bu alt uzay her zaman sifirdan
farklidir. Aksi durumda sifirdan farkli olmasit i¢in (i , J) # (k , 1) olmak iizere
(2.1)’deki Vjj ‘de i + k =j + | olmalidir.

Ozel olarak eger k = | = 1 ise i # j olmak iizere (2.1) deki biitiin V;; alt
uzaylar sifirdir. L deki derecesi 1 olan herhangi iki lineer bagimsiz eleman, Serbest

bir lirete¢ kiimesinde bulundugundan asagidaki ifadeden sz edebiliriz:

Onerme?2.1: Eger u ve v, L’nin farkl serbest iiretegleri ise (1.1)’in ¢dziim uzay1 olan

V, derecelendirilmis bir lineer uzaydir ve V, =V N (L, X L) olmak tizere V=@ V,

n>1

seklindedir.

Tammm?2.12: F bir cisim ve a € F olsun. Her f € F[x] polinom halkasi igin
® : F[x] > F, of) = f(a) olarak tanmimlanan homomorfizme evaluation

homomorfizmi denir. @, bir evaluation homomorfizmi olmak tizere;

1) @, F[x]’den F’ye bir (halka) homomorfizmidir.
2) Her beF i¢in ®(b) = b dir.

3) @ altinda X polinomunun goriintiisii a’dur.
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Onerme2.2: F bir cisim, a € F olsun ve ® : F[x] — F evaluation homomorfizmi

tanimlansin. O zaman,

1) ®’nin ¢ekirdegi, F[x]’de x-a tarafindan iiretilen idealdir.
2) | =<x-a> olmak iizere, F[x] / | boliim halkas1 F’ye izomorfiktir.

3) |, F[x]’de maksimal idealdir.

Tamm2.13: vy, Vy, ..., V, vektorler dizisinin afin kombinasyonu, ¢y, Cy, ..., ¢’ler reel
say1 ve C; + C; + ... + ¢, = 1 seklinde olmak {izere Civ; + Covo + ... + Cpv, Olarak
tanimlanir.

Afin altuzay ise bir lineer uzayin alt kiimesidir dyle ki afin altuzaydaki
vektorlerin herhangi afin kombinasyonu yine afin altuzaydadir.
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3.SERBEST LiE CEBIRLERINDE YARDIMCI SONUCLAR
Ileride serbest Lie cebirleriyle ilgili biraz daha ileri seviyede materyala

ihtiya¢ duyacagiz ve bunlardan bazilarini bu boliimde bir araya getirecegiz.

Lie  braketleri  i¢in  sol-normallenmis  notasyonu  kullanacagiz
( [a,b,c] = [[a,b],c] ) ve [a, b, b,...... , b] icin [a, b¥] yazacagiz. Ayrica [a, b’] = a

olacaktir. Genellikle hesaplamalarimizda
[c, b, a] =[[c, a], b] + [c, [b, a]] (3.1)

0zdesligini kullanacagiz. Bu esitlik kolaylikla

k

[c,b,a] = Z(:(j[[c,ai],[b,a"‘]] (3.2)

i=0

seklinde genellestirilebilir ve kiigiik bir islemle
K k [k . _
[c, [b,a"]] = Z(—l)' [i j[c,a',b, a“'] (3.3)
i=0

elde edilir. Eger (3.1) de ¢ = [b, a] ise

[b,a,b,a] =[b, a a,b]
olur.

L = L(A) degismeli bir K halkas1 {izerinde bir A kiimesi tizerine kurulmus
serbest Lie cebiri olsun. L i¢in Hall bazinin asagidaki 6zel seklini kullanacagiz:

n > 2 sabit dereceli elemanlar1 iceren Hall bazlar1 alfabetik olarak

diizenlenmistir. L nin bir H Hall bazinin L’nin homojen elemanlarinin bir kiimesi
oldugunu 6yle ki bu elemanlarin lineer olarak V e,f € H i¢in dege > degf ise e > f
seklinde diizenlendigini hatirlayalim. 9 deki birinci dereceden elemanlar 6nceden

verilen siralama ile A dan gelen serbest lireteclerdir.



3.SERBEST LIE CEBIRLERINDE YARDIMCI
SONUCLAR Yakup OGUZ

e,f € H, dege < n, degf < n olmak iizere, derecesi n > 1 olan elemanlar (dereceleri
n’den kiigiik olan baz elemanlari zaten gereken sekilde diizenlenmistir) [e, f]
seklindeki elemanlardir 6yle ki

) dege + degf =n

i) e>f

iii) dege =1 veya eger e=[e1, €] (€1, €2 € H) ise e, <f

dir.

Bu durumda derecesi n’den kii¢iik olan elemanlarin zaten belirtilen kurali,
biitiin dereceleri n’den kiigiik ve esit olan elemanlarinin kiimesine genisletilmistir

Oyle ki derecesi n olan elemanlar keyfi olarak siralanmistir ve n. dereceden elemanlar

daha az dereceli elemanlardan daha uzundur. Bu calismada 9 deki n. dereceden

elemanlarin ~ siralamasimnin  alfabetik  oldugunu  varsayacagiz.  Ayrica

e1, &, f1, f, € Holmak lizere [e1, 2] , [f1, f2] € H ve deg[ei, e2] = deg[f;, f2] = n

(n > 2) iken, [e1, €] < [f1, f2] olmasi igin gerek ve yeter kosul e; < f; veya e; = f; ise
e; < f, olmasidir. Boyle siralanmig bir Hall bazi Ozel Hall Bazi olarak adlandiralim.

Herhangi sifirdan farkli gel elemani igin maksimal eleman olan M(Q)’yi, verilen

Hall bazina uygun olarak, H’nin elemanlarinin bir K-lineer kombinasyonu olan g nin
yegane ifadesindeki sifirdan farkli katsay1 ile ortaya ¢ikan 9H nin en biiyiik elemani
olarak tanimlayacagiz.

Onerme3.1: (Waldinger, 1961) H, L=L(A) nin Ozel Hall baz1 olsun ve f; > f, ,
e #f; ve e #f; olmak iizere e, f; , f, € H olsun. O zaman  M([e, f1]) > M([e, f2]) dir.
B ve C ayrik kiimeler olmak iizere serbest lirete¢ kiimesi olan A ‘nin,A = B U C

seklinde oldugunu farzedelim. O zaman

L(A)=L(8) ® 1d(C)

10
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dir. Burada 1d(C), C tarafindan iiretilen idealdir. Asagidaki sonu¢ Lazard ¢ikarma

teoreminin orta kismidir.

Onerme3.2: (Bourbaki, 1987) Id(C) ideali L’nin serbest Lie alt cebiridir ve ce C,

bi € B, k > 0 iken, [c, by, by,.........., by] elemanlar1 Id(C) igin bir serbest lireteg

kiimesi olusturur.
Bu boliimiin geri kalan kisminda K bir cisim olarak diistiniilecektir.

Serbest Lie cebirlerindeki temel teoremlerden birisi de Shirsov tarafindan

ispatlanan asagidaki teoremdir :
Teorem3.1: (Shirsov,1958) Bir serbest Lie cebirinin her alt cebiri de serbesttir.

Tamim3.1: M, L ‘nin homojen elemanlarin bir kiimesi olsun. Eger a € M elemanlari

M\ {a} tarafindan iretilen alt cebire ait degilse, M kiimesi indirgenmis olarak

adlandirilir.
Asagidaki teorem Kukin tarafindan ispatlanmistir :

Teorem3.2: (Kukin, 1972) Bir serbest Lie cebirinin her B alt cebiri indirgenmis bir

uirete¢ kiimesine sahiptir.
Ispat: Ispat Kurosh’un (Kurosh,1947)’de kullandig1 yontemle yapilacaktir.

Mo = ¢ diyelim ve My,........ ,M; kiimelerinin tanimlandigini varsayalim.

E; = l_J1 Mj , Ti de B alt cebirinin derecesi i+1’den kii¢iik esit olan elemanlarin vektor
j=

uzay1 ve T = Sp(TinE;) olsun. T; uzayinda, modiilo T, maksimal lineer bagimsiz

Mi.1 kiimesini segelim. Eger Ti= T/

ise Mip=¢dir. M = _U0 M; kiimesi indirgenmis
j=

olup B alt cebirini iiretir.

11
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Teorem3.3: (Witt,1956) Bir serbest Lie cebirinin indirgenmis bir M alt kiimesi

bagimsizdir.

Onerme3.3: (Shirsov, 1953)Serbest Lie cebirindeki homojen elemanlarin herhangi

bir indirgenmis kiimesi olan M, kendi iirettigi altcebir i¢in bir serbest iiretec
kiimesidir.
“Bir serbest grubun sonlu iiretilmis herhangi bir alt grubu , sonlu indeksli bir

altgrubun serbest c¢arpanidir.” ifadesi Marshall Hall tarafindan ifade edilmistir. 7.

Boliimde bu sonucun serbest Lie cebirleri igin benzerine ihtiyag duyacagiz.

Onerme3.4: (Rosset ve Wasserman, 1997)B, L serbest Lie cebirinin sonlu iiretilmis
bir alt cebiri olsun. O zaman L’de sonlu koboyutlu bir C altcebiri vardir 6yle ki B,

C’nin bir serbest ¢carpanidir.

Not: Onerme3.3 kullanilarak Onerme3.4 deki C altcebirini sdyle secebiliriz: B sonlu

tiretildiginden B, L’nin sonlu iirete¢ kiimesi olan A’nin bir sonlu alt kiimesi olmak
tizere, L(B) tarafindan igerilir. Ayrica eger {bq,...... ,bm}, B’nin bir serbest lireteg
kiimesi ise, g,b; (i=1,.....,m)’nin maksimum derecesi ise ve X = A\ B ise Ly(B)
(n > q) ile beraber {by,...... ,bm} tarafindan tiretilen C alt Lie cebiri ve 1d(X) istenen

ozelliklere sahiptir. Sonug olarak L’nin adjoint temsili ile kendi evrensel enveloping

cebiri igin bir modiil oldugu gerg¢egini ve PBW-bazinin kullaniligin1 gosterecegiz.

A=A(A) , A’da serbest asosyatif cebir olarak tanimlansin ve A, , n-inci dereceden
homojen eleman olarak tanimlansin. A, L’nin evrensel enveloping cebiridir. Boylece
L, A’da A tarafindan iiretilen Lie altcebiri ile belirlenebilir. Eger HH, L’nin Hall bazi
ise e1,e2,....exeH , 1< ....<ex ve dege;t+ ....tdegex=n olmak {lizere e;e,...ex

formundaki elemanlar, Ap’nin bir bazin1 olusturur. Bu baz bir PBW-baz1 olarak

adlandirilhir. Biz Ap’nin bu bazimmi asosyatif — ajaz...ax (6.2 boliimiindeki

a;,a,...apneA) monomiallerinden olusan standart bazin yaninda kullanacagiz. O

boliimde biz L’yi A i¢in bir (sag) modiil olarak diisiinecegiz. “ o “ olarak tanimlanan

12



3.SERBEST LIE CEBIRLERINDE YARDIMCI
SONUCLAR Yakup OGUZ

modiil ¢arpim1 a € A serbest iiretegleri ve g € L i¢in geo a =[g , a] seklindedir.

Herhangi h € A Lie elemani i¢in go h = [g, h] dir.

Tamim3.2: L, bir Lie cebiri olsun. gl(L), L Lie cebiri lizerindeki biitiin lineer
doniistimlerin cebiri (genel Lineer Lie cebir) olmak {izere ad: L — gl(L)
doniistimiinii her X, y € L igin (adx) (y) = [X, Y] olarak tanimlayalim. Bu sekilde

tanimlanan “ad” dontisiimii lineerdir ve Lie ¢arpimini korur.
Not: gl(L), fonksiyonlarin bileske islemiyle birimli ve birlesmeli bir cebirdir.
A, bir F cismi tizerinde asosyatif bir cebir olsun. A iizerinde Lie ¢carpimi

her X,y € Ai¢in [X, y] = Xy - ¥ X olarak tanimlanirsa A bu ¢arpimla bir Lie cebiri

olur. Bu cebir [A] veya A_je ile gosterilir.

Tamm3.3: L, bir Lie cebiri olsun. Asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda birim

elemanli ve birlesmeli U(L) cebirine, L’nin evrensel enveloping cebiri denir.

1. L’den [U(L)]’ye kanonik (dogal) homomorfizm denilen bir € : L — [U(L)]
homomorfizmi vardir.

2. K cismi tizerindeki birim elemanli her B birlesmeli cebiri ve her ¢: L — [B]
homomorfizmi i¢in ¥ & = ¢ olacak sekilde bir tek ¥ : [U(L)] — [B]

homomorfizmi vardir.

Eger L, X iizerinde serbest Lie cebiri ise X tarafindan iiretilen serbest asosyatif

cebir, L nin evrensel enveloping cebiridir.

Teorem3.4 (Poincare-Birkhoff-Witt): L, K {izerinde serbest bir Lie cebiri olsun.
Eger L, bir serbest K-modiil ve E de L’nin iyi sirali bir bazi ise, o zaman
€ : L — [U(L)] kanonik doniisimii injektif olup U(L), 1 ve eses...... en,
g1 > 6>, >e, , N > 1 formundaki monomialler tarafindan iiretilen bir serbest

K-moduldiir.

13
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Tammm3.4: L, K cismi ilizerinde bir Lie cebiri olsun. L’nin bir V vektor uzayi
tizerindeki bir representasyonu (temsili), bir p : L — gl(V) seklindeki bir Lie cebiri

morfizmidir.

Eger p : L — gl(V) bir temsil ise V, bir L-modiildiir. L’nin V tizerindeki etkisi
p ile belirtilmistidir. (LXV —V) V’nin bir L-modiil olusu asagidakilerin

saglanmasiyla bellidir:

1. a,peK xel,vweVigin,

p(X) (a v+ B V)=ap(x) v+ px)w
2. a,BeK x,yel,veVigin,

plax+By)=ap(x)+ppy)
3. X,yel,veVigin,

p([x.y1) v =p(x) p(y) v—p(y) p(x) v

Eger p’nun ne oldugu biliniyorsa “ p(x) v ” yerine “ X v « yazilir.

p(xyl)v=xyv-yxv

Ormnegin, L, bir Lie cebiri olsun. ad : L — gl(L) déniisimii L’nin bir

temsilidir. Bu temsile adjoint temsil denir.

14



4.1 (a,b) CEBIRINDE [x, a] + [y, b] = 0 DENKLEMI Yakup OGUZ

4.1 (a,b) CEBIRINDE [x, a] + [y, b] = 0 DENKLEMI

Bu béliimde, a ve b serbest iiretegler olmak tizere ranki 2 olan L = L(a , b)
serbest Lie cebirini ele alacagiz. Ayrica,

[x,a]+[y,b]=0 (4.1)
denklemini inceleyecegiz.

4.1.Coziim Uzayimin Homojen Elemanlar::

Onerme2.1°den, (4.1) denkleminin ¢dziim uzay: olan V, Vo, = V n (L, X Ly)
homojen elemanlar ile derecelendirilmis bir uzaydir. d, ile L, homojen elemaninin
boyutunu gésterelim. p mébiiis fonksiyonu olmak {izere, Witt’in formiiliinden

h= = (d)2"

d/n
dir.

Teorem4.1: V,, (4.1) denkleminin ¢6ziim uzay1 olan V’nin n. dereceden homojen

elemanlar1 olsun. O zaman n > 1 i¢in dimV, = 2 dy, - dp+1 dir.
Ispat: Vy, (a,0), (0, b) (trivial ¢oziimden gelen) ve (b,a) tarafindan gerilir. Boylece

dimV;=3=2 d;-d; olur.Simdi n > 2 olsun. n: Ly X Ly — Lp+1 k-lineer doniisiimii
tanmimlansin, oyle ki n(s,t) = [s,a]. n, bijektif olarak ¢oziim uzayr olan V,’den
Ln+1’deki [Ly, @] m [Ln, b]’ye bir doniisiim tanimlar. Gergekten eger (S, t) € V, ise
[s,a] = -[t, b] ve boylece n (Vn ) < [Ln , @] » [Ln, b] dir.Ayrica, eger
gelLln,a]l» [Ly,b]ises, telyigcing=[s,a] =[t,b]dir. Ozaman (s, -t) € V,
ve g = n(s , -t) olur. Boylece m ortendir. Simdi (S3, t1) , (S2, t) € Vo ve
N1, t1) = n (S2, t2) olsun. [s; , a] = [s2, @] oldugunu farzedelim. O zaman
[s;-s2 , a] = 0 ve bu sayede s; = s, olur. Ayn1 zamanda
[t1, b] =-[s1, @] =-[s2, a] = [t2,b] olup [t;-t2, b]=0 dir. Boylece t; = t, olur. Sonug
olarak n birebirdir. Dolayisiyla V,’nin boyu, Ly+1’deki [L,, a] » [L,, b] kesisiminin
boyuna esittir. L = L(a , b) serbest Lie cebirinde

dim[L,, a] = dim[L,, b] =dimL, ve [L,, a] + [Ln, b]= Ln+1

15
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oldugunu biliyoruz. Boylece

dim([Ln, &] A [Ln, b]) = dim[Ly, a] + dim[Lx, b] - dimLys1=2 dn - dns1

olur.Sonug olarak dimV,, ~ % elde edilir.

Kiigiik n’ler i¢in tablo:

N |1 (2 (3 |4 (5 |6 |7 |8 (9 (10 |11 |12 |13 |14 |15

dimV, (3 |0 |1 |0 |3 |0 |6 |4 |13 |12 |37 |40 |99 |140 | 284

Burada ilging olan 2,4 ve 6 derecelerde ¢oziim yok ve sifir olmayan en kiigiik
cift ¢ozlim n=8dir. Boliim4.2’de iki ¢ozlim ailesi sergileyecegiz ve bunlar V3 ve Vs
icin baz olusturmaya yeterli olacaktir. Ama ilk olarak V,’in iyi homojen elemanlara
nasil ayrigacaginin kisa bir iskeletini olusturacagiz. Pozitif tamsayilarin biitiin siral
(p,q) ciftleri i¢in Ly q ile, @’ya gére derecesi p ve b’ye gore derecesi g olan a ile b’ye

bagl tiim Lie ¢arpimlarinin gerdigi uzayr gosterelim. O zaman L= @1Lp,q ve
p.q>

LxL= & L XLp,'q,dlr.

pa.p.gz P

Witt formiilii ile homojen eleman L, 4 ‘nun boyu ;

P+q
. Gl

P+Q di(pa (E)!(ﬂ)!
d d

olur.

Eger (s, t) € V, elemani (4.1)’in trivial olmayan ¢oziimii ve S € Lpg+
(p+tg+tl=n=>3)ise, t € Lyrigve[s,a],[t,b] € Lpsygradir.p,g>1vep+q=n-1

icin Vipg = Vo N (Lpg+t X Lpsrg) alalm. Bu durumda V, = p%lvn;p,q olup

dimVypq=dim([Lpg+1, @] N [Lp+1,4, b]) oldugu kolaylikla goriilebilir. Béylece de
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dim[Lp’q+1, a] = dimLp,q+1 y dim[Lp+1,q,b] = dimLp+1,q ve

[Log+1, @] + [Lp+rg, B] = Lps1g+1 dir. Dolayisiyla,
dimVy;pq = dim([Lpg+1, @] N [Lp+1,q, b])
=dim[Lpg+1, @] + dim[Lps1q, b] - dim([Lpg+1, @] + [Lp+1,q, B])
= dimLpg+1 + dimLp+a g - dimbLpsg g1
=dpg+1 + A+, - dprrgea olarak elde edilecektir.

Teorem4.2: Her n > 3 i¢in (4.1)’in ¢dziim uzayinin n-inci dereceden homojen
elemanlarinin kiimesi olan Vi, , Vipq = Vi N (Lpg+1 X Lp+1,q) olmak iizere, homojen

elemanlarn direkt toplami olarak V, = (-Bl Vipg seklinde yazilir. Ayrica
p.g=
p+g=n-1

dImVn’p’q = dp’q+l + dp+l’q - dp+1,q+1 Sekllndedlr.

n =3,5,7,8 i¢in Vy;p q 1yl homojen elemanlarinin boyutlari;

p’q 111

P.q 13 22 |31

P.q 1,5 2,4 3,3 |42 51
P.q 16 |25 |34 |43 |52 |61

dimVepq |0 |1 |1 |1 |1 |0
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Onerme4.1: ¥ , L’nin serbest tiretegler olan a ve b’yi degistiren bir otomorfizmi,

yani
Y:L-L
a—b
b—a
olsun. O zaman

) Eger (s , t) , (4.1)in bir ¢ozimi ise (W(t), WY(s)) de (4.1)’in bir
¢Ozlimiidiir.

i) p, > 1 ve p+q = n-1 > 2 olmak iizere her p,q,nigin ¥ : LxL >LxL,
¥ (s,)=(¥ (1), ¥(9)), Vipg dan Vipg ya izomorfik olarak bir doniisim
tanimlar.

4.2. Baz1 Coziim Aileleri

(4.1)’in sifir olmayan iki ¢dziim ailesini bulacagiz. Ilk olarak, n > 3 olmak
lizere biitlin tek derecelilerden olusan ¢Oziim ailesi bulunacaktir ve bu sonraki
calismada énemli bir rol oynayacaktir. Ikinci ¢dziim ailesi n = 6 harig biitiin n > 5
derecelilerden olusacak, bu da 8’den biiyiik ve esit olmak lizere biitiin ¢ift dereceli

¢oziimler i¢in ornekler verilmesini saglayacaktir.

k

Teorem4.3: (Remeslennikov ve Stohr, 2007) k> 1 ve sy = > (-1)'[b,a®,[b,a' ],
i=1

t. = [b, a®] olsun. O zaman (s, to), (4.1)’in sifirdan farkli bir ¢oziimiidiir.

Ispat: (3.1) dzdesligi kullamilarak ,
[sk, a] = Z(—l)i [[b,a*",[b,a"*]],a] = Z(—l)i ([b,a*",[b,a"*]]+[b,a*",[b,a']])

oldugu bulunur.
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Bu toplamda i = 1,.....,k-1 igin i-inci terimin 2. toplami (i+1)-inci terimin ilk

toplamindan ¢ikarilirsa,
[sx,a] =-[b, a™, b] + (-1)* [b, &, [b,a“]] =-[b, a®, b] = -[tx, b]
olup bu da istenen sonugtur. (S, t)’nin sifirdan farkli oldugu agiktir.

Asagidaki 6nermede, tamsayilar halkasi tizerinde serbest Lie cebiri olan

serbest Lie halkasi iizerinde ¢alisilacaktir.

L’yi, a ve b tarafindan iretilen ve ranki 2 olan serbest Lie halkasi olarak

tanimlayalim.

Onerme4.2: (Remeslennikov ve Stohr, 2007) k < m < n olmak iizere negatif

olmayan tamsayilarin herhangi (k , m, n) tigliisii i¢in

Sunn= () (inj[[b,a"],[b,am],a‘,b,a”“—l]

+§(—l)i (kj[[b,amL[b,an]’ai1b’aki1]

Sy [imj[[b,a”],[b,ak],a‘ b,a" "]
tk,m,ﬂ: ('1)n [[b ) ak] , [b ) am] ) an]
+('1)k [[b ) am] ) [b ) an] ) ak]
+('l)m [[b ) an] ) [b ) ak] ) am]
olsun. O zaman [L’de [Skmn ,» @ + [tkmn , b] = 0 dir. Ayrica, eger

(k,m,n)#(k, k+l, k+3) ise, Skmn Ve tumn , L de sifir olmayan elemanlardir.

Ispat: (3.3) ve Jacobi 6zdesligi kullanilarak

0=[[b,a],[b,a", [b,a"+[[b,a",[b,a", [b,a+[[b,a"], [b,a], [b, a"]]
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>

= (—1)i(n][[b,ak],[b,am],a‘,b,a”‘i]

+i(_1)i ( [[b’am]1[b’an]’ai 1b,ak’i]

+i(—1)i[im [[b,a"],[b,a],a",b,a™"]

= [Sk,m,n ) a] + [tk,m,m b]

oldugu bulunur. Bu ise dnermenin ilk kismini ispatlar. Ikinci kisim ic¢in uygun

kosullar altinda ty m n # 0 oldugunu gostermek yeterlidir.

(3.2) 6zdesligini kullanarak bu elemani soyle yeniden yazabiliriz:

tk,m,n= (_l)n Zn:(:’]) [[b , ak+i] , [b ’ am+n7i ]]

k (k ) .
+(-D)" 2 [ j[[b,am“],[b,a”“"]] (4.2)

+ (_1)m i[:n][[b ’ a.n+i] 1 [b , a.k+m7i ]]

Sag taraftaki her bir komiitator [[b , a°] , [b, a%]] formundadir. Bu sayede
tmn, P> Qolmak iizere kolayca [[b, @], [b, a"]] temel komiitatdrlerinin bir lineer
kombinasyonu olarak yazilabili. O zaman [[b , @™ , [b , a“*"]] teriminin

katsayilar1 m # k+1 ise
D" (n) +(-1)"m (4.3)

dir. (Ilk terim (4.2) “deki ilk toplamin i = 1 teriminden gelir ve ikinci terim (4.2)’deki

tiglincii toplamin i = m-1 teriminden gelir) Eger m = k+1 ise

(-1)" (-n+1) + (-1)% (-1) + (-1)™ m (4.4)
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(Ilk terim (4.2)’deki ilk toplaminin i = 1 ve i = n teriminden gelir, ikinci terim
(4.2)’deki ikinci toplamin i=0 teriminden gelir ve t¢iincii terim (4.2)’deki {iglincii

toplamin i=m-1 teriminden gelir.)

Buradaki (4.3), m # n oldugundan biitiin m ve n ‘ler igin sifirdan farklidir.
(4.4), n=m+2 durumu harig sifirdan farklidir. Sonug olarak m =k +1lven=m+ 2

durumu harig ty mn# 0 “dir.
Harig tutulmus (k,m,n)=(kk+1,k+3) durumu bu &nermede istisnadur.
Gergekten de
tekrrkss = (-1 ([[b, a7, [b, @], &+ [[b,d"], [b, a"] , &'
~[lb, 2], [b, &, a*))
= (-D*[(IIb, &, [b, @], &°I+[[b, a*"] , [b, a*]]
~[b, 2], [b, &, a])
olup parantez igindeki terimler i¢in
-[[b,a, [b,a"], &% +[[b,a"], [b,a*]] - [[b,a*], [b, & a]
=-[lb,a"*], [b,a"]-3[[b,a*], [b,a"]]]- 3[[b,a""], [b, a]]-
[[b,a, [b,a"]]+[[b,a""], [b,a*]] - [[b,a*“],[b,a"]]-
[b,a***],[b,a“""]]=0
oldugu elde edilir.Bdylece ty x+1, k+3=0 olur.

Simdi K cismi iizerindeki serbest L Lie cebirini diisiinelim. Eger K’nin
karekteristigi sifir ise Onerme4.2 den (Skmn,tkmn), (4.1) denkleminin sifirdan farkli

bir ¢oziimiidiir. Fakat K’nin karekteristigi pozitif p oldugu durumda, ki bu gerekli
kosul degil, baz1 pozitif q tamsayilari i¢in Sy mn,tkmne0L olabileceginden eger p,

q’yu béliiyorsa bir sifir ¢dziimiine sahip oluruz. Bu durum genelde olur. Ornek
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olarak tp17 € 2L olmak tizere (0,1,7) Ugliisiinii verebiliriz. Sifirdan farkli bir ¢6ziim
elde etmek i¢in, Symn V€ tkmn ‘Y1 Skmn , tkmn € gL olmak iizere en biiyiik pozitif

oy . . .1 1
tamsay1 olan q ile bolmemiz gerekir. Bu sayede, eger — Skmn, — tkmn elemanlarinin
q q

tamsay1 katsayilar1 , K’nin asal alt cisminin elemanlar1 olarak yorumlanirsa o zaman

bu elemanlar herhangi bir karekteristikte sifirdan farklidir. A¢ik olarak, eger Skmn Ve
tumn, £'nin Z - baziin bazi elemanlarinin lineer kombinasyonu olarak yazilirsa, g,
bu ifadede bulunan sifirdan farkli tamsay1 katsayilarinin en biiyiik ortak boleni olur.
Teoremd.d: k<m<nve (k, m,n)#(k, k+tl, k+3) olmak tlizere negatif olmayan
tamsayilarin herhangi bir (K, m, n) t¢lisi igin bir g = q (k, m, n) tamsayis1 vardir
syle ki (3 Skmin 5 timn) € L X L ‘dir. Burada Sgmpn V€ timn Onerme4.2°deki (4.1)’in
sifirdan farkli bir ¢oztimiidiir.

degSkmn = degtumn = k + m + n + 2 olduguna dikkat edersek, Teorem4.4 ,
7’den daha biiyiik veya esit ve ayrica 5. dereceden olan biitiin dereceler i¢in (4.1)’in
sifirdan farkli ¢ozlimlerine Ornekler saglar. Farkli (k,m,n) dgliileri tarafindan

indekslenen sifirdan farkli c¢oziimlerin lineer bagimsiz olmasi gerekmediginden

bahsedebiliriz.

Ornegin, (S0.1.4,t0,1.4) V€ (S0.2,3,%0,23) ¢oztimleri, 1-boyutlu oldugunu bildigimiz
V7.42 homojen elemanina aittir. Teorem4.3 ve Teorem4.4’de elde edilen ¢oziimler
bizim V3 ve Vs ¢oziim uzaylarinin tam tanimlarini vermemize de kolaylik saglar.1

boyutlu Vs uzayi (s1,t;) eleman tarafindan gerilir:
Vs=<(-[b,a,b],[b,a,a])>,

3 boyutlu Vs uzay:
(-[b,a%,b] +[b,a, [b,a]l, [b,a"), (4.5)
(2[b,a%, b’ -[[b,a,b],[b,a]],-2[b,a®, b]-3[[b,a,a],[b,a]]) (4.6)

ve
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([a,b",-[a,b® a] +[a,b? [a,b]]) 4.7

elemanlar tarafindan gerilir.

Burada (4.5), Teorem4.3’den (S, t2) ¢Oziimiidiir. (4.7), ¥ lineer doniisiimiine
basvurularak (4.5)’den elde edilir ve (4.6), Teorem 4.4’deki temel komiitatorlerin

lineer kombinasyonu olarak yeniden yazilan (So12, to12) ¢oziimiidir.
Gergekten,
soi2=[b,[b,a]l ,b,a]-2[b,[b,a],a,b]+[[b,a’],b,b]
=-[b,a,b% a]+2[b,a,b,a,b]+[b,a% b
=-[b,a,b* a]l+3[b,a,b,a,b]
=2[b,a,b,a,b]-[[b,a,b],[b,all
=2[b,a? b*-[[b,a,b],[b,a]]
ve
torz=[b,[b,a],a’] +[[b,a],[b,a’]]-[[b,a’],b,a]
=-[b,a,b,a’]-[[b,a’],[b,a]]-[b,a’ b, 4]
=-2[b,a’,b,a]-[[b,a],[b,a]]
=-2[b,a®, b]-3[[b,a’,[b,a]]

(4.5), (4.6) ve (4.7) ¢ozlimleri sirasiylaVs.31,Vs.22 Ve Vs 3 farkli 1iyi homojen

elemanlarina ait oldugu i¢in lineer bagimsizdirlar.

Biitiin V,, ( n>1 )’ler i¢in asikar bazi bulmak ilging bir problemdir. Ama, n = 5 i¢in
nispeten karmagik cevap ve V,’nin boyutlariin eksponansiyel biiylimesi problemin

muhtemelen olduke¢a zor oldugunu gosteriyor.
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4.3.Algoritma

L =L(a, b), ranki 2 olan serbest Lie cebiri olsun ve

[x,a]+[y,b]=0

denklemini ele alalim. Bu denklemi ¢bzen algoritmay: baslatmak igin girilmesi

gereken verileri agagidaki gibi siralayabiliriz:

i) a ve b degerleri (L’nin tireteglerinin X = {a , b} kiimesi)

i) C0ozim uzayinin boyutu olan n sayist

Adiml1: V, biitiin ¢éziimlerin kiimesi olmak {izere, girilen n degerinin yardimiyla n
boyutlu ¢6ziim uzayi olan V, kiimesinin boyutu hesaplanacak. L, derecesi n- olan Lie
polinomlarinin uzay1 olsun.Bu durumda V, = V n (L, X L) olup asagidaki adimlar

izlenir:

a) d, Ly homojen uzayinin boyutu olarak tanimlansin.

> ()2

d/n

1
o= —
n

esitliginin yardimiyla d, ve dy+;  hesaplanir. Burada, p,MGdbiiis
fonksiyonudur.

b) (a)’da bulunan d, ve dn.; ile dimV, =2 d,- dn+1 hesaplanir.

Boylece Vy’in boyutu bulunmus olur. Eger Vy’in boyutu, sifir ¢ikarsa ¢oziim
olmadig1 anlasilir. Eger V,, > 0 ise algoritmaya devam edilir.
Adim2= Verilen n degeri tek ise k :nT—l esitliginden k bulunur. Daha sonra bu k

yardimiyla

Sk = Zk:(_l)i[b,aZK_i ,[b,ai_l]], t, = [b ’ a‘2k]

i=1
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elemanlari hesaplanir. Burada [b,a"]=[b,a,.......... ,a] dir.
%,—/

Sonug olarak V, = {(Sk, t)lkeZ} = Sp({s«, t}) olarak elde edilir. Bdylece (S, to),
denklemin bir ¢oziimii olur.

Eger verilen n degeri ¢ift ise K + m + r + 2 = n esitliginden bir {k , m, r}

ticliisii secilir ve asagidaki elemanlar hesaplanir:

= 3.1 U ][[b,ak],[b,am],a‘ b,ar"]

k-1 ) k . |
+Z(_1)I ij[[b’am]'[b!arLal,b,ak_'_l]

+§(_1)i imJ[[b,a']’[b’ak]’ai ’b’am—i_l]

tenr= (-1)'[[b, a7, [b,a"], @]
+(-1)“[[b,a", [b, a7, "]
+(-)"[[b, a7, [b,a],a"
Boylece (Skmyr, tkmr) denklem igin bir ¢6ziim olmus olur.
Burada V=@V, seklindedir.

Ornekl:n=3olsun.Vs = V n (Ls X L3), d3 = 2 ve d4y = 3 dir. Boylece
dimV3=2x2-3=1olur. 2k + 1 =3 esitliginden k = 1 olur. s;=[b, a, b],

to=[b, a, a] olup (s1, t1) denklemin bir ¢6ziimiidiir. Gergekten,
[x,a]+[y,b]=-[[b,a,b],a]+[b,a,a,b]=-[b,a,b,a]+[b,a,b,a]=0

dir. {(s1, t1)}, V3’lin bir bazi1 olacaktir.
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Ornek2: n=50lsun.Vs = V N (Ls X Ls), ds = 6 ve dg = 9 dir ve boylece
dimVs=3> 0 olur. 2k + 1 = 5 esitliginden k = 2 olur. s,= -[b , @, b] + [b, &, b, a],

to=[b, a4] olup (s2, tp) denklemin bir ¢éziimiidiir.

Ornek3:n=8olsun. Vg = V N (Lg X Lg), dg = 30 ve dy = 56 dir. Boylece

dimVg=4>0olur. k+m+r+2 =28 esitliginden k=1, m =2, r = 3 alinabilir.

z i 3 2 i 2—i

s123= > (-1) . |[b.al,[b,a’].a',b,a*]
i=0
+[[b,a’],[b,a’],b]

1 (2 . .

+Z(—l)'[.J[[b,a3],[b,a],a',b,al"]
i=0 1

tiza =-[[b, 2], [b,a’],a’]-[[b,a’], [b,a’],a]+ [[b,a’],[b,a], &’

olup (s1.23, t1.23) denklemin bir ¢6ziimidiir.
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5.L(a,b,c,......)’DEKI [x, a] + [y, b] = 0 DENKLEMI

Bu béliimde L, A = {a, b, c,....} tarafindan iiretilen serbest Lie cebiridir ve L

tizerindeki
[x,a]+[y,b] =0 (5.1)
denklemi {izerinde ¢alisilacaktir.

Tamim5.1: Eger s ve t, L’nin a ve b katsayilari tarafindan iretilen L(a , b) altcebirine
ait ise (s, t) € L x L ¢ozlimiine i¢ ¢oziim denir. Bu bolimde L {izerindeki (5.1)’in

biitiin ¢ozlimlerinin i¢ ¢6ziim oldugu ispatlanacaktir.

Teorem5.1: L = L(A), A = {a, b, c,....} lizerindeki serbest Lie cebiri olsun. O

zaman L tizerindeki (5.1) denkleminin biitiin ¢oziimleri, i¢ ¢oziimdiir.

X = {c,....} olmak tizere A = {a, b} U X yazarsak | = 1d(X) olup

L =L(a, b) ® I olur. O zaman Onerme3.2’den

[Z,01,eeinn.. ,dn], zeX,die{a, b, m>0) (5.2)

serbest tliretegleri ile I, bir serbest Lie cebiridir. Simdi (s , t), (5.1)’in bir ¢dziimi

olsun. O zaman ¢',t'elL(a,b)ves”,t"el olmak flizere s=5+s"vet=t"+t"
seklindedir. Ayrica (s',t") ve (s",t")’niin (5.1)’in ¢bziimleri oldugunu gormek

kolaydir. Dolayisiyla 5.1’in | X I’da sifir olmayan ¢oziimiiniin olmadig1 yani

[I,a] ~ I, b] = {0} (5.3)

oldugu gosterildiginde Teorem5.1 ispat edilmis olacaktir.
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Bu kismin geri kalan boliimiinde (5.3)’in ispati yapilacak. D’yi, (5.2)
seklindeki elemanlardan olusan I’nin serbest iirete¢ kiimesi olarak alalim. X de keyfi
yolla diizenlenmis bir kiime olsun. Bu durumda z, z'e X, d, ,d; e {a, b} olmak
tizere, [Z,d,,.ccccoennnn. d. 1 < [2,d] s ,d’] olmas1 icin gerek ve yeter kosul
m<nveyam=nve z<z veyam=n, z=z" iken birj (1 <j <m) vardir dyle ki
i<jve d,=a ve dj=b i¢cin d,=d; dir. Kisaca D’nin siralamasi dereceyledir ve her
bir derece alfabetik olarak diistiniilecektir (a < b ile). D kiimesi, a ile b’nin garpimi1
altinda sabittir: Eger e, f € D ve e <fise [e, a] < [f, a] ve [e, b] < [f, b] dir. Deg,
serbest lirete¢ kiimesi olan 9’ye uyarak I’daki elemanlarin derecelerini tanimlamak
icin kullanilacak. (L’nin serbest iirete¢ kiimesi olan A’ya uygun olarak kullanilan
deg’den ayirt etmek i¢in) Biitiin e € D elemanlar1 i¢in  Dege = 1 dir. Simdi K, D

kiimesinin kuralindan (B6liim3) alinan I’nin 6zel Hall bazi olsun. Herhangi g € |

elemant, 6zel Hall bazi olan K nin elemanlarinin lineer bir kombinasyonu olarak tek

tiurlit ifadeye sahiptir. M(g), %’nin bu lineer kombinasyonda ortaya c¢ikan

elemanlarimin en biiyiigli olarak tanimlansin. Hall bazi elemani olan her bir

g € K ‘nin su tek tirlii ifadeye sahip olduguna dikkat edelim: gi€ D, ga,.....0k € K,

k>1iken, g =01, 02,0 ecvenen.e. gx] dir. Bu ifadeye g’nin sola dayali par¢alanisi

diyecegiz.

Ornegin, eger L, a,b,c serbest iireteclerine sahipse D’de [c,a] <[c,b] <[c, a, b]
g=[[[c.b].[c.,a],[c,b]l.[lc,b],[c.a]l.[[c.,a,b] [c,a] [c,a,b]lleX
iken

gl=[C,b],gg=[C,a],g3=[C,b],g4=[[C,b],[C,a]],
gs=|[[c,a,b],[c,a] [c,a,b]]
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alinirsa,

0=[91,92,93,94,95] olur.

Onerme5.1: Sola dayali parcalanis olan € = [g1, 2 ,......... O] icin € € K ve

d € {a, b} olsun. O zaman

i) M([e ., d]) = [[9:.d]. Qz......... O
i) M([ed]) >e,

iii) e > f olacak sekildeki her f € Ki¢in, M([e , d]) > M([f, d])
dir.

Ispat: Bu 6nermenin ii¢ iddias1 Dege iizerinden tiimevarimla eszamanl olarak ispat

edilecektir. Eger Dege = lise e = g; €D, [e, d] = [g1, d] € D dir, dyleyse (i)

trivialdir ve (ii) ile (iii), ©’deki kuralin taniminin agik sonucudur.

Simdi Dege > 1 olsun. Ilk olarak (i) igin tiimevarimsal adim saptariz.

Dege > 1 oldugundan k > 1 ve e=[e’,g.] (e'= [01, O2-..... , Oki]) dir.

Degg, < Dege’ < Dege ve bu sayede (i)-(iii) e’ ve g¢’ya uygulanir. (3.1)’den

[e,d] =[[e", d],ad + e, [g d]] (5.4)
(iy’den M([e’, d]) = [[9z,d] , 92,....... , Ok.1] ve Onerme3.1°den

M([[e", d]., gd) = M([[92.d] , 92,-........... G2, O])
[01,d] > g1 oldugundan [[g;, d], Qo......... ,Ok-1, k] € K ve bu sayede

M([[e".d] , gd) = [[9:, d], Q2,......... k-1, Ok] (5.5)

(5.4) ve (5.5)’den dolayz, (i) igin tiimevarimsal adim

M([e", [gw d]I) < M([[e’, d], gk]) (5.6)

oldugu gosterildiginde tamamlanmis olacaktir.
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K 6zel Hall bazinin elemanlariin bir lineer kombinasyonu olarak [gk, d]’yi

yazarsak,

ok . dl=Deaf ,fieK fi>..... > fove o € K, ai # 0 olur.

M([gk, d]) = f1 olduguna dikkat edelim.

O zaman Onerme3.1’den

M ([e', f,]), e'# f;
M(e", [g«, d])=M([e", f,]), e'=1f vem>1
0, e'=f vem=1.

olur. Simdi bu 3 durumu ayr1 ayr1 g6z 6niinde bulunduracagiz.

Duruml: e'# f,. Burada iki alt durum ayirt edilecek. Eger '> f, ise [e", fi] € K dur.

Gergekten, k = 2 ve k > 2 igin agiktir ve (ii)’den f; = M([gk, d]) > g«’dir. Ok > Qk1
oldugundan f; > g¢.1 ve bu da [e’, fi] € K oldugunu ifade eder. Ama o zaman

M([e", [gk, d]]) = [€', f1] ve (ii))’den € < [e€', d] oldugundan bu (5.6)’y1 ispatlar.
Diger taraftan, eger f; > e ise Degfy = Dege’ dir. Bu durumda

-[e", fi] =[f1, '] € K ve busayede M([e", f1]) =[f1, e'] olur. gk < ¢’ oldugundan

(iii) sayesinde f; = M([gk, d]) < M([ €', d]) dir. Boylece (5.6) yeniden saglanir.
Durum2: e'=f, ve m > 1. Bu durumda Dege’ = Deg f, = Deg f, ve e’ > f, dir.
O zaman [¢’, f;] € K dir ve bu sayede M([e', f2]) =[€', f2] <[M([€', d]), ak]

olur. ((iii)’den dolay1 ¢" <M([¢', d]) idi)
Durum3: Burada M([ €', [gk, d]])=0 dir ve ispatlanacak bir sey yoktur.

Bu ise (i) i¢in tiimevarim adimini ispatlar. (ii) ve (iii) iddialar1 (i)’nin sonucu

ve K"daki kuralin tanimdan ¢ikar.
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Simdi (5.3)’ilin ispatina bakabiliriz. K, I’nin bir bazi oldugundan, [I , a] ve
[I', b] alt uzaylar sirasiyla [K, a] ve [K, b] kiimeleri tarafindan gerilir. d € {a , b}

icin o4 : K— K, e->M([e , d]) (e € K) doniisiimiinii géz 6niinde bulunduralim. O

zaman Onerme5.1 (i), oa Ve op’nin birebir oldugunu ifade eder. Ayrica

6a(K) N op(K)= ¢ dir. Bunu [K, a] U [K, b]’nin lineer bagimsiz oldugu ve
<[K , a]> n <[K, b]> = {0} oldugu izler. Bu (5.3)’ii ispatlar ve bdylece

Teorem5.1’in ispati tamamlanir.
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6.COZUM UZAYININ RADIKALI

Bu boliimde (5.1) denkleminin ¢6ziim uzay1 olan V’nin radikali ve koordinat
cebirini belirlenecektir. Radikallerin daha genel bahsi i¢in, koordinat cebirleri ve

bunlarin cebirsel kiime teorisiyle iliskisine deginilecektir.

6.1. Radikaller ve koordinat cebirleri:
L = L(A) sayilabilir keyfi bir A kiimesi lizerinde serbest Lie cebiri ve
X = {X1,.....%} bir kiime olsun. L[X] = L(AU X), AKX ilizerinde serbest Lie

cebiridir ve L’nin k-inci kartezyen kuvveti igin L* yazilir. Her bir p = (ps,....,pk) € L*

elemani i¢in Ip: L[X] - L,
heracAigina — a, 1 <i<Kkigin x;— p;

seklinde tanimlanan IT, evaluation homomorfizmi vardir.
Tanmmé6.1: L iizerinde, Xi,........ Xk  belirsizlerine bagli bir denklem sistemi,
L[ X]’den gelen elemanlarin bir S kiimesidir ve S’nin bir ¢6ziimii her feS igin

I,( f) = 0 olacak sekildeki bir  p = (Pa,.....px) €L siral k-lisidir. S sisteminin
biitin ¢oziimleri >( S ) ile gosterilecektir. Simdiye kadar lineer denklemler goz

Oniine alindi, ¢ézlimler de bu yolla yorumlanabilir. L*nin bir U altkiimesi, eger bazi

S < L[X] sistemleri i¢in U = >(S) seklindeyse L tizerinde cebirsel kiime olarak

adlandirilir. U = Y(S) < L cebirsel kiimesinin radikali olan Rad(U),
Rad(U) = {f € L[X] : IIp(f) =0 V peU i¢in}
ve Rad(¢) = L[X] kurali ile tanimlanir. Diger bir ifadeyle U’nun radikali, ¢6ziim

kiimesi U olan biitin f € L[X] denklemlerini igerir. Eger U = 2(S) ise,

S < Rad(Uydur. Ustelik Rad(U), L[X]’de bir idealdir ve bu sayede

1d(S) < Rad(U)dir.
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Diger kisimda 5.1 denkleminin ¢Ozim kiimesi olan
V =2([x, a] + [y, b]) uzaymmn radikalinin, L[x , y]’deki [x , @] + [y, b] tarafindan
tiretilen idealle tutarli oldugu gosterilecektir. Genel olarak I( S ) < Rad( U )
yazilabilir. Ornegin, S = {[x , y]} ise her geL icin [[x , 9] , [y , g]] € RadX(S) dir,
fakat g#0icin [[Xx, 0], [y, 9]] ¢ Id([x, y])’dir.

Asagidaki sonu¢ L[X]’deki bir idealin, cebirsel bir kiimenin radikali olmasi

icin kullanigh bir kriterdir.

Onerme 6.1: J, L[X]’de bir ideal ve U = ¥(S), L*’de bir cebirsel kiime olsun. O
zaman J = Rad(U) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki iki kosulun
saglanmasidir :

) Her g € Jve her p € U i¢in I1y(g) = O dir.

i) Her g € L[X]\J i¢in bir p € U eleman1 vardir dyle ki ITp(g) # 0 dur.

Ispat: Bu onermenin ispati radikalin tanimindan dolay1 agiktir. ilk kosul J’nin
Rad(U)’da bulundugunu ifade eder ve ikinci kosul da Rad(U)’da J disinda eleman

olmadigini ifade eder.

Bir U = >(S) cebirsel kiimesinin koordinat cebiri olan T'(U),

I'(U)=L(X)/Rad(U) olarak tanimlanan boliim cebiridir.

6.2.Coziim uzay1 olan V’nin radikali ve koordinat cebiri:

L=LA),A={ab,c,........ } ile 5. Boliimdeki gibi tanimlansin ve V, (5.1)

denkleminin ¢6ziim uzayi olsun. L[X , y] de AU{x , y} {lizerinde taniml1 serbest Lie

cebiri olsun.Ayrica L’nin L[X , y]’nin altcebiri oldugunu goz oniine alalim. O zaman
L[x, ], L[x, y] =L @ I olarak yazilabilir. Burada | = Id(x , y) dir yani L[x , y]’de X

ve y tarafindan iiretilen idealdir. Onerme3.2’den I,

X, diyerorre ] [V diyeeedm] (i € A, M > 0) (6.1)
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elemanlarindan olusan serbest tirete¢ kiimesi ile, L’nin bir serbest altcebiridir.

L[x,y]’de[x,a] +[y, b] tarafindan tiretilen J = Id <[x, a] + [y, b]> idealini

ele alalim. J’nin | idealinin alt kiimesi oldugu agiktir.
Onerme6.2: L[x, y]’nin J = Id <[x, a] + [y, b]> ideali,

[X,8 Aoy O] - [V By ey ] (i € AM > 0) (6.2)

elemanlari tarafindan tiretilen | ideali ile cakisir.

Ispat: J, | ‘nin (6.2) elemanlar: tarafindan iiretilen ideali olarak tamimlansin. O
halde J ideali; g; ,(6.2) formundaki elemanlarindan biri ve ga,....... ,0k lar da (6.1)
formunda olmak flizere tim [Q1,02,...... o] seklindeki Lie c¢arpimlari tarafindan

gerilecektir. Fakat herhangi bir de A i¢in ((3.1) ard1 ardina kullanilarak)

[O......... gk,d]:Z[gl, ......... 19,,d],eenn 0]

elde edilecektir. Sag tarafli ¢arpim altinda biitiin Lie ¢arpimlarinda ilk giris (6.2)
formundadir ve geri kalanlar da (6.1) formundadir. Dolayisiyla J, L[x , y]’de bir

idealdir ve bu sayede J = J dir.

Sonug 6.1: 1 / J boliim cebiri,
XY, [X C1,...... .Cml [y, diyevennnnnns ,dm] (Ci, die A, c;£a, m>1) (6.3)

elemanlarindan olusan serbest lirete¢ kiimesi ile bir serbest Lie cebiridir.

Ispat: (6.3) ve (6.2) elemanlarinin | idealinin serbest bir iiretec kiimesini

olusturduguna dikkat edilmesi yeterlidir.

Tamimé6.2: A bir cebir olsun. Her x,ye Aigin,

d(xy) =d(x) y +xd(y)
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kosulunu saglayan d:A— A doniisiimiine A’nin bir derivasyonu (tirevi) denir. d,

lineer bir doniigiimdiir. A’nin tiim derivarsonlarinin kiimesini DerA ile gosterelim.
DerA, bir vektor uzayidir. DerA kiimesi [ , ] islemine gore kapalidir ve A, bir Lie
cebiri iken DerA’nin da bir Lie cebiri oldugu gosterilebilir.

Tammé6.3: L ve L, iki Lie cebiri olsun. L ve Ly’ nin vektdr uzay: olarak L ®L,
direkt toplamini diisiinelim. Bu toplam iizerinde L; ve L,’deki ¢arpimlarin bir

genislemesi olan Ly @ L, ‘yi bir Lie cebiri yapan bir carpma tamimlayalim : [ , ]1,
L1’deki carpim ve [ , ]o de Ly deki carpim olsun. Bir morfizmini :L, — DerL,
diisiinelim. X, Y, €L, VeX,, Y, €L, icin,

[ +%, Yy + Y1 =% Vi +0(%) Y, —0(y,) %, +[%,, ¥, 1,

carpimini tanimlayalim. Bu durumda L @ L, yukaridaki arpimla bir Lie cebiri

olacaktir.

Not: Eger 6°’nin ne oldugu biliniyorsa, yar1 direkt toplam L; X L, seklinde gosterilir.
Herhangi bir 0’ya gore yar1 direkt toplam s6z konusu ise L1 Xg L2 ile gosterilir. Eger
0 = 0 olarak alinirsa yukaridaki ¢carpim

[X 4% Y+ Yo 1 =02, Vi ] +006) Y, —0(Y) %, +[%,, ¥, 1,

:[Xl, y1]1 +[X , Y2]2

sekline doniisiir. Bu durumda L’ye L; ile Ly nin direkt toplami denir.

Sonug 6.2: L[x, y] / J bolim cebiri, L serbest Lie cebiri ile I / J idealinin yar1 direkt

toplami olup (6.3) formundaki serbest iiretegleriyle serbest Lie cebiridir.
L[x,y]/J=L®1/Jdir.

Onerme6.3: m ve k, m < 2k olacak sekilde pozitif tamsayilar ve sy ile tx

Teorem4.3’de tanimlandig: sekilde olsun. O zaman ¢;, di € A, ¢, # a iken,

[Se, CoevvornesCind s [he s Atsereosll] (6.4)

elemanlari, L’de lineer bagimsizdir.
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Ispat: L’yi kendi evrensel enveloping cebiri ile bir modiil olarak diisiinelim. A,

serbest tlirete¢ kiimesi, 3. Bolimde verilen A kiimesi olan serbest birlesmeli cebir
olsun. Onermeyi sonlu bir A i¢in ispatlamak yeterlidir. |A| = p olsun. An, A'nin

m-inci dereceden homojen elemanini tanimlasin. Ap, di € A olmak {izere biitiin

monomiallerin kiimesi olarak tanimlanirsa Dy = En U Fy olur. L’nin (6.4)

elemanlar tarafindan gerilen alt uzayr S, o <F,> +f, o A, seklinde yazilabilir. Bu

durumda
dim(S, © <Fm>+t, 0 Am)=(p-1) p™* +p™ (6.5)
oldugunu gostermeliyiz:

H, L’nin bir Hall baz1 olsun. (a en kiigiik ve b ikinci en kii¢iik eleman olmak
lizere serbest iireteclerde a < b <...... siralamas1 kullanilacak.) #m, An’nin 3.
boliimdeki H‘den gelen PBW bazi olsun. O zaman P, kiimesi m-inci dereceden ilk
carpani a olan biitiin PBW-baz1 elemanlarinin kiimesi ve Sy = P \ R de geriye
kalan PBW- baz elemanlarinin kiimesi olarak tanimlanirsa, P, ayrik kiimelerin
birlesimi olarak P = Rm U Sny seklinde yazilabilir.
Ornegin,

A={a,b}ise

Rs={a°, a’h, ab? a[b, a]} ve S;={b*,b[b,a],[b,a,a],[b,a,b]}dir

Buradan,
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An= <Ep> ® <Fy> = <Rip> @ <S> Ve <Ep> = <Rp> oldugu goriilebilir.

<Fm> ile <S>, Ayn’deki <En>’nin vektor uzayr tamamlayani olduklarindan,
her r € Sy, i¢in bir re <Ep> eleman vardir dyle ki r + r elemanlar <Fn>"nin bir

bazini olusturur: < ¥, > =<r+ rireSm>

eieH, Zdeg gi=mveer<.... < e| olmak iizere her bir r € Py, r=e16;........... e

formundadir ve f, or=1[b, a% 61, €, , el dir.

m < 2k oldugundan r € P, olmak iizere, tyo r elemanlari, p" tane farkli Hall

komiitatoriiniin kiimesini olusturacaktir. Bu kiime, f, o Ay, ‘nin bir bazim olusturur ve
dim (t, o Ay) = p™dir.

Simdi, §, 0 <Fm>=<S, © (r+r):r e Sp> alt uzaymi goz 6niine alalim.
[S,,al=-[1 ,b]oldugundan S o <&, >=[S,,a] ©An1=-[t,,b] c Anic t oAy,
olur ve dolayisiyla, r € <&, > oldugundan da

S, © <Fm>= S 0 <Sp> mod t, o A

olur. Bu sayede r € Sy, olmak iizere §, o r elemanlari

Sk (e] <8m> + tk o Am mOd tk o Am
kiimesini gerer. ej € H, Zdeg gi=mveb<e <. < e olmak tizere her birr € Sp,
elemanm
r=es........... e, formundadir. Buradan da
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S, or= Zk:(—l)‘[b,az"i [b,a].e,.......e] (6.6)

i=1
elde edilir.

(Sk of)' = - [b, a?kt yb,er,. . , €], (6.6)’daki i = 1 durumu olmak tizere ve
(S, or)" da geriye kalan terimler (i = 2.....,k) olmak iizere S, or =(S or)'+ (S, or)"
yazariz. I, Sm’yi taradik¢a (S, oF)' elemanlari, (p-1) p™* farkli baz komiitatorlerini

olugturur ve istelik bunlarin hepsi r € Ppn iken { or formundaki baz

komiitatorlerinden farklidir. Bu sayede

{tor:rePuy (S, or': reSn} (6.7)

birlesimi lineer bagimsiz bir kiimedir. Ustelik, biitin t, of (r € Py) ve S,of
(r € Sy clemanlari, A \ {a} tarafindan iretilen ve L’nin ideali olan

I =1db , c,....)ye aittir. Onerme3.2’den 1 ideali (L’nin altcebiri olarak),
z € A{a} ve i > 0 olmak iizere [Z,ai] elemanlar1 tarafindan serbest olarak

iiretilmistir. 1 idealinin serbest iirete¢ kiimesi ayrik kiimelerin birlesimi olarak

I U g olarak yazilabilir 6yle ki burada
I={[b,a]:0<i<2k-2}uU{[z,a]:z e A a,b},i>0}
J={[b,a"]:i>2k-1}dur.

Bu durumda | = L(Z) & Id(J)’dir. Simdi (6.6)’daki, L(Z)’ya ait olan ey,......e
elemanlarini dikkate alacagiz. O zaman r € Sy, olmak iizere (S, °r)" elemanlar da
L(Z)’ya aittir. Diger taraftan, t, ol (r € Py) ve (S, or)' (r € Sy elemanlar

Id(J)’ye aittir. Bu sayede bu elemanlar sadece lineer bagimsiz degil ayrica
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mod L(Z7)’ya gére lineer bagimsizdirlar. (6.7) kiimesi, (S, °r)' elemanlari ile S, of

elemanlar1 degistirildigi taktirde yine lineer bagimsiz kalir. Bu da (6.5)’1 ispatlar ve

sonug olarak dnerme ispatlanir.

Onceki boliimde oldugu gibi herhangi (s, t) € Lx Ligin
H(s,t) LIx ¥yl =L,

her d e Aicind —> d ve Xx > s, y — t evaluation homomorfizmi tanimlansin.

Asagidaki 6nermedeki S, ve 1, elemanlar1 Teorem4.3 ‘de tanimlandig gibidir.

Onerme6.4: Herhangi g € L(x, y)\J i¢in eger g € | ise pozitif bir k tamsayis1 vardir

dyle ki H(skvtk)(g) #0°dir ve eger gl ise [10,(9) =0 dur.

Ispat: g 1/ J olsun. Negatif olmayan bir | tamsayis1 vardir éyle ki g, 1 / I’nin m <1
olmak iizere (6.3) elemanlari tarafindan serbest iiretilen D altcebirine aittir. H(Sk )

bu elemanlardan

S..t.[s..b.d,,.....d 1It.d,,d,....d 1 (d efab}, 0<m<lI) (6.8)

elemanlarinin kiimesi iizerine bir doniisiim tanimlar. Bu kiime D ile tanimlansin.

Eger k yeterince bilyiik ise, bu elemanlarin L’de irettikleri alt cebirler igin serbest

iiretegler oldugunu iddia ediyoruz. Onerme3.3 den dolayi, D’ nmin herhangi bir

elemaninin geriye kalan elemanlar tarafindan {iretilen alt cebire ait olmadigi

gosterilirse iddia ispatlanmig olur. Fakat bu biiyiik Kk’lar ig¢indir, ¢linkii

Onerme6.3’den D) ’nin elemanlari lineer bagimsizdir ve dereceleri 2 k + 1 (S, ve i,

nin derecesi) ile 2 kK + | + 2 (m = | igin (6.8) elemanlarinin derecesi) araligindadir.

H(Sk ) mn D’ye kisitlanmist olan fonksiyon bu sinirlamadan dolay: bire-birdir ve

dolayistyla H(Sk ) (9) #0°dir. dnermenin ikinci kismu ise agiktir.

Asagidaki teorem Onerme6.4 ve Onerme6.1’in sonucudur.
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Teorem6.1: V,L=L[a,b,c,....... ] serbest Lie cebiri tizerindeki (5.1) denkleminin
¢Oziim uzay1 olsun. L[x ,y]dea,b,c,....... , X, Y serbest iiretegleriyle serbest Lie

cebiri olsun. O zaman,

i) V’nin radikali, [x,a]+[y,b] tarafindan tretilen L[x , y]’deki
Id([x,a]+[y,b]) idealidir,
Rad(V) = 1d([x,a]+[y,b])
i) V’nin koordinat cebiri,
r'V)=Le@Id(x,y)/Id([x,a]l+[y,b])

yaridirekt toplamina esittir. Buradaki 1d(x, y)/ Id([x,a]+[y,b]) ideali sonsuz rankli

bir serbest Lie cebiridir.
Ispat: Onerme6.4 ve Onerme6.1, (i)’yi saglar ve (ii) de Sonug6.2 den cikar.

6.3. [X1, X2] + [X3, X4] Denklemi:

Onceki boliimde X4, X2, X3 ,X4 bilinmeyenler olmak {izere

[X1, X2] + [X3,%Xa] =0 (6.9)
bilineer denklemi igin bazi sonuglar vardi. Yani, X ={ X3, X2, X3 ,X4 } olsun ve
L[X] = L(AUKX), AU X ilizerindeki serbest Lie cebiriolsun. L[x, , X4] ile,
AU {X2, X4} tarafindan tiretilen altcebirini ve L[X] deki [X1, X2] + [X3, X4] tarafindan
tretilen J = Id([X1, X2] + [X3, X4]) idealini gbz Oniine alalim. Ayrica s; ,t; elemanlari

Teorem4.3’deki gibi tanimli olan S, ve 1, elemanlarindan a ve b’nin sirasiyla X, , X4
ile degistirilmesiyle elde edilen, X, , X4 iizerindeki serbest Lie cebirinin elemanlari

olarak tanimlansmn. O zaman Onerme6.4’den, herhangi bir geL[X] \ J igin bir k

vardir dyle ki
® 1 L[X] — LIx2, xd]

herdeAigind — d, Xa—> X2, Xa— Xa, X1 —>5,, Xa> 1
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homomorfizmi, g’yi L[X2, X4]’deki sifirdan farkli bir elemana gotiiriir. Bu durumda

Y:L[x,,X] & L olan ve her deA igin w(d)=d ve Y¢,(9)#0 olarak
tanimlanan bir homomorfizm vardir. ‘Y@, bileskesi, II,: L[X] — L olan

p = (P(s), P(x), P(t), ¥(x,)) € L' ‘yi saglayan evaluation homomorfizmi
olarak yorumlanabilir. Boylece p elemant, (6.9) denkleminin ¢6ziim kiimesine aittir.

O zaman Onerme6.1 asagidaki teoremi ifade eder :

Teorem6.2: U, serbest Lie cebiri olan L tizerindeki (6.9) denkleminin ¢dziim kiimesi

olsun. O zaman

i) U’nun radikali, L[X] deki [X1, X2] + [X3, X4] tarafindan tretilen idealdir.

Rad(U) = 1d([% , X,] + [X; , X,]) dir

i) U’nun koordinat cebiri ise, I'(U) =L[X] / 1d([X1, X2] + [X3, X4]) dir
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7.L[a,b,c,....... I’DEKI [x, u] + [y, v] = 0 DENKLEMI

Bu son boliimde, u ve v, L = L(a, b, c,...... )’deki (homojen olmas1 zorunlu

olmayan) lineer bagimsiz elemanlar olmak tizere
x,ul+[y,v]=0 (7.1)

denklemi igin 4. ve 5. Boliimiin sonuglarina bagvuracagiz. B = L(u, v), L’de u ve v
tarafindan {iretilen altcebir olsun. O zaman B, {u , v} serbest iirete¢ kiimesi ile 2
rankli serbest Lie cebiri olur. s, t € B iken (s , t), (7.1) denkleminin bir ¢6ziimii
oluyorsa bu ¢6ziime bir i¢ ¢oziim denir. Céziimler konusuna 4. boliimde deginilmisti.
Biitiin i¢ ¢oziimlerin olusturdugu kiimeyi Vi, ile gosterirsek Vi, kiimesi, biitiin
¢ozlimlerin uzay1 olan V’nin bir alt uzay1 olacaktir. Bu durumda Teorem5.1’den,
uve Vv € L elemanlar1 L’nin serbest iiretecleri iken (7.1)’in biitiin ¢oziimleri i¢ ¢oziim

olacaktir. Fakat genel olarak, V # Vi, dir. Ornegin, [x, [b,a,b]] +[y,[b,a,a]] =0
denklemi (a , -b) ¢dziimiine sahiptir, fakat bu ¢6ziim yine bir i¢ ¢6ziim degildir.

Teorem7.1: u, v € L elemanlari, L’de lineer bagimsiz olsun. O zaman, L serbest Lie
cebiri tizerindeki (7.1) denkleminin i¢ ¢6ztimlerinin Vi, uzayi, biitiin ¢6ziimlerin

uzay1 olan V’de sonlu koboyutludur.

Ispat: Onerme3.4’den L’nin sonlu boyutlu bir C alt cebiri vardir 6yle ki, B, C’nin
serbest ¢arpanidir. Diger bir deyisle, C, u ve V’yi igeren bir serbest iirete¢ kiimesi
tizerinde L nin bir (serbest) alt cebiridir: C=L(u, v,....). W, C’nin L’deki bir vektor
uzay1 tamamlayani olsun. Bu sayede L = C @ W ve dimW < oo olur. (s, t), (7.1)’in
bir ¢6ziimii olsun. S;, t; € Cve sy, t, € W olmak tizere s = s+ S ve t =t + t, olsun.
O zaman [s,u]+[t,vl=-s, u]-[t,,vle[W,u]+[W,v] dir. Diger bir deyisle,
g, h € C olmak iizere 6:CxC —L , (g, h) > [g, u] + [h, v] olarak tanimlanan k-
lineer doniistimii, (S1, t1)’i Z = ImON(W,u]+|W,u]) tizerine tanimlar. Z’nin sonlu
boyutlu oldugunu gorebiliriz. Gergekten de, W sonlu boyutlu oldugundan
[W, u] + [W, v] de sonlu boyutludur ve Z, ikincisinde bulunur.
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Z, sonlu boyutlu oldugundan, C X C’nin 6(D) =Z olacak sekilde sonlu boyutlu bir D
alt uzay1 vardir.O zaman C x C’deki Z’nin tamamimin 6 altindaki ters goriintiisii
D + Ker0’dir. Ker6, C fiizerindeki (7.1)’in ¢6ziim uzayma esittir ve bu uzay
TeoremS5.1°den B = L(u , V) lizerindeki (7.1)’in ¢dzliim uzayi ile ayni olacagindan,
Ker® = Vi, elde edilir. Dolayisiyla (S; , ti) € D + Vi, olur. Bdylece
s,t) e D+WxW + Vi olup (7.1)’in tiim ¢o6ziimlerinin uzay1 olan V,
D+ W X W + Vi, ‘de bulunur. D ile W X W ‘nun ikisi de sonlu boyutlu oldugundan Vi,

uzay1 V’de sonlu koboyutlu olarak elde edilecektir.
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