CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZIi

Saycan SOYER

SCHREIER VE NIELSEN SINIFLARI

MATEMATIK ANABILIM DALI

ADANA 2006



CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

SCHREIER VE NIELSEN SINIFLARI

Saycan SOYER

YUKSEK LiSANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI

Bu Tez .../.../2006 Tarihinde Asagidaki Jiiri Uyeleri Tarafindan
Oybirligi/Oygoklugu ile Kabul Edilmistir.

Imza:.................. Imza:.................. Imza:..................
Yrd.Dog¢.Dr. Ela AYDIN Prof.Dr. Naime EKICI Yrd.Dog.Dr. Ersin KIRAL
DANISMAN UYE UYE

Bu Tez Enstitiimiiz Matematik Anabilim Dalinda Hazirlanmstir.

Kod No:

Prof.Dr. Aziz ERTUNC
Enstitii Miidiirt

Imza ve Miihiir

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve bagka kaynaktan yapilan bildirislerin,¢izelge,sekil ve fotograflarin

kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.




0z

YUKSEK LiSANS TEZI

SCHREIER VE NIELSEN SINIFLARI

Saycan SOYER

CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

Danisman : Yrd.Dog¢.Dr. Ela AYDIN

Y1l : 2006, Sayfa: 36

Jiiri : Prof.Dr. Naime EKICI
Yrd.Dog¢.Dr. Ela AYDIN
Yrd.Dog¢.Dr. Ersin KIRAL

Serbest cebirlerin her alt cebirinin de yine serbest oldugu cebirsel sistemlerin

bir & - sinifina ‘* Schreier sinifi >> denir. Eger g,,...,g, bir F serbest cebirinin G alt

cebirini iiretiyorsa bu alt cebirin serbest lirete¢ kiimesini bulmak i¢in etkin bir yol
vardir.

Bir ¢ - smifinda serbest $- cebirlerin sonlu iiretilmis homojen alt
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TESEKKUR

Bu calismanin hazirlanmasi sirasinda bilgi ve tecriibeleriyle beni aydinlatan,
her asamasinda yardimlarim1 esirgemeyen, degerli zamanlarini ayirarak caligmanin
tamamlanmasini saglayan , bilgisi ve kisiligiyle ornek aldigim saygi deger
danigmanim Yrd.Do¢.Dr. Ela AYDIN ’a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica
degerli hocam Prof.Dr. Naime EKICI ’ye ve tim Matematik Boliimii akademik
personeline bu calismanin olusmasinda yardimlarini esirgemedikleri i¢in ¢ok
tesekkiir ederim. Bugiine kadar desteklerini esirgemeyen her zaman yanimda olan

aileme sevgi ve tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS Saycan SOYER

1.Giris

K, bir cisim ve &4 de K iizerindeki cebirlerin bir siifi olsun. Eger 4
sinifindaki her alt cebir yine bir serbest cebir oluyorsa ¢ ye Schreier sinifi denilir.
Gruplarin smiflar1 , abelyen gruplar , vektor uzaylari , lineer cebirler , Lie cebirler ,

degismeli ve degismeli olmayan cebirler Schreier siiflaridir. Eger g,,...,9, ler bir

F serbest cebirinin G alt cebirini iiretiyorsa bu alt cebirin serbest doguray kiimesini
bulmak i¢in etkin bir yol vardir.

J. Nielsen ( Nielsen , 1924 ) ve O. Schreier ( Schreier , 1927 ) bir serbest
grubun herhangi bir alt grubunun da serbest oldugunu gdstermistir. Birlesmeli
olmayan serbest cebirlerin alt cebirlerinin de serbest oldugu ise A.G. Kurosh
( Kurosh , 1947 ) de vermistir.

Lie cebirlerinde ise A.I. Shirshov ( Shirshov , 1953 ) de Lie cebirleri siifinin
Schreier oldugunu gostermistir. Bu sonu¢ ayni zamanda E. Witt ( Witt , 1956 )
tarafindan da elde edilmistir. Ayrica , Witt tiim Lie p — cebirleri sinifinin da Schreier
oldugunu ispatlamstir.

Yu.A. Bahturin ( Bahturin , 1968 , 1973 ) ve M.V. Zaicev ( Zaicev , 1980 )
Lie cebirlerinin Shreier siniflarinin tiim Lie cebirlerinin sinifi oldugunu gostermistir.

A.L. Shirshov ( Shirshov , 1954 ) birlesmeli olmayan degismeli veya
degismesiz serbest cebirlerin alt cebirlerinin de serbest oldugunu gostermistir. Yani
degismeli veya degismesiz cebirlerin siifinin Schreier oldugunu elde etmistir.

A.A. Mikhalev ( Mikhalev , 1985 ) ve A.S. Shtern ( Shtern , 1986 ) Lie siiper
cebirlerin smnifinin Schreier oldugunu vermislerdir.

U.U. Umirbaev ( Umirbaev , 1994 | 1996 ) cebirlerin Schreier siniflarinin
yeni Orneklerini elde etmistir ve cebirlerin bir sinifinin Schreier olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosullar1 vermistir.

Cebirlerin bir homojen simifi i¢in Nielsen ve Schreier 6zelliklerinin denk
oldugunu J. Lewin ( Lewin , 1968 ) ispatlamistir. Bu denkligi kullanarak sonlu rankli
serbest cebirlerin otomorfizm gruplarinin elemanter otomorfizmler tarafindan

tiretildigini gorebiliriz. Bu sonug, serbest Lie cebirleri i¢in P.M. Cohn ( Cohn , 1964 )
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tarafindan ve J. Lewin ( Lewin , 1968 ) tarafindan serbest birlesmesiz cebirler i¢in

elde edilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Saycan SOYER

2.1. Temel Bilgiler

Tamm 2.1.1: F bir cisim A , F iizerinde bir vektor uzayi olsun. Bir m: 4 x A —> A

fonksiyonuna, her a,,b, € 4 ve r € F i¢in

m(a, +a,,b) =m(a,,b)+m(a,,b)
m(a,b, +b,) =m(a,b,)+m(a,b,)
m(ra,b) =rm(a,b) = m(a,rb)

kosullarimi1 sagliyorsa bu fonksiyonla 4 ya bir cebir ve tanimdaki m bilineer

doniisiimiine bir ¢arpim denir. Eger A bir cebir ve x,y € A ise m(x,y) yerine xy

yazalim.

Tanim 2.1.2 : 4 bir cebir olsun. Eger her x, y,z € 4 i¢in ;
(xy)z = x(yz) ( birlesme kural1 )

ise A ya bir birlesmeli cebir denir.

Tamm 2.1.3 : L , F cismi iizerinde bir vektdr uzayr olsun. L {izerinde her ( X , y )
ikilisine [ x,y ] elemanini karsilik getiren ve asagidaki kosullar1 saglayan bir ¢arpim

tanimlanmis olsun.

i) Her x,y €L igin,
[x,y]=-]y,x] ( Anti simetri 6zelligi )
ii)Her x,y,zeL ve a,feF icin,

[ax + fy, 2] = alx, 2]+ Bly, 2]
[x,ap + fz] = alx, y]+ Blx, 2]

iii )Her x,y,ze L igin,

( Bilineerlik Aksiyomu )

[x, [y, z]]1+[y,[z,x]] +[z,[x,¥]] =0 (Jacobi Ozdesligi )
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Bu kosullar1 saglayan [ x , y ] carpimina bir Lie ¢arpimi ( komiitatorii ) ve
L’ye de bu carpimla birlikte bir Lie cebiri denir. Eger L , vektor uzay1 olarak sonlu
boyutlu ise Lie cebiri olarak da sonlu boyutludur. Ayrica Jacobi 6zdesliginden dolay1
Lie cebirleri birlesmeli degildir. L Lie cebiri F cismi lizerinde bir vektdr uzayidir. Lie

cebirindeki alt cebir ve ideal tanimlar1 ile benzerlik gostermektedir.

Ornek 2.1.4 : V, F cismi iizerinde n boyutlu vektor uzay1 olsun.
EndV=1{ f|f:V >V, f lineer doniigiimler }
olarak tanimlanan bilineer doniisiimlerin kiimesi , F lizerinde bir vektor uzayidir.
EndV x EndV — EndV
f,ge€EndV veher veV icin fg(v)= f(g(v)) olarak tanimlanan bileske islemi ile

EndV , birlesmeli bir cebir olur.

Tamm 2.1.5 : L, bir Lie cebiri ve B de L nin bir alt uzayi olsun. Eger B, L deki Lie

carpimi altinda kapaliise B ye L nin bir altcebiri denir ve B < L ile gosterilir.

Tanmm 2.1.6 : L , bir Lie cebiri ve / da L nin bir altcebiri olsun. Eger [/,L]c [

kosulu sagliyorsa / ya L nin bir ideali denir ve [ <L gosterimi kullanilir.

Tamm 2.1.7 : L ve M aym1 F cismi iizerinde iki Lie cebiri olsun. a:L > M

fonksiyonu her x,y € L i¢in,

a([x,y]) =[a(x),a(y)]
esitligini saglayan bir lineer fonksiyon ise ¢ * ya L > den M ’ ye bir Lie

2

homomorfizmi denir. Eger «, bire-bir ve Orten bir doniisim ise a ’ ya bir
izomorfizm denir. Bu durumda , L ile M izomorfik cebirlerdir. a:L — L bir

izomorfizm ise « ’ ya bir ofomorfizm denir.

Tamm 2.1.8 : 4, F cismi lizerinde bir Lie cebiri ve B, 4 nin bir ideali olsun. A/B
kiimesi

A/B={a+B|ae A}
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olsun. A/B de toplama ve ¢arpma asagidaki sekilde tanimlansin.

x+B ve y+BeA/B

olmak tlizere
(x+B)+(y+B)=(x+y)+B
[x+B,y+B]=[x,y]+B

A/ B bu islemle bir cebir olup bu cebire 4 nin B ile béliim cebiri denir. B, A /B nin

sifir elemanidir ve her x € 4 i¢in [x+ B,x+ B]=B dir.

Tamm 2.1.9 : L bir Lie cebiri ve ke IN igin L' , L nin bir alt uzay1 olsun.
{L" :kelIN } dizisi asagidaki kosullar1 sagliyorsa L ye IN tarafindan
derecelendirilmis Lie cebiri denir.

i) L=@ {[* :keIN} dir.

i) Her n,me IN i¢in L'L" < L™ dir.

2.2. Lie Cebirlerinin Homomorfizm ve Izomorfizmleri

A ve B, F cismi lizerinde iki cebir olsun. Bir #: 4 — B lineer doniisiimii
O(xy)=60(x)0(y) yi her x,ye A igin sagliyorsa 8 ya bir cebir homomorfizmi
denir. 4 ve B Lie cebirleri ise homomorfizm olma sarti  8([x, y]) =[6(x),0(y)]

seklindedir. Eger Lie cebirlerinin bir homomorfizmi bire - bir ve orten ise izomorfizm

olup iki cebir izmorfiktir denir ve 4 = B ile gosterilir. Ayrica

ker(f) ={x e 4| 6(x) =0} , @ nm ¢ekirdegidir.
Im(0) ={0(x) | x € 4} , 6 nim gorlintiisiidiir.
Lemma 2.2.1 : @:L, — L, Lie cebirlerinin bir morfizmi olsun. O zaman

L, /ker(0) = Im(0) duir.
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Ispat : ker(0) , L, in ideali ve Im(@) ise L, nin alt cebiridir.
0: L, /ker(6) — Im(6)
O(x + ker(0)) = 6(x)

tanimlansin. Lie cebirlerinin morfizmi iyi tanimhidir.

x + ker(8) = y + ker(6)
olsun. Buradan

x—y € ker(0)
O(x—y)=0

¢ morfizm oldugundan
O(x)-0(y) =0
0(x) = 0(y)
olur. Birebirdir.
O(x + ker(0)) = 6(y + ker(0))

0(x) =0(y)
0(x)-0(y)=0

€ morfizm oldugundan
O(x—-y)=0= x—y eker(9).

@ ayni zaman da Ortendir. Buradan L, / ker(€) = Im(9) dur.

2.3. Serbest Lie Cebirleri

Serbest Lie cebiri tanimini1 vererek gruplar i¢in Howson ( Howson , 1962 )
tarafindan ispatlanan *“ serbest bir grubun her alt grubu da serbesttir. >’ teoremini Lie

cebirleri i¢in sdyleyelim :

Tamm 2.3.1 : X # O bir kiime , F bir cebir ve i : X — F bir doniisiim olsun. Her B
cebiri ve her o : X — B doniisiimii i¢in @ = oi olacak sekilde birtek w:F — B

cebir morfizmi varsa (F,i) ¢iftine X lizerinde serbest cebir denir.
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Tanmm 2.3.2 : X bos olmayan bir kiime , F bir Lie cebiri, i: X — F bir doniisiim

olsun. Eger her B Lie cebiri ve her a: X — B doniisimii i¢in «: foi olacak
sekilde bir #: F — B Lie homomorfizmi varsa (F,i) ¢iftine X lizerinde bir serbest

Lie cebiri denir.
Bir X kiimesi iizerinde bir serbest Lie cebirini asagidaki gibi kurariz. Her n

pozitif tam sayis1 igin X, kiimesini,

n—1
X, =X, X,=XxX .., X, =|J&x, xx,_)

p=l1

seklinde tanimlayalim. M (X) = UX , olsun. Her a,beM(X) i¢in ae X, ,

nel
be X, ve (a,b)e(X,xX,) olacak sekilde p ile g sayilari vardir. n= p+q olsun.
O zaman , (a,b)e(X,xX, ) olur. (a,b) nin X xX,  — X  kanonik
injeksiyonu altindaki goriintiisiinii ab ile gosterelim. Boylece, her a,b € M (X) igin
( ab ) carpimini tammlayabiliriz.a € X, olacak sekildeki p pozitif tam sayisina

a ’~ mn uzunlugu denir ve [(a) ile gosterilir. Bu tanima gore uzunlugu 1 olan

elemanlar X in elemanlaridir. Uzunlugu >2 olan elemanlar a ve b nin uzunlugu ¢

den kiiclik olmak tizere ¢ = ab seklindedir. Simdi F cismi lizerinde M (X) bazi ile
bir vektor uzayr kuralim. M (X) deki ¢arpimi bu vektér uzayinin tiimiine lineer

olarak genisletelim. Boylece F iizerinde birlesmeli olmayan bir serbest cebir elde

etmis oluruz. Bu cebire N(X) diyelim. N(X) cebiri , M(X) bazi ile birlesmeli
olmayan ¢arpma iglemiyle birlikte bir F - modiil olur. N(X) i¢inde,

O(a)=aa ve J(a,b,c) = ((ab)c)+ ((ca)b)+ ((bc)a)
seklindeki elemanlar tarafindan dogrulan ideal 4 olsun. Bu durumda ,

N(X)/A=F(X)=(X)
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boliim cebiri X lizerinde bir serbest Lie cebiridir. X kiimesine, F(X) in bir serbest
dogurucu kiimesi denir. F', X iizerinde bir serbest Lie cebiri ise bunu F = <X > ile

gosterecegiz. F nin serbest dogurucu kiimesinin eleman sayisina F nin rank: denir.
Simdi serbest Lie cebirlerinde 6nemli bir yeri olan Hall bazinin ingasini

inceleyelim :
Hall Bazx

Daha 6nce tanimlanan M (X)) kiimesi birlesmeli olmayan N(X) cebirinin
vektor uzay1 olarak bazidir. Fakat , F(X)=N(X)/A olup F(X) i¢inde M(X)
lineer bagimsiz degildir. Ciinkii , a,be M(X) i¢cin (ab ) ve ( ba ) seklindeki
elemanlar N(X) i¢inde lineer bagimsiz olmalarina ragmen F(X) i¢inde lineer
bagimlidirlar. O halde , M (X) kiimesi F(X) i¢in bir baz olmaz.

Simdi F(X) kiimesini bir vektor uzayi olarak diislinlip bir baz kiimesi
kuracagiz. M"(X) , M(X) de n — uzunluklu elemanlarin meydana getirdigi

kiimedir. Burada M'(X) =X dir.

Tanim 2.3.3 : Bir H < M (X) Hall kiimesi asagidaki sekilde tanimlanir.

i) X ve H ye keyfi bir tam siralama verilmistir.

ii) HAM?*(X) , x,yeX ve x >y olacak sekildeki ( xy ) elemanlarim
igerir.

iii) H " M ™ (x) tanimlanmis ve uzunlugu koruyan bir siralama verilmis olsun

(m=12,...,n-1).

Yani ; u,ve M(X) ve l(u) <Il(v) ise u <v yazalim ve ayni uzunluklu elemanlari

keyfi olarak siralayalim.

n>3 igin;

n—1
HNAM"(X)= {(ab)c la,b,c,abe| J(HUM (X)) 1<k<n-la)b< c,ab)c}

k=1
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veE
H :O(H AM" (X))

olsun. Kisalik olmas1 bakimindan H, = H "M "(X) yazarsak,

kiimesi F(X) in bir bazdr. H,,H,,..,H, ... kiumelerine Hall kiimeleri ,

H = UH , bazmada F(X) in Hall bazi denir.

n=1

Ornek 2.3.4 : X = {a,b} kiimesi tarafindan iiretilen serbest Lie cebirinin Hall bazim

olusturalim.

a > b olsun

H, =X ={a,b}

H, = {(ab);

Hy ={((ab)b),((ab)a)}

Tanmm 2.3.5: X = {x X } olsun. X iizerindeki Hall bazim1 H ile gosterelim. Bir

Loees X,
u e L i¢in a,b,c € H olmak lizere eger u =[[ab]c] seklinde ise u ya bir X-monomial
denir.

Ispatin1 ( Bourbaki , 1975 ) de bulabilecegimiz yukaridaki teorem serbest Lie

cebirlerinin bazinin belirlenmesi agisindan 6nemlidir.

Teorem 2.3.6 : L bir X kimesi iizerinde serbest Lie cebiri olsun. X Uizerine kurulan
Hall kiimesi , L nin bir bazidir.

L, X= {xl ,...,xn} tizerinde serbest Lie cebiri ise X kiimesinin elemanlarina

uzunlugu 1 olan elemanlar diyecegiz. Hall bazina ait bir kelimenin yazilisinda
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bulunan ve X kiimesinden gelen harflerin sayisina o kelimenin X — uzunlugu denir.

Bunu bir u elemant i¢in X — /( u ) yazarak belirtecegiz. Bir f € L eleman1 A,,..., A,

Hall bazinin elemanlar1 olmak {izere ,
k

f=2al.hl. (a,efl)
i=1

olarak tek tiirlii yazilabilir. f nin bu yazilisindaki en biiyliik X — uzunluklu pargasini
ld ( f) ile gosterecegiz. Id ( ) nin uzunluguna f nin derecesi denir ve deg ( /) ile
gosterilir.

Serbest Lie cebirlerindeki temel teoremlerden biri de A.L. Shirsov

( Shirshov , 1958 ) tarafindan ispatlanan agagidaki teoremdir.
Teorem 2.3.7 : Bir serbest Lie cebirinin her alt cebiri de serbesttir.

Tanmm 2.3.8 : F', X lizerinde serbest Lie cebiri olsun. X kiimesine lineer bir siralama
vermis olalim. X in elemanlarini uzunlugu 1 olan regiiler kelimeler olarak
isimlendirelim. Uzunlugu »n den kiigiik olan kelimeleri siralamis oldugumuzu kabul
edelim. O zaman , X — uzunlugu » olan bir w=uv kelimesine asagidaki kosullari
sagliyorsa bir regiiler kelime denir.

1) u ve v regiiler kelimelerdir,

Mu>v,

i) u=wu, ise u, <v dir.
X kiimesindeki elemanlarin Lie ¢arpimlarindan olusan bir kelimeye monomial denir.
Monomiallerin herhangi bir lineer kombinasyonuna da bir Lie polinomu diyecegiz.
O halde , bir regiiler kelime bir monomialdir. Bir Lie polinomun da her bir terim ayni

dereceye sahip ise bu polinoma homojen polinom denir.

Tanmm 2.3.9 : Y — L olsun. Her ye?Y i¢in y° elemam {u" |ueY —{y}} kiimesi

tarafindan tiretilen alt cebire ait degilse Y kiimesine indirgenmis kiime denir.

10
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Tanmm 2.3.10 : 4 , F cismi lizerinde serbest birlesmeli cebir ve X, 4 nin sonlu bir alt
kiimesi olsun. Asagida X e uygulanan dontisiimlerin her birine elemanter déniisiim

denilir.

i) Singiiler olmayan bir lincer déniisiimii X in elemanlarina uygulamak.

i) Bir xeX elemanim1 x+ f(x,...,x,) ile degistirmek. (Burada

Xiseen X, € X —{x})

Asagidaki teorem G.P. Kukin ( Kukin, 1972 ) tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 2.3.11 : Bir serbest Lie cebirinin her B alt cebiri indirgenmis bir dogurucu

kiimeye sahiptir.
Ispat : Ispat ( Kurosh, 1947 ) de yapilmistir.

M, = & diyelim ve M,,...,M, kiimelerinin tanimlandigin1 varsayalim.

i
E = UM ; » I, de B alt cebirinin derecesi <i+1 olan elemanlarmin vektor uzayi
J=1

ve T, =Sp(T.NE,) olsun. T, uzayinda , modiilo 7, maksimal lineer bagimsiz

1 1 1

kiimesini segelim. Eger 7, =7, ise M, = < dir. M:UMj kiimesi

J=0

M

i+1

indirgenmis olup B alt cebirini dogurur.

Teorem 2.3.12 : ( E. Witt , 1956 ) Bir serbest Lie cebirinin indirgenmis bir M alt

kiimesi , bagimsizdir.

Ispat : L , X ={x,,...,x,} tarafindan dogurulan serbest bir Lie cebiri ve M c L
olsun. M ={f,...., f,,} kiimesinin sonlu oldugunu ve bos olmadigini1 varsayacagiz.

M nin bagimsiz olmadigini kabul edelim.

11
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o (y,,y,) , X kimesinin bagimsiz elemanlarnin bir Lie polinomu ve
o(fis-r f,,) =0 olsun. f; elemanlar1 arasindaki sifirdan farkli bir bagnt1 /d( f;)

elemanlar1 arasindaki bir bagintiyr gerektirir. O halde , M nin bagimsiz olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul M'={ld(f)| f € M} kiimesinin bagimsiz olmasidir. Boylece
M nin homojen elemanlardan olustugunu varsayabiliriz. M de derecesi 1 olan

elemanlar f,...., f, olsun. Indirgenmis bir kiime elemanter doniisiimler yardimiyla
yine indirgenmis bir kiimeye donistiiglinden f,..., f, elemanlarin1 X kiimesinin
elemanlar: olarak diisiinebiliriz. M < X ise M nin bagimsizlig1 aciktir. M ¢ X ve
x, € M olsun. {xl,...,xn_l} tarafindan dogurulan  / idealini diisiinelim.
R= {xax,’j |[1<a<n,k=0,]12,.} kiimesi , / idealinin bagimsiz serbest dogurucu
kiimesidir ( Kukin, 1972). M, , R kiimesine gore indirgenmis bagimsiz bir kiime
olsun. Elemanter doniisiimler vasitasiyla M den M, kiimesine ge¢is yapilabilir. Bu

durumda, M kiimesi de bagimsiz olur.

Tamm 2.3.13 : Bir G kiimesi B iizerinde grupoittir dyle ki «, f G den B ye tanimh
birer fonksiyon ve 6zel olarak (g,4) - GH ikili islem tanimlanmis olsun. Asagidaki

dort sartla birlikte G ye B ilizerinden bir grupoid denir.

1. a (gh)=ag , P (gh)=p h durumlarinda ve her ne zaman
P g= «a h olursa gh tanimhdir.

2. Asosyatif 6zellik vardiryani ; (gh ) k=g (hk)

3. Her geG igin sol ve sag birim eleman vardir.c, sol birim eleman ,
0, sag birim eleman olmak tizere o,g=g=g 4,
4. Her geG igin ters eleman olan g~' vardir &yle ki g™ g=o0, ,

gg ' =4,

Ayrica , bir X kiimesi tarafindan serbestce iiretilen grupoide ise serbest grupoid

denir.

12
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2.4. Evrensel Enveloping Cebir

Tanimm 2.4.1 : L bir Lie cebiri olsun. Asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda

birim elemanli ve birlesmeli U(L) cebirine L nin evrensel enveloping cebiri denir.

1. L den [U(L)] ye kanonik homomorfizm denilen bir ¢&:L —[U(L)]

homomorfizmi vardir.
2. K cismi lizerindeki birim elemanli her B birlesmeli cebiri ve her ¢: L —[B]
homomorfizmi icin & = ¢  olacak sekilde bir tek y:[U(L)]—> B

homomorfizmi vardir.

Bir Lie cebirinin evrensel enveloping cebirinin bazini belirleyen asagidaki

teorem Poincaré — Birkhoff — Witt Teoremi olarak bilinir.

Teorem 2.4.2 : L , K cismi lizerinde bir Lie cebiri ve U(L), L nin evrensel
enveloping cebiri olsun. Eger L bir serbest F-modiil ve £, L nin iyi siral1 bir baz1 ise
ozaman ¢:L — U(L) kanonik doniistimii injektif olup U(L), 1 ve

n>1

e, e,...e, , e2e 2...2¢e

n 2

formundaki monomialler tarafindan tretilen bir serbest K — modiildiir.

Teorem 2.4.3 : L bir Lie cebiri, U(L) L nin evrensel enveloping cebiri ve

vel olsun. v nin U(L) de v,,v,,...,v, tarafindan iiretilen ideale ait

Vi, VsV .

m?

oldugunu varsayalim. O zaman v ; v,,v,,...,v, tarafindan iiretilen Lie alt cebirine

> m

aittir.

13
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2.5. Serbest Lie Cebirlerinin Otomorfizmleri

L , F cisminde X 1iizerinde serbest Lie cebiri olsun. L nin bir & otomorfizmi

X kiimesini L nin diger bir a(x) serbest iirete¢ kiimesine dontiistiiriir. & otomorfizmi

X tizerindeki etkisiyle tam olarak bellidir. L nin herhangi iki iirete¢ kiimesi arasinda
daima bir otomorfizm vardir. L nin serbest iirete¢ kiimesine elemanter Lie doniistimii

uygulandiginda bir otomorfizm tanimlanur.

Teorem 2.5.1 : L , F cisminde sonlu bir X serbest iirete¢ kiimesi tizerinde serbest Lie
cebiri olsun. L nin her otomorfizmi , X e art arda elemanter Lie doniisiimii

uygulanmasiyla elde edilir.

Ispat. L yi 4 nin iginde , X iizerinde serbest birlesmeli cebir olarak alabiliriz. o , L

nin otomorfizmi ve Y = a(x) olsun. ¥ de L nin serbest lirete¢ kiimesidir. Boylece ,
A =<Y > dir. ¥ ye elemanter Lie doniisiimii uygulandiginda buna denk bir Z

kiimesi elde ederiz. Bu kiime indirgenemez kiimedir. Boylece her elemanter Lie

donlistimii bir otomorfizm tanimlar. f:X — Z otomorfizmini alalim. £ y1

elemanter Lie doniisiimiinlin toplam1 olarak ispatlarsak sonuca ilerleriz. Aslinda

£ nin bir lineer doniisiim oldugunu gostermeliyiz.

Verilen z e Z nin leading formunu z* ile gosteririz. Z* biitiin bu leading

formlarin bir kiimesi olsun. Béylece Z* da indirgenemez. B = <Z *> , A nin serbest

alt cebiridir. Yani Z* tarafindan {retilmis birlesmeli evrensel enveloping Lie

cebiridir. Boylece Z* , B —bagimsiz ve serbesttir.

X = {xl,...,xk} , Z= {zl,...,zk} olsun. f:X — Z otomorfizmi var

oldugundan ,

(*) X = f(2nz) (i=1,...k)

14
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ifadesini elde ederiz.

Elemanter doniisiim ile her bir f; nin sifir sabit terime sahip oldugunu

varsayabiliriz. Baz1 i ler i¢in f, , z,..,z, kiimesinde lineer degilse en yiiksek
X — dereceli terimlerin esitliginden z nin leading formlar1 arasinda trivial olmayan

bir polinom bagimnti elde ederiz. Bu ise Z* 1n serbest olmasiyla celisir. Boylece

( * ) lineerdir. Bundan dolay1 f: X — Z da lineerdir. Ve boylece elemanter Lie

dontigiimiiyle X den Y ye gecis elde ederiz.

Sonug. L , { x, y } iiretecleriyle bir serbest Lie cebir olsun. L nin otomorfizmleri ,

lineer doniigiimlerdir. Yani, ¢ : L — L otomorfizmi,

p(x) = ax+ fy

a,pB,y,0eK ve ad—yf+0
P(y) = yx+ 0y

seklindedir.

Teorem 2.5.2 : L , X lzerinde bir serbest Lie cebiri olsun. Eger Y, L nin bir iireteg

kiimesi ise Y, L nin bir lirete¢ kiimesine denktir.

Bu teoremin ispati ( P.M. Cohn , 1964 ) de bulunabilir. Teoremdeki
denkligin anlami; Y nin elemanter dontisiimler ile bir serbest tirete¢ kiimesinden elde
edilebilir olmasidir. Bu teoremin bir sonucu olarak ; L nin bir Y serbest iireteg

kiimesinin X kiimesine denk oldugu sdylenilebilir.

15
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3. LINEER CEBIRLERDE SCHREIER SINIFI

3.1. Notasyonlar ve temel sonuclar.

Tamm 3.1.1 : Sonsuz ¢ cismi ilizerinde tiim cebirler asosyatif lineer cebir olmak

zorunda degildir. Bir 4 cebirinin alt kiimesi S ise, <§> ( S tarafindan iiretilmis A
nin alt uzay1), Alg (S) ( § tarafindan iiretilmis 4 nin alt cebiri), Id(S) ( S
tarafindan tiretilmis 4 nin ideali ) olarak gosterilir.

X bir kilme olsun. X tarafindan iiretilen serbest cebiri F = F(X) ile
gosteririz. M = M( X), X lzerinde bir serbest grupoid ise M U {1}, F nin
bir ¢ - bazidir. F deki carpim M U { 1 } deki carpimin bir lineer geniglemesidir.

M U {1} nin bir eleman1 F ’ de monomialdir. Bir monomialin derecesini d(m) ile
gosterecegiz. Ayrica x € X icin d(1)=0, d(x) =1 olarak kabul edilecektir. x € X

ve m € M igin,
d(xm) = d(mx) =d(m)~+d(x) =d(m)+1

dir. Derecesi k olan monomialler tarafindan iiretilmis F nin alt uzayr H* olsun.

F, H' tarafindan derecelendirilmis olup ,
F=@H ve HH c H"
dir.

N, F nin homojen elemanlarinin bir kiimesi tarafindan iiretilen bir ideali ve
n: F— F/N = A4 dogal epimorfizmini ele alalim. 7 (H’) nin derecesi A4 dir. F
de monomial m ise 7(m) de monomialdir. 4 i¢in monomiallerden olusan bir B

bazimi segelim. w # 0, w € A ise

n
W:Z a,mi;, ai;éO,m,-eB,mi=mj<:> l:]
i=1

16
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Ayrica 5 (H') lerin gériintiisii, direkt toplamlar iirettigi icin A w70, h e H “,

k, < k, <....< k, olmak lizere,

w= Z h,

/
i=l1

olarak da tek tiirlii yazilabilir. Eger w nun derecesi 1 ise homojendir. w nun derecesi
dw) = k, ile ve indeksini de i(w) = k, ile gosterelim. Eger 4, ve h, homojen

elemanlar ve 4, h, # 0 ise
dhh,) =dh) + dh,)
dir. w, ve w, A nin farkli elemanlart ise,
dw,-w,) < max (dw,),dw,)) ve i(w,-w,)=min(i(w,),i(w,))
dir.

A nin sonlu bir alt kiimesi S ise 4 nin derecesi, S nin sifir olmayan elemanlarinin

derecelerinin toplamidar.

Onerme 3.1.2 : A4, yukaridaki gibi tammli sonlu iiretilmis derecelendirilmis bir

cebir olsun. Eger 8: A — A orten endomorfizm ise &, otomorfizmdir.

17
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00

ispat. Varsayalimki d(w) =d , we Ker 8 ve K = Z n(H') olsun. Bu

i=d+1
durumda K, A4 nin bir ideali ve wg K dir. Boylece 8 , 6( K) < K oldugundan

A/K — A/K olan 6rten 6 endomorfizmini gerektirir. Boylece 6 , bir

otomorfizmdir. Bununla birlikte,
O(w+K)=0(w)+ K=K
olup w € K dir. Buise we K ile ¢elisir.

Tanim 3.1.3 : X sayilabilir sonsuz bir kiime, ' de F( X ) in bir alt kiimesi olsun. A4,

bir cebir iken v ( a,,...,a,) seklindeki elemanlar tarafindan {iretilen ideali 4 (A4)
olarak tanimlayalim . Burada v(x,...x,) € V', x,€ X ve a, € Adir. & smfi,

F(A4) = 0olacak sekildeki A cebirlerinin sinifidir.Y, kardinalitesi ¢ olan bir kiime

olsun.
F( 8,Y) = FX)/S(F(Y))

cebirine, Y tarafindan serbestge iiretilen ve ranki ¢ olan serbest 3 - cebiri
denir. ¢ de bir cebirin altkiimesi olan S serbest bir 9 - cebiri liretiyorsa S ye

serbest 9 - altcebirdir denir.

Boylece (S.,s,) € S olmak tizere u( s,,...s, ) = 0 oldugundan

ux,,..x, ) e $(F (X)) ise S, bir serbest 4 - altcebirdir.

18
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Onerme 3.1.4 : Y, herhangi bir kiime ve X, ¥ nin bir alt kiimesi ise 9(F(Y)),
homojen elemanlar tarafindan iretilmistir. 3 serbest cebirlerin alt cebirleri de 9

serbest ise bu cebir siifina Schreier sinifi denir.

Tammm 3.1.5 : Bir serbest cebirin her alt cebiri de serbest ise bu cebir Schreier

sinifindadur.

Tanmm 3.1.6 : F($,{x,,...x,}), bir $ smifinda ranki n olan bir serbest cebir
olsun.7: (x,...x,) = (¥,,...,y,) donlisiimii, asagidakileri saglamasi halinde bir

elemanter doniigiim olarak adlandirilir.

I) 7, tersinir olmayan bir ¢ - lineer dontisiimidiir.

iy, =x,,..,v,,=x,,, v,=x,+tw, burada w e Alg(x,,....x, ) dir.

A, 8 de herhangi bir cebir, 4 nin »n—swrali elemanlart (a,....a, ) ve

p(x;) = a, i¢in ¢ : F > A bir homomorfizm olsun. ¢(y,) = b, igin
t(a,,..a,) = (b,..b,) olarak 7 (a,...a,) yitanimlanz.
&, ranki sonlu olan bir F serbest cebirinin elemanlar1 a, ,..., a, olmak

tizere bir Nielsen sinifit ise m-inci dereceden elemanter doniisiimlerin Syle bir

T ,,...,T , dizisi vardir ki

(il (@rna )T )o)T = (bsb )

dir.
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b,,...b, Ttuzerindeki pozitif dereceli terimler ' nin Alg( a,,...,a, ) alt cebirlerini

serbestce liretirler.

3.2. Schreier siniflar: Nielsen siniflaridir.

Tanmm 3.2.1 : F = F( 9, X ), ¢ smifinda X tarafindan tiretilmis sayilabilir ranki
olan serbest ¢ -cebiri olsun. £ nin bir R alt cebiri, homojen elemanlardan olusan
bir {rete¢ kiimesine sahipse R ye homojendir denir. R nin homojen olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul, w € R ve w nun homojen terimlerinin de R de olmasidir.
Omegin; X = {a,b} , R =<X>olsun.R=1{a,b,ab,abb +bab,bb+a}
alalim. bb + a kelimesi homojen olamaz. ( Birkag terimin toplami ise her bir

terimin dereceleri ayni olmalidir. )

Lemma 3.22 : R, Fnin Y= {y,..,p, }tarafindan iiretilen homojen alt cebiri
olsun. #,, y, nin en yiksek dereceli homojen terimi olsun. # = { h,...,h }

serbest bir kiime ise H, R yi serbestge iiretir.( Serbest lirete¢ kiimesindeki eleman
kadar eleman iceren bir kiime R yi serbestge lretiyorsa o kiime bir iireteg

kiimesidir. )

Ispat. Ispat1 ¥ nin homojen uzunluklari iizerinde tiimevarimla yapacagiz. Eger Y
nin homojen uzunlugu # ise , ya her bir y, homojendir yada bazi y, ler sabit olup
ispatlanacak bir sey yoktur. Bu Lemma nin homojen uzunlugu s olan iireteglerin
kiimesi i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Simdi de Y nin homojen uzunlugunun

s+ 1 oldugunu kabul edelim.
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y1: hl"“’yr: hr homojen ve yr+i:lr+i+.)_/r+i+ hr+i’

i =1,..,n-r olacak sekilde y; leri yeniden siralayalim. Burada / ., y,,, ig¢indeki

en kiiciik dereceli homojen terimdir.
d( lr+i ) < d( Zr+i+1 )

oldugunu varsayabiliriz. R homojen olup / .., € R dir ve F nin

1
k
w(x,,...x,) = Zaim[(xl,...,xn), m,eB,a, #0
i=1

olacak sekilde bir elemani vardir. ( Burada B monomiallerin olusturdugu

baz ). Burada /,, = w(y,,..y,) olacak sekilde w( x,,...x,) yi minimal

uzunluklu olarak segebiliriz. Eger m monomial ise

m(h,,..h,) =0 veya dm(h,,...h, ))=d(m(y,,...y,))
dir. Baz1 [ ler i¢in m, (h,,...h,) = 0 ise H, bir serbest kiime oldugundan
m,(y,,...y,) = 0 dir. Boylece,
lr+1 = Zaimi(yl"“’yn)

i#l

olup bu ise w nun minimal uzunluklu olmasiyla celisir.
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{1,...,k} kiimesini asagidaki sekilde parcalara ayiralim:

m,(h, h,) = Ilnaxd(mj(hl,...,hn)) ise j € §, dir. Aksi halde j € §, dir.
<j<r
l,.,=w(y,..»,) deki aym dereceli esit terimlerde & = Z o ,m,(h,..h,)

ieS)

olarak yazarsak ya h =0 veya h = [, oldugunu goriiriz. h =0 ise
Z a,m,(y,...,y,) = 0 ve yine w nun minimalligiyle celisir. Boylece
ieS)

dir. Fakat d( h,, ) > d(I,,, ) olup her m, nin derecesi sifir yada

X senesX de monomialdir. Boylece w( y,,..y,) € Alg (y,...y,) ve

! !

Y'={y,,....y, } kiimesi,

! ! ! ! !

Vi T VoeVe T Ve 0 Ve WV LeV) s Vi T VeV, =V,

elemanlar1 tarafindan tanimlanmis R igin bir tirete¢ kiimesi olsun. Y’ niin homojen

!

uzunlugu s ve y, homojen teriminin en yiiksek derecesi 4, dir. Boylece

tiimevarim hipotezinden R = Alg ( H) olarak elde edilir.

k
F' = Z H" olsun. R, F nin alt cebiri ise R , = 0, R, = RN F*

i=0

!

ve R, = Alg(R,_,) n F' elde edilmistir. Bununla agagidaki Lemmay1

kolayca ispatlayabiliriz.
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Lemma 3.2.3 : F nin homojen elemanlarinin bir kimesi H = { h,,...h, }

olsun. H, = { h, | dh,) =%k} ve R = Alg ( H) olarak alalm.

<H,>=R, modR, ve Alg(R,) = Alg(Hiv...u H,) dir.

Teorem 3.2.4 : &, serbest J-cebirlerin sonlu iretilmis homojen alt cebirlerinin
serbest oldugu bir siif olsun. # = { h,,....,h,} , F nin homojen elemanlarinin bir

kiimesi ve R = Alg ( H) alalim. O zaman , H nin baz alt kiimeleri R yi serbestge

uretirler.

Ispat. Eger n =1 ise teorem agiktir. (n — 1) elemanl kiimeler icin teoremin dogru

oldugunu kabul edelim. L = { & ,...,h,_,} olsun. Eger L serbest degilse tiimevarim
hipotezinden L' < L alt kiimesi, Alg ( L) yi tretir. Fakat R = Alg( L', &)

iken tiimevarim hipotezinden dolayr R nin en fazla (# — 1) eleman tarafindan
iiretilmis oldugunu varsayabiliriz. Eger R nin ranki n ise, Onerme 3.1.2. den H,
serbest bir kiimedir. Bdylece R nin rankim1 ( » — 1 ) alabiliriz. ( En az (n-1)

elemanliydi sonra en cok (7 —1) saydi. Dolayisiyla (7 —1) ald1.)

Y ={y,..»y,,},enyiksek dereceli z,,...,z, ; homojen terimlere sahip
serbest lreteglerin bir kiimesi olsun &yle ki ¥ nin derecesi minimaldir. Eger
Z = {z,..,z,, } kimesi serbest ise Lemma 3.2.2. den Z, R yi iiretir. Aksi
takdirde Alg ( Z) nin ranki en fazla n —2 ve yine tiimevarim hipotezinden

Z nin bir Z' 06z alt kimesi, Alg (Z) vyi dretir. Gerekirse y; leri yeniden

diizenleyerek
Z,=W(Zy,ee0Z,)

elde ederiz.
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’ !

Vi= VWOV ud) » Yy T Vo s Vi = Voo

elemanlari tarafindan tanimlanmig Y' = { y; ...,y ,} kiimesi, R i¢in bir serbest

tireteg¢ kiimesidir ve Y nin derecesinden Y’ niin derecesi daha kiigiiktiir. Bu geliski

sunu gosterecektir ki Z, R igin bir serbest lirete¢ kiimesidir.

H,={h |d(h,) =k} ve Z,={z,]d(z,) = k} olsun. Lemma 3.2.3.
ten dolayr , H, ve Z, in her ikisi R, 1 modulo R, gerecektir. Z, serbest
oldugundan Z, kiimesi R, i¢in modulo R, bir bazdir. H, in disinda R, icin
modulo R, H| bazin1 olusturalm. Z, ile H, , aym altcebiri iretir ve aym
sonlu kardinale sahiptirler. ] Onerme 3.1.2. den serbesttir. Z, , modulo R, R, i

tiretiyor ; Z,, modulo R, R, yiiretiyor, { H, U U Z.}, R yi tretecek.

2

Tiimevarimla kabul edebiliriz ki i<k i¢in H, nin disinda R, icin

1

modulo R] H/ bazni olusturabiliriz 6yle ki

kiimesi R yi Uretir. Burada Y, kiimeleri, en yiiksek dereceli terimleri Z, kiimelerini
olusturan kiimelerdir. Lemma 3.2.3. ten Z,,, ve H,, in her ikisi de R, 1

modulo R}, gerer.Z,,, ,R,,, in moduloR;, bir bazidir. Ve yine Lemma 3.2.3.

ten
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R!

k+1

c AlgR,) = Alg(Z,u..uZ, ) olup Z serbesttir. H,,, < H,,, , R,

i¢in modulo R;,, bir baz olsun. Eger zeZ,, ise

z=28 h; tu

burada B, e¢ h, € H._,., u € R;,, dir. Lemma 3.2.3. ten

J

k k+1
R, < Alg( U H])olup, Z,, c Alg( U H!) elde ederiz. Bdylece sonug

i=1 i=1

k+1 ’
olarak , { U H v U Z,} kiimesi R yi tiretecektir. Hatta Z ile ayn1 kardinale

i=1 i>k+2

sahip oldugundan R yi serbestce iiretmek zorundadir.

Teorem 3.2.5 : Bir ¢ sinifinda serbest - cebirlerinin sonlu iiretilmis homojen

alt cebirleri de serbest & - cebirleridir. ' nin elemanlar1 ¥ = {y,,....,y, } olsun. n-

inci dereceden derece indirgeyen elemanter doniisiimlerin bir dizisi vardir dyle

ki,
(...(Yr,)...)r,

iizerindeki  pozitif  dereceli  elemanlar  Alg(Y) nin  serbest iireteg

kiimesidir.

Ispat. Y pozitif dereceli elemanlar1 iceriyor ve bu elemanlar serbest kiime degilse
bir elemanter doniistimle ¥ nin derecesini indirgeyebilecegimizi gostermek yeterli

olacaktir.Y nin pozitif dereceli elemanlardan olustugunu ve
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yi=Yy.,th, , dCh)=d(y,)

oldugunu kabul edelim. y , = 0 veya d( y,) < d(h;) ve h,, homojendir.
H ={h, .. h, }olsun. H serbestise Y de serbesttir. w( »,,....», ) = 0 olan

minimal uzunluklu eleman 0 # w( x,..,x, ) olsun. Lemma 3.2.2. de oldugu

gibi,

(*) w(xl,...,xn)ZZ aimi(xl,...,xn)JrZ a,m.(x,,..x,)

ieS, ie$,

burada a ;e¢ , m, € B dir.

m,(h,,..h, ) # 0 olarak yazarniz. dm ,(h,,...h,) = max,(dm, (h,...h,)))
ise ie §, aksi takdirde ieS, dir. w(y,,...y,) = 0 olan minimal uzunluklu
eleman 0 # w( x,,...x ) olsun. Boylece , w( y,,....y,) = 0 oldugundan (*)

esitliginde x , ler yerine y, leri yazalim. O zaman agilinca ve gerekli islem yapilinca ,

elde ederiz. H serbest oldugundan

z a,m(x,,..x,)=0

ieS;

dir.
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Boylece S, = ise w(x,,..x,) =0, S, = ise

0=w(yey,) -3 a,m(yy,)

ieS)

dir.w" , w dan daha kisadir , boylece ¢eligki elde ederiz. H serbest degilse K < H,

Alg ( H) yi serbestce iiretir. y; ler yeniden diizenlendiginde w( x,,....x,) € F igin

h,=w(h,,.h,) eldeederiz.7,

(XX, )T =(X 00X, X, -W(X,,...X,))

olarak tanimlanir.

7(Y), Alg( Y) yitretir ve derecesi Y den kiigtiktiir.

3.3. Nielsen sinifi Schreier siifidir.

Serbest § cebirlerinin sonlu tiretilmis homojen alt cebirleri serbesttir. Bdylece

serbest & cebirlerinin tim alt cebirleri de serbesttir.

Teorem 3.3.1 : 3, Teorem 3.2.5. in hipotezini sagliyorsa bir Schreier sinifidir. Yani ,

bir Nielsen sinifi bir Schreier sinifidir.
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Saycan SOYER

ispat. F, 8 de bir serbest cebir olsun ve R, F nin bir alt cebiri olsun. ¥, , k > 1

iken R, i¢in modulo R] birbazolsun[R, =RNF,, R, =Alg(R, , )NnF" idi]

Y= U Y;, Ryiiiretir. Y nin sonlu bir ¥ = {y,,...y,} altkiimesi vardir 6yle ki

i=1

Y, serbest degildir. &, Teorem 3.2.5. in hipotezini sagladigindan ispatta oldugu

gibi Y yi yeniden siralayabiliriz dyle ki,

dCy,) <d(y)) ,

( Yeniden siralama yaparken boyle bir elemanin olmasina dikkat ediliyor.) Boylece

derecesi d( y,) olan terimler sifir olmali. Bu durum derecesi d( y,) olan y, lerin

modulo R

Teorem 3.3.2 : = F( x,,...x, ), bir Schreier sinifinda ranki » - olan serbest

d(yl - W(yil""’yik) ) < d(yl)

iy @-bagimsiz olmalariyla geligir.

cebir olsun. £ nin otomorfizimler grubu ;

28
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otomorfizmlerle birlikte x, ,..., x kiimesinin permiitasyonlar1 tarafindan

n

tiretilmigtir.

Onerme 3.3.3 : L , F cisminde X iizerinde serbest Lie cebiri olsun. Y , L nin

herhangi sonlu alt kiimesi ise Y, L nin bir serbest alt kiimesine denktir.

Burada denkligin anlami , elemanter Lie doniistimleri tarafindan elde
edilebilir ve sifirlar dahil edilebilir veya edilemez olmasidir. Onermenin ispat1 i¢in
ilk 6nce Y ye denk indirgenemez bir Z kiimesi olustururuz. Z nin elemanlarinin
leading formlar1 arasinda trivial olmayan polinom bagint1 yoktur. Yani Z serbesttir.
Teorem 2.5.1. sonlu rankl1 bir serbest Lie cebirinin otomorfizm grubu igin bir iireteg

kiimesi elde etmek kolaydir. L , x, ,..., x, iizerinde serbest ve T herhangi elemanter

Lie doniisiimii olsun. X e uygulanmis L nin bir o otomorfizmi tanimlanir. Y, L nin

herhangi serbest tirete¢ kiimesi ise L nin bir « otomorfizmi vardir dyle ki

Y = a X

dir. Boylece ,

Y.T =aX).T= o (a X))

Teorem 2.5.1.den 7, ,..., T, formunda bir otomorfizm , 7, bir elemanter Lie
dontisimiidiir. o, , X e 7T, elemanter Lie doniisimii uygulayarak elde edilmis

otomorfizm olsun.

(%) XT, T, . T.= 6 (w(0,(0,(X))))  (i=1,.,r)

29
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r = 1 oldugu zaman o, in tanimindan dogrudur. » > 1 olsun ve r lizerinden

tiimevarim uygulayalim. -1 i¢in hipotezin dogru oldugunu kabul edelim. Yani ,

XT, T, ..T,, = o (.(0 (X)).)

rigin T, elemanter Lie doniisiimii uygulayarak ,

XT, T,..T,, T, =o0,,((.(0(X)).)T,

=0, (0., ((0(X)).))

yani ( * ) formunda yazilmis olur ve ispat biter.

Teorem 3.3.4 : L, F cismi Uizerinde x, ,..., x, kiimesi tarafindan Uretilen serbest

Lie cebiri olsun. L nin otomorfizm grubu ,

o, x; DX tf(x,,.0x,)

X, = X (i#1)

otomorfizmleriyle birlikte x, ,..., x, kiimesi tarafindan gerilmis alt uzay lizerinde

genel lineer grup tarafindan tretilir.
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Sonu¢. L, x,,..,x, lzerinde serbest Lie cebiri ise L nin otomorfizm grubu

X, > X
o, x> xtw(x,,...,x, )
X, > X , i # 1
otomorfizmlerle birlikte x, ,..., x,  kiimesinin permiitasyonlar: tarafindan

tiretilmistir.

Ayn1 zamanda Teorem 3.3.2. nin ispatin1 da yapmis olduk.

Teorem 3.3.5 : F, Teorem 3.3.2. deki gibi tanimlanmigs ve N , F nin bir ideali

olsun dyle ki F/N serbest 9- cebiridir. F nin y, ,..., y, Ureteglerinin bir kiimesi

vardir 6yleki N, y,,..,y, tarafindan liretilmis idealdir. (kK < n)

Lemma 3.3.6 : N, homojen ideal {iireteclerinin bir G kiimesine sahip oldugunu

varsayalim Oyle ki her & i¢in G, :{geG|d(g):k} kiimesi sonlu ve

sayilabilirdir.

Lemma 3.3.7 : N, Lemma 3.3.6. daki gibi tanimlanmis ve N # F olsun. O zaman ,
asagidaki ozellikleri saglayan F nin monomiallerinin bir B = { b, =1, b, , ... }

kiimesi bulabiliriz.
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i){b, + N}, A iginbir ¢ -bazdr. (i=0,1,...)

ii) we F ninderecesi k ise k, G, n ve ¢ ye baglh birs ( k) tamsayisi vardir

Oyle ki, en fazla s ( k)—adimda

(*) w=ab + ..+ ab +1 , a,€dp, b €B,teN
r J

ifadesini bulabiliriz. Bu ifade tektir.

Ispat. a, ,a,e B'U { b, } icin aa, + a,a, € N olacak sekilde «,,a, ¢
bulunabiliyorsa a,,a, ye modulo N lineer bagimli denir. Eger «,a, + a,a, € N

olacak sekilde a,,, € ¢ yoksa a,,a, ye modulo N lineer bagimsizdir denir.

Tiimevarimdan B° = {1} ve dizide en kiigik monomial b, ise

1

B'= B U {b, }olarak tamimlariz Syle ki B’ U{b, } modulo N lineer bagimsizdir veya

bdyle bir monomial yoksa B' =B'™ dir. B=\B' olarak yazabiliriz. Burada B

i=0
nin 7) 6zelligini sagladig: gortiliir.
B* y1 sayabildigimizi ve bunun en biiyiik monomialinin derecesinin p oldugunu
Varsayahm.B’;= {b eB|d(h)= p} olsun. Derecesi p bir monomial m , B* nin

herhangi bir monomialinden daha biiyiik olsun. { m } UB* nin bagimsiz olup

olmadigin1  bulabiliriz. N' = Id(G v Bﬁ) oldugunu varsayalim.m e N'  olup

olmadigina Lemma 3.3.6. dan  karar verebiliriz. B*"' = B* u{m} olarak

kurabiliriz. m € N' ise Lemma 3.3.6. dan m yi GuBﬁ nin elemanlar1 cinsinden

ifade edebiliriz. d (m ) =p oldugundan bu elemanlar ( * ) formundadir. B*"' i

tammlamak i¢in B* ya eklenecek derecesi p — olan bir monomial yoksa , N de
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olmayan ve derecesi p ile 2p arasinda olan baz1t monomialler i¢in m yi bu sekildeki

en kii¢iik monomial olarak seceriz ve

Bk+1 — Bk U {m}

olarak tanimlariz. Sonugta , derecesi p ile 2p arasinda olan tiim monomialler de

N dedir. O zaman

Bk+l — Bk

yazariz.

F nin herhangi bir elemant , sonlu sayida monomialin bir lineer toplami oldugundan

ii) gergeklenir.
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