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1. GIRIS Selim GUNDUZ

1. GIRIS

Iki yonli kuvvet (two-sided power - TSP) dagihimi, istatistik bilimine son
yillarda kazandirilan ve henuiz ¢ok fazla bir bilinirlige sahip olmayan bir dagilimdir.
Bu dagilim ve Ozellikleri tanitilmadan once iki yonlaluk kavraminin tam olarak
aciklanmasi, akabinde ise TSP dagiliminin tanimlanmasina ilham kaynag: oldugu
distinulen ve literatiirde yer alan iki yonlu dagilimlardan ilki olan tggensel dagilima
deginilmesi faydal: olacaktur.

Iki yonlilik, bir rastgele degiskene ait oyf nin (olasihk yogunluk
fonksiyonu), bir kdse noktas: ile ikiye bolinen tanim araliginin her bir kisminda
farkli fonksiyonlar icermesi olarak ifade edilmektedir. Bu dagilimlardan ilki ise
ticgensel dagilim olarak kabul edilmektedir. Uggensel dagilim, istatistik alaninda
uzman olan Kisilerin yaninda, istatistik altyapisi cok iyi olmayan Kisilere de is
hayatinda kolaylikla analiz yapip, karar verme imkan: sagladigindan dolay: bilinirligi
fazla olan ve yaygin olarak kullanilan bir dagilimdir. Ug parametreye sahip olan bu
dagihm, Schmidt (1934) tarafindan istatistik bilimine kazandirilmis ve Ayyangar
(1941) tarafindan da genisletilerek ¢cgensel dagilimin simetrik ve simetrik olmayan
durumlar: ifade edilmistir. 1941 yilindan yetmisli yillarin sonuna kadar gecen sirede
ucgensel dagilimi konu alan, Fullman (1953), Ostle ve ark. (1961), Clark (1962),
Grubbs (1962), Rider (1963), MacCrimmon ve Ryaveck (1964), Donahue (1964) ve
Rohatgi (1976) gibi pek ¢ok calismadan bahsetmek muimkin olacaktir. Sonrasinda
ise cgensel dagilimin analitik bir arag olarak 6nemi son yillardaki ¢alismalarda daha
fazla hissedilmeye baslanilmis ve Johnson ve ark. (1995), Johnson (1997), Johnson
ve Kotz (1999), Kotz ve Van Dorp (2004a), Glickman ve Xu (2008), Stein ve Keblis
(2009), Olivares-Pacheco ve ark. (2009), Nagaraja (2013) ve Ginduz ve Geng
(2015a) seklinde siralanan pek cok calisma yapilmistir. Ayrica tggensel dagilim,
sekilsel benzerlik ve matematiksel islemlerin daha kolay uygulanabilir olmas:

sebebiyle beta dagilimina alternatif bir dagilim olarak da dnerilmistir.
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Iki yonli dagilimlardan biri olan ve beta dagilimina alternatif olarak 6nerilen
bir baska dagilim ise TSP dagilimidir. Ekonomi, sistem miuhendisligi, risk yonetimi
vb. pek ¢ok alandaki uygulamalarda kullanilan bu dagilim, Van Dorp ve Kotz
(2002a, 2002b) tarafindan tanimlanmistir. Van Dorp ve Kotz (2002a, 2002b), bu
calismalarda TSP dagiliminin cesitli 6zelliklerini tanitmis, dagilimin parametre
tahmin edicilerini elde ederek hesaplama yontemlerinden bahsetmis ve bu dagilimi
beta dagihmiyla karsilastirmiglardir. Ayrica, pozitif uzay: (destek kiimesi), beta
dagilimi gibi sinirl bir aralikta olan, ama bu dagiliminin aksine kapali formda bir kdf
(kimulatif dagilim fonksiyonu) ve kantil fonksiyonuna sahip olan TSP dagiliminin,
beta dagilimina goére matematiksel agidan daha kullaniglh oldugunu ifade edip,
ilaveten TSP dagiliminin sekilsel yonden de daha esnek oldugunu gostererek,
Ozellikle ekonomi alanindaki risk ve belirsizlik problemlerinde TSP dagilimini, bu
dagilimin bir alternatifi olarak kullanilmasini 6nermislerdir.

Van Dorp ve Kotz (2002a, 2002b)’un c¢alismalar: sonrasinda TSP dagilimiyla
ilgili pek cok calisma yapilmistir. Bunlardan bazilari, Van Dorp ve Kotz (2003),
Kotz ve Van Dorp (2004), Orug ve Bairamov (2005), Perez ve ark. (2005), Soltani ve
Homei (2009) ve Herrerias-Velasco ve ark. (2009) seklinde siralanabilir. Bu
calismalarda da genel olarak, standart iki yonli kuvvet (standard two sided power -
STSP) dagilimindan yararlanilarak, TSP dagiliminin genel durumu sinirh bir aralikta
tanimlanmis, genellestirmeler yapilmis, bu dagilimlarin 6zellikleri tanitilmis ve en
cok olabilirlik tahminleri elde edilmistir.

Yukarida bazilarina deginilen, literatirdeki tum calismalar detayl: olarak
incelendiginde, TSP dagilimyla ilgili yapilmis ¢cok sayida galismaya rastlanilsa da,
bu dagilima sahip rastgele degiskenlerin fonksiyonlarinin  dagilimlarinin
belirlenmesiyle ilgili bir c¢alismanin mevcut olmadigr gorulmustir. Halbuki,
uygulamali ve teorik bilimlerin pek cok alaninda karsilasilan problemlerin icinde,
rastgele  degiskenlerin  cesitli  cebirsel ~ kombinasyonlarinin  dagilimlar:
azimsanmayacak Olc¢ude yer tutmaktadir. X ve Y rastgele degisken olmak Uzere bu
kombinasyonlarda da genellikle X +Y, XY, X/Y ve Y/(X +Y) fonksiyonlarinin
dagilimlart 6ne ¢ikmaktadir. Her ne kadar rastgele degiskenlerin fonksiyonlar: ile

ilgili olaylarin olasiliklar1 ya da bu fonksiyonlarinin dagilhiminin gesitli 6zellikleri,
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simulasyon yaklasimi yoluyla elde edilebiliyor olsa da kesin ve net sonuglara
ulasiimasi agisindan bu fonksiyonlarin tam dagilimini elde etmek oldukga 6nemlidir.

Yukaridaki fonksiyonlarin kullanim yerlerine asagida verilen Orneklerdeki
gibi rastlanabilmektedir.

Rastgele degiskenlerin konvoliisyonunun dagiliminin bilinmesi pek ¢ok alan
icin buyiik 6nem arz etmektedir. Ornegin, X’in bir akarsuyun, Y’nin ise yakinlardaki
bir diger akarsuyun su hacmini temsil ettigi dusuntlsiin. X +Y konvolusyonunun
dagiliminin hesaplanmas: neticesinde bu iki akarsuyun bir kavsakta birlesmesinden
sonraki karsilasilabilecek sel felaketleri hakkinda bilgi sahibi olunabilecek ve bunun
icin gerekli 6nlemlerin alinmas: saglanabilecektir. Veya ihtiya¢ duyulan bir bolgeye
su saglamak icin dusik debili bir akarsu ile bir baska akarsuyu birlestirme yoluna
gidilebilecek ve iki akarsuyun toplam debisi hesaplanarak sorunun nasil
cozllebilecegi Uzerinde degerlendirme yapilabilecektir.

Rastgele degiskenlerin  carpiminin  dagiliminin -~ kullanim  alanlarina
deginilecek olursa, hidroloji, petrol arama birimleri, aktierya, isletme, ekonometri,
elektronik mihendisligi, sistem mihendisligi, biyoloji, fizik vb. bir ¢ok alandan s6z
etmek mumkdin olacaktir. Hidroloji alanindan baslanarak orneklendirilme yapilirsa;
X, kuraklik siddetini ve Y, kuraklik slresini temsil etmek Uzere, XY, kurakligin
blyukliuglni gosterecektir. Benzer sekilde X, kar yagis1 yogunlugunu ifade ederken,
Y, kar yagis slresini ifade ederse, XY carpimi kar miktarini verecektir. Yine X,
akarsuyun bir rezervuarin igine akis hizini, Y ise firtina stiresini temsil ederse, XY
carpimi biriken su miktarin: verecektir. Bir diger kullanim alani olan petrol arama
birimlerinden ise sOyle bir 0Ornek verilebilir; X, petrol depolarinin sayisini
gosterirken, Y, her depodan elde edilen trind ifade ederse, XY, petrol bolgesinden
elde edilen toplam Uruni verecektir. Aktiierya alaninda ise X, olasilik ve Y, sonucu
ifade ederse XY Kkarsilasilacak riski verecektir. Bu sekilde oOrnekleri artirmak
mumkanddr.

Benzer sekilde, insanlarin her zaman bir niceligin bir baska nicelige olan
kiyasini merak etmesinden kaynaklanan ve genelde bu problemin ¢dziminde
kullandig1 rastgele degiskenlerin bolumlerinin dagihimlarinin da pek cok alanda

uygulamas: mevcuttur. Rastgele degiskenlerin bolumlerinin dagiliminin uygulama
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alanlart siralanirken, toplamin ve carpimin dagilhimlarinda oldugu gibi ilk olarak
hidrolojideki kullanim alanindan bir 6rnekle baslamak gerekirse; X, A istasyonundaki
azami yagis miktarini ifade ederken, Y, B istasyonundaki azami yagis miktarin ifade
ederse, Y/(X +Y) bolimi, A istasyonundaki yagis miktarinin, B istasyonundaki
yagis miktarina olan goreceligini temsil edecektir. Rastgele degiskenlerin boliminin
dagilimlarinin kullanildigi diger uygulama alanlarindan bir kagina ana hatlaryla
deginilecek olursa, biyoistatistik ve saglik bilimlerindeki vicut kitle indeksi
hesaplamalart (X: vucut agirligi, Y: boy uzunlugunun karesi), givenilirlikteki bir
makinanin islevde kaldigi zaman orani hesaplamalar: (X: makinenin tamirde kaldigi
stire, Y: makinanin bozulma siresi), niikleer fizikte kitlesel enerjiyi hesaplamada,
meteorolojide yagis kontrol hedeflerini belirlemede, ekonomide envanter oranlarinin
hesaplanmasinda vb. pek ¢cok uygulamadan bahsetmek mumkin olacaktir.

Bu alanda literatuirde bircok dagilim icin ¢alisma yapilmistir. Kapsamli bir
literatlir taramas: asagida verilmistir. iki rastgele degiskenin konvoltsyonu ile ilgili;
Student ¢ ailesi igin Fisher (1935) ve Chapman (1950), normal aile igin Christopeit
ve Helmes (1979), ki-kare ailesi icin Davies (1980) ve Farebrother (1984), tstel aile
icin Ali (1982), gamma ailesi icin Moschoppoulos (1985) ve Provost (1989a),
Poisson ailesi igin Dobson ve ark. (1991), beta ailesi i¢in Pham-Gia ve Turkkan
(1993) ve Pham ve Turkkan (1994), diizgln aile icin Kamgar-Parsi ve ark. (1995) ve
Albert (2002), Rayleigh ailesi icin Hitezenko (1998) ve Hu ve Lin (2001) ve ters
gamma ailesi icin Witkovsky (2001) calismalarina bakilabilir. ki rastgele degiskenin
carpim ile ilgili; dizgln aile icin Sakamoto (1943), Student’s t ailesi icin Harter
(1951) ve Wallgren (1980), normal aile icin Springer ve Thompson (1970), gamma
ailesi icin Stuart (1962) ve Podolski (1972), beta ailesi icin Steece (1976), Bhargava
ve Khatri (1981) ve Tang ve Gupta (1984), gu¢ fonksiyonu ailesi icin Abu-Salih
(1983) ve Ustel aile icin Malik ve Trudel (1986) calismalar: mevcuttur. iki rastgele
degiskenin bolumu ile ilgili olarak da; normal aile igin Marsaglia (1965) ve
Korhonen ve Narula (1989), Student’s t ailesi i¢in Press (1969), Weibull ailesi igin
Basu ve Lochner (1971), merkezi olmayan Kki-kare ailesi icin Hawkins ve Han
(1986), gamma ailesi icin Provost (1989b) ve Bowman ve ark. (1998) ve beta ailesi

icin Pham-Gia (2000) calismalar1 verilebilir. Iki bagimsiz rastgele degiskenin
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fonksiyonlarin tam dagilimlarinin elde edilisi ile ilgili bu bolimde 6zellikle son on
yil iginde yapilan caligmalara dikkat cekmek igin ayri bir siniflandirma yapma
ihtiyact duyulmustur. Pek cok farkl: dagilimla yapilan bu calismalarin bazilarini su
sekilde siralamak mimkindur; beta ve gamma dagilimina sahip iki rastgele
degiskenin carpim ve bolimuinin dagilimin elde edilisi (Nadarajah ve Kotz, 2005),
Frechet dagihmina sahip rastgele degiskenlerin fonksiyonlarinin elde edilisi
(Nadarajah ve Kotz, 2006), gamma ve Rayleigh dagilimina sahip rastgele
degiskenlerin fonksiyonlarinin elde edilisi (Shakil ve Kibria, 2006), Maxwell ve Rice
dagilimina sahip rastgele degiskenlerin fonksiyonlarinin elde edilisi (Shakil ve ark.,
2006), beta dagilimina sahip iki rastgele degiskenin toplam, carpim ve boliminin
dagilminin bulunmas1 (Nadarajah, 2006), Pareto dagilimina sahip iki rastgele
degiskenin fonksiyonlarinin dagilimin elde edilisi (Nadarajah ve Ali, 2008), tc¢gensel
dagilima sahip iki rastgele degiskenin ¢arpiminin dagilimin elde edilisi (Glickman ve
Xu, 2008), Pareto dagilimina sahip rastgele degiskenlerin garpiminin dagilimin
bulunmas: (Nadarajah ve Gupta, 2008), Maxwell ve Rayleigh dagilimina sahip
rastgele degiskenlerin fonksiyonlarinin elde edilisi (Shakil ve ark., 2008),
genellestirilmis Pareto dagilimina sahip rastgele degiskenlerin fonksiyonlarinin
dagiliminin  bulunmasi (Nadarajah, 2009), Laplace dagilimina sahip rastgele
degiskenlerin fonksiyonlarinin dagilimlarinin elde edilmesi (Nadarajah, 2009),
Rayleigh dagilimina sahip rastgele degiskenlerin fonksiyonlarinin bulunmasi (Shakil
ve Ahsanullah, 2011), tcgensel dagilima sahip iki rastgele degiskenin bélimuinin
dagilimin elde edilisi (Glndlz ve Geng, 2015a) ve TSP dagilimina sahip iki rastgele
degiskenin carpiminin dagiliminin bulunmasi (Ginduz ve Geng, 2015b).

Daha 0Oncede deginildigi gibi TSP dagilimina sahip rastgele degiskenlerin
fonksiyonlarinin dagilimlarinin belirlenmesiyle ilgili bir calismanin mevcut olmadigi
gorulmus ve bu eksikligin giderilmesi agisindan, bu tez calismasinda dagiliminin
tanim1 ve Ozelliklerine ayrintili bir sekilde yer verilerek, TSP dagilimina sahip
rastgele degiskenlerin toplam, carpim ve boélumunin tam dagilimlar: bulunmustur.

Calisma kapsaminda kullanilan dagilimlarin tanitildigs, rastgele degiskenlerin
fonksiyonlarinin genel tanimi ve uygulama alanlarinin verildigi ve ¢alismanin amaci

ile 6neminin belirtildigi bu bolimin ardindan, calismanin ikinci boluminde, (g
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parametreye sahip iki yonli bir dagilim olan tcgensel dagilim tanitilmis, dagilimin
oOzellikleri verilmis, Gcgensel dagilima sahip rastgele degiskenlerin fonksiyonlarinin
tam dagilimlar: elde edilmis, momentleri hesaplanmis ve farkli parametre degerlerine
gore grafikleri ¢izdirilmistir.

Tezin Gglncl boliminde STSP dagihmi ve oOzellikleri tanitilmis, bu
dagilimin 6zel ve limit durumlari, dagilim fonksiyonu oOzellikleri, dagilimin diger
dagilimlarla olan iliskileri, momentleri, rastgele say: Uretimi ve parametrelerinin en
cok olabilirlik tahminlerinin elde edilisi sunulmustur.

Calismanin dordidnct béliminde ise, Oncelikle TSP dagilimi tanitilarak
dagilimin 6zelliklerinden bahsedilmis, ardindan X ve Y TSP dagilima sahip bagimsiz
iki rastgele degisken olmak Uzere bu iki rastgele degiskenin toplam, carpim ve
bolimlerinin tam dagilimlar: elde edilmistir. Elde edilen yeni dagilimlar icin, 6zel ve
limit durumlari, dagihm fonksiyonlarinin 6zellikleri, momentler ve yizdelik
degerleri gibi 6zellikler incelenmis ve parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri
elde edilmistir. Ayrica, gercek veri kiimesi ve similasyon calismalar: ile veri analizi
yapilmastir.

Son bolimde ise TSP dagilimina sahip rastgele degiskenlerin fonksiyonlar
ile ilgili ulasilan bulgular degerlendirilmis ve hangi sonuclara varildigina deginilip

Onerilere yer verilmistir.
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2. UCGENSEL DAGILIM

Bu bolimde, TSP dagiliminin tanimlanmasina ilham kaynagi oldugu
distinulen ve literatirde tamimlanan iki yonli dagilimlardan ilki olan ucgensel
dagihm ve oOzellikleri tanitilacak ve bu dagilhima sahip rastgele degiskenlerin
fonksiyonlarinin dagilimlar: elde edilecektir.

Tipk: semicircle dagilim gibi, Gc¢gensel dagilim da basit bir geometrik sekle
sahiptir. Dulzglin dagilima sahip rastgele degiskenlere, birtakim doénustimler
uygulanarak elde edilen bir dagilimdir. Uggensel dagilimin temelleri kombinasyonel
olasiliklarin yogun olarak cahsildig: 18. yiizyilin ortalarinda atilmustir. ilk olarak bu
dagihmin izlerine, Simpson’un (1755) calismasinda rastlanilmis olsa da, tam
anlamiyla tcgensel dagilimin tanimlanmasi ve istatistik bilimine kazandirilmasi
Schmidt (1934) tarafindan olmustur. Schmidt, cgensel dagilim: [0,1] araliginda
tanimlr iki duzgun dagilima sahip rastgele degiskenin aritmetik ortalamasinin
dagihmi olarak tamimlamis ve “tine dagilim:” olarak isimlendirmistir. Daha
sonrasinda ise Ayyangar (1941), [0,1] araliginda tanimli asimetrik standart Giggensel
dagilimi ifade etmistir. Giris boluminde de belirtildigi gibi t¢gensel dagilhim birgok
yazar tarafindan cesitli alanlarda kullaniimistir.

2.1. Ucgensel Dagihmin Ozellikleri

Bu kisimda TSP dagiliminin 6nemli bir alt sinift olan Gggensel dagilimin

Ozellikleri verilecektir.

2.1.1. Olasihk Yogunluk Fonksiyonu ve Kuimdulatif Dagihm Fonksiyonu

Ik olarak, Schmidt (1934) tarafindan tammlanan simetrik ticgensel dagihima

sahip X rastgele degiskeninin oyf si esitlik (2.1.) ile asagidaki gibi verilmektedir,
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4x ,
4(1—x),

= NP

f(x) = (2.1)

v O
IN O IA
= =
IN O IA

Ayyangar (1941) tarafindan tanimlanan ve standart t¢gensel dagilim olarak
da isimlendirilen, asimetrik ti¢cgensel dagilima sahip X rastgele degiskeninin oyf si

ise (2.2.) numaral esitlikle gosterilmektedir.

Z 0sx<6
f(x) =1, (2.2.)
e N F L

Bu dagilim tek modlu bir dagilim olmakla birlikte, dagilimin modu 6 dir.
Asimetrik ucgensel dagilimin oyf sinde 6 = 1/2 olarak alinir ise esitlik (2.1.) de
verilen simetrik tUc¢gensel dagilimin oyf si elde edilmektedir. Ayrica bu dagilimda,
6 = 0 ise sol ucgensel dagilim elde edilir ve oyfsi, f(x) =2(1 —x), 0<x <1ile
gosterilir. Ayn1 zamanda 6 = 1 olmasi1 durumunda da sag ucggensel dagilhim elde
edilir ve oyf si, f(x) =2x, 0 <x < 1ileg0sterilir.

Standart G¢gensel dagilima sahip bir X rastgele degiskenin kdf si ise,

x ,0<x<@

Fy(x) =1 ° (2.3)
1-02° gox<1

1-6 '

esitligi ile ifade edilir. Ayrica, eger 6 =0 ise F(x)=1—-(1—x)?, 0<x <1,
0 =1ise F(x) =x? 0<x<1dir.

Birgok standart dagilima benzer olarak standart ti¢cgensel dagilim, konum ve
Olcek parametreleri eklenerek genellestirilebilir. Buradan yola c¢ikarak X, 8 € [0,1]
araliginda taniml: standart ticgensel dagilima sahip bir rastgele degisken olsun. a € R
ve w € (0,00) icin Z=a+wX olmak Ulzere Z rastgele degiskeni, a konum
parametreli, w Olcek parametreli ve 6 sekil parametreli tiggensel dagilima sahiptir.

Burada dagilimin ifadesinin daha anlasir olmas: icin m =a + 6w ve w = (b — a)
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(a; alt sinir, m; mod, ve b; Ust sinir) donustimleri yapilirsa, tigcgensel dagilima sahip

Z rastgele degiskeninin oyf si,

#(_n?_a), a<z<m

h(z;a,m,b) = 2(b—2) (2.4.)
——— m<z<b
(b-a)(b—m)

esitligi ile gosterilir ve Z~Triangular(a,m, b) olarak ifade edilir. Oyf si pozitif
uzayda, [a,b] arahginda sireklidir, [a,m] araliginda dogrusal artan iken [m,b]
araliginda dogrusal azalandir ve Sekil 2.1. de verilen lggensel dagilimin grafiginde

de net olarak gorilmektedir.

h(z)

, | ’ o
a m b Zz

Sekil 2.1. Uggensel dagilimin oyf sinin grafigi

Ucgensel dagilima sahip bir Z rastgele degiskenin kdf si ise,

b_(z_—a)z_ , a<z<m
F(Z) — (b—-a)(m-a) , (25)
_ (b—Z) < b
b-ab-m’ =7

esitligi ile verilmektedir.
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2.1.2. Momentler ve Moment Cikaran Fonksiyon

[0,1] arahginda tammli standart Gggensel dagilimin k —inct momenti,

beklenen degeri ve varyans: asagidaki esitliklerle ifade edilir.

k1 — 1k _ 201-6k+1)
E[X ] - fO X f(x)dx - m (26)
, _ 6
EIX]=p == (27)
Var(X) = u, = 1°6(1°6) (2.8.)

18

Varyans, 8 =0 ve 6 =1 oldugunda 1/18 degerini alir ki bu deger
alabilecegi en blylk degerdir. 8 = 1/2 oldugunda ise varyans 3/72 degerini alir ki
bu deger de alabilecegi en kiucik degerdir.

Benzer sekilde esitlik (2.6.) da k = 3 ve k = 4 alinarak merkezi moment
tanim1 uygulandiginda garpiklik ve basiklik katsayilarinin élglleri de asagida verilen
esitliklerdeki gibi hesaplanabilir.

3 _ (1-20)(2-6)(1-6)
o 270

us = E[(X = EQO)|” = b — 3upul + 24

(2.9.)

4 ’ 1o ’or 14 _ (1-6(1-0) 2
o = E[(X — EQX))]" = uh — Aphps + 6ppps® — 31" = % (2.10.)
[a,b] arahginda tanimli Uggensel dagilhima sahip Z rastgele degiskenin
momentleri ise, standart Ucgensel dagilima sahip X rastgele degiskenin
momentlerinden yararlanilarak Z = a + (b — a)X donusimi ile hesaplanabilir. Z
rastgele degiskeninin bazi satir ve merkezi momentleri asagidaki esitliklerle ifade
edilir.

10



2. UCGENSEL DAGILIM Selim GUNDUZ

E[Z*] = E[{a + (b — a)X}] = T o(F) (b — @) a*2E[X1] (2.11)
up = E(2) =57 (212)
= E(Z%) = a2+m2+b2+6ab+am+bm (2.13)
. __a?+m?+b%?—ab—am-bm
U, =Var(Z) = " (2.14)
V2(a+b-2m)(2a—b-m)(a—2b+m)
V1= (2.15)
! 5(a2+b2+c2—ab—ac—bc)%
3
y, = —= (2.16.)

[a,b] araliginda tanimli Uggensel dagilimin medyan: (2.17.) ve moment

cikaran fonksiyonu ise (2.18.) numarali esitliklerle verilir.

2.1.3.

o+ [COm= o atp
2 2

medyan = (2.17))
b — /(b—a)(b—m)] m< a+b
2 2
—m)e —(h—a)e™t + (m—a)ebt
MZ(t) — E[etZ] — 2(b-m)e?—(b—a)e™ +(m-a)e t£0 (2.18.)

(b—a)(m—a)(b—-m)t? !

Dagihmin Ozel Durumlan

Parametrelerin cesitli durumlarinda tiggensel dagilimli bir rastgele degiskenin

cesitli fonksiyonlar: da yine bir ticgensel dagihma sahiptir. ispatlari Kotz ve Van

Dorp (2004a) da bulunan bu 6zellikler asagidaki gibi 6zetlenebilir.

11
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Teorem 2.1. U, ve U, standart dlizgiin dagilima sahip bagimsiz rastgele degiskenler
olmak tzere,
a) X =|U,—U,| rastgele degiskeni, & =0 olmak Uzere standart lcgensel
dagilima sahiptir.
b) Y = (U, + U,)/2 rastgele degiskeni, 8 = 1/2 olmak Uzere standart ticgensel

dagilima sahiptir.

Teorem 2.2. U; ve U, rastgele degiskenlerinin standart dizgin dagilima sahip ve
birbirinden bagimsiz olduklar: varsayilsin. O zaman,
- X =min{U,, U,} rastgele degiskeni, 8 = 0 olmak (zere standart lcgensel
dagilima sahiptir.
- Y =max{U,, U,} rastgele degiskeni, 8 = 1 olmak (izere standart lcgensel

dagilima sahiptir.

Teorem 2.3. Eger X, 6 parametreli standart ti¢cgensel dagilima sahip ise, 1 — X de

1 — 6 parametreli standart ticgensel dagilima sahiptir.
2.1.4. Parametrelerin En Cok Olabilirlik Tahminleri

Esitlik (2.2.) de verilen standart tggensel dagilimdaki sekil (veya esik)
parametresi olan 6 nin tahmini, agiklayici bir yol izlenerek elde edilecektir (Kotz ve
Van Dorb, 2004a).

X =(X1,X,,....X5), s birimlik bir orneklem ve sira istatistikleri
Xy <X@) < <X olsun. Esitlik (2.2.)) de verilen dagihmin olabilirlik

fonksiyonu;
L(X;60) = 25{H(X;6)} (2.19.)

seklindedir. (2.19.) numaral esitlikte yer alan H(g; 9) fonksiyonu ise asagida gibi

tanimlanmustr.

12
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o1 Xy i1 (=X i)
T (1-8)s~T

H(x;0) =1 (2.20.)
burada Xy < 0 < X741y, X(0) = 0 Ve X541y = 1 dir.

Teorem 2.4. X = (X1, X5, ..., X;), standart ticgensel dagilimdan alinmig, bagimsiz bir
orneklem olsun. Esitlik (2.19.) da verilen olabilirlik fonksiyonunu maksimize eden
6’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi,

ve esitlikte yer alan 7 ise,

7 =argmax M(r) (2.22)

olarak gosterilir, (2.22.) numaral: esitlikte yer alan M(r) ise,

_ rr-1%0 1-X)
M(r) = {zfx(; fzml_x(; (2.23)

esitligi ile verilmektedir.
2.1.5. Rastgele Sayr Uretimi
Olasilik integral donustimi yardimiyla, standart tiggensel dagilimdan rastgele

say: Uretilebilir. (2.3.) numaral esitlikte yer alan kdf yardimiyla kantil fonksiyonu
asagidaki esitlikte verilmistir.

\/0_, 0<y<§#6

1-J@-y)(1-0), 6<y<l

F(y)= { (2.24)

13
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U~U(0,1), [0,1] arahgi Uzerindeki dizgin dagilim, ve aym sekilde
(1 — U)~U(0,1) olsun. O zaman asagidaki rastgele degisken 6 parametreli standart

ucgensel dagilima sahip olur ve bdylece rastgele say: tretilmis olur.

_{ Vou , 0<u<#@
X =
1-J@-uw)(1-6), #<u<l

(2.25.)

Ayrica ilk ceyreklik, eger 1/4 <6 <1 ise \/0/4, eger 0<0 <1/4 ise
1—/3(1 — 6)/4 olur. Medyan, eger 1/2 < 0 < 1ise \/m eger0<6<1/2ise
1—,/(1—86)/2 olur. Ugiincii ceyreklik de, eger 3/4 <6 <1 ise \/30/4, eger
0<6<3/4isel—./(1—6)/4olarak elde edilir.

Benzer sekilde, [a, b] araliginda tanimli Giggensel dagilimdan da rastgele say1

uretilebilir. (2.5.) numarali esitlikte yer alan kdf yardimiyla elde edilen kantil

fonksiyonu asagidaki esitlikte verilmistir.

a+(b—a)0y, 0<y<®#6

(2.26.)
a+(b-a)1-{/(1-y)(1-6)), 6<y<l

F~1(y) ={

U~U(0,1), ve ayn sekilde (1 — U)~Unif(0,1) olsun. O zaman asagidaki
rastgele degisken [a, b] araliginda tammli, 6 parametreli ticgensel dagilima sahip

olur ve boylece rastgele say1 uretilmis olur.

Z:{a+(b—a)\/% , ;)<u (2.27)

<u<é6
a+((h-a)d-@-uw(@1-9)), <u<l

2.2. Uggensel Dagilimh ki Rastgele Degiskenin Konvolisyonunun Dagilimi
Bu kisimda once iki yonlu strekli bir dagilim ailesi tanitilacak ve bu aileye

dayali olarak, Van Dorp ve Kotz (2003) tarafindan elde edilen bir konvollisyonun

tam dagilimi verilecektir.
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2. UCGENSEL DAGILIM Selim GUNDUZ

2.2.1. iki Yonli Siirekli Dagihm Ailesi

Bu kisimda oncelikli olarak, sinirlandirilmis iki yonlu surekli dagilimlar
ailesinin genel formu tanitilarak bu dagilimlarin konvolisyonlarinin genel olarak
elde edilisi verilecektir. Akabinde ise liggensel dagilima sahip rastgele degiskenlerin
konvolisyonunun dagilim fonksiyonu elde edilecektir.

[0,1] arahginda tamimh genellestirilmis iki yonlu strekli dagilimlar ailesinin

oyf si (2.28.) esitligindeki gibi tamimlanmustir (Van Dorp ve Kotz, 2003).

p(3 np), 0<x<6

glx 10,p(. W)}=1 /I,
p(5 W), 6<x<1

(2.28)

p(. 1Y),  parametreli [0,1] arahiginda tamiml belirlenen dagilima uygun bir
oyf dir. p(. 1) fonksiyonu iki yonli dagilimlar ailesinin Urete¢ fonksiyonu ve 6
parametresi ise yansima parametresi olarak bilinir.

Esitlik (2.28.) ile tanimlanan ailede, iki yonli dagilimlarin her birini elde
etmek icin farkl tireteg fonksiyonlar: kullanilir. Ornek teskil etmesi bakimindan bu
dagihm ve drete¢ fonksiyonlarinin bazilarina Tablo 2.1 de yer verilmistir. [0,1]
araliginda tamimlt tim iki yonlu dagilimlar icin benzer sekilde trete¢ fonksiyonlar

tanimlanabilmektedir.

Tablo 2.1. Bazi iki yonlu dagilimlar ve Urete¢ fonksiyonlar

Elde Edilecek Dagihm Uretec Fonksiyonu

Ucgensel Dagilim p(y) =2y

Standart iki Yonli Kuvvet Dagilimi  p(y in) = ny™!

Iki Yonlu Kesilmis Ustel Dagihm — p(y 11) = e /(1 — e™%)

Iki Yonlii Slope Dagilimi p(y la) = (2/(a+ 1)){a(l—y)+y}

m-—1

Ogive Dagihm: P @) = {2m(m +1)/(Bm + D}y 7
(@~ m?)/(3m+ Dy

Iki yonlu surekli dagilimlar ailesinin kdf si ise asagidaki esitlik ile verilir.
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2. UCGENSEL DAGILIM Selim GUNDUZ

X

0P (% np) L 0<x<6

G{x 16,P(. W)} = Iex
1-(1-0)P (= np), f<x<l.

(2.29.)

P(. 1Y), p(. 1) urete¢ fonksiyonunun kdf sidir. Bu esitlikten yararlanarak
G(6 10,¢) = 0P(1 1) oOzelligi elde edilebilir. Buradan ¢ikarilan sonug ise, bitin

iki yonlt dagilimlarin dagilim fonksiyonu i¢in 8 nin bir baglanti noktas: oldugudur.
2.2.1.1. Momentler
Eger X~g{x 10,p(. 1)} ve Y~p(. 1) ise, X ve Y nin sifira gore

momentleri arasindaki iliski kullanilarak basit bir bicimde asagidaki ifade elde
edilmistir (Van Dorp ve Kotz, 2003).

E[X*10,9] = 0*1E[YF 1] + X, ()(-1) (1 - 0)E[Y! 1p].  (2.30.)

Esitlik (2.30.) yardimiyla, Ozellikle buyuk k degerleri igcin Y nin (retec
fonksiyonu kullanilarak iki yonltu dagilimlarin momentleri kapal: formda kolayca
hesaplanabilir. Ornek olmas: agisindan beklenen deger ve varyans bu esitlik
kullanilarak sirasiyla asagidaki gibi elde edilir.

E[X 10,9] = (20 — 1)E[Y 1p] + (1 —6) (2.31)

Var[X 18,9] = [63 + (1 — 6)3IWVar(Y W) + (1 — 8)(E[Y )] — 1)?
(2.32))

2.2.1.2. 1ki Yonlii Siirekli Dagihm Ailesinin Konvoliisyonunun Dagilimi
Bu kisimda, Van Dorp ve Kotz (2003) tarafindan, tam dagilim: bulunmus

olan iki yonlt surekli dagilim ailesinin konvolisyonunun dagiliminin nasil elde

edildigi aktarilacaktir.
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2. UCGENSEL DAGILIM Selim GUNDUZ

X~gx{x 10, (. W)}veY~gy{y 16,,q( 1¥)} (0 <6, 6, < 1) olmak tizere
birbirinden bagimsiz iki rastgele degisken olsun. Z = X + Y nin oyf si olan g,(z 18),

Van Dorp ve Kotz (2003) tarafindan asagidaki esitlik yardimiyla bulunmustur.
9z(z 10) = f;:ol 9x{x 16, p( 1W)}gy{z — x 16y, q( 1¥)}I[.11(z — x)dx
(2.33)

esitlikte yer alan © parametre kimesi; © ={6,,1,60,,y} ve I,(x) gosterge

fonksiyonu ise,

R

olarak ifade edilirler. Ayrica Van Dorp ve Kotz (2003), g,(z 10) integralini, dort

integralin toplami olarak asagidaki esitlikteki gibi gostermistir.
92(210) = %1 1; (2 10) (2.35))

(2.35.) esitligindeki 1;(z 10) ifadeleri acik halde (2.36.) esitliginde sunulmustur.

[ 1(z10) = [ PG )G V)dx

1-z+x

(2 10) = [,y PG DA~ ¥)dx

1-x

< zZ—X
15(210) = [, 0,y PG, W) G - ¥)dx

_ 1-x 1-z+x
142 10) = [, 4,y PGy, 1W)ACG5 1)dx

(2.36.)

Bu integrallerin sinirlarinin  belirlenmesini saglayan A;(z) araliklari ise

asagida verilmistir.
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2. UCGENSEL DAGILIM Selim GUNDUZ

A;1(216,,0,) =1[0,6,) N (z—6),2]
Ay(216,,0,) =[0,6,) N (z—1,z—6,]
As(z 10,,0,) = [6,,1) N (z—6,,2]
A4(216,,0,) =[0,,1) N (z— 1,z —6,]

(2.37.)

Ornek olarak, 6, < 6, ve 0, +6, <1 varsayimlan altinda 6, <z <46,

durumu icin 4;(z 16,,6,),i = 1,...,4 nin hesaplanist esitlik (2.38.) ile verilmistir.

A,(216,,0,)=1[0,6,) 6,<z<9,
Ay(216,,0,) =0 0, <z<6, (238)
As(z10,,0,) =[0,,2) 6,<z<86, o
A2 16,,0,) =0 0, <z<0,

Boylece, (2.38.) esitliginde goraldug gibi, 6, <z <6, durumunun
9gz(z 10) mn elde edilisindeki I,(z 10) ve I,(z 10) integrallerine bir katkis1 olmadig:
anlasiimaktadir.

(2.37) esitligindeki bolgelerin  tanimlanmasi igin cgesitli alt aralhiklarin

incelenmesi gerekmektedir. 8, < 6,, ve 6, + 6, < 1 varsayimlari igin,

z€[0,6,), z€[6,.0,), z€[0,,0,+86,), z€[0,+6,,1),z€[L,6,+1),
z€[0,+1,0,+1),z€[6,+12] (2.39.)

durumlar s6z konusu iken, 8, < 6, ve 6, + 6, > 1 varsayimlari igin ise,

z€[0,6,), z€[6,,0,), z€[0,,1), z€[1,0,+80,), z€ [0, +6,,0, +1)
z€[0,+1,0,+1), z€[0,+12] (2.40.)

durumlar: degerlendirilir. Bu durumlar ve A;(z16,,6,),i=1,..,4 araliklan

0, + 0, < 1ve 6, + 0, > 1 varsayimlara gore sirasiyla Tablo 2.2. ve Tablo 2.3. de

daha agik bir sekilde gorulebilir.
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2. UCGENSEL DAGILIM Selim GUNDUZ

Tablo 2.2. 6,+6, <1 varsayim: altinda Z nin [0,2] arahiginda birbiriyle
ortusmeyen yedi alt aralik icin belirlenen 4;(z 16,,6,),i=1,... 4

araliklar
Alan A4(2) Az(2) A3(2) A4(2)
z €[0,86,) [0, z] 1) 1) [0)
z €[6,6,) [0,6,) 1) [0, 2] 1)
z€[0,,0,+6,) (z—6,,6,) [0,z—6,] [6y2] 1)
Z€ [0, + 6y, 1) ) [0,6,) (z—0,,z] [6x,z—06,)]
z€[1,6,+1) 0] [z—-1,6,) (z-06,1] [6,,z—6)]
zel6,+1,0,+1) 0 0) (z—6,1 [z—-1z-06)]
z€0,+12) @ 0 0 [z—-11]

Tablo 23. 6, +6,>1 varsayim: altinda Z nin [0,2] araliginda birbiriyle
ortismeyen yedi alt arahk icin belirlenen 4;(z 16,,6,),i=1,... 4

araliklar
Alan A4(2) Az(2) A3(2) A4(2)
z €[0,6,) [0,2] @ o) 1)
z €[6,6,) [0,6,) 1) [0, 2] 1)
YAIS [eyl 1) (Z - Hyv Hx) [O,Z - ey] [Hxvz] 0]
z€[1,6,+6,) (z-6,,6,) [z2-1z-6)] [6,1] ®
z€[0,+6,0,+1) @ [z—-1,6,) (z—6,,1] [6x,2—6,]
zelo,+1,6,+1) @ 0 (z-6,1] [z—1z-6,]
z €6, +12) v 0 0 [z—11]

Tablo 2.2 ve Tablo 2.3 incelendiginde dikkat ¢eken noktalardan biri, her bir
durumdaki A;(z) araliklarinin en az birinin bos kiime olmasidir. Bir baska nokta ise,
[0,2] arahginin ilk alt durumu (z €[0,6,)) sadece I[,(z 10) integralinin
belirlenmesine katk: saglarken, son alt durumu (z € ([6,, + 1,2]) ise sadece I,(z 10)
integralinin belirlenmesine katki saglamaktadir.

0, +0, <1 ve 6,+6,>1 varsayimlarn altinda, X’in p(- 1}p) ve Y’nin
q(- ly) urete¢ fonksiyonlar: agik sekilde tanimlandiginda esitlik (2.35) ve (2.36) ile
Tablo 2.2 ve Tablo 2.3 kullanilarak Z’nin dagilim: elde edilebilir.
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2.2.1.3. Uggensel Dagihmin Konvoliisyonunun Dagilimi

Van Dorp ve Kotz (2003), aynntilariyla yukarida anlatilan genel formdan
yola c¢ikarak (ggensel dagilima sahip iki bagimsiz rastgele degiskenin
konvollsyonunun dagilimini asagida anlatildig: sekilde elde etmistir.

X veY, 6, ve 6, yansima parametreli ve [0,1] araliginda tamml: tggensel
dagihima sahip olsun. Urete¢c fonksiyonlari ise swrasiyla, p(x Ip) =2x ve

q(y ly) = 2y dir. Boylece 6, < 6, ve 6, + 6, < 1 varsayimlar altinda;

k, = 2/(30,06,) olmak lzere;

k]_Z3, A E [01 9}6)
B k,(36%z — 2 63), Z € [64,6y)
I1(Z nglgy) - k (3(92 +92) _ ;3 _2(p3 3
1(3(02 +062)z -2z (03 +63)), z€[6,,0,+06,)
0, diger durumlarda
(2.41)
k, = 2/(3 6,(1 — 6,)) olmak Uzere;
( k,(32z% — 23 +36,(6, — 2)z
+605(3—-26,)), z€[b,,6,+80)
2 __ap2
12(2 |9xl ey) = kZ(gx (2936 + 3) 39}62)’ z € [ex, +9y1 1) (242)
k,(z3 —3z2+3(1—62)z
+02(20, + 3) — 1), z€[1,6,+1)
\ 0, diger durumlarda

ks =2/(3(1 - 6,)6,) olmak Uzere;
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I;(z 16,,0,) =<

((k3(3z% — z3 + 360,(0, — 2)z

+99%(3 - 29x))1 zEe [Qxl O + Hy)
k3 (62(26, + 3) — 36022), Z € [0, +6,,1)

2.43.

ks(z® —32% +3(1 - 62)z (243)
+02(26,, + 3) — 1), z€[1,,6,+1)
\ 0, diger durumlarda

ky,=2/(3(1-6,)(1-6,)) olmak (izere;

1,(z 16,,6,) =3

(ky(z® — 622 +3(2+3(0, +6,) — 02— 0,)z
+2(03 +603)—6(6,+06,)), z€[0,+6,,0,+1)

ky(—3 + 60, —302)z (2.40)
+265 — 66, + 4), z€[0,+16,+1)
k,(2 — z)3, z€[6,+12]
\ 0, diger durumlarda

integral parcalar: elde edilir ve (2.35.) numaral esitligi uygulanirsa Z’nin oyf si

esitlik (2.45.) deki gibi elde edilir.

gz(z 10,, By) =

(2.45) esitliginde yer al

esitliklerle verilmistir.

( 92;;’ z€[0.6,)
ol e
3(9,5(19—392,(()29;@2)1—9},))’ z € [6y,6; +6,)

4 3({6/_45(—% z€[6,+6,1)  (245)
39x(1g—5(92x()zefz)1—9y)’ z€[1,6,+1)
2(23322+3§1—fzz§;y0§+49y_1)’Z €6, +1, 9y +1)

)3
L #(Zl)_gy), z €[6,+1.2]

an gs;;(z 10), g4z (z 10) ve gs,(z 10) ifadeleri ise asagidaki
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g3z(2 10) = 2((996931 - 1)23 + 3(9x + 0, — 29,693/)22
-3 (99%(1 - Qy) + 93%(1 - Qx)) zZ + 9;’(1 — Qy) + 9}9;(1 _ Qx))
(2.46)

9az(z 10) = 2(z% — 622 + (6 + 36, + 30, )z — 6,(3+ 0,) — 6,(3 +6,))

(2.47.)
952(z10) = 2((6, + 0, — 6,6,)z° — 3(6, + 6,)2%)
+3(6,(1+62) +0,(1+62)) z— (6, +6,)
—0,0,(02 + 62 + 30, + 36, — 2) (2.48)

Boylece, ucgensel dagilimhi  bagimsiz  iki rastgele  degiskenin
konvolisyonunun tam dagilimi (2.45.) esitligindeki gibi parcali formda bir oyf ile

elde edilir.
2.3. Uggensel Dagilimh ki Rastgele Degiskenin Carpiminin Dagilimi

Glickman ve Xu (2008), ucgensel dagilima sahip bagimsiz iki rastgele
degiskenin carpiminin tam dagilimini elde etmistir. Tezin bu kisminda oncelikle,
Glickman ve Xu (2008) nun elde ettigi tam dagilim verilecek, sonrasinda ise yazarlar
tarafindan verilmemis olan sinir parametrelerinin sifir oldugu 6zel durumlar
calisilacaktir.

V' = XY olsun. V’nin oyf si ise asagidaki integralin ¢oztlmesiyle elde edilir.

f@) = [ (3) )y (249)

Oyf lerin simirlh uzayda parcali fonksiyonlar olmalari nedeniyle, burada

integral sinirlar: agagida anlatilan cesitli durumlara gore belirlenir.
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Durum 1: Ilk durumda x ve y icin arahk degerleri a<x<m, c<y<n
seklindedir. Bu durumda kullanilacak olan integral sabiti,
ki=4/((d-c)(n=c)(b—a)(m—a)) olarak verilir. Yukarida bahsedildigi
gibi bu durumda, an <mc, an = mc ve an > mcolmak Uzere (¢ alt durum

mevcuttur.

Birinci alt durum olan an < mc durumu;

( kq [Z(ac —v)+ (ac+v)In (i)] ,v € (ac,an)
fi1(v) = J kq [a(c —-n) — (1 — %) v+ (ac+v)In (g)] ,v € (an, mc)
ky [(%+§)v —mc —an+ (ac+v)In (%)],v € (mc, mn)

(2.50.)

ikinci alt durum olan an = mc durumu:

ky [Z(ac —v)+ (ac+v)In (1)] ,v € (ac,an)
fi2(v) = " [(a “

Z+%)v—mc—an+(ac+v)|n(%)],v € (an,mn)

(2.51.)

Uclinct alt durum olan an > mc durumu;

k4 [Z(ac —v)+ (ac+v)In (i)] , v € (ac,mc)
fia@) ={ ke [(£ = 1) v+ (@ = m)e + (ac +v) In (Z)

|
Uﬁ [(%+§)v—mc—an+(ac+v)ln (m—)],v € (an, mn)

v

v € (mc,an)

(2.52.)

Durum 2: ikinci durumda x ve y icin arahk degerleri a<x<m, n<y<d

seklindedir.  Bu  durumda  kullanilacak  olan  integral  sabiti  ise
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k,=4/((d—-c)(d—n)(b—a)(m—a)) olarak verilir. Birinci duruma benzer
olarak, ad < mn, ad = mn ve ad > mn olmak Uzere ¢ alt durum mevcuttur.

Birinci alt durum olan ad < mn durumu;

( k, [(%+ 1)v—a(n+d) + (ad+v)|n(%)], v € (an,ad)

Fru(w) = J k|(S-1)v+ad—-n)+(@d+v)In(3)] . ve (admn)
k, [(a +m)d — (% + 1) v+ (ad +v) In (ﬁ)] , v € (mn, md)
(2.53)

ikinci alt durum olan ad = mn durumu;

k, [(%+ 1) v—an+d)+ (ad +v)In (C:]—n)] , v € (an,ad)
k, [(a +m)d — (%+ 1) v+ (ad +v)In (ﬁ)] , v € (ad, md)
(2.54.)

f22(v) =

Uciincii alt durum olan ad > mn durumu;
( k, [(%+ 1)17 —a(n+d)+ (ad+v)In (‘L—n)], v € (an, mn)
fos(v) = J k, [(m —a)d — (% — 1) v+ (ad +v) In (%)] , v € (mn,ad)
k, [(a +m)d — (% + 1) v+ (ad +v)In (ﬁ)] , v € (ad, md)
(2.55.)

Durum 3: Uglincii durumda x ve y icin aralik degerleri m<x<b, c<y<n
seklindedir. Bu durumda  kullanilacak  olan  integral  sabiti ise
k:s=4/(((d—-c)(n—c)(b—a)(b—m)) olarak verilir. Birinci duruma benzer
olarak bu durumda da, mn < bc, mn = bc ve mn > bc olmak (zere (¢ alt durum
mevcuttur.

Birinci alt durum olan mn < bc durumu;
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fk3 [(%+1)17—(m+b)c+(bc+v)ln(%)],v € (mc, mn)

fi(w) = J ks|[(1=2)v+b—c) + (be+v)In(2)| v e (mn,be)
l ks [b(n+c) - (1+§)v+(bc+v)ln(%)] v € (bc, bn)

(2.56.)

ikinci alt durum olan mn = bc durumu:

ks [( +1)v—(m+b)c+(bc+v)|n(ﬂ)], v € (mc, mn)
fs2(v) = Uv
ks [b(n+c)—(1+z)v+(bc+v)ln(a ] , v € (mn, bn)

(2.57.)

Uciincii alt durum olan mn > bc durumu;

ks [( + 1)17 —(m+b)c+ (bc+7v)In (ﬂ)] v € (mc, mn)

f2z3(v) = [(— — 1) v+c(b—m)+ (bc+v)n (%)] , v € (mn, bc)
\ k3 [b(n+c) — (1+z)v+(bc+v)ln(l;)] v € (bc, bn)
(2.58.)

Durum 4: Son durumda ise x ve y icin aralik degerleri m<x<b, n<y<d
seklindedir.  Bu  durumda  kullanilacak  olan  integral  sabiti ise
k,=4/((d—c)(d —n)(b —a)(b—m)) olarak verilir. Birinci duruma benzer
olarak, md < bn, md = bn ve md > bn olmak lzere U¢ alt durum mevcuttur.

Birinci alt durum olan md < bn durumu;

kal(bn+dm — (S+2) v+ (bd +v)In(=)|, v € (mn,md)
fi1(v) =3 ky (n(n —d) + (1 — %) v+ (bd+v)In (%)] , v € (md, bn)
| ks (20— bd) + (bd + v) In (22) | . v € (bn, bd)
(2.59.)

25



2. UCGENSEL DAGILIM Selim GUNDUZ

ikinci alt durum olan md = bn durumu;

k4[(bn +dm — (% + %) v+ (bd + v)In (%)] , v € (mn,md)
ks (2(v = bd) + (bd + v) In (22) ] . v € (md, bd)
(2.60.)

fax (V) =

Uglinct alt durum olan md > bn durumu;

( k4[(bn +dm — (% +%) v+ (bd +v)In (#)] , v € (mn, bn)
fia(v) = J ke (v(1=2) + (m = b)d + (bd + v) In ()], v € (bn, ma)
ke (2(v — bd) + (bd + v) In (22) ] v € (md, bd)

(2.61.)

Gorildugu gibi carpimin oyf sini belirlemede an, mc, ad, mn, bc, md ve bn
cokluklarimn birbirlerine gore siralamasi rol oynamaktadir. Ornegin, ilk olarak an ile
mc Karsilastinilhir. Buna gore f;;(v)’ lerden biri alinir. Sonra ad ile mn karsilastirilir
ve f,;(v)’lerden biri alinir ve bu sekilde devam edilir. Boylece v € (vy_q, vy) icin V
nin oyf si (2.63.) esitligindeki U(x) gosterge fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi

elde edilir.

fv(v) = flU(an—mc) + fZU(ad—mn) + f3U(md—bn) + ﬁl—U(md—bn)(v) (2-62-)

1, x<O
U(x) =42, x=0 (2.63.)
3, x>0

2.3.1. Sinir Degerlerinin Sifir Oldugu Ozel Durumlar

Yukardaki kistmda anlatilan V’nin tam dagilimi, Glikman ve Xu (2008)

tarafindan sinir degerlerinin pozitif oldugu varsayimiyla elde edilmistir. Halbuki sinir
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degerleri pekala sifir degerini de alabilmektedir. Bu durumda V’nin tam dagiliminin
ne olacag: bilinmek istenebilir. Bu kissmda Glikman ve Xu (2008) nun c¢alismasinin
bir tamamlayicis: olarak bu 6zel durumlarda V’nin oyf leri elde edilmistir.

X~Triangular(a,m,b) ve Y~Triangular(c,n,d) bagimsiz iki rastgele
degisken olmak tzere, a=0,c =0 ve a=0,c# 0 durumlarn g6z Onlinde
bulundurularak V = XY nin oyf leri elde edilecektir.

Ozel durumlar igin de genel durumdakine benzer olarak, V’nin oyf si (2.49.)
numarah esitlik yardimiyla elde edilmekte ve oyf lerinin pargali tanimli olmalarindan
Oturd dort farkl durum ve bu durumlarin farkl alt durumlar: ile karsilasilmaktadir.
a=0, c=0vea=0, c# 0 igin tim durum ve alt durumlar sirasiyla Tablo 2.4.

ve Tablo 2.5. ile verilmektedir.

Tablo 2.4. a = 0, c = 0 i¢in durumlar ve alt durumlar

Durumlar Alt durumlar
0<x<m,0<y<n 0<mn
O0<x<m,n<y<d mn < md
m<x<bhb,0<y<n mn < bn
m<x<bn<y<d md < bn,md = bn,md > bn

Tablo 2.5. a =0, ¢ # 0 i¢in durumlar ve alt durumlar

Durumlar Alt durumlar
O0<x<m,c<y<n mc < mn
O0<x<m,n<y<d mn < md
m<x<b,c<y<n mn < bc,mn = bc,mn > bc
m<x<b,n<y<d md < bn,md = bn,md > bn

2.3.1.1. Alt Sinirlarin Sifir Olmasi1 Durumu

Birincidurum (0 < x <m, 0 <y <n),

W)=/, 22 2Q)1 g (2.64.)

v/nbm dn x

fonksiyonu yardim ile elde edilir. Benzer islemlerle ve integrallerin ¢Ozilmesiyle

diger tum durumlar ve alt durumlar asagidaki gibi elde edilir.
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Durum 1: 1ilk durumda x ve y icin arahk degerleri 0<x<m, 0<y<n

seklindedir. Bu durumda kullanilacak integral sabiti ise k; = 4/dbmn olarak verilir.

fiW) = ki [vin (Z2)] v € (0,mn) (2.65.)

Durum 2: 1kinci durumda x ve y icin arahk degerleri 0<x<m, n<y<d
seklindedir. Bu durumda kullanilacak olan integral sabiti ise k, = 4/bd(d — n)m

olarak verilir.

k, [vln (2) + % - 1] , v € (0,mn)

f2(v) = k, [v (ln (%) — 1) + dm] ,v € (mn, md)

(2.66.)

Durum 3: Ugiincii durumda x ve y igin aralik degerleri m<x<bh, 0<y<n
seklindedir. Bu durumda kullanilacak olan integral sabiti ise k; =4 / bd(b — m)n

olarak verilir.

ks [v (—1 +%+ In (%))] , v € (0,mn)

f:(v) = ks [v(ln(%)_1)+nb] v € (mn, bn)

(2.67.)

Durum 4: Son durumda ise x ve y icin aralik degerleri m<x<b, n<y<d
seklindedir. Bu durumda  kullanilacak  olan  integral  sabiti ise
k, =4/ (bd(d —n)(b—m)) olarak verilir.

Birinci alt durum olan md < bn durumu;

far(v) = J AL (1n— D+bn-a)+@+bd)in(5)| ve(mdbn)
k, [2(17 — bd) + (v + bd) In (?)] v € (bn, bd)

( k, [—v(g+%)+bn+dm+(v+bd)ln(#)],vE (mn, md)

(2.68.)
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ikinci alt durum olan md = bn durumu:

k, [—v (g + 2) +bn+dm+ (v+bd)In (L)] , v € (mn,md)
f42 (U) — n m ba mn
k, [2(v — bd) + (v + bd) In (7)] v € (bn, bd)
(2.69.)

Uciincii alt durum olan md > bn durumu;

ka|-v (5+2) + bn+ dm + (v + bd) In ()| v € (mn, bn)

fia) =1 k, [v (1-2)+d(m=b)+(v+bd)In (%)] v € (bn, md)
Lka [2(0 = bd) + (v + ba) in (22)] ‘v € (md, bd)

(2.70.)

Carpimin oyf sini belirlemede md ve bn c¢okluklarinin birbirlerine gore
siralamas: rol oynar. Ornegin, Durum 4’te md ile bn Karsilastirihr ve buna gore
f2i(v) lerden biri alimir. Béylece v € (0, bd) igin V’nin oyf si (2.63.) esitliginde
verilen U(x) gosterge fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi elde edilir.

fo() = X1 fi(W) + favna-pny (V) (2.71.)
2.3.1.2. Alt Sinirlarindan Yalniz Birinin Sifir Olmasi Durumu
Birincidurum (0 < x <m, c £y <n),

vie 2G-0¢) 2x1
[ —= " _=_Zdx,v € (0,mc)
v/n (d—c)(n—c) bm x
V) = 2.72.
fl( ) m 2(£—C) 2x 1d ( )
fv/n—(d—c)(n—c)ﬂz x,v € (mc, mn)
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fonksiyonu yardimi ile elde edilir. Benzer islemlerle ve integrallerin
cozllmesiyle diger tim durumlar ve alt durumlar asagidaki gibi elde edilir:

Durum 1: ilk durumda x ve y icin aralik degerleri 0<x<m, c<y<n
seklindedir. Bu durumda  kullanillacak  olan  integral  sabiti ise
k, =4/((d — ¢)(n — c)bm) olarak verilir.

ky [v (ln (g) +%— 1)] , v € (0,mc)

fiv) = ks [v (ln (Tn) + %) _ cm] v € (mc, mn)

(2.73.)

Durum 2: Ikinci durumda x ve y icin arahk degerleri 0<x<m, n<y<d
seklindedir.  Bu  durumda  kullanilacak  olan  integral  sabiti  ise
k, = 4/((d — c¢)(d — n)bm) olarak verilir.

f(v) =

ko, [v (ln (g) + % - 1)] , v € (0,mn) (2.74)
n

ko, [v (l (ﬁ) - 1) + dm] , v € (mn,md)

Durum 3: Uglincli durumda x ve y icin arahk degerleri m<x<b, c<y<n
seklindedir.  Bu  durumda  kullanilacak  olan  integral  sabiti  ise
ks = 4/((d — c)(n — c)b(b — m)) olarak verilir.

Birinci alt durum olan mn < bc durumu;

(k3 [v (1 + %) —c(b+m)+ (v+bc) (ln (%))] , v € (mc, mn)

f31(v) =1 ks [v (1 — %) +b(n—c)+ W+ bc)in (i)] , v € (mn, bc)
k ks [—v (1 + %) +b(c+n)+ (Ww+bc)in (:—b)] ,v € (bc,bn)
(2.75.)

ikinci alt durum olan mn = bc durumu:;
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f32(17) = {k3 [17 (1 N %) —clb+m)+ v+ be) (ln (?))] ,V € (mc, mn)

ks [—v (1 + %) +b(c+n)+ W+ bc)ln (E)] , v € (mn, bn)

(2.76.)

Uciincii alt durum olan mn > bc durumu;

Jk3 [v(1+2) — (b +m) + (v + be) <ln (%))] v € (me, be)
2 - 1) +c(b—m) + (v + be) ln(%)] v € (bc, mn)

(1 +%) +b(c +n) + (v + bc) In (%)] ,v € (mn, bn)
(2.77.)

Durum 4: Ugiincii durumda x ve y icin arahk degerleri m<x<b, n<y<d
seklindedir. Bu durumda  kullanilacak  olan  integral  sabiti ise
k, = 4/((d — c)(d — n)b(b — m)) olarak verilir.

Birinci alt durum olan md < bn durumu;

k4[—v(%+%) +bn+dm+ (v +db) + ln(#)],v € (mn, md)
fu () =1 k4 [v (1 _ g) +b(n—d) + (v+ bd) In (%)] v € (md, bn)
| k4 [2(v — bd) + (v + bd) In (%)] v € (bn, bd)
(2.78.)

ikinci alt durum olan md = bn durumu;

v
n mn

k4[—v(2+£)+bn+dm+(v+db)+ln( )],vE(mn,md)
f42(v) = m bd
k4[2(v - ba) + (v + bd) In (=) v € (md, bd)

(2.79.)

Uciinci alt durum olan md > bn durumu;
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{k4[—v(%+%) + bn +dm + (v+db)+ln(#)],v € (mn, bn)
fia(w) = J ka[v(1-2)+dm—-b)+ w+bd)in(2)] v e (bnma)
k4[2(v - ba) + (v + bd) In ()] v € (md, bd)

(2.80.)

Carpimin oyf sini belirlemede bc, bn, md ve mn cokluklarinin birbirlerine
gore siralamasi rol oynar. Durum 3’te mn ile bc, Durum 4’te ise md ile bn
karsilastirihir ve buna gore f5;(v) lerden uygun olan: ile f,;(v) lerden uygun olan
secilir. Boylece v € (0, bd) icin V’nin oyf si, (2.63.) esitligindeki U(x) gosterge
fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi elde edilir.

fv(v) = L'2=1fi(v) + f3U(mn—bc)(v) + f4U(md—bn)(v) (2-81-)

Sekil 2.2.(a) da, n =0.1ve m icin 0.1,0.5 ve 0.9 degerleri verilerek,
X~Triangular(0,m,1) ve  Y~Triangular(O,n,1) oldugundaki f(v)
fonksiyonunun sonugclar: verilmistir. Sekil 2.2. (b) de ise, n = 0.9 e yukseltilmis ve
m i¢in yine 0.1,0.5 ve 0.9 degerleri verilmistir. Her iki sekilde de m arttikga
dagilimin beklenen deger, varyans ve basikliginin arttigi gorilirken, n arttikca ise
dagilmin beklenen deger ve varyansinin arttigi, carpikhginin ise azaldigi
gorulmektedir.
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I m=0.1 — m=0.1
"_: rl:ﬂrl m:ﬂ_s —— . nzﬂrg m=u 5 s
m=0.9 --- m=0.9 --

Sekil 2.2. Belirli m ve n degerleri igin f(v) nin grafikleri (a =c=0,b =d = 1)

Tablo 2.6. da alti dagilimin her birinin ortalamas: ve varyansi verilmistir.
Beklenen deger, bagimsizhik varsayimiyla h(x) ve g(y) nin ortalamalarinin

carpimiyla kolayca gortlmektedir.

Tablo 2.6. Belirli m ve n degerleri igin f(v) nin beklenen deger ve varyanslari
(a=c=0b=d=1)

m n E(V) Var(V)
0.1 0.1 0.1344 0.0161
0.5 0.1 0.1833 0.0203
0.9 0.1 0.2322 0.0296
0.1 0.9 0.2322 0.0296
0.5 0.9 0.3167 0.0315
0.9 0.9 0.4011 0.0431

2.3.2. Uygulama

a=0,c# 0 durumu icin, bagimsiz iki Ucgensel rastgele degiskenin
carptminin - dagihminin  yapisini - 6rneklendirmek amaciyla asagidaki uygulama
yapilmistir. Bu uygulama, istanbul’da Uretilen seker pancarindan yillara gore elde
edilen hasilati gostermektedir. Hasilat, o yil Gretilen seker pancari miktarinin, yine

aym yil belirlenen birim fiyati ile carpilmasiyla elde edilir. Miktar ve birim

33



2. UCGENSEL DAGILIM Selim GUNDUZ

fiyatlariyla ilgili ~ veriler Tablo 2.7. de yer almaktadir. Bu veriler

http://www.turkseker.gov.tr sitesinden alinmastir.

Tablo 2.7. Turkiye seker pancari ahm fiyatlari ve Istanbul ili icin seker pancan
uretim miktarlary
Uretilen Pancar %16 Polar Seker Iceren
Yillar (Ton) Pancar Fiyatlari ( TL/Ton)
2001 1362 50,00
2002 2774 74,00
2003 1197 88,31
2004 1420 98,91
2005 1892 99,00
2006 820 92,00
2007 199 96,00
2008 0 110,00
2009 0 116,00
2010 723 119,00
2011 753 126,00

Seker pancarinin dretim miktar: ile birim fiyatinin yillara gére minimum,
maksimum ve ortalama degerlerine Tablo 2.8. de yer verilirken, R programi (R
Development Core Team, 2011) yardimiyla hesaplanan tanimlayici istatistikler ise
Tablo 2.9. da sunulmustur.

Tablo 2.8. Hasilat: yillik retim ve birim fiyat parametreleri

Belirlenen yil Uretim Fiyat Pancar
miktan fiyati
En az verimin oldugu yil 0 En ucuz fiyat (2001) 50.00
Ortalama verim 1012.72 Ortalama fiyat 97.20
En fazla verimin oldugu yil 2774 En pahali fiyat ( 2011) 126.00

Tablo 2.9. Hasilat: tanimlayicr istatistikler

Minimum 2027.391
Maksimum 320037.2
Ortalama 115545.8
Medyan 108187.3
Mod 90000.0
Standart sapma 57243.82
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Bdylece tezin bu kisminda lcgensel dagilima sahip iki bagimsiz rastgele
degiskenin carpiminin oyf si olan f(v) nin bilesenleri sunulmustur. Bu bilesenler, iki
ucgensel dagilimin her birinin ¢ parametresinin degerlerine bagli olarak elde
edilmistir. Boylece X ve Y icin lggensel dagilimin parametreleri bilindigi zaman,

V = XY carpiminin herhangi bir deger araliginin olasiligi hesaplanabilir.

2.4. Ucgensel Dagihmh X ve Y Rastgele Degiskenlerinin Boliminin Dagilimi

Bu kisimda, Glikman ve Xu (2008) nun iki rastgele degiskenin ¢arpiminin tam
dagilimint bulurken kullandigi yontem, bolumin kullanisli iki formunun tam

dagilimi bulunurken de kullanilacaktir (Gunduz ve Genc, 2015a).

2.4.1. X/Y’nin Dagilim

X~Triangular(a,m,b) ve Y~Triangular(c,n,d) bagimsiz iki rastgele
degisken olmak tizere, V = X/Y olsun. Burada Z = 1 /Y donusumi uygulandiginda
Z’nin oyf si (2.82.) numaral esitlik ve V’nin oyf si ise (2.49.) numaral: esitlik
yardimiyla elde edilir.

1
(d—igfd—i)zz ! % Szs %
g(z) = ) (2.82.)
2(;-0) 1 1
—_— - S VA S -
(d-c)(n-c)z2 ' n c

V’nin oyf si elde edilirken dort farkli durum ve her bir duruma ait t¢ farkl alt
durumun g6z 6ninde bulundurulmas: gerekmektedir. Bu durum ve alt durumlar
Tablo 2.10. de verilmistir.

Tablo 2.10. iki rastgele degiskenin carpimin oyf sini belirlemedeki durumlar

Durumlar Alt Durumlar

a<x<m, 1/d<z<1l/n a/n <m/d, a/n=m/d, a/n >m/d
a<x<m, 1/n<z<1l/c alc <m/n, alc =m/n, alfc >m/n
m<x<b, /d<z<1l/n m/n < b/d, m/n=>bl/d, m/n>b/d
m<x<b, 1/n<z<1l/c m/c < b/n, m/c =b/n, m/c > b/n
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Birinci durumun ilk alt durumu, a/n < m/d igin;

D T o N ol N
1) = a (b-a)(m-a) (d-c)(d-n)v? x X, v d'n
— _ radv  2(x—-a) Z(d_g)xz 1 a m
ful) = ha(v) = fvn (b—a)(m-a) (d—c)(d-n)v? xdx’ ve (n' d) (2:83)
_ rm  2(x—a) Z(d—g)xz 1 m m
k113(v) - fvn (b—a)(m—a) (d—c)(d—n)v?2 xdx’ vEe (d ! n)

integralinin ¢ozulmesiyle kapali formda f;, (v) elde edilir. DOrt durumun tim alt
durumlarinin kapali formdaki fonksiyonlar: da benzer sekilde elde edilerek sonuclar
asagidaki gibi verilir.
Durum 1: 1Ilk durumda x ve z icin aralik degerleri a <x<m, 1/d <z<1/n
seklindedir. Bu durumda kullanilacak olan integral sabiti,
k, =1/(3(b —a)(m —a)(d — c)(d —n)) olarak verilir.

Yukarida bahsedildigi gibi bu durumda, a/n<m/d, a/n=m/d ve
a/n>m/d olmak Uzere ¢ alt durum mevcuttur. Dagilimin daha sade ifade

edilebilmesi icgin integralin parcalar: ayr: ayr: elde edilecek ve I ;(v) esitlikleri ile

tanimlanacaktir.
L1 (V) = ky |- = (a — dv)*(a + dv) (2.84.)
I2(v) = ki[5 (d — n)?v3(=2a(d + 2n) + (d? + 2dn + 3n?)v]  (2.85)

Li;(v) = ky[1/v3 (=3m* + 4dm3v + n3(—4d + 3n)v*
+a(4m® — 6dm?v + 2(3d — 2n)n?v?))] (2.86.)

I',(w) = kl[—U%(a —m)?(a® + m(3m — 4dv) + 2a(m — dv))] (2.87.)

Birinci alt durum olan a/n < m/d durumu;
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Ii;(v), vE (31%)
fit(w) = { 2(v), v € (%,%) (2.88.)

UIS(V)’ vE (%,%)
ikinci alt durum olan a/n = m/d durumu;

111(17), vVE (%’%)

a m (2.89.)
Ii3(v), veE (;,;)

f12(v) :{

Uclinci alt durum olan a/n > m/d durumu;

111(17)’ vVE (%l%)
fis() = I'12(v), vE (%1%) (2.90.)

113(17), vVE (%’%)

Durum 2: ikinci durumda x ve z icin arahik degerleri a<x <m, 1/n<z<1/c
seklindedir. Bu durumda kullanilacak olan integral sabiti,
k, =1/(3(b —a)(m—a)(d —c)(n—c)) olarak verilir, Bu durumda da
a/c<m/n,a/c=m/nvea/c>m/nolmak lzere i¢c alt durum mevcuttur.
Dagilimin daha sade ifade edilebilmesi icin integralin parcalari ayri ayri elde

edilecek ve I,;(v) esitlikleri ile tanimlanacaktir.
L,(v) =k, [U% (a —nv)?(a? + 2a(—c + n)v + n(—4c + 3n)v2)] (2.91.)
L,(v) =k, [U% (c —n)?v3(=2a(c+2n) + (c? + 2cn + 3n2)v)] (2.92.)

Ls(v) =k, [1%3 (m — cv)?(3m? + 2cmv + c?v? — 2a(2m + cv))] (2.93)
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I, (v) =k, [U% (a —m)?(a? + m(3m — 4cv) + 2a(m — cv))] (2.94.)
Birinci alt durum olan a/c < m/n durumu;

IZl(v)l vVE (%l%)
far(0) ={ I2(v), v €C,7) (2.95)

m m
I3(v), v € (;,j)
Ikinci alt durum olan a / ¢ = m / n durumu;

IL,y(v), ve (%,%)

a m 2.96.
IL3(v), v € (;,?) ( )

f22(v) =

Uciincii alt durum olan a / ¢ > m / n durumu;

121(17), vE (%’%)
fos() = 1"22(v), v € (%,%) (2.97)

IL3(v), v € (%,%)

Durum 3: Ugiincii durumda x ve z icin aralik degerlerim < x < b, 1/d <z < 1/n
seklindedir. Bu durumda kullanilacak olan integral sabiti,
ks =1/(3(b —a)(b—m)(d — c)(d —n)) olarak verilir. Bu durumda da
m/n<b/d, m/n=b/d ve m/n>b/d olmak lzere ¢ alt durum mevcuttur.
Dagilimin daha sade ifade edilebilmesi icin integralin parcalari ayri ayri elde

edilecek ve I3;(v) esitlikleri ile tanimlanacaktir.

I31(v) = ks |- — (m — dv)?(3m? + 2dmv + d?v? — 2b(2m + dv)) |
(2.98)
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I, (v) = ks [— = (d = n)?v3(=2b(d + 2n) + (d + 2dn + 3n2)v)]
(2.99)

I33(v) = ks [ == (b — nv)?(b? + 2b(—d + n)v + n(-4d + 3n)v?)|
(2.100.)

I*3, () = ks [—Uis(b — m)2(b? + m(3m — 4dv) + 2b(m — dv))] (2.101.)
Birinci alt durum olan m/n < b/d durumu;

(1(v), veG.D)
fz1(v) = J I;;(v), ve (%,S) (2.102.)

b b
l133(17), vE (51;)
ikinci alt durum olan m/n = b/d durumu;

I3;;(v), ve (%,%)

2.103.
I33(v), ve (%,%) ( )

f32(v) :{

Uclinci alt durum olan m/n > b/d durumu;

(), veED)
fi(@) = { '), v €G5) (2.104)
), velD)

Durum 4: Son durumda ise x ve z icin aralik degerleri m < x <b, 1/n<z < 1/c
seklindedir. Bu durumda kullanilacak olan integral sabiti,
k,=1/@3(b —a)(b—m)(d —c)(n—c)) olarak verilir, Bu durumda da
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m/c<b/n, m/c=b/n ve m/c>b/n olmak Uzere U¢ alt durum mevcuttur.
Dagilimin daha sade ifade edilebilmesi icin integralin parcalari ayri ayri elde
edilecek ve I,;(v) esitlikleri ile tanimlanacaktir.

I,;(v) =k, (Bm* — 4cm3v + (4¢c — 3n)n3v + b/v3 (—4m3 + 6cm?v

+2n2(—3c + 2n)v?3)) (2.105.)

L,(v) =k, [—U%(c —n)?v3(=2b(c + 2n) + (c®> + 2cn + 3n2)v)] (2.106.)
Lia(0) = kg |z (b — cv)3 (b + cv)| (2.107.)

I"42(0) = kg |- = (b = m)?(b? + m(3m — 4cv) + 2b(m — cv))|  (2.108))
Birinci alt durum olan m/c < b/n durumu;
[141(17), vE (%1%)
fu(v) = J Lo(w), ve (%,%) (2.109.)
L), vedD

Ikinci alt durum olanm / ¢ = b / n durumu;

14,1(17), vVE (%’%)

143(17), v E (%,g) (2110)

far (V) = {

Uciincii alt durum olanm / ¢ > b / n durumu;
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(1a@), ve )
f43(v)=ll*42(v). veED (2.111)

lug(v). ve©.d)

Bolumin oyf sini  belirlemede a/n,m/d,a/c,m/n,b/d,m/c ve b/n
cokluklarinin birbirlerine gore siralamas: rol oynar. Ornegin, Durum 4’te m/c ile
b/n Karsilastirilir. Buna gore f,; (v) esitliklerinden biri alinir. Boylece v €
(a/d,b/c) icinV’nin oyf si (2.63.) numarali esitlikle verilen U(x) gosterge
fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi elde edilir:

fr(v) = fw(%—%) (v) + fzu(%-%) (v) + f3U( b) (v) + fw(m_g) (v) (2.112)

n d cn

2.4.2.Y/(X +Y) nin Dagihm

Bu bolimde V = X/Y donusimi kullanilarak W = 1/(1 + V) nin dagilimi
elde edilmistir. V = X/Y bolimunin dagilimina benzer olarak W nun dagilimi da
dort durum altinda incelenmistir. W nun oyf si asagidaki esitlik kullanilarak elde

edilecektir;

Gw)= Ji_ fi(v)dv (2.113)

v*, fy (v) oyf sinin araliklarina baghdur.
Durum 1: a/n<m/d, a/n =m/d ve a/n >m/d olmak Uzere Ug¢ alt durum
mevcuttur.

Birinci alt durum olan a/n < m/d durumu;

(L 1_ n__d
J w2 h13 (W 1)  WE (n+m : m+d)
1 1 d
911(w) = plu (; - 1), wE (m,a?:—n) (2.114.)
1 1 n d
hi(p-1) wehod
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ikinci alt durum olan a/n = m/d durumu;

—hi(z-1), we . =0)

gw)={"" " mm i d (2.115)
wh(-1) weGn

Uglincu alt durum olan a/n > m/d durumu;

—ha(3-1), we (= -)

w2 n+m'a+n
W)y=<9Lp (L_ no_d (2.116.)
913 | w2 "1 (W 1) W E (a+n'm+d)
1 1 d d
i (5-1) weGmd

Durum 2: a/c <m/n, a/c =m/n ve a/c >m/n olmak lzere ¢ alt durum

mevcuttur.

Birinci alt durum olan a / ¢ < m / n durumu;

c n

1 1
(WIZ?’ (;_ 1)’ wE (m+c’m+n)

1 1

guW) =§ Sy (2-1), we (= ,-5) (2.117)
1 1 Cc n
il (5-1), we o)

Ikinci alt durum olan a / ¢ = m / n durumu;

i123(1 1),W€(C =

9wy ={" " e (2.118))
vl (5=1) we G )

Uciincii alt durum olan a / ¢ > m / n durumu;
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(i l_ c c

w2 L3 (W 1)’ We(m+c’a+c)
1 ., 1

G2sW) =10 (2 —1), we (=)
1 1 n n
Sl (5-1) we G 7o)

(2.119.)

Durum 3: m/n<b/d, m/n=>b/d ve m/n>b/d olmak Uzere U¢ alt durum

mevcuttur.

Birinci alt durum olan m/n < b/d durumu;
1 1 n d

(ks -1) weGhD
1 1 d n

gs1(w) =J e (5 —1). we G

l L (2-1), we (=, =)

w2 m+n’' m+d
Ikinci alt durum olanm / n = b / d durumu;

—ls(2-1), we =)

b+n'm+n

gz2(W) = i131(%—1),we(i,i)

1 ., 1 n
Gsw) = {7l 52 (5 - 1), we G 7

[ (1) we G

b+d ' m+d

(2.120))

(2.121.)

(2.122.)

Durum4: m/c<b/(n,) m/c=b/nvem/c>b/n olmak lzere l¢ alt

durum mevcuttur.

Birinci alt durum olan m / ¢ < b / n durumu;
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—la(2-1), we =20

w

b+c b+n
1 1 n c
g4—1(W) = ﬁlél-z (; - 1) » WE (m’m+c) (2123)
1 1 c n
Lzl (5-1) weGhn)

Ikinci alt durum olanm / ¢ = b / n durumu;

1

—la(2-1), we (=)

b+c' m+c

9a2(W) =19 | ! A (2.124.)
e (p-1) we G )
Uclincii alt durum olan m / ¢ > b / n durumu;
1 1 c c
(wla(5-1) weGh
1 .. 1 c n
gas(w) = J vl (G-1)we G (2.125)
1 1 n n
l vl (5—1) we G

V rastgele degiskeninin oyf sini belirlemede uygulanan yol izlenir ve boylece
W rastgele degiskeninin oyf si (2.63.) numaral esitlikle verilen U(x) gosterge
fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi elde edilir:

GwW) = g y(a_myW) + gy my W) + g,y m 0y (W) + g, m_v)(W)

n d

(2.126.)

Sekil 2.3. (a) ve (c) grafiklerinde, n = 1.2 ve m igin 1.2, 1.5 ve 1.8 degerleri
verilerek, X~Triangular(1,m,2) ve Y~Triangular(1,n,2) olmak tzere f(v) ve
g(w) oyf leri cizdirilmistir. Selik 2.3. (b) ve (d) grafiklerinde ise n =18 e
yukseltilmis ve m igin yine 1.2, 1.5 ve 1.8 degerleri verilmistir. Sekil 2.3.(a) da, m
arttikca dagilimin beklenen deger ve varyansinin arttigi ve sivriliginin azaldigi

gorilurken, Sekil 2.3. (b) de, n deki artisin dagilimin carpikliginin azalmasina ve
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sivriliginin artmasina etki ettigi gorilmektedir. Sekil 2.3. (c) incelendiginde, m
arttikca dagilimin beklenen deger ile varyansimn azaldigi ve basikliginin
degismedigi, Sekil 2.3. (d) ise n arttikga dagilimin belenekn deger ve sivriliginin

arttig1 varyansinin azaldigi gozlenmektedir.

n=1.2 it n=18
m=12 —— m=12 —
M=1.6 ssssenssa L
M=1.8  cowmrmer m=18 .-
. . Bl p 5 s e ks ad 4 8 8 8 B 8 8 5 b s s e ) ettt
; TR TEEET T TR T Y ;
(a) (b)
: ” ms12 —— ) - m:12 ——
A=l (3 [ — i A=l M=15 ssesanus
m=18 -ecccea. ' m=1l8 caaaea.
) 4
T T T TEE T T
(c) (dl

Sekil 2.3. Belirli m ve n degerleri icin f(v) ve g(w) fonksiyonlarimin grafikleri
(a=c=1 b=d=2)

Yukaridaki sekilde, m ve n nin farkli degerleri icin oyf leri incelenen bu

dagilimlarin beklenen deger ve varyanslar: Tablo 2.11. de verilmistir.
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Tablo 2.11: Belirli m ve n degerleri icin f(v) ve g(w) fonksiyonlarinin beklenen
deger ve varyanslari (a =c=1, b=d = 2)

m n E(v) Var(V) E(w) Var(w)
1.2 1.2 1.0232 0.0488 0.5 0.0028
1.5 1.2 1.0963 0.0495 0.4824 0.0026
1.8 1.2 1.1694 0.0560 0.4665 0.0027
1.2 1.8 0.8928 0.0373 0.5335 0.0027
1.5 1.8 0.9566 0.0379 0.5159 0.0024
1.8 1.8 1.0203 0.0428 0.5 0.0025

2.4.3. Uygulama

Strese maruz kalmis ve bu strese karsi direng gosteren bir sistem olsun.

Sistemin stres ve gugc degerlerinin kesin olarak bilinmedigini fakat stresin 2 MN

ortalama ile 1-3 MN arasinda ve gucin de 4 MN ortalama ile 2-5 MN arasinda

oldugu varsayilsin. O zaman X ile gosterilen stres degeri ve Y ile gosterilen guc

degeri tGcgensel dagilimla ifade edilebilir (Sekil 2.4).

10
0.8 :
0.6 :
0a 7

02 -

1

Sekil 2.4. X ve Y nin oyf leri

Sistem guvenirligi, P(Y > X) ya da denk olarak P(V <1) olasilig1 ve

sistemin basarisizhigr da P(X >Y) veya P(V > 1) olasihgina esittir. V nin tam

dagilimi bilindigi icin sistemin guvenirliligi tam olarak hesaplanabilir. Hesaplama
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sonucunda sistemin guvenirliligi 0.9861 bulunur ki bu da sistemin givenirliginin
yuksek oldugunun gostergesidir.

Ayrica gucun stresi belli bir ylizdelik oraninda asmasi olasilig: da bulunabilir.
Ornegin giiciin stresin %25 ini asmas1 olasihigi P(1.25X <Y) =P(V <0.8) =
0.9177 bulunur. Yani gucun stresi %25 lik bir miktarla yenmesinden %92 olasilikla

emin olunur.
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3. STANDART iKi YONLU KUVVET DAGILIMI

STSP, Van Dorp ve Kotz (2002a, 2002b) tarafindan ¢zellikle ekonomideki
risk ve belirsizlik problemlerinde beta dagilimina alternatif bir dagilim olarak
tammmlanmistir. Beta dagilimina alternatif olarak literatlirde daha ©nceden de
tanimlanmas cesitli dagilimlar mevcuttur. STSP dagiliminin da i¢inde bulundugu beta
tipi olarak simiflandirilan bu dagihimlarin, genel 6zellikler itibariyle birbirine
benzedikleri ancak matematiksel hesaplamalardaki kullanisliligi, sekilsel yonden
esneklikleri vb. acgilardan ise birbirlerine gore farkliliklar gosterdikleri géralmustar.
Van Dorp ve Kotz’un (2002a, 2002b) calismalarinda da, bahsedilen bu benzerlik ve
farkliliklar ortaya konulmustur. Ornegin, STSP dagiliminin pozitif uzayinin da beta
dagilimi gibi sonlu bir aralikta olmasiyla birlikte, STSP dagiliminin beta dagiliminin
aksine kapali formda bir kdf ve kantil fonksiyonuna sahip oldugu vurgulanmistir. Bu
acidan bakildiginda STSP dagiliminin beta dagilimina gére matematiksel agidan
daha kullanigh oldugu ve sekilsel yonden daha esnek oldugu sdylenilebilir.

Tezin bu boliminde 6zellikleri Van Dorp ve Kotz (2002a, 2002b) tarafindan
calisilmig olan STSP dagiliminin daha iyi taninmasi agisindan bazi 6nemli 6zellikleri
aktarilacaktur.

3.1. Olasihk Yogunluk Fonksiyonu ve Kumdulatif Dagihm Fonksiyonu

Van Dorp ve Kotz (2002a, 2002b) tarafindan tanimlanmis STSP dagilimina
sahip X rastgele degiskeninin oyf si;

n(%)n"l, O<x<m

n(ll_;::l)”"l, m<x<l1

f(x m,n) = (3.1)

esitligindeki gibi verilir ve STSP(m,n) gosterimi ile ifade edilir. Burada, n >0,
0<m<1 dir ve n tam sayr olmak zorunda degildir. Bununla birlikte, m

parametresi, yansima parametresi ve n parametresi ise bi¢cim parametresidir.
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STSP(m,n) dagiliminin kdf si ise,

m(%)”, 0<x<m
) = n 3.2.
Fd m,n) 1-(1-m)(=)  m<x<1 42)

esitligi ile ifade edilir.

STSP dagilimina sahip X rastgele degiskeninin oyf si, parametrelerinin aldigi

degerlere gore farkl: sekiller almaktadir. Ornegin;

n = 2 ise X rastgele degiskeninin oyf si Gicgensel dagilimlidir,

n = 1 ise X rastgele degiskeninin oyf si diizgln dagilimhdir,

a =0,m = b = 1ise X rastgele degiskeninin oyf si gli¢ fonksiyonuna dénusr,
0<m < 1ve0<n<1iseX rastgele degiskeninin oyf si U —sekillidir,

n > 1 ise X rastgele degiskeninin oyf sinin modu m olur.

— |
o w0752
\ P’
L ¢ .
A\ worsmls
\II' \ .a-""'ffr :"-. Ill'l.
%Y _ e\
%N — \x
1 e
r.-"'
- \ /
™ i Y /
18 - -..\_L_‘{__ ._, ".T‘-_
NP N
HE—— T i /
o %H “"h-_____q__ 5 '\‘I.I
P i S i
P > HH"“"-H,___ T ——A
& Y . M ol \

o4 [T [T] LT

Sekil 3.1. Farkli m ve n degerleri i¢cin STSP dagiliminin grafikleri
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3.2. Momentler

X~STSP(m,n) olmak uzere, esitlik (3.1) yardimiyla elde edilen k-mertebeden

moment;

m xn-1 1 1 — x 1
E[X*] =f x*n——dx +f xkn ( ) dx
0 m m 1-m

no(Mmo. n v
— n+ —1d + 1-— n—1d
_m"‘ljo X X = jmx (1-x) X
n xn+k 1-m
ik )n—lf (1 -t du

+k

_m:177:l+k (1- m)" 1J Z( 1) () G

B nmk+1 (1 m)1+n
_n+k )"12( 1)() i+n
EIXF] =222 B (-1) () 2 (2 — )i+ (3:3)

esitligi ile verilir. Boylece (3.3) numaral esitlikte k = 1 alinir ise beklenen deger;

n+1 n+1 n+1 n+1
olarak bulunur ve (3.3.) esitliginde k = 2 alinarak;

m(n-1)(mn+2)+2
(n+2)(n+1)

E[X?] =

(3.5.)
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ifadesi elde edilir. (3.4.) ve (3.5.) numaral esitliklerin kullaniimasiyla da varyans,

asagidaki gibi bulunur.

n—-2(n-1)m(1-m)
(n+2)(n+1)2

Var(X) =

(36.)

(3.4.) numarali esitlik n = 2 igin [0,1] araliginda taniml Gggensel dagilimin
ortalamasini verir (alt stnir 0, mod m ve st sitnir 1. n =1 i¢cin (3.4.) numarah
esitlik, 1/2 ye esittir ki bu da U[0,1] dagiliminin beklenen degeridir.

X ratgele degiskenin carpiklik ol¢usu;

_[E(x-w)?] _ E(x3)-3E(X?)E(X)+3E(X)E(X)?-E(X)3
o o3 o g3

1 3.7)
esitligi yardimiyla bulunur. (3.3.) numarali esitlikte k = 3 alindiktan sonra elde
edilen diger esitliklerle birlikte (3.7.) numarali esitlikte yerine yazilirsa, STSP
dagiliminin garpiklik katsayisi asagidaki gibi elde edilmis olur.

[n[m4—(1—m)4]  (n+1)(1-m)-3n(1-m)3 | 3n(1—m)3]
n+3 ) n+1 T n+2

V1= 3
n— 2m(n 1)(1-m)]2
(n+2)(n+1)

m(n—1)(mn+2)+2][mn—1)+1 m(n-1)+113
3[ (n+2)(n+1) ] n+1 ] n+1 ] (38)

3
[n—zm(n—l)(l—m)]i
(n+2)(n+1)

Ayrica X ratgele degiskenin basiklik 6l¢usu;

_[EGx-w)?*] _ E(x*)-4E(X3)E(X)+6E(X?)E(X)?-4E(X)E(X)3+E(X)*
- ot - ot

(3.9.)

esitligi yardimiyla bulunur. (3.3.) numaral esitlikte k =4 alindiktan sonra elde
edilen diger esitliklerle birlikte (3.9.) numarali esitlikte yerine yazilirsa, basiklik
Olcusi (3.10.) esitligindeki gibi bulunur.
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[n[ms—(l—m)s  (n+1)(1-m)-an(1-m)? en(1-m)3 4n(1—m)4]
— n+4 B n+1 T n42 n+3
Y2 n—2m(n—1)(1—m)]2

(n+2)(n+1)2

4[n[m4—(1—m)4]  (n+1)(a-m)—3n(1-m)? | 3n(1—m)3] m(n—1)+1]

n+3 B n+1 T n42 n+1

[n—zm(n—l)(l—m)]z
(n+2)(n+1)2

6[m(n—l)(mn+2)+2 [m(n—1)+l 2_[m(n—l)+l 4
(n+2)(n+1) n+1 n+1 (3 10 )
[n—Zm(n—l)(l—m) 2 ’ !
(n+2)(n+1)2

+

3.3. Dagihm Fonksiyonunun Ozellikleri
Beta dagilimina benzer olarak, STSP dagilimi stokastik olarak artan ve azalan

Ozellikleri saglar. Asagidaki teoremlerde ifade edilen dagilim fonksiyonu ile ilgili
Ozelliklerin ispatlar1 Van Dorp ve Kotz (2002a) da bulunur.
Teorem 3.1.
A. n > 1igin, dagilim fonksiyonu stokastik olarak artandir, dyle ki,

m; <my, x€(0,1) = F(x my,n) > F(x my,n). (3.11)
B. n <1igin, dagilim fonksiyonu stokastik olarak azalandir, dyle ki,

my; <my,, x€(0,1) = F(xd my,n) < F(x my,n). (3.12)

3.4. Kantil Fonksiyonunun Ozellikleri

xp, p — inci yuzdelik olarak ifade edilir, yani F(x,| m,n) = p dir. Verilecek
olan 2., 3. ve 4. ézellikler m’nin baslangic tahmininde kullanilabilir. Ozellik 3 ve 4,
xp Ve x;_, Kantilleri arasindaki beklenmedik iliskiyi vermektedir. Bu 6zelliklerin

ispatlar1 Van Dorp ve Kotz (2002a) un ¢alismasinda bulunabilir.

Ozellik 1: Dagihim fonksiyonundan x,, < p & p < m ifadesi elde edilebilir.

Ozellik 2: Benzer sekilde, Xp =m < p = m, n’nin degerinden bagimsizdir.
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Ozellik 3: p < min(m, 1 — m) olan, p’nin degerlerini ele alalim dagilim fonksiyonu

ve 1. dzellikten,

Xp _ (1-x1-p)" Xp
mn-1 (1-m)n-1 1-X1_p

= (li“m)% (3.13))

Xp
1—X1_p

esitligi elde edilir. Boylelikle oram p < min(m,1 —m) igin p degerine bagh
degildir.

Ozellik 4. Ozellik 3 e benzer olarak, p > maks(m, 1 — m) igin,

e (3.14)

1-xp 1-m
orani p degerinden bagimsizdir.
3.5. Limit Dagilhimlar:
X~STSP(m,n) dagilimina sahip olsun. Buna gore;

i) m=0, n—- o durumu: X rasgele degiskeni, lim,_ . F(d m=0,n)=
lim, (1 — (1 —x)™) = 1olup, stelik F(x{ m = 0,n) = 0 dir. Bdylece;

1, x=0

limpy_ e F(X| m= O,Tl) :G(X) - {0 x<0

sifir noktasinda 1 yogunluklu bir dejenere dagilima yakinsar ve oyf si ise asagidaki
gibidir.

1, x=0

P(sz)z{o, x#0
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i) m=1, n-> o durumu: X’in limit dagihmi, lim,_ . F(dm=1n)=

lim,_,. x™ = 0 olup, Ustelik F(x m = 1,n) = 1 dir. Boylece;

0, x=0

limn—mo F(X| m= 1,71) :G(X) = {1 x<0

oldugundan, tiim olasiligin 1 noktasinda toplandig: dejenere bir dagilimdir.
i) 0 <m<1, n- oodurumu: X rasgele degiskeni,

0, 0<x<m
1, m<x<1

lim, . F(0<m<1n)=Gx) = {
oldugundan m noktasinda 1 yogunluklu bir dejenere dagilima yakinsar.

O0<m<1ve n—- oo olarak alindiginda (3.3.) no lu esitlikten, bitin k
degerleri icin lim,_o, E(X*) = 1 — m elde edilir. Bunun sonucu olarak n — oo iken
k. moment 1 noktasinda 1—m nin yogunlugunda bir bernolli dagiliminin
momentine yakinsar. X ve bir bernolli degiskeninin ikisinin de uzaylari sinirlidir. Bu
limit dagihimlari, beta dagiliminin limit dagilimlarina denktir (Van Dorp ve
Mazzuchi, 2000). Bir bagka ifadeyle, STSP(m,n) dagilim sinifinin esnekligi beta
dagilim ailesi ile karsilastirilabilir.

Bir bagka ilging limit dagilim: bolumiin basindaki 6rnekle ilgili, A rastgele bir

sabit ve A > 0 olmak Uzere,
Y =(n-DAED) (3.15.)

lineer donusumi kullanilarak elde edilebilir. (3.1.) ve (3.15.) numarah esitlik ve

n > 1icin, asagidaki sekilde devam edilir;
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nm 1 r\n1
- , —(n—-1DA<Y <0
fol mna)y={ @ (1 554) o (3.16)
nm 1 my ) 0<Y < (1-m)(n-1)A
(n-1)A ( n—-1(1-m)A ! -
elde edilir. n — oo iken,
%exp G) Y<0

fOlmmnA) - f(yl mA) =1, oy (3.17.)

Zexp(—2=2), ¥ 20

A 1-mA

oyf si elde edilir. Boylece f(y| m,n,A), oyf si f(y| m,A) olan bir “Asimetrik
Laplace” dagilimina yakinsar (Johnson ve ark. 1994). Burada oyf si m ve 1 —m

icinde A parametresi ne olursa olsun sifirda bolunmustiir. Asimetrik Laplace

dagihmi, wu=0, ¢ = %,/(1 —-m)/m ve k=.,(1-m)/m durumlarinda,

Kozubowski ve Podgorski (1999) tarafindan incelenmistir.
3.6. Parametrelerin En Cok Olabilirlik Tahminleri

Ik olarak STSP dagihiminin parametreleri en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi
ile elde edilecek akabinde ise momentler yontemiyle parametre tahminleri

bulunacaktir.
X=X, X,,....Xs) Orneklemi icin X; < X, <--- <X, siwra istatistikleri

olsun. X 6rneklemi icin olabilirlik fonksiyonu,

T TS —x N L
L(X;m,n) = 1S {me(l) Mi=rs2(1 X(L))} (3.18)

mr(l_m)s—r
bigiminde olup, burada, Xy < m < X(,11y, X(0) = 0, X(541) = 1 dir. mve n nin en

cok olabilirlik tahmin edicileri, ispatt Van Dorp ve Kotz (2002b) da bulunan

asagidaki teoremde verilmistir.
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Teorem 3.2. X = (Xy,X,,...,Xs) Orneklemi STSP(m,n) dagilimindan alinmis
bagimsiz ve ayni dagilimli n hacimli 6rneklem olsun. (3.19.)’i maksimize eden en

cok olabilirlik tahmin edicileri,

m= X(f-)
~ s (3.19)
n=-— -
logM(7)
dir. Burada #* = argmaxr € (1,2,...s). M(r) ve
M(r) = T2 22 Ty gy — 2 (3.20.)

i=1 X(r) i=r+1 1-X(r)
3.7. Rastgele Sayr Uretimi

Olasilik integral dontsumi yardimiyla, STSP dagilimindan rastgele sayi
uretilebilir. (3.2.) numaral esitlikte yer alan kdf yardimiyla kantil fonksiyonu (3.21.)

numaral esitlikte verilmistir.

" (Z)lln’ y<m
F'(y) = 1 (3.21)
1—(1—m)(11_;3:l)n, y>m

U~Unif(0,1) ve aym sekilde (1 — U)~Unif(0,1) oldugundan Kkantil

fonksiyonu kullanilarak, X asagidaki gibi elde edilir ve boylece rastgele sayi

uretilmis olur.
1/n
n@" vem
X = 1 (3.22)
1—(1—m)(%)n, U>m
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4. iKi YONLU KUVVET DAGILIMI

Bu bolimde ilk olarak, o6zellikle risk ve belirsizlik problemlerinde
yararlanilan beta dagilimina alternatif olarak kullaniimasi icin, bir 6nceki bolimde
verilen STSP dagiliminin genellestirilmisi olan [a, b] araliginda taniml: TSP dagilimi
tanitilacaktir. Johnson (1997) ve Johnson ve Kotz (1999), bir uygulama yardimiyla
dort parametreli beta dagilimina alternatif olarak (i¢ parametreli Gggensel dagilimin
kullanilmasint 6nermislerdir. Ancak t¢gensel dagilim, dizgin dagilima, U bigimli
dagihima veya J bicimli bir dagilima makul bir sekilde donlsemediginden dolayi,
Van dorp ve Kotz (2002b) tarafindan bu dagilim genisletilerek dort parametreli
TSP dagilimi tanimlanmastr.

Ikinci olarak ise, TSP dagilimh bagimsiz iki rastgele degiskenin sirasiyla,

konvolisyonu, ¢arpimi ve boliminun tam dagilimlar: elde edilecektir.

4.1. 1iki Yonli Kuvvet Dagihmimin Ozellikleri

Bu kisimda, [0,1] araligina kisitlanmig olan STSP dagiliminin, genel [a, b]

araligina genisletilmisi olan formunun belli bash 6zellikleri verilecektir.

4.1.1. Olasihk Yogunluk Fonksiyonu ve Kuimulatif Dagilim Fonksiyonu

TSP dagiliminin oyf si (4.1.) numaral: esitlikle tanimlanmistir (Van dorp ve
Kotz, 2002b).

h(x) =@ (4.1)

TSP dagiliminda bulunan parametrelerden a ve b parametreleri tanim
uzayinin sinir noktalari, n sekil parametresi ve m ise esik parametresi olarak

tanimlanabilir.
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Y, STSP dagilimina sahip bir rastgele degisken olmak Uzere, X rastgele
degiskeninin  (4.1.) numaral esitlikteki oyf si, esitlik (3.1.) kullanilarak,
X = (b — a)Y + a lineer dontisimd ile elde edilmistir.

Boylece, TSP dagiliminin oyf sinin yapisal formu, STSP dagilimininki ile
benzer yapida olup, U ve J bigimli dagilimlara dontsimd mumkiin olmaktadir.

TSP(a,m,b,n) dagilimmnin kdf si ise (4.2.) numaral esitlikteki gibi ifade

edilir.

F(x) =1 m-az 4.2)

4.1.2. Momentler

(4.1.) numarah esitlik kullanilarak TSP(a,m,b,n) dagiliminin beklenen

degeri ve varyans: asagidaki gibi elde edilmistir;

a+(n-1)m+b

EIX]=—— (4.3)
Var(o) = (0 -y e (4)

4.1.3. Parametrelerin En Cok Olabilirlik Tahminleri

Bu kisimda, tg¢ parametreli Gggensel dagilimin parametrelerinin en ¢ok
olabilirlik yoéntemiyle tahmin edilmesine benzer olarak, dort parametreli
TSP dagiliminin parametreleri de tahmin edilecektir.

X, oyf si (4.1.) numarah esitlikle verilen TSP dagilimina sahip bir rastgele
degisken olsun. X = (X3, X3, ..., Xs), TSP(a, m, b,n) dagilimindan alinmis s birimlik

rastgele bir orneklem olmak Gzere, sira istatistikleri X1y < X(z) < < X5 dir.
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Esitlik (4.1.) den yararlanilarak, X icin olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlanmastir;

M, (X p=a) nf=r+1(b—Xa>)}"_1 (4.5

. — (M ~s
L(K, am, bin) - (b—a) { (m-a)"(b—-m)s—T
X0y = a,X(s41) =b ve r’nin anlam ise tam olarak Xy <m < X(;4q)
esitsizligince tanimlanan anlam kadardir. Boylece [a, b] araliginda tanimli ti¢gensel
dagilimin olabilirlik fonksiyonunun elde edilisine benzer olarak a ve b sabit

degerleri a < X(1) ve b > X4 olarak tanimlanir ve sonrasinda ise,

max  L(X;a,m,bn) = max[G)* (M(a b #(ab))""]  (46)
n>1l,asmsb n>1

esitligi elde edilir. (4.6.) numaral esitlikte yer alan 7(a,b) ve M(a,b,r) ise
asagidaki gibi ifade edilir:

#(a,b) = argmax M(a,b,7) 4.7)
re{1,.,s}

Xiy—a b—X;
M(a,b,r) = [TFo =2—TT5 Q@
( ) i=1 X(r)—a i=r+1 b—X(r)

(4.8.)

STSP dagiliminda gosterilen yontemlerle (4.5.) numaral esitlikteki olabilirlik

fonksiyonu maksimize edilmeye calisilir. Bunun neticesinde de,

s
- Log(M(a,b,7#(a,b))

a= X(l), B - X(s)a T/T\l(a, b) - X—f-(a'b) ve ﬁ(a, b) - (49)

tahminleri elde edilmis olur.
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4.1.4. Rastgele Sayr Uretimi

(4.2.) numaral esitlikte yer alan kdf yardimiyla kantil fonksiyonu (4.10)
esitligindeki gibi elde edilmistir. Kantil fonksiyonunu kullanarak olasilik integral

dontstima ile dort parametreli TSP dagilimindan rastgele say: dretilebilir.

a+’{/y(m—a)”‘1(b—a) L, 0< y< =2
F(y) = . . e (4.10.)
b=YA-y)b-mri(b-a), .—<y<Ll

U~Unif(0,1) ve aym sekilde (1 — U)~Unif(0,1) oldugundan kantil fonksiyonu

kullanilarak X degeri asagidaki gibi elde edilir ve bdylece rastgele say: Uretilmis olur.

_|a+ Vulm —a)"1(b — a) , U< r:__z
b—"Y@A-u)(b-—m)»1(b—a), U> 7:__2

4.2. 1iki Yonlu Kuvvet Dagilimh Rastgele Degiskenlerin

Konvolusyonlarinin Dagilimi

Oncelikle, ikinci boliimde verilen, [0,1] araliginda tanimlanmis iki yonli
dagilimlar ailesinden olan STSP dagilimli iki rastgele degiskenin konvollisyonunun
oyf si elde edilecek, farkli parametre degerleri icin grafikleri ¢izdirilecek, momentleri
hesaplanacak, yizdelik tablosu sunulacak ve similasyon uygulamas: yapilacaktir.

Akabinde, yine [0,1] araliginda tanimli olan STSP dagilimina sahip 6zdes ve
bagimsiz iki rastgele degiskenin toplaminin oyf si elde edilecek ve farkli parametre
degerlerine gore grafikleri verilecektir. Son olarak ise, [a, b] arahiginda tanimli TSP
dagilimina sahip iki rastgele degiskenin oyf si elde edilecek ve farkli parametre

degerleri igin grafikleri ¢izdirilip, momentleri hesaplanacaktir.
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4.2.1. Standart iki Yonli Kuvvet Dagilhimi Durumu

X~STSP(6,,n) ve Y~STSP(6O,,l) iki rastgele degisken olmak (Gzere,
Z = X +Y toplaminin dagilim: bulunacaktir. Sadelik saglamasi igin X ve Y rastgele
degiskenlerinin birbirinden bagimsiz ve pozitif oldugu varsayilacaktir. 8, < 6, genel
kabulli tzerine, ilk olarak 6, + 6, <1 kosulu, ardindan da 6, + 6, > 1 kosulu
altinda, Z’nin kapal formda oyf leri elde edilecek, sonrasinda ise bu dagilimin farkl
parametre degerlerine gore grafikleri gizdirilip, momentleri ve yuzdelik degerleri
tablolar halinde sunulacaktir.

Z’nin oyf si (2.45.) numaral esitlik kullanilarak elde edilecektir. Oyf lerinin
parcali tanimli olmalarindan o6tlrt bu esitlikte verilen integralin hesaplanmasinda
farkl: durum ve her bir duruma ait farkli alt araliklar ortaya ¢ikmaktadir. TUm durum

ve alt araliklar Tablo 2.1. ve Tablo 2.2. den yararlanilarak elde edilecektir.

4.2.1.1. Yansima Parametreleri Toplamimin 1’den Kuglik Ya da Esit Olmasi

Durumu

0, +0, <1 varsayim altinda Z’nin oyf si, (2.45.) numaral esitlik
yardimiyla ve (2.46.) esitliginde ifade edildigi gibi dort farkli integralin ¢ozilmesiyle
elde edilecektir. Asagida bu dort farkli integralin ¢ozimi igin gerekli adimlar
verilecektir.

Durum 1: ilk durumda x ve y icin aralik degerleri 0<x <6, 0<y< 0,

seklindedir. Bu durumda hesaplanacak olan integral,

nl

Il(Z |@) = WIXEA1(Z)

x" 1z — x)ldx (4.11))

olarak verilir. Dagilimin ilk parcas: olan (4.11.) esitligi, alt araliklar g6z oniinde
bulundurularak (4.12.), (4.13.) ve (4.14.) esitlikleri ile verilen I,;(z) fonksiyonlari
yardimiyla  elde  edilir.  islemlerde  kolaylhk  saglanmasi  amaciyla,

ky = nl/(6776571) olarak tammlanmustir.
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L1(2) =k, fOZx”‘l(z —x)""ldx =k 2" 1B(1, n) (4.12)

I,,(z) = k4 foex x" Nz — x)ldx

= ky022' 7 B(n, 1), Fy (1 — Ln, 1+, %) (4.13)

Iis(z) =k, fze_xey x" 1z —x)"ldx

,Z=0x—0y 0x+0,—2z

=ky(0x+ 0y = 2)(z = 6,)" ORI - n 1 - 1252 =)

(4.14)

1,;(z) esitlikleri incelendiginde goruldugi gibi STSP dagilimina sahip iki
rastgele degiskenin konvulisyonunun dagiliminin kapali formdaki ifadesini elde
etmek igin bazi integral sonuglarindan vyararlanilmistir. Diger durumlarda da
karsilasilabilecek olan bu integral sonuclari asagidaki gibi ifade edilmektedir.

Ilk olarak I, (z) esitliginde karsilagilan integralin ¢6ziimiinde, Gradshteyn ve
Ryzhik (2000) de yer alan (3.191.1) ifadesi referans alinmakta ve asagidaki esitlikle
gosterilmektedir.

fou xV " (u — x)* tdx = ubttVTIB(u, v) (4.15.)

Ikinci olarak I;,(z) esitliginde karsimiza cikan integral ¢6zimi igin
Gradshteyn ve Ryzhik (2000) de yer alan (3.197.3) ifadesi referans alinmakta ve
esitlik (4.16.) ile ifade edilmektedir.

[ 21— X)L (L — ) Vdx = BOA ) oFy (v, A5 A+ i B) (4.16)

Bu esitlikte 2 >0,u >0,|8] <1,veR olup B(:), beta fonksiyonunu ve
2F1 (-5 -5 +) i1se Gauss hipergeometrik fonksiyonunu ifade etmektedir. Ayrica Gauss

hipergeometrik fonksiyonu asagidaki seri agilimi ile elde edilmektedir.
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[oe] m b m m
Fi(ab; c; x)= Zm:O—(a)(C)(m) fn—, (4.17)
Gauss hipergeometrik fonksiyonunda yer alan pochhammer degeri ise

asagidaki esitlik yardimiyla hesaplanir.

ala+1)..(a+n—-1), n=1 _r(a+n)

(@) = { 1 =0 =@ (4.18))

Son olarak I;5(z) esitliginde karsimiza c¢ikan integral ¢ozimi igin
Gradshteyn ve Ryzhik (2000) de yer alan (3.211) ifadesi referans alinmakta ve esitlik
(4.19.) ile gosterilmektedir.

fol xA (1 = x)* (1 — ux) P (1 — vx)"%dx
=B(u,A)F (A4, p,0,A+ u;u,v) (4.19))

Yukaridaki esitlikte A >0 seklindedir. F;(:,,,-;-) ise iki degiskenli
hipergeometrik fonksiyonu veya bir baska ismiyle Apell fonksiyonunu ifade

etmektedir. Apell fonksiyonunun seri acilimi ise asagidaki gibidir.

Fl(a,ﬁ,ﬁ'.]/; X,Y) — Z?r.;zozgo:o ((Z)m+n(.3)m(.3 )n men, (lxll |y| < 1)

@)m+nmin!

(4.20.)

Bahsedilen integral sonuclari yardimiyla elde edilen I;;(z) fonksiyonlari
kullanilarak Z’nin oyf sinin elde edilmesini saglayan birinci integralin kapal:

formdaki gosterimi asagidaki gibi elde edilir.

I11(2), z € [0,0y)
1,(2) ={112(2), z € [64,6,) (4.21))
Ii3(z), z€[0,,0,+86))
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Durum 2: ikinci durumda x ve y icin aralik degerleri 0 <x <@, 6, <y <1

seklindedir. Bu durumda hesaplanacak olan integral,
I,(z 10) = (n)/(02"1(1 - 6,) ) fen X M=z +x)"dx  (422)

olarak verilir. Dagilimin ikinci pargas: olan (4.22.) esitligi, alt arahiklar g6z 6nlinde
bulundurularak (4.23.), (4.24.) ve (4.25.) esitlikleri ile verilen I,;(z) fonksiyonlar

yardimiyla  elde  edilir.  islemlerde  kolaylhk  saglanmasi  amaciyla,

ko, = (n)/(677 (1 - Gy)l_l) olarak tammlanmustir.

L(2) =k, foz_ey xV 11—z + x) ldx

0y—z

=ky(z—6,)" A= 2)"B(n 1), (1 - Lnn+1,2=)  (4.23)
I2(2) =k, foex x" M1 -z +x) tdx
= k;67(1— 2) ' B(n,1),F; (1 — Lnn +1; = (4.24.)
I,3(2) =k, fzg_"l xM (1 -z + x)dx
= ka(z = D" (0 = 2+ D'BUL DR (L~ L1+ 1220
(4.25)

I,;(z) fonksiyonlar1 kullamlarak Z’nin oyf sinin elde edilmesini saglayan

ikinci integralin kapal: formdaki gosterimi asagidaki gibi ifade edilmektedir.

I,1(z), z€[6,,6,+8,)
I,(z10) ={1,(2), z€[0,+6,1) (4.26.)
I,5(z), z€[l,0,+1)
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Durum 3: Ugiincii durumda x ve y icin arahik degerleri 6, <x <1, 0<y < 0,

seklindedir. Bu durumda hesaplanacak olan integral,
L(z 10) = (n)/((L - 6,)" 6™ fxeA3(Z)(l —x)" 1z —x)"tdx (4.27))

olarak verilir. Dagilimin tgunct parcas: olan (4.27.) esitligi, alt araliklar g6z 6niinde
bulundurularak (4.28.), (4.29.) ve (4.30.) esitlikleri ile verilen I5;(z) fonksiyonlari
yardimyla elde  edilir.  Islemlerde  kolayhk  saglanmasi  amacyla,

ks = nl/((1 - 6,)™* 6,71) olarak tanimlanmustur.

I31(2) = k3 fezx(l —x)" Yz - x)""tdx

= ks(1—0,)"(z - 0,)'B(L1),F,(L—n11+12%) (4.28)

1-6,
Ii(2) = ks [, (1= x)""(z — x)dx
y
-1 %]
=ks(1—2z+6,)" 0LB(L1F(1—n11+1—2 o) (429)
Iss(2) = ks [}, (1— )" (z — x)!"dx
y
_ 1-z+60
=ks(1—2z+6,) 05 B(L,n),Fy(1— L, n+1; Zy Yy (4.30)

I3;(z) fonksiyonlar1 kullamlarak Z’nin oyf sinin elde edilmesini saglayan

Uclincu integralin kapal formdaki gdsterimi asagidaki gibi ifade edilmektedir.

I3,(z), z€[6,,6,+80),)
I(z 10) = {I3,(2), z€[0,+0),1) (4.31)
I33(z), z€[1,6,+1)

Durum 4: Son durumda ise x ve yicin aralik degerleri 6, <x <1, 6, <y <1

seklindedir. Bu durumda hesaplanacak olan integral,
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1,(z 10) = nl/((L - 6" (1 - 6,) )
* feen,@— 0" A —z+x) " dx (4.32)

olarak verilir. Dagilimin son parcas: olan (4.32.) esitligi, alt araliklar gbz 6nilinde
bulundurularak (4.33.), (4.34.) ve (4.35.) esitlikleri ile verilen I,;(z) fonksiyonlar

yardimiyla  elde  edilir.  islemlerde  kolaylhk  saglanmasi  amaciyla,

ke =nl/((1—0,)" (1 - Gy)l_l) olarak tanimlanmstir.

1a(2) = ky f; 7@ = 20" (1 - 2+ 0)Ndx

=k, (1-0)"H(z—0,—0,)(1—z+06,)?

L Z—0y—0x Ox+0y-z

xF(11-n1-12—2 S22 (4.33)
Lia(2) = ko [ (L= )" 1 (1 — 2 + %) tdx
l _ 1-6
=k (1-6,) @-2)"'B(L,1),F;(1—n 1+ — (4.34)
Lis(2) = ks [, (1= 2)""'(1 — z+x)"Ndx
= k,(2 - 2)""™1B(l,n) (4.35.)

1,;(z) fonksiyonlar1 kullanilarak Z’nin oyf sinin elde edilmesini saglayan son

integralin kapal: formdaki gosterimi asagidaki gibi ifade edilmektedir.

I;1(2), z€[6,+0,,0,+1)
L(z10) =< 14,(2), z€[0,+1,0,+1) (4.36.)
I43(2), ze[6,+1,2]

Boylece z € [0,2] i¢in Z’nin oyf si (4.37.) numaral esitlik ile asagidaki gibi
elde edilir.
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(111(2), z € [0,0;)
115(z) + I3,(2), z € [0,,06,)
I13(z) + I1(2) + I3,(2), z€[6,,0,+6,)
gz(z |6x’9y) = 15(2) + I35(2) + 141(2), z€ [0, +6,,1) (4.37))
I3(z) + I53(2) + 1441(2), z€[16,+1)
I35(2) + 14,(2), z € [0, +1, 0, + 1)
\I43(2), z€[6,+12)

0, + 0, < 1 kosulu altinda, STSP dagihmina sahip iki rastgele degiskenin
toplaminin oyf nun elde edilmesinden sonra, Sekil 4.1.(a) da, [ =3 ve n igin
1,15,2,25,3 ve 3.5 degerleri verilerek, X~STSP(1/4,n) ve Y~TSP(1/2,1) olmak
uzere g(z) oyf sinin grafikleri gizdirilmistir. Sekil 4.1.(b) de ise [ = 4 e yukseltilmis
ve n icin yine aym degerler verilmistir. Grafiklere gore, n arttikca dagilimin
beklenen deger ve varyansinin azaldigi, carpiklik ve sivriligin ise arttig
gorilmektedir. [ deki artisin ise dagilimin beklenen degerini degistirmedigi ama
varyansini azaltip, carpikhiginin ve basikhginin artmasina etki ettigi sonucuna

varilmstir.

(a) {b)
Sekil 4.1. Belirli n ve [ degerleri icin g(z) fonksiyonunun grafikleri (6, = 0.25,
6, = 0.5)
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Sekil 4.1 de, n ve [ nin farkl degerleri i¢in oyf leri incelenen bu dagilimlarin

momentlerinin degerleri Tablo 4.1. ile verilmistir.

Tablo 4.1. Belirli n ve [ degerleri icin Z dagiliminin  momentleri
(6, =025, 6,=05)

n [ E(z) V(z) Qs a,
1 3 1.0000 0.1083 0.0000 2.2823
1.5 3 0.9500 0.0850 0.1460 2.5325
2 3 0.9167 0.0701 0.2181 2.7334
2.5 3 0.8929 0.0601 0.2486 2.8745
3 3 0.8750 0.0531 0.2552 2.9654
3.5 3 0.8611 0.0480 0.2685 3.0190
1 4 1.0000 0.1000 0.0000 2.1726
1.5 4 0.9500 0.0767 0.1705 2.4507
2 4 0.9167 0.0618 0.2636 2.6956
2.5 4 0.8929 0.0518 0.3109 2.8863
3 4 0.8750 0.0448 0.3297 3.0255
3.5 4 0.8611 0.0397 0.3308 3.1224
1 5 1.0000 0.0952 0.0000 2.0891
2 5 0.9167 0.0570 0.2973 2.6461
3 5 0.8750 0.0400 0.3902 3.0390
4 6 0.8500 0.0281 0.4626 3.3027
5 6 0.8333 0.0228 0.4437 3.4497
6 6 0.8214 0.0195 0.4058 3.5239
7 7 0.8125 0.0152 0.4347 3.6534
8 8 0.8056 0.0122 0.4580 3.7639
9 9 0.8000 0.0100 0.4773 3.8591
10 10 0.7955 0.0084 0.4935 3.9420

Ayrica Z’nin dagiliminin yizdelikleri, fov” 9z(2)dz = p esitliginin ¢bzimu
ile hesaplanabilir. Toplamin oyf sinin kompleks yapida olmasindan 6turt bu esitlik
icin analitik ¢6zim mevcut degildir. Ama bilgisayar programi kullanarak yizdelik
degerleri nimerik olarak hesaplanabilir. Yukaridaki integralin ¢6zimu igin de
Mathematica (Wolfram Research, Inc. 2012) programi kullanilmis ve farkh
parametre degerleri icin ylzdelikler hesaplanmistir. Bu hesaplamalar neticesinde elde
edilen sonuclar p = 0.9,0.95,0975 ve 0.99 icin Tablo 4.2. de verilmistir.
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Tablo 4.2. Farkli parametre degerleri icin Z dagilimimin  yizdelikleri
(p =0.90,0.95,0.975,0.99)
0, n 0, l 0.90 0.95 0975 099

1/3 3 1/2 3 1.2151 1.3049 1.3820 1.4698
4 11926  1.2772 13339 1.4303

5 1.1793  1.2545 1.2975 1.4052

4 3 11700 1.2517 13232 1.4065

4 1.1433 1.2203 1.2805 1.3663

5 11030 1.2014 1.2660 1.3264

5 3 11282 1.2165 1.2607 1.3590

4 11121 11830 1.2272 1.3086

5 1.0887 1.2286 1.2215 1.2921

1/4 3 1/2 3 11814 1.2760 13570 1.4485
4 1.1601  1.2501 1.2953 1.4102

5 1.1478  1.2348 13071 1.3614

4 3 11260 1.2121 1.2878 1.3758

4 1.1007  1.1827 1.2545 1.3374

5 1.0857 11651 1.2297 1.3129

5 3 1.0910 1.1661 1.2398 1.3226

4 1.0624 1.1360 1.2040 1.2057

5 1.0447 11173 11815 1.2545

1/5 3 1/3 3 1.0869 1.1887 1.2775 1.3798
4 1.0474 11435 1.2252 1.1598

5 09742 11126 1.1933 1.2818

4 3 1.0288 1.0970 1.2059 1.2709

4 0.9848 1.0738 1.1520 1.2321

5 0.9572 1.0425 1.0762 1.2043

5 3 0.9917  1.0799 11570 1.2442

4 0.9443 1.0272 1.1009 1.1883

5 0.9141 0.9930 1.0623 1.1467

4.2.1.2. Yansima Parametreleri Toplaminin 1’den Biytk Olmasi Durumu

0, + 0, > 1 varsayim altinda Z’nin oyf si, 6, + 6, <1 kosulu altindaki
adimlara benzer olarak asagidaki gibi elde edilecektir.
Durum 1: Bu durumda, 64+ 0, <1 varsayimnda verilen (4.11.) esitligi
kullanilacak ve dagilimin ilk pargasi, (4.12), (4.13) ve (4.14) esitlikleri yardimiyla
ifade edilecektir. Ayrica bu durum icin alt araliklar da degisiklik gostermediginden
dolayi, Z’nin oyf sinin elde edilmesini saglayan birinci integralin kapali formdaki

goOsterimi, (4.21.) esitliginin aynis: olacaktur.
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Durum 2: 6, + 6,, < 1 kosulu ile verilen (4.22.) esitligi kullanilarak dagilimin ikinci

parcasi, (4.23.), (4.25.) ve asagida verilen (4.38.) esitlikleri yardimiyla ve yeni alt

araliklar g6z 6ntinde bulundurularak (4.39.) esitligindeki gibi elde edilecektir.

Io(2) = ky [ 2" (L~ z + )" dx

22 (4.38)

= ky(1-6,) (z— D" B 1),F (1 —n, L1+ 1;

Bdylece, Z’nin oyf sinin elde edilmesini saglayan ikinci integralin kapah

formdaki gosterimi de asagidaki gibi ifade edilir.

1,1(2), z€[6,,1)
,(z10) = I3,(2), z€[1,0,+ Hy) (4.39.)
I3(z), z€[6,+0,06,+1)

Durum 3: Onceki duruma benzer olarak, 8y + 8y, < 1 kosulunda verilen (4.27.)

esitligi kullanilacak ve dagilimin Gigtinct parcasi, (4.28.), (4.30.) ve (4.40.) esitlikleri

yardimiyla ve yeni alt araliklar g6z 6ninde bulundurularak elde edilecektir.

52(2) = ks fy (1= x)" "z = x)'Mdx

1-0,

=k;(1-60,)"(z-6,)"'B(1,n),F;(1 -1, 1,n+1, —

) (4.40)

Z’nin oyf sinin elde edilmesini saglayan uglincu integralin kapali formdaki

goOsterimi de asagidaki gibi ifade edilir.

131(2), z € [exl 1)
I(z 10) ={13,(2), Z€[L16,+6)) (4.41)
I33(z), z€[6,+0,,0,+1)

Durum 4: Son durumda da, 6,+6, <1 kosulunda verilen (4.32.) esitligi

kullanilacak ve dagilimin son pargasi, 6nceden tanimlanmis olan (4.33), (4.34) ve
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(4.35) esitlikleri yardimiyla ifade edilecektir. Ayrica bu durum igin alt arahiklar da

degisiklik goOstermediginden dolayi, Z’nin oyf sinin elde edilmesini saglayan

dorduncu integralin kapal: formdaki gosterimi, (4.36.) esitliginin aynisi olacaktir.
Boylece z € [0,2] i¢in Z’nin oyf si (4.42.) numaral esitlik ile asagidaki gibi

elde edilir.
(111(2)1 S [O’ ex)
I17(2) + I31(2), z € [6,,0,)
Ii3(z) + [;1(2) + I31(2), z €[6,,1)
9z(z 10y, Hy) = { 113(2) + I3;(2) + I5,(2), z€[1,6,+6,) (4.42)
Ir3(z) + I33(2) + 141(2), z€[6, + 0,0, + 1)
133(2) + I1,(2), z € [0, + 1, Qy +1)
\I43(2), z€[6,+12]

(4.42.) esitliginin elde edilmesinden sonra, Sekil 4.2.(a) da, [ = 3 ve n igin
1,2,3,4,5 ve 6 degerleri verilerek, X~STSP(0.7,n) ve Y~STSP(0.9, ) olmak Uzere
g(z) oyf sinin grafikleri ¢izdirilmistir. Sekil 4.2.(b) de ise | = 4 e yikseltilmis ve n
icin yine ayni degerler verilmistir. Grafiklere gore, n arttikga dagilimin beklenen
degerinin degismedigi, varyansinin azaldigi, ¢arpikhiginin ile sivriliginin ise arttig
gorilmektedir. [ deki artisin ise dagilimin beklenen degerinin artmasina, varyansi ile

carpikliginin ise azalmasina etki ettigi sonucuna varilmaktadir.
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Sekil 4.2. Belirli n ve [ degerleri igin g(z) fonksiyonunun grafikleri 6, = 0.7,

6, = 0.9)

Farkli n ve [ degerleri igin oyf lerinin grafikleri Sekil 4.2. de verilen bu

dagilimlarin momentlerinin degerleri Tablo 4.3. ile verilmistir. Ayrica Tablo 4.4. de

ise p =0.9,0.95,0975 ve 0.99 degerleri igin hesaplanan dagilimin bazi yizdelik

degerleri sunulmustur.

Tablo 4.3. Belirli n ve [ degerleri i¢in Z dagiliminin momentleri (6, = 0.7,6,, = 0.9)

n l E(Z) V(z) as [

1 3 1.10 0.1103 -0.0680 2.3125
2 3 1.10 0.0687 -0.1389 2.7715
3 3 1.10 0.0520 -0.2108 2.9538
4 3 1.10 0.0437 -0.2740 3.0126
5 3 1.10 0.0389 -0.3258 3.0233
6 3 1.10 0.0359 -0.3671 3.0277
1 4 1.12 0.1016 -0.0535 2.2061
2 4 1.12 0.0599 -0.1181 2.7484
3 4 1.12 0.0433 -0.1925 3.0260
4 4 1.12 0.0349 -0.2654 3.1618
5 4 1.12 0.0302 -0.3306 3.2293
6 4 1.12 0.0272 -0.3863 3.2655
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Tablo 4.4. Farkli parametre degerleri icin Z dagilimimin yizdelikleri
(p = 0.90,0.95,0.975,0.99)

0, n 0, l 0.90 0.95 0975 099

0.5 3 0.7 1 14362 15713 1.6024 1.6838

2 13979 14794 15480 1.6241

3 1.3856 14604 15234 1.5931

4 1 1.4003 15000 15414 1.6242

2 13747  1.4471 15083 1.5782

3 1.3348 14131 14732 15428

0.6 3 0.8 1 14901 15769 1.6443 1.7172

2 14841 15570 1.6169 1.6825

3 1.4867 15528 1.6078 1.6677

4 1 14848 15618 1.6114 1.6830

2 14708 15101 15877 1.6470

3 14691 15266 15753 1.6301

0.7 3 0.9 1 15450 1.6308 1.6920 1.7551

2 15785 1.6435 1.6946 1.7495

3 15963 1.6537 1.7003 1.7506

4 1 15242 16261 1.6788 1.6970

2 15754 1.6321 16762 1.6875

3 15840 1.6736 1.6787 1.7232

4.2.2. Ozdes Standart iki Yonli Kuvvet Dagilimi Durumu

X, ve X,, 6 yansima parametreli ve n sekil parametreli STSP dagilimina

sahip 6zdes ve bagimsiz rastgele degiskenler olmak lzere, Z = X; + X, toplaminin

dagilimi bulunacaktir. Ilk olarak 8 < 1/2 varsayimi, ardindan da 6 > 1/2 varsayim

altinda, Z’nin kapal: formda oyf leri elde edilecektir.

Z’nin oyf si (2.45.) numaral esitlik kullanilarak elde edilecektir. Oyf lerinin

parcali tanimli olmalarindan 6tlrt bu esitlikte verilen integralin hesaplanmasinda

farkl: durum ve her bir duruma ait farkli alt araliklar ortaya ¢ikmaktadir. TUm durum

ve alt araliklar Tablo 4.5. ve Tablo 4.6. den yararlanilarak elde edilecektir.
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Tablo 4.5. 6 <1/2 varsayim: altinda Z’nin [0,2] araligindaki bes durumu igin
belirlenen A;(z 18), i = 1,... 4 araliklan

Durumlar Aq4(2) A,(2) A3(z) A4 (2)

z €[0,0) [0,2) 0 0 0

z €[6,260) [z—6,0) [0,z —6) [6,2) 1)

z €[26,1) ) [0,6) [z—-6,2) [6,z—16)
ze[lL,6+1) 0 [z—1,0) [z—6,1) [6,z—106)
ZzEO+12) @ ) [0) [z—11)

Tablo 4.6. 6 > 1/2 varsayim: altinda Z’nin [0,2] araligindaki bes durumu igin
belirlenen A;(z 10),i = 1, ... /4 araliklan

Durumlar Aq(2) A,(2) A3(z) A4 (2)
z€[0,6) [0,2) 0 0 ¢
ze[6,1) [z—9,0) [0,z—-16) [6,2) 1)

z € [1,20) [z—16,0) [z—-1,z-06) [6,1) 1)
ze[20,6+1) ¢ [z—1,6) [z—6,1) [6,z—0)
ze[6+12) ) ) [0) [z—11)

4.2.2.1. Yansima Parametresinin 1/2 den Kiguk Ya da Esit Olmas1 Durumu

0 < 1/2 kosulu altinda Z’nin oyf si, (2.45.) numaral esitlik yardimiyla ve
(2.46.) esitliginde ifade edildigi gibi dort farkli integralin c¢ozilmesiyle elde
edilecektir. Asagida bu dort farkl integralin ¢ozimdi igin gerekli adimlar verilecektir.
Durum 1: 1lk durumda x; ve x, icin aralik degerleri 0 <x;, <6, 0<x, <8

seklindedir. Bu durumda hesaplanacak olan integral,
— 2 2(n-1) -1 _ -1
1,(z 10) = n?/9%" fxleAl(Z)x{‘ (z — x)" tdx, (4.43)
olarak verilir. Hesaplamalarda kolaylik saglanmas: agisindan integral sabiti,
ky, = n2/82=1  olarak alinacaktir. Dagilimin daha sade ifade edilebilmesi icin
integralin parcalari ayr1 ayr elde edilecek ve I;;(2) esitlikleri ile tanimlanacaktir.

I1(2) = k z?""1B(n,n) (4.44.)

I2(z) = ki ((z— 6)0)" (20 — 2)F,(1,1 —n,1—n,2, 22 %) (445)
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Hesaplanan I;;(z) esitlikleri yardimiyla Z’nin oyf sinin elde edilmesini

saglayan ilk parcasi elde edilmistir.

1,,(z), z€][0,0)

l(z) = {112(2), z € [0,26) (4.46.)

Durum 2: Ikinci durumda x; ve x, icin aralik degerleri 0 < x;, <6, 6 <x, <1
seklindedir. Bu durumda hesaplanacak olan integral,

I,(z 18) = n?/((1 - 6)6)") [ 11—z +x)" ldx,  (4.47)

X
1€42(2)

olarak verilir. Hesaplamalarda kolaylik saglanmasi agisindan integral sabiti,
, =n?/((1 - 0)8)™D olarak alinacaktr. Integralin parcalari ayr ayr elde

edilecek ve asagidaki gibi I,;(z) esitlikleri ile tanimlanacaktir.
I,1(2) = k,(z—0)"(1 —2)"1B(n,1) ,F;(1 —n,n;n + 1; g) (4.48.)

I2(2) = ky(-1)"710™(z = )" B(n,1) /(1 —nomin+ 1;-=)  (4.49)

z—60-1

z—1

I3(2) = k(60 —z+ D)"(z— D" 'B(n, 1) ;F;,(1 —n,n;n + 1,

)
(4.50.)

Hesaplanan I,;(z) esitlikleri yardimiyla Z'nin oyf sinin elde edilmesini

saglayan ikinci parcasi elde edilmistir.

,,(z), z€][0,20)
L,(z) =% I,,(z), z€[26,1) (4.51)
I,5(z), z€[1,6 +1)
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Durum 3: Uglincii durumda x; ve x, icin aralik degerleri 6 <x; <1, 0<x, <46

seklindedir. Bu durumda hesaplanacak olan integral asagidaki gibi verilir.

I3(z 10) =n?*/((L - 6)0)" ' [ X)) Nz —x)" tdx,; (4.52)

1eA3(z)(1 B

Integral sabiti, k3 =n?/((1—6)8)"' olarak ahinacak ve integralin

parcalar: ayr1 ayr elde edilerek ve I3;(z) esitlikleri ile tanimlanacaktir.
L(2) = ky(1 - 0)" "z — O)"B(Lm) ,F (1 —n Lin+ 1LE0)  (453)

I,(2) = ks(1+ 6 — 2)"10"B(Ln) ,F;(L —n, Lin+1;,——)  (454)

"1+60-z

1-z+6

25 (4s5)

I33(2) = k3(1—z+0)"6" 'B(1,n) ,F;(1 —n,1;n+1;

I5;(2) esitlikleri yardimiyla Z’nin oyf sinin elde edilmesini saglayan uglnci

parca asagidaki gibi elde edilmistir.

I;:(z), z€][6,20)
I;(z) =1 I3,(2), z€[26,1) (4.56.)
I35(2), z€[1,6+1)

Durum 4: Son durumda ise X; ve y; icin aralik degerleri 6 <x; <1, 6<x, <1
seklindedir. Bu durumda hesaplanacak olan integral,

L,(z 10) = n?2/(1 — 6)2(n-D L., (1—x)" (1 -z + x,)" 1dx,(4.57.)

€A4(2)

olarak wverilir. Diger durumlardaki gibi, hesaplamalarda kolaylik saglanmasi
acisindan integral sabiti, k, =n2/(1—0)2-1  olarak ahnacak ve integralin

parcalari ayr1 ayr1 elde edilerek I,;(z) esitlikleri ile tanimlanacaktir.
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I411(2) = ko (1 = 0)"" 1 (1 =z + 0)" (2 — 260)

xFl(lnl_Tl,l - n; Z’ﬂ 20—z

1-6 '1-z46

(4.58)

115(z) =k, (2 — 2)*1B(n,n) (4.59.)

Hesaplanan 1I,;(z) esitlikleri yardimiyla Z’nin oyf sinin elde edilmesini

saglayan dordiincu parcasi elde edilmistir.

_(I41(2), z€[26,6+1)

14(2) —{ I,(2), z€[0+12] (4.60.)
Bdylece z € [0,2] icin Z’nin oyf si asagidaki gibi elde edilir.

( 1,1(2), z € [0,0)

Iip(z) + [1(2) + I3:(z  z €[6,20)

9z(210) =1 L2(2) + 15,(2) + 1,,(2) z €[20,1) (4.61)

l I3(z) + I35(2) + 141(2), z[1,6 +1)

1,,(2), ze(60+12]

Esitlik (4.61.) nin elde edilmesinin ardindan, ilk olarak Sekil 4.3.(a) da
6 = 0.1 ahinarak, n icin 1,2,3,4 ve 5 degerleri verilip, ardindan Sekil 4.3.(b) ile
6 = 0.2 degerine yikseltilerek ayn1 n degerleri igin, X;, X,~STSP(8,n) olmak lzere
g(z) oyf sinin grafikleri gizdirilmistir. Grafiklere gore, n arttikga dagilimin beklenen
deger ve varyansinin azaldigi, carpiklik ve sivriligin ise arttigi gorilirken, 6 degeri
arttiginda, dagilimin beklenen degerinin ve sivriliginin nispeten arttigi, varyans ve

carpikliginin ise azaldig1 gorilmektedir.
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Sekil 4.3. Belirli 6 ve n degerleri icin g(z) fonksiyonunun grafikleri

Sekil 4.3 de, 6 ve n’nin farkli degerleri igin oyf leri incelenilen bu

dagilimlarin momentlerinin degerleri Tablo 4.7. ile verilmistir.

Tablo 4.7. Belirli 8 ve n degerleri i¢in Z dagiliminin momentleri

0.1 1 1.0000 0.1667 0.0000 2.4000
2 0.7333 0.1011 0.3849 2.7005
3 0.6000 0.0660 0.5897 3.0389
4 0.5200 0.0461 0.7215 3.3319
5 0.4667 0.0340 0.8147 3.5777
0.2 1 1.0000 0.1667 0.0000 2.4000
2 0.7995 0.0936 0.3311 2.7092
3 0.6999 0.0590 0.5211 3.0169
4 0.6400 0.0405 0.6445 3.2829
5 0.6000 0.0295 0.7319 3.5072

4.2.2.2. Yansima Parametresinin 1/2 den Buyik Olmasi Durumu

6 > 1/2 kosulu altinda Z’nin oyf si, 8 < 1/2 kosulu altindaki adimlara
benzer olarak asagidaki gibi elde edilecektir.
Durum 1: Bu durumda, 8 < 1/2 kosulunda verilen (4.43.) esitligi kullanilacak ve
dagilimin ilk parcasi, (4.44) ve (4.45) esitlikleri yardimiyla ifade edilecektir. Ayrica

bu durum igin alt araliklar da degisiklik gostermediginden dolayi, Z’nin oyf sinin
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elde edilmesini saglayan birinci integralin kapal: formdaki gosterimi, (4.46.)
esitliginin aymis1 olacaktir.

Durum 2: Ikinci durumda x; ve x, icin aralik degerleri 0 <x;, <0, 6 <x, <1
seklindedir. Bu durumda, 6 < 1/2 kosulu ile verilen (4.47.) esitligi kullanilarak
dagihmin ikinci parcasi, (4.48.), (4.50.) ve asagida verilen (4.62.) esitlikleri

yardimiyla ve yeni alt araliklar g6z 6ninde bulundurularak elde edilecektir.
I3(2) = ky(z = )" 11— 0)"B(n,1) /(1 —nmin+1,22)  (4.62)

Baylelikle, Z’nin oyf sinin elde edilmesini saglayan ikinci integralin kapah

formdaki gosterimi de asagidaki gibi ifade edilir.

I,1(2) z€[0,1)
L(z 10) =<15,(2), z€[1,20) (4.63.)
I,5(z), z€[26,6 +1)

Durum 3: Ugiincli durumda x; ve x, icin aralik degerleri 6 <x; <1, 0<x, <6
seklindedir. Bu durumda, 8 < 1/2 kosulunda verilen (4.52.) esitligi kullanilacak ve
dagilimin tguncl pargas, (4.53.), (4.55.) ve (4.64.) esitlikleri yardimiyla ve yeni alt
araliklar g6z 6niinde bulundurularak elde edilecektir.

I5(2) = ks(z = 0)" (1= 0)"B(Ln) /(L —n, Lin+1,=)  (4.64)

Z’nin oyf sinin elde edilmesini saglayan tgtinci integralin kapal: formdaki

gosterimi de asagidaki gibi ifade edilir.

I5,(2), z€[60,1)
I;(z 10) =< 13,(2), z €[1,20) (4.65.)
I;5(z), z€[26,6 +1)
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Durum 4: Benzer sekilde bu durumda da, 8 < 1/2 kosulunda verilen (4.57.) esitligi
kullanilacak ve dagilimin son pargasi, 6nceden tanimlanmis olan (4.58) ve (4.59)
esitlikleri yardimiyla ifade edilecektir. Ayrica bu durum icin alt araliklar da
degisiklik gostermediginden dolayi, Z’nin oyf sinin elde edilmesini saglayan
dordunct integralin kapali formdaki gosterimi, (4.60.) esitliginin aynisi olacaktir.

Boylece z € [0,2] i¢in Z’nin oyf si (4.66.) numarali esitlik ile asagidaki gibi

elde edilir.
( 111(2), z € [0,0)
Iip(z) + 11(2) + I3:(z), z€[0,1)
92(z 10) = { I12(2) + I;5(2) + I3,(2), z €[L,20) (4.66.)
l123(z) + I33(2z) + 144(2), z€[20,0 +1)
1,5(2), z€(60+12]

Esitlik (4.66.) nin elde edilmesinden sonra, Sekil 4.4.(a) da, m =0.6ve n
1,2,3,4 ve 5 degerleri igin, Sekil 4.4.(b) de ise m = 0.7 degerine yukseltilerek ayni n
degerleri ile X;, X,~STSP(m,n) olmak uzere g(z) oyf sinin grafikleri ¢izdirilmistir.
Grafiklere gore, n arttikga dagilimin beklenen deger, carpiklik ve sivriliginin arttigi,
varyansinin ise azaldig:r gorilurken, m arttiginda ise beklenen deger, varyans ve

carpikhigin arttigs, sivriligin ise azaldig1 gorulmektedir.

glz) [ Q— (z)
8=0.6 : ol S—
[ R — 8=0.7 FRVAL
[ — - L .
n=s 5
y % P
% 7 4
W, . A
o ':'I\-,
T e " i i i S ® v 11 A | i i II':l.'u. slonish.
(a ' (5)

Sekil 4.4. Belirli 6 ve n 'degerleri icin g(z) fonksiyonun grafikleri
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Sekil 4.4 de, 6 ve n parametrelerinin farkli degerleri icin oyf leri incelenilen

bu dagilimlarin momentlerinin degerleri Tablo 4.8. ile verilmistir.

Tablo 4.8. Belirli 8 ve n degerleri icin Z dagiliminin momentleri

m n E(X) V(X) a; a,

0.6 1 1.0000 0.1667 0.0000 2.4000
2 1.0502 0.0974 -0.4565 3.6017
3 1.0791 0.0693 -1.0817 3.6138
4 1.0980 0.0546 -1.7458 3.7609
5 1.1112 0.0460 -2.3931 3.7817

0.7 1 1.0000 0.1667 0.0000 2.4000
2 1.1203 0.0978 -0.5216 3.5800
3 1.1810 0.0714 -1.2392 3.5884
4 1.2185 0.0581 -2.0049 3.7522
5 1.3240 0.0495 -2.6922 3.7730

4.2.3. n Ozdes Standart iki Yonli Kuvvet Dagihimi Durumu

Ayrica STSP dagilimina sahip 0zdes ve bagimsiz iki rastgele degiskenin
toplaminin dagilimindan yola ¢ikilarak, yine her biri 6zdes dagilima sahip bagimsiz
rastgele degiskenler olan X; + X, + --- + X, toplaminin tam dagilim1 elde edinilmek
istenmis ancak daha X; + X, + X; toplaminin dagilimi hesaplanirken, gerek c¢ok
sayida farkli durum ile karsilasiimas: gerekse icerisinde Appell, Hipergeometrik
vb. karmasik ifadelerin bulundugu integrallerin alinmasinin zorluklarindan dolay:

genel toplamin dagilim: bulunamamastir.
4.2.4. iki Yonlu Kuvvet Dagilimi Durumu

X~TSP(a,m,b,n) ve Y~TSP(c, k,d, ) bagimsiz iki rastgele degisken olmak

Uzere, Z = X + Y olsun. Z’nin oyf si,
f7(2) = f:f h(x)g(z — x)dx (4.67.)

esitligi ile elde edilecektir ve bu esitlikteki h(x), X’in oyf sini, g(z — x) ise Y’nin

oyf sini ifade etmektedir. Bu dagilimlarin pargali tanimli olmalarindan 6turu de
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(4.67.) numaral: esitlikte verilen integralin hesaplanmasinda dort farkli durum ve her
bir duruma ait G¢ farkli alt durum ortaya ¢ikmaktadir. Tim durum ve alt durumlar
Tablo 4.9. daki gibi verilir.

Tablo 4.9. iki rastgele degiskenin toplaminin oyf sini belirlemedeki durumlar

Durumlar Alt Durumlar

a<x<m, c<y<k at+tk<m+c, atrtk=m+c, at+rk>m+c
a<x<m, k<y<d a+d<m+k, a+rd=m+k, a+d>m+k
m<x<b c<y<k m+k<b+c, m+k=b+c, m+k>b+c
m<x<bh k<y<d m+d<b+k m+d=b+k m+d>b+k

Birinci durumun ilk alt durumu olan f;;(v), (4.68.) numaral esitlikteki

integrallerin ¢ozilmesiyle kapali formda elde edilir.

[

(faz—6£(x—a)n_1d+(z;f; )l_l dx, z€(a+c,a+k)

a

zZ—Cc n x—a\" 1 1 (z-x-c\!71
z) = — — + +
f11(2) fz_k P (m_a) d_c( P ) dx, z€(a+km+c)
_\h—-1 l o\ 11
fm L(x a) —(Zxc) dx, z€(@m+cm+k)
z—k b—a \m-a d-c\ k-c

(4.68.)

Dort durumun tim alt durumlarinin kapali formdaki fonksiyonlar: da buna
benzer sekilde elde edilerek sonuclar asagidaki gibi verilir.

Durum 1: 1lk durumda x ve y icin arahk degerleri a<x<m, c<y<k
seklindedir. Bu durumda kullanilacak olan integral sabiti,
ki =ml(m—a)™ (k—c)*™Y / ((b — a)(d — ¢)) olarak verilir.

Yukarida bahsedildigi gibi bu durumda, a+k <c+m, a+k =c+m ve
a+k > c+m olmak tzere (¢ alt durum mevcuttur ve (4.67.) numaral esitligin
¢oziminde bu alt durumlar degerlendirilmelidir. Dagilimin daha sade ifade
edilebilmesi icin integralin parcalari ayr1 ayr1 elde edilecek ve I;;(z) esitlikleri ile

tanimlanacaktir.

I1(z) = ky faz_c(x —a)" Y (z—x—c) tdx
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=ki(z—c—a)"t? fol t" 1A - ) tdt = ky(z — ¢ — a)"1B(n, 1)
(4.69.)

L2(2) = ky fZZ__kC(X —a)" N (z—x—c) dx

= ky(z =k — )" (k=)' [} (1- =5 t)("_l) (1-t)tdt

z—k-z
=ki(z — k= )" *(k — c)'B(L,1) ,Fy (1 —n, 1; 1+ 1;-25) (4.70)
Li3(2) =k, fZ"_lk(x —a)" Y (z—x—c) tdx
=ki@z-k—-a)" Y k-c)"*(m—-z+k)
1 z—-m-k _ m-z+k \!71
x fO (1 - z—k—a t)n ' (1 - k—c t) dt
=ki@z—-k—-a)"" Y k-c)"*(m—-—z+k)
x Fy (1,1 —n, 1 — [;2; 220k mozthy (4.71)

'z—k-a' k-c

I'1,(2) = k4 f;n(x —a)" Yz —x—c) tdx

I A
=k(m—-a)"(z—-c—a)? fol g1 (1 -2 t) dt

z—c—a
= kl(m - a)n—l(z —C— a)l_lB(ni 1) 2F1(1 - l’ nn+1; ZTC——aa)
4.72)

Sirasiyla (4.16.) ve (4.19.) esitlikleri ile verilen integral sonugclar: yardimiyla
elde edilen I;;(z) fonksiyonlar1 ve integral sabiti kullanilarak birinci durumun alt
durumlart kapali formda asagidaki gibi ifade edilir. Bu integral sonuglari diger
durumlarda da kullanilacaktir.

ilk alt durum olan a + k < m + ¢ durumu:

L:(z), z€ (a+c,a+k)
f11(2) = 12(2), z€(a+km+c) (4.73)
Ii5(2), ze (m+c,m+k)
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ikinci alt durum olan a + k = m + ¢ durumu;

1,;(z), z€ (a+c,a+k)

fiz(2) = {113(2), z€ (a+km+k) (4.74)

Uciincii alt durum olan a + k > m + ¢ durumu;

:(z), z€e (a+c,m+c)
fi13(2) ={I"12(2), z€ (m+c,a+k) (4.75)
Li5(z), ze€ (a+km+k)

Durum 2: 1kinci durum icin rastgele degiskenlerin tanim araliklar;, a < x < m,
k <y < dseklindedir. Bu durumda kullanilacak olan integral sabiti ise
k,=ml(m—a)*™ (d—-k)'™Y / ((b — a)(d — ¢)) olarak verilir.

Birinci duruma benzer olarak, a+d<k+m,a+d=k+m ve
a+d >k +m olmak Uzere Gg¢ alt durum mevcuttur. Integralin parcalar: ayr1 ayn

elde edilecek ve I,;(z) esitlikleri ile tanimlanacaktir.

at+k—-z
d—z+a)

(4.76.)

I1(z) = ky(z—k —a)"(d —z+a)""'B(n,1) ,F;(1 - [, n;n + 1;

k—d
z—d—a

Lo (2) = ky(z — d — @) 1(d — k)'B(L, 1) ,F, (L —n, ;1 + 1; Y (4.77.)

L3(2) = ky(z — d — )" *(m — z + d)'B(L, 1) ,Fy (1 — n, I; I + 1; 222

z—d—-a

(4.78)

a-m
d—z+a)

(4.79.)

I"3,(2) = ky(m — a)*(d — z+ a)'""'B(n,1) ,F;(1 - L,n;n + 1;

Birinci alt durum olan a + d < m + k durumu;
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I,,(z), z€ (a+k,a+d)
f21(2) ={ [2(2), z€ (a+d m+k) (4.80.)
I,5(z), z€ (m+km+d)

ikinci alt durum olan a + d = m + k durumu:

,1(z), z€ (a+k,a+d)
I,5(z), z€ (a+dm+d)

frrl2) = { (4.81)

Uclincii alt durum olan a + d > m + k durumu;

,,(z), ze€ (a+km+k)
f23(2) ={I"2(2), z€ (m+k,a+d) (4.82.)
I,5(z), z€ (a+dm+d)

Durum 3: Ugiincii durumda x ve y igin aralik degerleri m<x<b, c<y <k
seklindedir.  Bu  durumda  kullanilacak  olan  integral  sabiti  ise
ks = nl(b — m)*"(k — c)*"t/((b — a)(d — c)) olarak verilir.

Bu durumda da, k+m<c+b, k+m=c+b ve k+m=>c+ b olmak
lizere U¢ alt durum mevcuttur. integralin parcalar: ayr1 ayr elde edilecek ve I5;(2)

esitlikleri ile asagidaki gibi tanimlanacaktir.

l31(2) = ky(b = m)"(z = c =m)'B(L 1) ;A1 (L =, L1+ 1,550
(4.83.)

I35(z) = ks(b + k — z"Y(k — ¢)'B(1,1) ,F;(1 — n,1;1 + 1; bf;fz) (4.84.)

Iss(2) = ks (b + k — 2)"(k — )" 'B(1,n) ,F,(1 — 1, 1;n + 1; %)(4.85.)

I'3,(2) = ks(b—m)*"(z—c—m)""B(1,n) ,F;;(1—1,1;n+ 1; b—m )

Z—Cc—m

(4.86.)
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Birinci alt durum olan m + k < b + ¢ durumu;

I3,(z), z€ (m+c,m+k)
f31(2) ={I52(2), z€ (m+kb+c) (4.87.)
Ii3(z), z€(b+cb+k)

ikinci alt durum olan m + k = b + ¢ durumu;

I3,(z), z€e (m+c,m+k)

fs2(2) = {133(2), z€ (m+k,b+k) (4.88.)

Uciinci alt durum olan m + k > b + ¢ durumu;

I3,(z), z€ (m+cb+c)
f33(2) =<1"3,(2), z€ (b+c,m+k) (4.89.)
I35(z), ze(m+kb+k)

Durum 4: Son durumda ise tanim araliklari, m < x < b, k <y < d seklindedir.
Bu durumda kullanilacak olan integral sabiti ise
ks = (nl(b —m)*™"(d — k)Y / ((b — a)(d — ¢)) olarak verilir.
Budurumicindem+d<k+b, m+d=k+bvem+d > k+ b olmak
lizere U¢ alt durum mevcuttur. integralin parcalar: ayr1 ayr elde edilecek ve I,;(2)

esitlikleri ile tanimlanacaktir.

11,2 =k,(b—m)" Y d—-z+m)"(z—k —m)
x F (L1 —n,1— [;2;Zkm mikez, (4.90.)

b-m 'd-z+m

d—

I,(z) = ko(b+d — 2)"1(d — k)'B(l, 1) ,F,(1 —n, ;| + 1; b+d’jz) (4.91)

113(2) =k (b +d — 2)"""1B(l,n) (4.92)
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I*45(2) = ka(b — m)™(d — z + m)1B(L,n) ,Fy (1 — [, 1;n + 1,22

d—z+m

(4.93.)

Birinci alt durum olan m + d < b + k durumu;

1,:(z), z€e (m+km+d)
fa1(2) = 1s2(2), z€ (m+db+k) (4.94.)
I,5(z), ze(+kb+d)

ikinci alt durum olan m + d = b + k durumu;

1,:(z), ze (m+k m+d)

far(2) = {143(2), z€ (m+db+d)

(4.95.)

Uciincii alt durum olan m + d > b + k durumu;

1,:(z), z€e (m+k,b+k)
fa3(2) ={I"42(2), z € (b+k m+d) (4.96.)
I,5(z), z€(m+d,b+d)

Toplamin oyf sinin belirlenmesinde a+k, m+c, a+d, m+k, b+c,
m + d ve b + k cokluklarinin birbirlerine gére siralamasz rol oynar. Ornegin, Durum
4’te m+d ile b+ k Karsilastinlarak f;;(z) lerden biri alinir. Boylece
z € (a+c,b+d) igin Z’nin oyf si (2.63.) numaral: esitlikte verilen U(x) gosterge

fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi elde edilir.

fz(z) = flU(a+k—(m+c)) (Z) + f2U(a+d—(m+k)) (Z) + f3U(m+k—(b+c))(Z)
+faum+da-+k)) (2) (4.97)

Esitlik (4.97.) nin elde edilmesinden sonra X~TSP(2,3,4,n) ve
Y~TSP(4,5,7,1) olmak tzere, Sekil 4.5.(a) dal =3 ve nicin 1,2,3,4 ve 5 degerleri
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verilerek, Sekil 4.5.(b) de ise n parametre degerleri ayn: kalmak Uzere [ = 4 degeri
icin f(z) oyf sinin grafikleri cizdirilmistir. Grafiklere gore, n arttikca dagilimin
beklenen degerinin sabit kaldigi, varyansimin azaldigi, carpiklik ve sivriligin ise
arttig1 gorulirken, [ arttiginda ise beklenen degerin ve varyansin azaldigi, carpiklik

ve sivriligin ise arttigi gorulmektedir.

d !'_-
23 ) M
B W i ; =4 i
) i 3 o || R,
' nzd ' e
Tl r 2
¥, | n=5 At neg
1 [ "I.
. "
B i I']L
£/ N F A
g 7N
L & £ !.'L
0.2 ¥ ':'r ! ¥,
“ X ] M )
:.' " [ i
k " ik ! "
3 e s e
§
1) i
o1k i ','-,I Al
L 1L LR
() L] T
'.-II .I-I-
‘.Ilr |.|II
I:'ll I:r_‘
i i { E T TSR N L WAT LA e | PR U SRR, ™ 1
§ H 10 i 4 i ] 12
(a) (b)

Sekil 4.5. Farkli [ ve n degerleri i¢in Z dagilimimn grafikleri (a =2, m =3,
c=b=4, k=5 d=7)

Sekil 4.5 de, farkli n ve [ degerleri icin oyf lerinin grafikleri incelenilen bu
dagilimlarin momentlerinin degerleri Tablo 4.10. ile p = 0.9,0.95,0975 ve 0.99

degerleri igin hesaplanan dagilimin bazi ylzdelik degerleri ise Tablo 4.11 ile

sunulmustur.
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Tablo 4.10. Farkli m ve n degerleri igin Z dagiliminin momentleri (a =2, m = 3,
c=b=4 k=5 d=7)

n l E(Z) V(Z) as a,

1 3 8.25 0.5708 0.1304 2.5781
2 3 8.25 0.4042 0.2189 2.8726
3 3 8.25 0.3375 0.2869 2.9510
4 3 8.25 0.3042 0.3353 2.9654
5 3 8.25 0.2851 0.3695 2.9665
1 4 8.20 0.4933 0.1121 2.5902
2 4 8.20 0.3267 0.2081 2.9306
3 4 8.20 0.2600 0.2931 3.1158
4 4 8.20 0.2267 0.3601 3.1987
5 4 8.20 0.2076 0.4107 3.2413

Tablo 4.11. Farkli parametre degerleri igin Z dagiliminin yizdelikleri (p = 0.90,
0.95,0.975,0.99)

a m b n ¢ k d Il 090 0.95 0975 0.99
1 2 3 1 1 2 3 1 5.1056 5.3675 5.5528 5.7172
2 2 47534 49534 5.1199 5.3001
3 3 45763 4.7385 4.8775 5.0365
4 1 4 1 6.6584 7.0513 7.3292 7.5757
2 2 5.8441 6.1872 6.4756 6.7877
3 3 5.4238 5.7102 5.9604 6.2492
5 1 5 1 8.2112 8.7351 9.1056 9.4343
2 2 6.9512 7.4363 7.8442 8.2855
3 3 6.2880 6.6979 7.0583 7.4749
3 4 1 3 4 1 6.6584 7.0513 7.3292 7.5757
2 2 6.4576 6.7158 6.9221 7.1428
3 3 6.3496 6.5485 6.7134 6.8971
5 1 5 1 8.2112 8.7351 9.1056 9.4343
2 2 7.5068 7.9067 8.2298 8.6002
3 3 7.1526 7.4771 7.7550 8.0730
4 5 1 4 5 1 8.2112 8.7351 9.1056 9.4344
2 2 8.1892 8.5079 8.7541 9.0102
3 3 8.1538 8.3895 8.5794 8.7856
2 3 4 1 4 5 7 3 9.2398 9.5198 9.7553 10.0102
2 3 9.0929 9.3499 9.5676 9.8086
3 3 9.0312 9.2743 9.4772 9.6999
4 3 9.0000 9.2255 9.4294 9.6388
5 3 8.9821 9.1144 9.1730 9.2276
1 4 9.0384 9.1488 9.4924 9.7498
2 4 8.9477 9.1777 9.3794 9.6102
3 4 8.8735 9.0927 9.2836 9.5009
4 4 8.8349 9.0476 9.2312 9.4214
5 4 8.7274 8.9185 9.0883 9.2815
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4.2.5. Uygulama

TSP dagiliml iki rastgele degiskenin toplaminin dagilimi ile ilgili similasyon
verileri  kullanilarak  bir  calisma  yapilmistir.  X~TSP(20,24,28,3) ve
Y~TSP(32,38,45,3) olacak sekilde Tablo 4.12 ile verilen veri setleri rastgele olarak
tiretilmistir. Veri kimesinin tammlayici istatistiklerini igeren degerler de X ve Y igin

sirasiyla Tablo 4.13 ve Tablo 4.14 ile verilmistir.

Tablo 4.12. Uygulamada kullanilacak X ve Y degiskenlerine ait veri kiimeleri

X Y
24.4 37.9
24.5 37.7
25.1 38.1
23.2 41.3
24.9 40.4
21.4 38.3
26.2 37.9
23.8 37.4
22.3 33.9
23.6 35.8
23.3 39.2
24.3 37.0
24.1 36.7
21.9 37.4
22.1 39.8
23.8 40.4
24.2 39.8
22.4 37.7
24.0 36.0
22.8 41.0
23.4 38.5
23.4 34.7
23.5 38.1
25.1 37.5
24.5 42.3
23.3 39.9
25.9 38.6
25.0 37.5
24.0 39.6
23.8 37.0
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Tablo 4.12 ile verilen veri kimesinin, TSP dagilimina ait oyf leri ile fit
edilmis histogram grafigi Sekil 4.6 da sunulmus, parametrelerin en ¢ok olabilirlik
tahmin edicileri L — BFGS — B optimizasyon yonteminde (Byrd ve ark., 1995) optim
fonksiyonu yardimiyla R programi kullanilarak hesaplanarak Tablo 4.15. de

verilmistir.

04
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0.25

a20

Drensity
o
Diensiy
010 015

005

oo
0.0

20 el 2 ] ag 12 kr ] an 38 4 42 44
X ¥
{3l L]

Sekil 4.6. a) X verisinin histogram grafigi, b) Y verisinin histogram grafigi

Tablo 4.13. X veri seti tanimlayici istatistikler

Ar.Ort. Medyan St.sapma Aralhk Carpikhk Basikhk Min Maks n

23.81 23.80 1.1280 4.80 -0.0589 28076 2140 26.20 30

Tablo 4.14. Y veri seti tanimlayici istatistikler

Ar.Ort. Medyan St.sapma Aralik Carpikhk Basikhk Min Maks n

38.25 38.00 1.8986 8.40 -0.0586 2.9363 3390 4230 30

Tablo 4.15. Mevcut veri seti i¢in TSP dagiliminin parametre tahminleri

TSP(a,m,b,n)

a m b n log — olabilirlik
19.1788 23.8000 28.5468 45108 -45.3318
(1.2152) (14.9627) (1.314) (1.2142)

TSP(c,k,d, 1)

c k d l log — olabilirlik
32.4087 37.9000 44.4253 3.1630 -60.5646
(1.1908) (2.4880) (0.9762) (1.7316)
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TSP dagilimina sahip bagimsiz iki rastgele degiskenin toplaminin tam
dagilimi bir énceki kisimda bulunmustur. Elde edilen bu tam dagilim kullanilarak,
mevcut veri setleri icin olasilik degerleri kesin olarak elde edilebilir. Ornek olmas:
acisindan bazi olasilik degerlerinin sonuclari su sekilde hesaplanmistir; Z =X +Y
olmak lzere, P(Z>2)=P(Z>6205)=04757, P(Z> z,.4)=P(Z >
62.26) = 0.4203, P(60 <Z <62) =0.4070, P(Z<58)=0.0045 ve P(Z>
60) = 0.8961. istenilen tiim olasihk degerleri, dagilim fonksiyonu kullanilarak

benzer sekilde elde edilebilir.

Density

s

b & 1 & ]

Sekil 4.7. Z = X + Y veri kimesinin histogram ve dagilim fonksiyonunun grafigi
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4.3. ki Yonli Kuvvet Dagihmh iki Rastgele Degiskenin Carpiminn

Dagilim

Bu kisimda, TSP dagilimina sahip iki rastgele degiskenin ¢arpiminin dagilimi
bulunacaktir. Sadelik saglamasi agisindan ve yeterli oldugu disunulduginden, bu
rastgele degiskenlerinin birbirinden bagimsiz ve pozitif oldugu varsayilacaktir. Ik
olarak sinir parametrelerinin sifirdan buyiik olma durumu, sonrasinda ise bu
parametrelerin sifir olmasi durumuna gore rastgele degiskenlerin ¢arpiminin kapal

formda oyf leri elde edilecektir.
4.3.1. Alt Sinirlann Pozitif Olmasi Durumu

X~TSP(a,m,b,n) ve Y~TSP(c, k,d,l) bagimsiz iki rastgele degisken

olmak Uzere, V = XY olsun. V’nin oyf si,
fo@) = [2h()g @) dx (4.98)

esitligi ile elde edilecektir ve bu esitlikteki h(x), X’in oyf sini, g(y) ise Y’nin oyf
sini ifade etmektedir. Bu oyf lerin parcali tamml: olmalarindan 6tirt de (4.98.)
numarah esitlikte verilen integralin hesaplanmasinda dort farkli durum ve her bir
duruma ait G¢ farkl alt durum ortaya ¢ikmaktadir. Tim durum ve alt durumlar Tablo
4.16. daki gibi verilir.

Tablo 4.16. iki rastgele degiskenin carpiminin oyf sini belirlemedeki durumlar

Durumlar Alt Durumlar

a<x<m, c<y<k ak <mc, ak =mc, ak > mc
a<x<m, k<y<d ad <mk, ad =mk, ad > mk
m<x<b c<y<k mk < bc, mk = bc, mk > bc
m<x<bh k<y<d md < bk, md = bk, md > bk

Birinci durumun ilk alt durumu olan f;;(v), (4.99.) numaral esitlikteki

integrallerin ¢6ziilmesiyle kapali formda elde edilir.
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fi1(v) =4

v € (ac,ak)

v € (ak,mc) (4.99)

-1

-1 v_
Jm %(x‘_‘l)n L(x C) idx, v € (mc, mk)

DOort durumun tim alt durumlarinin kapali formdaki fonksiyonlar: da buna
benzer sekilde elde edilerek sonuclar asagidaki gibi verilir.
Ilk durumda x ve y icin arahk degerleri a<x<m, c<y<k
seklindedir. Bu durumda
ki = (nl(m —a)'™ (k — c)*"H)/((b — a)(d — c)) olarak verilir.

Yukarida bahsedildigi gibi bu durumda, ak < cm, ak = cmve ak > cm

Durum 1:

kullanilacak olan integral sabiti,

olmak Gzere G¢ alt durum mevcuttur ve (4.98.) numaral esitligin ¢oziminde bu alt
durumlar degerlendirilmelidir. Dagilimin daha sade ifade edilebilmesi igin integralin

parcalar: ayr ayr elde edilecek ve I ;(v) esitlikleri ile tammlanacaktir.

v -1
Ii;(v) = faci(x —a)" G a C) dx
- Lf e N L

_ (-ao)*t
cnal

ac—v
—)

B(n D,Fi(ln;n+1 (4.100.)

Ii,(v) = ffi(x —a)* ! (E — c)l_1 dx

n—-1 l -n
= Lt {9 (11 - S e 1[1 (1-5) t] (1 - t)1dt

v—ak

o YR—1(5_
— woal)" M (k—o)! ak)knl (k=c) FF(1l-nn1+1; a(c k) (4.101.)

1=

Ii3(v) = f%mi(x —a)" ! (E - C)H dx

= (v —ak)" (k- ¢)' " (k = 2) /K"
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x [1(1- ( t)" Hi-(1-2)e " <1—'I‘f )H dt

_ (v—ak)" Y (mk-v)

. A.a(v-mk) km-v v
(k=c)l-1k"m 2 - _)

fD(l’l —n, 1- l; n, <, m@w—-ak) ' m(k—c)'’

(4.102.)

I',(v) = f;ni(x —a)* ! (5 - C)H dx

() -1
= b0 R (-1 Ln+ 15 1 - ™) (4.103)

I;j(v) esitlikleri incelendiginde goruldigl gibi TSP dagihmina sahip iki
rastgele degiskenin toplaminin oyf sinin kapali formdaki ifadesini elde etmek igin
gerekli olan (4.16.) ve (4.19.) esitliklerinde verilen integral sonuglarina, carpimin oyf
sinin elde edilmesinde de ihtiya¢ duyulmaktadir. Ayrica, bu integral sonuglarina ek
olarak 1,3 (v) esitliginde karsilasilan integral ¢6zumu igin Mathai ve Haubold (2008)

syf. 59 daki ifade referans alinmakta ve asagidaki esitlikle gosterilmektedir.

[ a1 (1 = ) D = uxy) P (1= ux) Prdx
= F(az_‘r(‘i(;—a) x fD(al bla ey bn’ C; xll ’xn) (4104)
Esitlikte yer alan f;, ise i¢ degiskenli Lauricella fonksiyonudur ve genel n

degiskenlisi asagidaki seri agilimina sahiptir.

fola, by, ... by;Cixq, ..., Xp)

(a)2?=1mi(b1)m1 w(bn)my x, ™o, M

(4.105.)

= Z"Tl1="'=mn=0 ] I
(C)Z?ﬂmi mql.my!

(lx] <1, ]x] <1, ..., |x,] < 1) acithmu ile ifade edilir.
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Bahsedilen integral sonuglar1 yardimiyla elde edilen I;;(v) fonksiyonlar: ve
integral sabiti kullanilarak birinci durumun alt durumlari kapali formda asagidaki
gibi ifade edilir.

ilk alt durum olan ak < mc durumu;

k.l,;(v), ve€ (ac, ak)
fu1(v) =1 kil12(v), v € (ak,mc) (4.106)
kil,5(v), v € (mc,mk)

ikinci alt durum olan ak = mc durumu;

kil,;(v), ve€ (ac, ak)

k1I13(17), v E (ak,mk) (4107)

f12(v) :{

Uciinci alt durum olan ak > mc durumu;

k.I;;(v), v € (ac,mc)
fis(v) = kiI*,(v), v € (mc,ak) (4.108)
kil,;s(v), ve (ak,mk)

Durum 2: ikinci durumda x ve y icin arahk degerleri a<x<m, k<y<d
seklindedir.  Bu  durumda  kullanilacak  olan  integral ~ sabiti  ise
k, = (ml(m—a)*(d — k) Y/((b — a)(d — ¢)) olarak verilir.

Birinci duruma benzer olarak bu durumda da, ad < km, ad = km ve
ad > km olmak Uzere (¢ alt durum mevcuttur. integralin parcalar: ayr1 ayr elde

edilecek ve I; esitlikleri ile tanimlanacaktir.

_ n _\l-
I (v) = W= @D b N (1= 1 Ln+ 1

alkn

d(ak—v) v
ad—p)’ 1- J)(4.109.)

a(k-d)

(v—ad)™~
L (v) = —= —ad

AV
a2 p(1, (L L-nnl+ 1L,

1-3) (4110)
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- n-1 —_l _
s(v) = L BL DR (L1 — o, L+ L5 1 -

mldan m(v—-ad)’
(4.111.)
_\n _l-1 _
Iy = =G B )Ry (01— LLn+ L5 1) (4112)

Birinci alt durum olan ad < mk durumu;

k,I,;(v), ve€ (ak,ad)
f21(v) =1 kal,(v), v € (ad, mk) (4.113))
k,I,;(v), v € (mk,md)

ikinci alt durum olan ad = mk durumu:

k,I,,(v), v e (ak,ad)

fa2(v) = {k2123(v), v € (ad,md) (4.114)

Uciincii alt durum olan ad > mk durumu;

kyl,1(v), v € (ak,mk)
fos(V) = {kal"52(v), v € (mk, ad) (4.115)
kyI3(v), v € (ad, md)

Durum 3: Ugiincii durumda x ve y icin aralik degerleri m<x<b, c<y <k
seklindedir. Bu durumda  kullanilacak  olan  integral  sabiti ise
ks =nl(b —m)"(k — c)*"t/(b — a)(d — c) olarak verilir.

Birinci duruma benzer olarak bu durumda da, km <cbh, km =cb ve
km > cb olmak Uzere G¢ alt durum mevcuttur. Integralin parcalar ayr1 ayr elde

edilecek ve I3;(v) esitlikleri ile asagidaki gibi tanimlanacaktir.

(b-m)"t (v—cm)! L v-
I, (v) = & mlcy cm B(lll)Fl(l,l—n,l,1+l,c'zbf::),l—ﬁ) (4.116.)
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o \n=1(1,_ 1 _
o (v) = B2 B DR (L - mn 1+ LD,

1- %) (4.117.)

o \n—=1¢1,_ \l—-1 _ _
Iy (v) = P20 p(n, 1)Fy (L, 1 - 1,1 it ) (4118)
_ (b-m)(v—mc)t? .c(b—m)

B(n,1)F,(11 -1l 1+n 1-2)  (4119)

I*y, =
32 m! " v-mc '

Birinci alt durum olan mk < bc durumu;

k3l3;(v), v € (mc,mk)
f51(v) =1 ksls,(v), v € (mk, bc) (4.120.)
k3l33(v), v € (bc, bk)

ikinci alt durum olan mk = bc durumu;

ksl;,(v), v € (mc,mk)

fa2(v) :{k3133(v), v e (mk, bk) (4.121)

Uciincii alt durum olan mk > bc durumu;

ksl31(v), v € (mc, bc)
fas(V) =< ksl*3,(v), v € (bc,mk) (4.122)
k3l33(v), v € (mk, bk)

Durum 4: Son durumda ise x ve y icin aralik degerleri m<x<b, k<y<d
seklindedir.  Bu  durumda  kullanilacak  olan  integral  sabiti  ise
k, = (b —m)"(d — k)Y /(b — a)(d — c) olarak verilir.

Birinci duruma benzer olarak bu durumda da, md < kb, md = kb ve
md > kb olmak Uzere ¢ alt durum mevcuttur. Integralin parcalar: ayri ayrn elde

edilecek ve I,;(v) esitlikleri ile tanimlanacaktir.
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L,;(v) = (v =—mk)(b — m)* (dm — v)""1 /km!

v—-mk d(mk-v) v

X fo(1l=n 1= 1122 k) g v (4.123)
o(v) = &0 0 g1 1yF (L1 - L L+ 1 w0 1-) (4124)
ls(v) = C T p1m) B (L L L+ i1~ 29 (4.125.)

Iyp(v) = & g 1), (11— 40,1+ S0 g Dy 126

Birinci alt durum olan md < bk durumu;

ks, (v), ve€E (mk,md)
faa(v) =1 kalyz(v), v € (md, bk) (4.127.)
ki ,;(v), v € (bk,bd)

ikinci alt durum olan md = bk durumu;

_ (kalyy(v), v € (mk,md)

faz (V) _{k4143(v), v € (md, bd) (4.128)

Uciincii alt durum olan md > bk durumu;

kyly1(v), v € (mk, bk)
fis(@) =Y kal "2 (v), v € (bk,md) (4.129.)
kily3(v), v € (md, bd)

Carpimin oyf sinin belirlemede ak,mc,ad, mk, bc,md ve bk

cokluklarimn birbirlerine gore siralamasi rol oynar. Ornegin, Durum 4’te md ile bk

karsilastirilir. Buna gore f,;(v) lerden biri alinir. Béylece v € (ac, bd) igin V’nin oyf
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si (2.63.) numaral esitlikte verilen U(x) gosterge fonksiyonu yardimiyla asagidaki

gibi elde edilir.

fr(v) = fivak-me)(V) * fau(aa—mi) (V) + f3umk-bey(V) + favma—pky (V)
(4.130.)

4.3.2. Alt Stnirlann Sifir Olmasi Durumu

Ozel bir durum olarak ele alinan a = ¢ = 0 durumu i¢in X~TSP(0,m, b,n)
ve Y~TSP(0,k,d,l) bagimsiz iki rastgele degisken olmak lzere, V = XY olarak
tanimlanir. a = ¢ =0 durumu igin de V’nin oyf si a >0, ¢ >0 durumunda
oldugu gibi (4.98) numaral esitlik kullanilarak elde edilecektir.

a > 0,c > 0 durumunda oldugu gibi oyf lerinin parcali tanimli olmalarindan
oturd dort farkli durum ve son duruma ait U¢ alt durum ortaya ¢cikmaktadir. Tum

durum ve alt durumlar Tablo 4.17 deki gibi verilir.

Tablo 4.17. (a = ¢ = 0) 6zel durumu igin iki rastgele degiskenin garpiminin oyf sini
belirlemedeki durumlar

Durumlar Alt Durumlar

0<x<m, 0<y<k 0 <mk

0<x<m, k<y<d mk < md

m<x<bh 0<y<k mk < bk

m<x<b k<y<d md < bk, md = bk, md > bk

Durum 1: Ik durumda x ve y icin arahk degerleri 0<x<m, 0<y<k
seklindedir. Bu durumda  kullanilacak  olan  integral  sabiti ise
k, = nlm™ ™1 /bdk'=*  olarak verilir ve dagihmin ilk parcas: asagidaki
esitlikteki gibi elde edilir.

. %(mn—l _ (%)n_l), veE(Omk) n=#l @.131)
klln(kTm) ,ve@Omk) n=1
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Durum 2: Ikinci durumda x ve y icin aralik degerleri 0<x<m, k<y<d
seklindedir. Bu durumda  kullamilacak  olan  integral  sabiti ise
k, = nlm*"/bd(d — k)"=*  olarak verilir ve dagilimin ikinci parcas: I,,(v) ve
I,,(v) esitlikleri yardimiyla esitlik (4.134.) deki gibi elde edilir.

n— AV

by () = =9 1,1) By (n, 1+ 11— 5 (4.132)
—_n\l,n—

Lo(v) = S B 1) By (1L L+ 11— ) (4133)

_( kyl,1(v), v e (0,mk)
f(v) = {kzjzi(v), v € (mk, md)

(4.134)
Durum 3: Uclincii durumda x ve y icin aralik degerleri m<x<bh, 0<y <k
seklindedir. Bu durumda  kullamilacak  olan  integral  sabiti ise
k; =nlv'=1/(bd(b — m)™ 1k'=1) olarak verilir ve dagilhimin tigiincii parcasi I3, (v)

ve I3, (v) esitlikleri yardimiyla esitlik (4.137.) daki gibi elde edilir.

Iy (v) = C50 B(Ln) B (L L1+ i1 - 2) (4.135)
(bk_ )nkl—n—l . .
I3(v) = =B, n) Fi(n— 1+ 111 +n1— ) (4.136.)

_ (ksl3;(v), v € (0,mk)
fz(v) = {k:[;z(v), v € (mk, bk)

(4.137.)
Durum 4: Son durumda ise x ve y icin aralik degerleri m <x <b, k<y <d
seklindedir. Bu durumda  kullanilacak  olan  integral  sabiti ise
ks = nl(b —m)*(d — k)*t/((b — a)(d — ¢)) olarak verilir. a>0 ve ¢>0
genel durumundaki ile aym sekilde U¢ farkl alt durum s6z konusudur. Genel
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durumla ayni olan, dagihimin dérdinci parcas 1,;(v) esitlikleri yardimiyla (4.142.),

(4.143.) ve (4.144.) esitliklerindeki gibi elde edilir.

L;(v) = (v —mk)(b — m)* (dm — v)""1 /km!

x fp(Ll—n1—1 ;2 2mk dmk-v) o v

k(b-m) ' k(dm-v)’

_a\n=1(4_1)1

Lp(v) = L2 B4 A (L1 - n 1+ 1,
_\n+l-14l-n

L) = YL B R (LG T+ 1 -2

_ n _ -
Iy (v) = &om M) g Ve (11— L1+ 7

ml

Birinci alt durum olan md < bk durumu;

kylyy(v), v € (mk,md)
faa(v) =1 kalyz(v), v € (md, bk)
k4.143(17), v E (bk, bd)

ikinci alt durum olan md = bk durumu:

_ (kalyy(v), v € (mk,md)
fia(¥) _{k4143(v), v € (md, bd)

Uciincii alt durum olan md > bk durumu;

kyly1(v), v € (mk, bk)
fazs(V) = {kyI" 4, (v), v € (bk,md)
kyly3(v), v € (md, bd)
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v(d-k)
" k(bd—v)

(4.138)

11— %) (4.139.)

(4.140.)

_d(m-b) b
" dm-v

1-==)

m

(4.141)

(4.142)

(4.143)

(4.144.)
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a =0, ¢ =0 6zel durumu i¢in ¢carpimin oyf sinin belirlemede sadece md ve
bk cokluklarinin birbirlerine gore siralamasi rol oynar. md ile bk Kkarsilagtirilir ve
buna gore f,; (v) lerden biri alinir. Boylece v € (0, bd) icin V’nin oyf si esitlik
(2.63.) deki U(x) gosterge fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi elde edilir.

fr(w) = 1) + L) + () + frvma-pi)(V) (4.145.)

Sekil 4.8.(a) da, [ =3 ve n igin 1,152 ve 25 degerleri verilerek,
X~TSP(0,1,5/3,n) ve Y~TSP(0,3,5,1) olmak uzere f(v) oyf sinin grafikleri
cizdirilmistir. Sekil 4.8.(b) de ise l = 4 e yukseltilmis ve n i¢in yine 1,1.5,2 ve 2.5
degerleri verilmistir. Grafiklere gore, n arttikca dagilimin beklenen degeri ve
sivriliginin arttig1, varyans ve garpikliginin ise azaldigi gorulirken, [ deki artigin ise
dagilimin beklenen degerinin artmasina, ¢arpikliginin ve varyansinin azalmasina etki

ettigi gorulmektedir.

oAt =3 nel ear I=4 el ——

N=l5 wee oo ; NELS e ve
. S eyl n=l
n=ls __ .. :-E: E _ [ = - -
r '
.‘ "h
\ ,
IR TP . Ly Y Lottt it 0 e O s,
& ; il § £
@ ®

Sekil 4.8. Belirli n vel degerleri igin f(v) fonksiyonunun grafikleri (a =c =0,
m=1 b=5/3, k=3, d=05)

Yukaridaki sekilde, [ ve n nin farkli degerleri igin oyf lerini inceledigimiz bu

dagilimin momentlerinin degerleri Tablo 4.18. ile asagidaki gibi verilmistir.
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Tablo 4.18. Belirli n ve [ degerleri i¢in V dagiliminin momentleri (a = c =0,
m=1 b=5/3, k=3, d=05)

n l E(v) V(v) as a,

1 3 2.2917 2.3409 0.5161 2.5130
1.5 3 2.3834 1.7908 0.4634 2.6964

2 3 2.4444 1.4654 0.4167 2.8030
2.5 3 2.4881 1.2574 0.3704 2.8587

1 4 2.3333 2.2099 0.3831 2.3167
1.5 4 2.4267 1.6431 0.3330 2.5515

2 4 2.4889 1.3067 0.2965 2.7145
2.5 4 2.5333 1.0908 0.2647 2.8225

Ayrica V’nin dagiliminin yizdelikleri f:f fr(v)dv = p esitliginin ¢ozumi ile

hesaplanabilir. Carpimin oyf sinin farkli parametre degerleri igin yuzdelikleri

hesaplanmistir.

Bu

hesaplamalar

neticesinde

elde edilen

p = 0.9,0.95,0975 ve 0.99 icin Tablo 4.19. da verilmistir.

sonuclar

Tablo 4.19. Farkli parametre degerleri i¢in V = XY dagiliminin yizdelik degerleri

a m b n ¢ k d l 0.90 0.95 0.975 0.99

1 2 3 1 1 2 3 1 64537 7.1705 7.6921 8.1650
1 2 3 2 1 2 3 2 55818 6.0834 6.5170 6.9994
1 2 3 3 1 2 3 3 51843 55653 5.9066 6.3109
1 2 3 4 1 2 3 4 49492 52592 55396 5.8787
1 2 3 5 1 2 3 5 47925 50548 5.2936 5.5846
1 2 4 1 1 2 4 1 109427 12.3556 13.3887 14.3266
1 2 4 2 1 2 4 2 8330 93874 10.3198 11.3264
1 4 5 1 3 4 6 1 21,9249 24.2035 25.8586 27.3570
1 4 5 2 3 4 6 1 21.6900 23.3977 24.7169 26.0743
1 4 5 3 3 4 6 2 199455 21.3099 224316 23.6528
1 4 5 4 3 4 6 3 19.0223 20.1392 21.0982 22.1772
2 3 4 1 1 2 4 2 102776 11.3890 12.2970 13.2404
2 3 4 2 1 2 4 3 91230 99616 10.6915 11.5235
2 3 4 4 1 2 4 4 84080 9.0683 9.6469 10.3124
2 3 4 5 1 2 4 5 80114 85870 9.1012 9.7028
3 4 5 3 3 4 5 3 183354 19.0408 19.6599 20.3829
3 4 6 3 3 4 6 3 220128 23.4033 24.6653 26.1595
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4.3.3. Uygulama

Bu bolimde yukarida bulunan sonuclarin bir uygulamas: verilecektir.
Hanehalki harcamalarinin temel kalemlerinden birinin yiyecek oldugu herkes
tarafindan bilinmektedir. Yiyecek harcamalar1 Uzerine yapilan arastirmalarin,
ulkelerin veya insanlarin yasam tarzlari, saglik kalitesi ve gelir dizeylerini yansittig
da genel kabul goérms bir yargidir. Buradan yola c¢ikilarak, Birlesmis Milletler Tarim
Ekonomisi Arastirma Servisi Departmaninin 2012 yilinda yayimladig: verilerden
secilen 84 dlkenin, evde yiyecege harcanan paranin, tuketici harcamalarindaki
yuzdesi ele alinarak bir uygulama vyapilacaktir. Orijinal veri setine

http://www.ers.usda.qov/data-products/food-expenditures.aspx. web

sayfasindan ulasilabilir.

Nispeten daha fakir ve gelismekte olan Ulkelerde, esya ve hizmet alimlarina
yapilan tuketici harcamalar: dogal olarak daha duslk, yiyecek harcamalarina ayrilan
pay ise daha fazla olmaktadir. Yani tiketici harcamalarinin diisiik oldugu Glkelerde
yiyecege ayrilan bitcenin yuzdesinin daha fazla olmas: beklenir. Bunun neticesinde
de tuketici harcamalari ile yiyecek harcamalar: arasinda negatif bir iliski oldugunu
soylemek mimkindur. Bu ylzden de veri setindeki eslestirilmis ciftler alinamaz,
cinki aksi durumda bagimsizlik varsayim: saglanmamis olur. Degiskenlerin
bagimsizliginin saglanmasi igin, tim veri setindeki her iki degiskenden rastgele
olarak 30 veri segilir ve sonugta korelasyon katsayisi -0.0907 olarak bulunur.

X, 2012 yilinda evde tlketilen alkolstiz icecekler dahil yiyecege ayrilan
tiketici harcamalarinin yuzdesini gostersin. Y ise kisi basina ABD dolar1 cinsinden
verilen esya ve hizmet alimlarindan olusan tlketici harcamalarina karsilik gelsin.
Boylece V = XY carpimi Kisi bast ABD dolar1 cinsinden yiyecek harcamalarini verir.
Veri seti Tablo 4.20 de verilmistir.

Yuzdeliklerin belirtildigi X degiskeninin sinirli bir arahkta tanimli oldugu
aciktir. Harcamalar: ifade eden Y degiskenin de bir alt sinir ile Gst sinira sahip oldugu
varsayilabilir. BOylece veri setinin yapisinin, TSP dagilimi gibi sinirh aralikh bir
dagilimla modellenmeye uygun oldugu sonucuna ulasilabilir. Bundan dolay: bu veri

seti TSP dagilimi ile modellenmis ve parametrelerin en cok olabilirlik tahmin
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edicileri L — BFGS — B optimizasyon yonteminde (Byrd ve ark., 1995) optim
fonksiyonu yardimiyla R programi kullanilarak hesaplanmistir. Ayrica uyum iyiligi
testlerinden Cramer-Von Mises testi ile Anderson-Darling testi veri kimelerine
uygulanmigtir. Sonuglar Tablo 4.21 de sunulmustur. Uyum iyiligi test sonuglarinin p-
degerlerine bakildiginda veri kimelerinin TSP dagilimindan geldigini belirten sifir
hipotezinin reddedilemeyecegi acgikga goOrtilmektedir. Veri setinde yer alan
degiskenlerin histogram grafigi ve Ustiine ¢izdirilmis oyf si Sekil 4.9 de verilmistir.
Bu grafikler de modellemelerin uygunlugunu desteklemektedir. Ayrica istenirse
carpimla ilgili olaylarin olasiliklar: da tam olarak hesaplanabilir. Ornegin, V nin
orneklem ortalamasindan bilyik olmasi olasihg;; P(V > 27.9280) = 0.4322
seklinde tam olarak hesaplanir. Bir diger 6rnekte de, yiyecek masraflarinin $3000 ile
$4000 arasinda olmasi olasiliginin, P(30 <V < 40) = 0.1462 olarak hesaplandigi
goralur. Sekil 4.10 te ise ¢arpimin dagiliminin veriyi iyi bir sekilde modelledigi ve

dagilimin saga carpik oldugu goruldr.
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Tablo 4.20: 2012 yilinda evde tuketilen alkolsuz icecekler dahil yiyecege ayrilan
tiketici harcamalarinin yizdesi, kisi basina ABD dolar1 cinsinden
verilen esya ve hizmet alimlarindan olusan tiiketici harcamalar: ve
bunlarin ¢arpimi ile elde edilen kisi bas1 ABD dolar: cinsinden yiyecek
harcamalar

Yuzdelikler — Tuketici Harcamalari ($10%)  Yiyecek Harcamalar ($10%)

(X) ¥)

35.9 0.5192 18.62928
35.9 0.8612 30.91708
43.7 0.5618 28.48366
35.9 0.2663 9.56017
37.0 0.1749 6.47130
33.4 1.2247 40.90498
37.0 0.3743 13.84910
32.2 1.0200 32.84400
23.3 2.2945 53.46185
25.8 0.6709 17.30922
35.1 0.6220 21.83220
40.4 1.1199 45.24396
35.1 0.9067 31.82517
32.0 0.8612 27.55840
36.1 2.1206 76.55366
32.2 1.7491 56.32102
35.1 0.7705 27.04455
28.7 0.6518 18.70666
31.4 0.2410 7.56740
25.2 1.7713 44.63676
24.5 0.3091 7.57295
a47.7 1.3858 66.10266
35.5 0.1749 6.20895
44.8 0.5192 23.26016
28.7 0.2503 7.18361
314 0.3626 11.38564
34.4 0.4744 16.31936
44.8 1.1199 50.17152
36.1 0.6220 22.45420
314 0.5557 17.44898
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Tablo 4.21: Yiyecek harcamalari verisi i¢in TSP dagiliminin parametre tahminleri ve
uyum iyiligi test sonuglar

TSP(a,m,b,n)

a m b n loglik CVM p-degeri AD  p-degeri
17.8280 35.1 51.3691 2.7040 -94.431 0.13 0459 0.716 0.544
(11.606) (0.0574 (8.815) (2.623)

TSP(c k. d, 1)

c k d l loglik CVM p-degeri AD  p-degeri
0.0201 0.2402 3.1554 3.4944 -18.161 0.034 0.965 0.282 0.951
(0.170)  (0.017) (1.422) (2.517)
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edilmis TSP oyf si
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Sekil 4.11. Yiyecek masraflari ve ¢arpimin dagilimin oyf si

4.4, iki Yonli Kuvvet Dagihmh X ve Y Rastgele Degiskenlerinin Bélumiinin

Dagilim

Bu kisimda, TSP dagihmimna sahip iki bagimsiz rastgele degiskenin
bolumunun dagilimi bulunacaktir. Hem kolaylik olmasi agisindan hem de yeterli
oldugu dusunaldigiinden, bu rastgele degiskenlerinin birbirinden bagimsiz ve pozitif
oldugu varsayilacaktir. ilk olarak X/Y oraninin, sonrasinda ise Y/(X + Y) oraninn

kapal: formda oyf leri elde edilecektir.
4.4.1. X/Y’nin Dagilim
X~TSP(a,m,b,n) ve Y~TSP(c, k,d, ) bagimsiz iki rastgele degisken olmak

uzere, Z = 1/Y donusimi ile V = XZ olarak tanimlanir. V’nin oyf si asagidaki

esitlik kullanilarak elde edilecektir;

fo@) = [ h()g ()1 dx (4.146.)
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Oyf lerimin parcali tamimli olmalarindan 6turtu (4.146.) numarali esitlikte
verilen integralin hesaplanmasinda dort farkl: durum ve her bir duruma ait ¢ farklh
alt durum ortaya ¢ikmaktadir. Tum durum ve alt durumlar Tablo 4.22. daki gibi
verilir.

Tablo 4.22. TSP dagilimina sahip iki rastgele degiskenin bolimuiniun oyf nu
belirlemedeki durumlar

Durumlar Alt Durumlar

a<x<m, 1/d<z<1/k a/k <m/d, a/k =m/d, a/k >m/d
a<x<m, 1/k<z<1/c a/c<m/k, a/c=m/k, a/c>m/k
m<x<b, 1/d<z<1l/k m/k<b/d, m/k<b/d, m/k<b/d
m<x<b, 1/k<z<1l/c m/c<b/k, m/c<b/k, m/c<b/k

Birinci durumun ilk alt durumu olan f;,(v), (4.147.) numarah esitlikteki

integrallerin ¢6zilmesiyle kapali formda elde edilir.

-1

dv n x—a 1 d—% x

a b- a(m a) ﬂ(ﬂ) 2 dx, v € (ald, alk)
x. [—1

d d— -

fi1(v) = { ukv b"a( ) c(d k) :—de, v € (a/k,m/d) (4.147.)

x. -1

m n x-a\" 1 1 d—; x

Lkab a(m—a) E(d k) v_zdxa v E (m/d,m/k)

DOort durumun tim alt durumlarinin kapali formdaki fonksiyonlar: da benzer
sekilde elde edilerek sonuclar asagidaki gibi verilir.
Durum 1: ilk durumda x ve z igin aralik degerleri a<x<m, 1/d <z < 1/k
seklindedir. Bu durumda  kullamilacak  olan  integral  sabiti ise
t; =nl((m—-a)t™)(d—k)'"' / ((b —a)(d —c)) olarak verilir. Dagihmin ilk
parcast ly;(v) esitlikleri yardimiyla ve alt durumlar géz o6ninde bulundurularak
(4.152.), (4.153.) ve (4.154.) esitliklerindeki gibi elde edilir.

(dv— a) a-dv
—)

I1,(v) = 2 B(n,1) o Fy(—Lmn+1;

(4.148.)

I,(v) = Wk —a)» *(d — k)'v?k B(l,1)
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v(k-ad)
vk—a '

x F(11—n, —11+1; 1-9) (4.149)

Liz(v) = (Wk — )" 1(d — k)" Tvk(m — vk)

vk—-m m—-vk vk-m

*fo(Ll-nl-lL -0 = s =) (4.150.)

I'1,(v) = (m — a)*(dv — a) " tav'~'B(1,n)

(m—-a) a—m
)

xF(n,1-1,-1n+1;

(4.151.)

dv-a' a

1;;(v) esitlikleri incelendiginde goraldugt gibi TSP dagilimina sahip iki
rastgele degiskenin bolimanan dagiliminin kapali formdaki ifadesini elde etmek icin
(4.16.), (4.19.) ve (4.104.) esitlikleri ile wverilen integral sonuclarina ihtiyag
duyulmaktadir. Diger durumlarda da karsimiza ¢ikabilecek olan bu integral sonuglar
carpimin dagilimi elde edilirken kullanilan integral sonuglari ile aymidir.

Birinci alt durum olan a/k < m/d durumu;

t;I;;(v), ve (ald,alk)
fii(w) =S 11, (v), v € (alk,m/d) (4.152))
t;I,5(v), ve (m/d m/lk)

ikinci alt durum olan a/k = m/d durumu:

_(til;1(v), v € (ald,alk)
f12(v) ‘{t111131(v), v e (alk,mlk)

(4.153.)

Uciincii alt durum olan a/k > m/d durumu;

t;[,;(v), ve (a/d,m/d)
fis(v) =31, (v), v € (m/d,alk) (4.154)
t:13(v), ve (alk,mlk)
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Durum 2: Ikinci durumdax ve z igin arahk degerleri a <x<m, 1/k <z < 1/c
seklindedir. Bu durumda  kullamilacak  olan  integral  sabiti ise
t, =nl((m—a)*™) (k= c)' /(b —a)(d —c)) olarak verilir. Dagilimin
ikinci parcast I,;(v) esitlikleri yardimiyla ve alt durumlar g6z 6niinde
bulundurularak (4.159.), (4.160.) ve (4.161.) esitliklerindeki gibi elde edilir.

_ (k=) (a-vc)~? _a-vk Kk
Ly(v) = 7= Vfﬁl”c “B(l,n)Fl(n,l—l,—l,n+1,% 1—"7)

1
C

(4.155.)

L,(w) = (vc — a)" *(k — c)'v?c B(1,1)

< F(L1—n—11+ 15520 1 -5 (4.156.)

vc—a '

—a)" —ve)l -
Ly(v) = &I C g1 DF (11— n—1, 1+ 1,27 1 - (4.157.)

pl-2 ve—a'

«  _ (m-a)™a-vc)l1
"2 = =

(a-m)
B, n)F,(n,1—1,—1,n+1; %, 1-— %) (4.158.)
Birinci alt durum olan a/c < m/k durumu;

t,1,,(v), ve (alk,alc)
fo1(v) =1 t,1,(v), v E (alc,mlk) (4.159.)
t,15(v), ve (m/k,m/c)

ikinci alt durum olan a/c = m/k durumu:

t,1,,(v), ve (alk,alc)

tal3(v), v € (alc,m/c) (4.160.)

fa2(v) :{

Uciincii alt durum olan a/c > m/k durumu;
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t, 1,1 (v), ve (a/k,m/k)
fos(V) =<t 1", (v), v €E (m/lk,alc) (4.161)
t,15(v), v e (alfc,m/c)

Durum 3: Uglincii durumda x ve z icin aralik degerlerim < x < b, 1/d < z < 1/k
seklindedir.  Bu  durumda  kullanilacak  olan  integral  sabiti  ise
ts =nl((b—m)'™) ((d — k)*H/((b—a)(d —c)) olarak verilir. Dagilimin
Ucunclh parcast I3;(v) esitlikleri yardimiyla ve alt durumlar g6z 6niinde
bulundurularak (4.166.), (4.167.) ve (4.168.) esitliklerindeki gibi elde edilir.

_ (b-m)* (vd-m)" vd— d
L (v) = = Ul_'j 2B 1)F (L1 —n 11+ "b_r;” 11— ";)
(4.162))
L,(v) = (b —vk)"1(d - k)'v?k B(l,1)
v(d—k) d
xF(11-n-11+2221-9 (4.163)
Iis(v) = (b — vk)™(d — k)" vk B(n, 1)F, (1,1 — [, —1,1 + n; 22 2Dy
33 ’ 1 ) ) y ’U(d—k)l ok
(4.164.)
—_m)n —_m)l— —
Iy = L& T g 1) E (L - 1, -1+ S 1 2y (4.165)

Birinci alt durum olan m/k < b/d durumu;

t;l3,(v), ve (m/d m/k)
f3:(v) =1 t3l5,(v), v € (mlk,b/d) (4.166.)
t;135(v), v e (b/d,bl/k)

ikinci alt durum olan m/k = b/d durumu;
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t;1;;(v), v e (m/d,mlk)

tsls3(v), v € (m/k, b/k) (4.167))

f32(v) :{

Uciincii alt durum olan m/k > b/d durumu;

t;l3;(v), ve (m/d b/d)
fzs(v) ={t3I"3,(v), v € (b/d, m/k) (4.168.)
t;l33(v), v e (mlk, blk)

Durum 4: Son durumda ise x ve z icin aralik degerlerim <x < b, 1/k <z < 1/c
seklindedir. Bu durumda  kullamilacak  olan  integral  sabiti ise
t, =nl((b—m)*™) ((k — c)* /(b — a)(d — c)) olarak verilir. Dagilimin
dordiinct pargas1 I,;(v) esitlikleri yardimiyla ve alt durumlar g6z &nilinde
bulundurularak (4.173.), (4.174.) ve (4.175.) esitliklerindeki gibi elde edilir.

L;(v) = (b -m)"1(m—vc) 'm(vk —m) /v~

x (11 —n,1—1[ —1;22m movk 4 _ Pky (4.169.)

] )
b—-m m-vc m

L,(w) = (b —vc)" Y(k — c)'w?c B(1,1)
v(k—c) k

xF(L1-n-11+1,29 1 K (4.170.)
_ n+l—
Ly () = T B(1n) Py (-1 LT+ m1 -2 (4.171)
—m _ -1 _
I*4p(v) = SR R B )R (1 - 1 -1 1+ 0 1 - 2
4.172)

Birinci alt durum olan m/c¢ < b/k durumu;

ty s, (v), veEe (mlk,m/c)
far(v) =S tyly,(v), v € (m/c,b/k) (4.173)
tily3(v), v e (blk,b/c)
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ikinci alt durum olan m/c = b/k durumu:

_(tyly1(v), v E (m/k,m/c)
far(v) = {t41413(v), v € (m/c, b/c)

(4.174.)
Uciinci alt durum olan m/c > b/k durumu;

tydy;(v), ve (mlk,blk)
fas(v) =Sty I*4,(v), v eE (blk,m/c) (4.175.)
tylys(v), v e (@mlc,b/c)

Boliumun oyf sinin belirlemede a/k,m/d,a/c,m/k,b/d,m/c ve b/k
cokluklarinin birbirlerine gore siralamas: rol oynar. Ornegin, Durum 4’te m/c ile
b/k karsilastirilir. Buna gore f;;(v) lerden biri alinir. Boylece v € (a/d,b/c) icin V
nin oyf si esitlik (2.63.) ile verilmis U(x) gosterge fonksiyonu yardimiyla asagidaki

gibi yazilabilir.

fr W) = fivark-miay(V) * favcarc—mey) + faumrk—-bray(v)

+fau(msc—pri)(V) (4.176.)
4.42. Y/(X+Y) nin Dagilhm

Bu kisimda V = X/Y nin dagilim: kullanilarak, W = Y/(X + Y) nin dagilimi
elde edilecektir. V = X/Y nin dagilimina benzer olarak W’nun dagilimida dort

durum altinda irdelenecek ve oyf si asagidaki esitlik kullanilarak tanimlanacaktir.
gw) = [1_, fr(w)dv (4.177)

v*, fy (v) oyf sinin araliklarina baglidur.
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Durum 1: ilk durumda x ve z icin aralik degerleri a <x <m, 1/d <z < 1/k
seklindedir. Dagilimin ilk parcas: I;;(v) esitlikleri yardimiyla ve alt durumlar g6z
onunde bulundurularak (4.178.), (4.179.) ve (4.180.) esitliklerindeki gibi elde edilir.

Birinci alt durumolan d/(m + d) < k/(a + k) durumu;

1 1
Shi(5-1), we G
1 1
guw) =4 =l (5-1), we =) (4.178)
1 1
Lz (5-1), weGq )

Ikinci alt durum olan d/(m + d) = k/(a + k) durumu;

1 1 k d
—=hz|l=—1), WE (— —)
whn(G-1) weGh o

Uciincii alt durum olan d/(m + d) > k/(a + k) durumu;

1 1
shi(3-1) we o)
N 1
Gisw) =41, (;—1). we (5, =) (4.180.)
1
—’11(;‘1) WE (i)

Durum 2: Ikinci durumda x ve z icin aralik degerleria <x <m, 1/k <z < 1/c
seklindedir. Dagilimin ikinci parcasi I,;(v) esitlikleri yardimiyla ve alt durumlar g6z
Onlnde bulundurularak (4.181.), (4.182.) ve (4.183.) esitliklerindeki gibi elde edilir.

Birinci alt durum olan k/(m + k) <c¢/(a + ¢) durumu;

k

1 1
Jm’zs -1 we G
1 1
g21(W) = — I (;— 1), w € (m —) (4.181.)
1 1
ahi(z-1), welGh oD
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Ikinci alt durum olan k/(m + k) =c/(a + c) durumu;

—lp(z-1), we (=)

m+c’' m+k

(o). el

m+k ' a+k

ga2(W) =

Uciincii alt durum olan k/(m + k) > ¢/(a + ¢) durumu;

{L123(l—1)1 we (-—,—)

J w2 w m+c ' a+c
=)Ll (L_ £ _k
g23(W) - W21 22 (W 1)1 wE (a+c’m+k)

1 1 k k
(1) e

(4.182)

(4.183.)

Durum 3: Ugiincii durumda x ve z icgin aralik degerlerim < x < b, 1/d < z < 1/k

seklindedir. Dagilimin Gglincl pargas: I5;(v) esitlikleri yardimiyla ve alt durumlar
g0z oniinde bulundurularak (4.184.), (4.185.) ve (4.186.) esitliklerindeki gibi elde

edilir.

Birinci alt durumolan d /(b + d) < k/(m + k) durumu;

1 1 kK d

pEREE (J - 1) - WE Grnd)
)1 1 d k

gz (W) = Wz 132 (; N 1)’ we G gimr)
1 1 kK d

kﬁ I3 (; B 1)  WE (m+k : m+d)

Ikinci alt durum olan d/(b + d) = k/(m + k) durumu;

1 1 k d
e (5-1) we G

1 1 d d
(1) weGh

gz2(w) =

Uclincii alt durum olan d /(b + d) > k/(m + k) durumu;
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1 k k

(L 1_ _k
w2 I35 (w 1)‘ w € (b+k'm+k)

1., (1 kK d

g33(W) = Jﬁl 32 (; — 1), w € (m,m) (4186)
1 1 d d
el (G-1). weGha

Durum 4: Son durumda x ve z icin aralik degerleri m <x <b, 1/k <z <1/c
seklindedir. Dagilimin son parcasi I,;(v) esitlikleri yardimiyla ve alt durumlar goz
Onlnde bulundurularak (4.187.), (4.188.) ve (4.189.) esitliklerindeki gibi elde edilir.

Birinci alt durum olan k /(b + k) < ¢/(m + ¢) durumu;

1 1 c k
e (5-1) we G
1 1 k
9aW) ={—lp(2-1), we ) (4.187)
1 1 c k
i (5-1) weGh

ikinci alt durum olan k/(b + k) = c¢/(m + ¢) durumu;

1 1 c k
—Is——1), we (—,—)
gaz (W) = “iz (Vlv ) bk+c b;k (4.188.)
ol (5-1) weG
Uclinci alt durum olan k/(b + k) > c/(m + ¢) durumu;
1 1 [ c
J( FLB (; N 1)  WE (m’m+c)
1 ., 1 k
9usW) =T (2-1), we =) (4.189)

1 1 k k
=l (5-1), weGh )

Boylece w € (¢/(b + ), d/(a+ d)) icin W nun oyf si (2.63.) numarah
esitlikteki U(x) gosterge fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi elde edilir.
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gwW) =9,y a i@+ g,k W)+ gy kW) g,k @)

m+d a+k m+k a+c b+d m+k b+k m+c

(4.190.)

X/Y bolimi durumunda sinir degerlerinin sifir olmasi tek ihtimali agikga
paydaki rastgele degiskene 6zgudir. Y / (X +Y) bolumi durumunda ise alt sinir
degerlerinden yalmz birinin sifir olmas: 6zel durumu ortaya ¢ikabilir. Bu ozel
durumlar da ¢arpim durumundakine benzer bir sekilde calisilabilir.

a=2 m=c=3, b=k=4, d=5 parametre degerleri sabit tutularak
n ve | parametrelerinin degerleri degistirilmis ve elde edilen grafikler Sekil 4.12. de
sunulmustur. Sekil 4.12.(a) da [ = 2 iken n parametresinin degeri arttikga V’nin
dagiliminin beklenen degerinin sabit kaldigi, varyansinin azaldig: sivriliginin ise
arttigr  gozlenmektedir. Sekil 4.12.(b) de 1 =3 degerine yukseldiginde V’nin
dagiliminin beklenen deger ve varyansinin azaldigs, sivriliginin ise arttigi gorultrken,
n parametresinin degeri arttiginda ise V’nin dagiliminin beklenen degerinin sabit
kaldigi, varyansinin ve garpikhiginin azaldigi, sivriliginin ise arttigi goralmektedir.
Sekil 4.12.(c) de yer alan W’nun dagiliminda ise, [ = 2 igin n parametresinin degeri
artiginda  beklenen deger ve varyansin azaldigi, sivriligin ise  arttig
g6zlemlenmektedir. Son olarak Sekil 4.12.(d) de ise [ = 3 degerine yulkseldiginde
W’nun dagiliminin beklenen degerinin ve sivriliginin arttigi, varyansinin ise azaldigi
g6zlemlenirken, n parametresinin degeri arttiginda ise W’nun dagiliminin beklenen

deger ve varyansinin azaldigi, sivriligininse arttigi gorulmektedir.
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gl.m = ne35 e—— vl n=1.5

n=q ===

50 055 Y. 045 il

[(:I -t an [dh Q4G

Sekil 4.12. Belirli n ve [ degerleri icin f(v) ve g(w) fonksiyonlarinin grafikleri
(a=2 m=c=3, b=k=4, d=5)

Tablo 4.23. Belirli nvel degerleri igin VveW dagilhimlarinin  momentleri
(a=2, m=c=3 b=k=4, d=5)

n l E(v) V(v) E(w) V(w)
35 2 0.7580 0.0116 0.5707 0.0013
4 2 0.7580 0.0106 0.5707 0.0011
45 2 0.7580 0.0099 0.5706 0.0010
5 2 0.7580 0.0093 0.5705 0.0010
5.5 2 0.7580 0.0089 0.5704 0.0009
6 2 0.7580 0.0086 0.5704 0.0009
6.5 2 0.7580 0.0083 0.5703 0.0008
7 2 0.7580 0.0081 0.5703 0.0008
35 3 0.7548 0.0088 0.5715 0.0009
4 3 0.7548 0.0079 0.5713 0.0008
45 3 0.7548 0.0072 0.5712 0.0008
5 3 0.7548 0.0067 0.5711 0.0007
5.5 3 0.7548 0.0063 05710 0.0007
6 3 0.7548 0.0060 0.5709 0.0006
6.5 3 0.7548 0.0057 0.5709 0.0006
7 3 0.7548 0.0055 0.5709 0.0006
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Ayrica V’nin dagiliminin yuzdelikleri f:/”d fr(v)dv = p esitliginin ¢ozimdi

ile hesaplanabilir. Bolumun oyf sinin farkli parametre degerleri igin ytzdelikleri
hesaplanmistir.  Bu  hesaplamalar  neticesinde  elde  edilen  sonuglar
p = 0.9,0.95,0975 ve 0.99 icin Tablo 4.24 de verilmistir.

Tablo 4.24. Farkli n ve [ degerleri icin V dagilimimnin yuzdelikleri (p =
0.90,0.95,0.975,0.99)

a m b n ¢ k d 1 0.90 0.95 0.975 0.99
2

1 3 1 1 2 3 1 1.800 2.0865 2.3190 2.5485
2 2 14768 1.6518 1.8142 2.0081

3 3 13411 1.4647 1.5832 1.7318

4 1 4 1 2.0698 2.500 2.8646 3.2363

2 2 1.6583 1.8992 2.1294 2.4156

3 3 14846 1.6558 1.8173 2.0234

5 1 5 1 22919 2.8606 3.3604 3.8850

2 2 18311 2.1440 2.4408 2.8145

3 3  1.6257 1.8520 2.0634 2.3284

3 4 1 3 4 1 2.0698 2.500 2.8646 3.2363
2 2 15968 1.8552 2.1041 2.4069

3 3 14055 1.5814 1.7576 1.9855

5 1 5 1 22919 2.8606 3.3604 3.8850

2 2 17074 2.0125 2.3157 2.6996

3 3 14877 1.6869 1.8901 2.1593

4 5 1 4 5 1 22919 2.8606 3.3604 3.8850
2 2 1.6890 2.0168 2.3461 2.7617

3 3 14557 1.6706 1.8938 2.1934

1 2 3 1 4 5 6 2 0.5666 0.600 0.6274 0.6568
2 3 0.5167 0.5468 0.5709 0.5972

3 4 0.4885 0.5148 0.5367 0.5608

4 1 7 2 07141 0.7677 0.8095 0.8545

2 3 0.6263 0.6774 0.7180 0.7608

3 4  0.5740 0.6201 0.6585 0.7001

5 1 8 2 0.8524 0.9284 0.9867 1.0480

2 3 0.7307 0.8029 0.8608 0.9216

3 4  0.6570 0.7225 0.7773 0.8370
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icin

p = 0.9,0.95,0975 ve 0.99 icin Tablo 4.25 de verilmistir.

hesaplanmastir.

Benzer sekilde W’nun dagiliminin yizdelikleri de farkli parametre degerleri

Bu

hesaplamalar

neticesinde

elde edilen

sonuglar

Tablo 4.25. Farkli n ve I degerleri igin W dagiliminin yizdelikleri (p = 0.90, 0.95,

0.975,0.99)
a m b n ¢ k d 1 0.90 0.95 0.975 0.99
1 2 3 1 2 3 1 0.6429 0.6760 0.6987 0.7182
2 2 0.5962 0.6229 0.6447 0.6676
3 3 05729 0.5943 0.6129 0.6339
4 1 4 1 0.6742 0.7143 0.7412 0.7640
2 2 0.6238 0.6551 0.6805 0.7072
3 3 0.5975 0.6235 0.6450 0.6692
5 1 5 1 0.6962 0.7410 0.7707 0.7953
2 2 0.6468 0.6819 0.7094 0.7378
3 3 0.6192 0.6494 0.6736 0.6996
3 4 1 3 4 1 06742 0.7143 0.7412 0.7640
2 2 0.6149 0.6498 0.6778 0.7065
3 3 0.5843 0.6126 0.6374 0.6650
5 1 5 1 0.6962 0.7410 0.7707 0.7953
2 2 0.6306 0.6680 0.6984 0.7297
3 3 0.5980 0.6278 0.6540 0.6835
4 5 1 4 5 1 0.6962 0.7410 0.7707 0.7953
2 2 0.6281 0.6685 0.7011 0.7342
3 3 0.5928 0.6256 0.6544 0.6869
1 2 3 1 4 5 6 2 0.8065 0.8206 0.8295 0.8374
2 3 0.7767 0.7930 0.8051 0.8374
3 4 0.7606 0.7749 0.7868 0.7992
4 1 7 2 0.8040 0.8235 0.8360 0.8475
2 3 07744 0.7935 0.8079 0.8219
3 4  0.7597 0.7755 0.7887 0.8028
5 1 8 2 0.8019 0.8261 0.8419 0.8562
2 3 07744 0.7956 0.8118 0.8278
3 4 0.7610 0.7782 0.7924 0.8077
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4.4.3. Uygulama

Bu kisimda TSP dagilimina sahip iki rastgele degiskenin bolimundin dagilim:
ile ilgili simllasyon uygulamas: yapilmistir. Uygulamada R programi kullanilarak
sonuclar elde edilmistir. X~TSP(8,10,12,6) ve Y~TSP(11,13,15,5) olacak sekilde

Tablo 4.26 ile verilen veri setleri rastgele olarak turetilmistir.

Tablo 4.26. Uygulamada kullanilacak X ve Y degiskenlerine ait veri kiimesi

X Y
9.5 131
10.0 12.8
9.9 12.7
9.9 12.9
9.8 12.9
9.6 12.8
10.5 12.7
9.7 13.0
10.7 12.6
9.6 11.8
9.4 12.9
9.9 135
10.0 12.8
10.4 13.0
9.7 12.9
10.5 12.9
9.8 13.8
10.3 12.6
10.1 12.9
10.0 12.7
9.6 125
10.1 12.8
9.3 131
9.9 13.2
9.8 135
9.8 12.3
10.0 13.7
9.8 13.3
10.3 131
10.0 12.7
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Tablo 4.26 ile verilen veri kiimesinin, TSP dagilimina ait oyf leri ile fit
edilmis histogram grafikleri asagidaki Sekil 4.13 de sunulmus, tanimlayici
istatistiklerini iceren degerler ise X ve Y igin sirasiyla Tablo 4.27 ve Tablo 4.28 ile

verilmistir.

2.0
4

Drensity
1.0
e @iy
0.6 0.8

0.5
0.4

0.2

a0 a5 " 100 105 1.0 115 120 125 1340 135 140 14.5
[a] (i)

Sekil 4.13. a) X verisinin histogram grafigi, b) Y verisinin histogram grafigi

Tablo 4.27. X veri kiimesinin tanimlayici istatistikler

Ar.Ort. Medyan St.sapma Aralik Carpikhk Basiklik Min Maks n

9.93 9.90 0.3323 1.40 04031 28188 9.30 10.70 30

Tablo 4.28. Y veri kiimesinin tanimlayici istatistikler

Ar.Ort. Medyan St.sapma Aralhk Carpikhk Basikhk Min Maks n

12.92 12.90 0.4009 2.00 -0.0785 4.1522 1180 1380 30

Tablo 4.26 ile verilen veri kiimesinin parametrelerinin en c¢ok olabilirlik
tahmin edicileri L — BFGS — B optimizasyon yonteminde (Byrd ve ark., 1995) optim
fonksiyonu yardimiyla R programi (R Development Core Team, 2011) kullanilarak

hesaplanmis ve Tablo 4.29 ile verilmistir.

126



4. 1Ki YONLU KUVVET DAGILIMI Selim GUNDUZ

Tablo 4.29. Mevcut veri kiimesi i¢in TSP dagiliminin parametre tahminleri

TSP(a,m,b,n)

a m b n log — olabilirlik
8.5936 9.8000 11.8644 5.7971 -8.0728
(3.9632) (13.9153) (2.8042) (0.8448)

TSP(c k,d 1)

c k d [ log — olabilirlik
11.1742 12.8996 14.6861 49776 -12.7738
(3.5389) (1.0400) (3.1760) (1.1004)

TSP dagilimina sahip iki bagimsiz rastgele degiskenin bolumunun tam
dagilim: bir 6nceki bolimde bulunmustur. Elde edilen bu tam dagilim kullanilarak,
mevcut veri setleri igin olasilik degerleri kesin olarak elde edilebilir. Ornek olmasi
acisindan bazi olasilik degerlerinin sonuglari su sekilde hesaplanmistir; V = X/Y
olmak tzere, P(V >7)=P(V >0.7682) = 05946, PV > v,.q) = P(V >
0.7670) = 0.6253, P(Z=>0.8)=0.0601, P(0.7<V <0.8)=09399 ve
P(V <0.9) =0.8530. Istenilen tim olasihk degerleri dagilim fonksiyonu

kullanilarak benzer sekilde elde edilebilir.

v

Sekil 4.14. V = X/Y veri kiimesinin histogram ve dagilim fonksiyonunun grafigi
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5. SONUCLAR VE ONERILER

TSP dagilimlh rastgele degiskenlerin fonksiyonlari adi altindaki bu tez
calismasinda, beta tipi olarak siniflandirilan dagilimlardan olan, tcgensel dagilim ve
TSP dagilimi tanitilmis ve bu dagilimlarin beta dagilimina alternatif olarak
Onerilmesindeki nedenlerden bahsedilmistir. Bunlara ek olarak, dagilimlarin cesitli
oOzellikleri verilmis, diger dagilimlarla olan iliskilerine deginilmis, bu dagilimlardan
rastgele say1 Uretimin nasil uygulanacagi anlatilmis, momentleri hesaplanmis ve
parametre tahminleri yapilmstir.

Ayrica X ve Y, TSP dagilimina sahip bagimsiz iki rastgele degisken olmak
Uzere X +Y, XY, X/Y ve Y/(X +Y) nin tam dagilimlar elde edilmis, bulunan bu
dagihmlarin farkli parametre degerlerine gore grafikleri cizdirilmis, momentleri
hesaplanmus, yizdelik tablolar: olusturulmus ve en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi ile
parametreleri tahmin edilmistir.

Bu calismanin neticesinde elde edilen TSP dagilimina sahip iki rastgele
degiskeninin fonksiyonlarinin dagilimi kullanilarak ulasilacak sonuglarla galismak,
similasyon yoluyla elde edilen sonuglarla ¢alismaya nazaran kesinlik elde edilmesi
acisindan cok daha iyidir. Ozellikle ¢ok biyilk maliyetli islerde veya cok hassas
deneylerde tam dagilimla elde edilen sonuglarin kullanilmas: hesaplama yoluyla
olusabilecek zararlar: ortadan kaldirmaktadir.

Bu nedenle, literatirde yer alan cesitli dagilimlardan gelen ve hala
tamimlanmamis, ancak pek c¢ok bilim alaninda gerek teorik, gerekse uygulama
alanlarinda kullanilan rastgele degiskenlerin fonksiyonlarinin tam dagilimlarinin
bulunmasi ve bu eksikligin en kisa strede giderilmesi buytik 6nem arz etmektedir.

Tezde elde edilen tam dagilimlarin muhendislik gibi uygulamal: alanlarda
TSP ile modelleme yapan arastirmacilarin fonksiyonlariyla ilgili sonu¢ ¢ikarsamada
kullanigl: olacagi umulmaktadir.

Tezde sadece iki rastgele degiskenin yer aldigi fonksiyonlar U(zerinde
durulmustur. ikiden fazla rastgele degisken olmasi durumunda tam dagilim: bulma
probleminin bir hayli karmasik oldugu konvollisyonda gosterilmis olmasina ragmen

sorunun g¢arpim ve bolim icin de gecerli olacagini tahmin etmek zor degildir.
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Tezde ayrica rastgele degiskenlerin bagimsiz oldugu varsayilmistir. Bununla
birlikte gercek veri uygulamalarinda bazen bagiml: rastgele degiskenlerle calisilir.
Ornegin, isleyisleri birbirine bagimli olan iki bilesenin omiirlerinin bir fonksiyonu o
sistemin kalitesinin 6lgtlmesinde kullanilabilir. Bu nedenle X ve Y nin TSP dagiliml
olarak bagimli olmast durumunda X +Y, XY, X/Y ve Y/(X+Y) nin tam

dagilimlarinin elde edilisleri ¢6ztlmeyi bekleyen sorular arasindadir.
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