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OZET : Bu ¢calismada, giiglendirilmis plak dosemelerin statik yiikler altinda analizi
sonli elemanlar yardimu ile incelenmistir. Plak ve kiris malzemeleri lineer elastik ve
izotrop kabul edilerek temel denklemler yazinustir. Plak oria viizevi ile kiris ekseninin
avmi diizlemde olmamast nedeniyle dis merkezlik olusmakiadir. Buna bagli olarak plak
orta yiizevinin diizlem ici yer degistirmeleri de gozoniine aluwnstir. Tablivelerin keyfi
bélgeli olabilecegi de diisiiniilerek genel bir dérigen plak elemant segilip, plak elemant
icin rijitlik matrisi sayisal olarak elde edilmistir. Giiclendirilmis plak dosemelerin statik
analizi i¢in genel amagl bir bilgisayar programu gelistirilmistir. Bu ¢alismacda bulunan
sonuglarmn literatiir ile wyum icinde oldugu gosterilmistir.

FINITE ELEMENT ANALYSIS OF STIFFENED SLABS

ABSTRACT : In this study, stiffened slabs subjected to the siatic loads are
investigated with the aid the finite element method. The materials of the plate and beam
are assumed to be linear elastic and isotropic. In the formmulation, the eccentricity
between plate mid-surfuce and beam axis and the in-plane displacements due 1o
eccentricity are taken into account. The stiffness matrix for a general quadrilateral
plate element is obtained numerically to be used for slabs of arbitrary shape. A general
computer program Is developed for the static analysis of stiffened slabs. The results
obtained in this study are found ro be in a good agreement with those available in the
literature. :

* Bu ¢aliyma C.U. Aragtrma Projelerince desteklenmigtir (MMF2002 BAP.49).
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1. GIRIS

Arada kolon arzu edilmeyen buylik aciklikh dosemeler ve koprii tabliyeleri gibi
tagtyict plaklar, tek veya iki dogrultuda kirisler ile takviye edilerck egilme rijitlikler
artunlmaktadiv. Plak  ve kirigler ayni malzemeden tretildigi  gibi bazen kopri
tabliyelerinde  boyuna  kirigler ¢elik  profillerden, plaklar ise  betonarmeden
yaptlabilmektedir. ‘

Plak ve kirigin birlikte calismasinda uygun bir model olusturmak icin tic farkl
vaklagum kullanilmaktadir, 1k yaklagim, plak ve kiris kompozit sistemi yerine esdeger
bir diizlem 1zgara kiris sistemi kullamilmistir. Bu elemanter yonteme ait rnekler (1) ile
(2) de bulunabilir. Tkinci elemanter yaklagim ise, plak ve kiris sistemi yerine. esdeger
rijitlikte homojen, ortotropik bir plak sistemi kullanmaktir. (3) ile (4) de verilen
¢aligmalar bu yonteme drnektir. Ugtincii yaklasimda, plagin kirisler tizerine. aralarinda
kayma olmaksizin oturdugu varsayilmakta ve kirisle plak arasinda sadece kuvvel
seklinde etki-tepki olustugu kabul edilmektedir. Bu yaklagima, paralelkenar seklindeki
plak-kirisli koprii tabliyelerinde Sonlu Farklar Yéntemi ile sayisal ¢ozimler (3) de
verilmektedir.

Plak ve kirig (es merkezli ya da dis merkezli) sistemini monolitik olarak birlikic
caligmasint g6z Oniine alan ilk ¢aligmalar (6,7) de incelenmektedir. Takip eden
¢alismada [8] lineer bir paralelkenar eleman kullanthp Sonlu Elemanlar yaklagim
yapilmaktadir. Degisik Sonlu Eleman fomiilasyonu (Kollekasyon. Ritz. En Kiiciik
Kareler gibi) sayisal ve deneysel aragtirmalara (9-11) drnek verilebilir. Ekasanrik kirigli
dosemelerin ¢tziimii i¢in “Constraint Metod”unun Sonlu Elemanlara vgulunmast (12)
de yapilmistir. Birgok arastirmact, (12) de verilen, ortasinda tek ve iki dogrultuda birer
kirigi bulunan ornekleri ¢ozerek adi gecen calisma ile karsilasurmalar yapmaktadir,
Sonlu Elemanlar Yontemi ile eksantrik kirigli dikddrtgen plaklar ve esdeger ortotropik
plaklar ile ilgili cesitli &rnek problemler (13) de c¢oziilmistiir. (12) de ele alman
problemler, (13) caligmasinda da ¢oziilmiis ve olduk¢a uygun sonuglar elde edilmistir.
Diisey yukler altinda, kirislerle gii¢lendirilmis plak egilmesine ait cesitli uygulmalar,
(14-16) da bulunmaktadir.

Kangik smir kosullart kullanilarak eksantrik kirigli plak egilmesine ait bazi
uygulamalarr (17) de. gemi yapilan icin giiclendirilmis plak egilmesine ait bazi
uygulamalart da (18) de bulmak miimkiindiir. (19) da Sonlu Elemanlar Yontemi ile
trapez .seklinde geometriye sahip tek acikhikhi bir ddseme ¢oziilmiis ve literatiir ile
karsilagnrilmustr. Yakin zamanda, Kangik Sonlu Elemanlar Yontemi ile eksantrik
kirigli plak egilmesi icin ¢esitli uygulamalar yapilmistir (20.21). Kansik Sonlu
Elemanlar Yontemine dayal: formtilasyonlarda deplasmanlar ile gerilmeler ayni anda
birlikte ele alinmaktadir,

- Bu galismada, gii¢lendirilmis plak dosemelerin diisey yiikler altnda ¢oziimii icin
Sonlu Elemanlar Y&ntemine dayali, uygulamaya yonelik bir model sunulmustur. Bu
modelde plak ve kiris malzemeleri ayri ayr lineer elastik ve izotrop kabul edilmistir.
Temel denklemler yazilirken plak orta diizleminin de gekil degistirdigi kabul edilmistir.
Orta diizlemin diizlem i¢i deplasmanlan i¢in bilineer, diizleme dik diisey deplasmant
icin ise bilinen kiibik baz polinomlari secilmistir. Literatiirde de bu baz polinomlari
kullanilarak dikdorgen plaklar i¢in ¢oziimler yapilagelmektedir. Ayni baz polinomlari.
burada plak referans eleman: igin gz oniine ahimp, genel dértgen bir plak elemanin




EL GUCLENDIRILMIS PLAK DOSEMELERIN SONLU ELEMANLAR YONTEMI [1.E COZ0MU
s ri_j%tlilﬁ 1‘nat1'isivne ait §eki.] c'iegigtill‘me matrisinin‘ elelmnla_n“ise bu calismada elde
; edilmistir. Plagin herhangi bir noktasinin serbestlik derecesi, ti¢ deplasman (u,v,w) ve
}‘Lll iki donme (6x .,BY) oln.qz}k lizere bestir. Buna} gtjr‘e.:,v .('l'cii“tudu'g"umlu genel birfl'dl:tgen pl'ak
elemamin rijitlik matrisi 20x20 boyutlu ve iki diigiimli kirig elemanimin rijitlik matrisi
=1 10x10 boyutlu olmaktadir. Bu ¢aligmada, giiglendirilmis dtsemelerin keyli geometriye
) sahip olabilecegi de dikkate alinarak, genel bir dértgen eleman igin plak rijitlik matrisi
‘h_ ve yiik vektorii sayisal olarak hesaplanmig ve bununla birlikte eksantrik Kirig eleman
?é icin rijitlik matrisi de kapali olarak verilmistir. “
o 2. KIRISLI PLAKLAR ICIN TEMEL DENKLEMLER
. Sekil 1'deki eksantrik kirisli bir plak elemant gbz 6niine almmaktadir. Plak ve kirig
‘1:‘\ malzemelerinin  ayrt ayn elastik ve izotrop oldugu kabul edilmektedir. Plak
1“ deformasyonu ile ilgili kabuller yapilirken Kirchhoff plak teorisi gz Oniine alinmus
1\; olup bu teori ye gt?l'e yv-:yyz:() olarak alinmaktadir. z-dogrultusundaki ¢okme, w sadece
x ve vy nin fonksiyonudur. Cokme, plak kalinhgr yaninda ¢ok kiigtiktir,
o Defmmasyondan once plak ve kiri_gin orta dizlemine dik olan dizlemler
;:n deformasyondan sonra da orta diizleme dik kalrlar.
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}E Sekil 1. Eksantrik kirigli plak elemani
liLll Herhangi bir noktadaki yer degistirmeler agagida verilmektedir [8].
in U(z)=u~z—d—vl, V(z)zv——zg—\z, ' (1)
u ] ox ay
i .
. 4 Burada, U ve V. referans yiizeyinden z- mesafesinde olugan, sirasiyla x- ve y-
ni ‘ dogrultularindaki deplasmanlardir. u, v ve w referans ylizeyindeki deplasman
Ty bilesenleridir. Referans yiizeyi olarak plak orta diizlemi alinmaktadhr.
1. Asagidaki sekil degistirme-deplasman bagintlart (1) esitliklerinin tiirevlerinden
mn yazilmistir.
1
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Burada, &, & ve Yy, sekil degistirme oranlanidir. Izotropik plaklar i¢in diizlem gerilme

halinde blinye denklemleri

Oy=C21E\+Canky
Txy=C33Yxy

olup, burada ¢y, ¢2, ¢j2 ve ¢iz malzeme sabitleri (4) de verilmektedir.

E, VE E
T Cn=Co= T Cox=—7—">
[— =V 2(1+v)

P

Ci1=Cn=

2.1. Plaklar Icin Gerilme-Deplasman Bagintilar
(2) ifadeleri (3) denklemlerinde yerlerine konursa,

- Z

u 97w ) [ v 9w }

\ [ ; J+Cll S
X ox~ dy dy~
(au azwj (.av 0" w J
O,=Cy| m——z2— [+ Cm| ——2——
: \ dx Jx- dy - dy~
, Ju v - 9w
e i MY
k Tldy  dx Oxdy

plaklar i¢in gerilme-deplasman iliskisi yazilmaktadir.

2.2. Gerilme Bileskeleri-Deplasman Bagintilar:

Plak elemanma ait diizlemsel hal i¢in gerilime bileskelert,

2 ou ov |
N, = [ 0, dz=c,t=——+c¢,t—
i ox dy
v2 Ju ov
N, = | odz=cyt—+cy,t=—
: -2 0x dy

(4)

)

(6)
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Dis merkez (eksantrik) kirig eleman icin gerilme bilegkeleri, kirig kesiti
ifadesinin integralleri alinarak bulunmaktadir.

M, = soda=Es L g1 9V

GUCLENDIRILMIS PLAK DOSEMELERIN SONLU ELEMANLAR YONTEMI ILE COZ0M U

ve plak egilmesi hali igin gerilme bileskeleri,

12

Mxp = _( ZG\CIZ:—(D\ a-\iv +Dl ()-\?’
-1/2 . ax' ay_
t/2 '2 s
) 2 N dy~ ox* . )
12 4 »
M =- [zt dz=2D d"w
e -z . axay

-

(5) ifedelerinin plak kalinhigr boyunca integralleri almarak bulunmas olup. mulzeme
sabitleri agagida verilmektedir.

tc tic,, tie,, .
D =D =— D =—» D =—2 (8)
‘ 12 12 12
2.3. Kiris I¢in Gerilme-Deplasman Bagmtist

Kiris i¢in gerilme-deplasman bagintisi,

Ju J'w
o, =E|=—-z - 9)
dx  Ox
olup, Ey, kirisin elastisite modiiliidir.

boyunca (9)

N, = [ 0,dA=EA, ou_pg IV
[ xC)X ) aX'

(10)
kI\ 2
dx Jx’

vz

dA=bdz X

Sekil 2. Kirigte gerilme bileskeleri
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Burada, A, kirig kesit-alanini, S(=eA,) ve I referans diizlemine gore kiris statik
momentini ve atalet momentini géstermektedir. e ise, referans diizlemi ile kirig ekseni
arasindaki eksantirisite mesafesidir.

3. PLAK ELEMANI ICIN FORMULASYON
Eleman rijitlik matrisinin fomiilasyonu i¢in diizlemsel hal ve plak egilimesi hali ayn
ayr ele alimup, sekil degistirme-deplasman iligkisi yazilirken birlestirilecektir.

- n
2(¢-L.Y 4(1.D
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A
el

l

Lo X

I(-1.-1) I(L-D
a) Referans elemani b) Gergek eleman

Sekil 3. Dortgen plak elemant

Plak elemaninin herhangi bir noktasinin koordinatlart diigiim koordinatlar cinsinden,

M

seklinde ifade edilmektedir. Diizlemsel halde herhangi bir noktanin deplasmanlari,

u 4 —1\1 0 ] u,
j 1 Z = I 1 , (12)
o=l W)
(12) bagintisy ile verilmektedir. Diizlem i¢i deplasmanlar i¢in bilineer baz polinomlar
secilerek agagidaki interpolasyon sekil fonksiyonlar: elde edilmektedir.

No= (=l =1+8)74, No=(+m1=8/4, No=(1-0)(1+8)/4. No=(1+m)(1+8)/4 (13)

Plak egilmesi halinde referans elemaninina ait w, ¢okme (diisey deplasman) icin kiibik
baz polinomlarn (Ref. 22) secilmektedir.

- 7 3 3 . 7 3 3 3 .
WZ’d1-Hl?_g-l-ﬂ_ﬂ’]+ZI_4€'+215€T]+£1(,T]-+ 217&' + 113&_,27']-*- th)éﬂ"-l- apon -+ 4 |é' N+ 2113&]]' (14)

0z ve 6, donmeleri ¢dkmenin tiirevlerinden hesaplanmaktadir.

aw 0w :
0, =-— ) =— 15
: &n NG IS (1)

Burada, (14) bagintist matris formunda

w={P1'{a} | (16)
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kapali olarak yazihip,

Ol 2 2 g3 g2 2.3 g3 3
(PY'={1,E,n, L En L B EM. Ent T e En (17)
ve ) ,
{a)"={ar, as, 23, A4, as, Qg a7, Ag, o, 10, A1, 12} (18)

- tarifleri yapiimaktadir. Herhangi bir noktanin cokme ve donmeleri matris formunda,

N W a,
. D
[w %PT a, o
) N
len ap"
R A
T W

yazihip, |C,] matrisi referans elemaninin 4 diigtimii i¢in olusturulursa,

(20)

s

)
it
c 101010

KDY

ifadesi elde edilir. Buradan [C] matrisinin tersi alnip, {N}'={P}'[C]" esitligi ¢oziilerek
plak egilmesi haline ait interpolasyon sekil fonksiyonlar elde edilmistir.

N = —(—1+E)1+ME2+E+E+1+0)/8 N, :(——1+Lﬁ)(—1+1’]):(1+n)/8

|

N =—(=1+&7 ([+E(=1+m)/8 N, = (=1+&(+M2+&+ &=+ 1')/8
N, = (=1 +OT+mI+10)7/8 N, =(=1+E) 1+ +n)/8 (21)
N = (l+&)(=1+m(—2-E+E++ 1)/8 N, =—(1+&)(=1+ ' (1+1)/8

N, =—(=1+&(1+E) (-1+1)/8 N, =—(1+O)(1+Mm(=2 =&+ S—n+)/8
N, =—(1+&(=1+m(l+n)/8 N, =(=1+&I+ (1+n)/8

Referans elemaninin herhangi bir noktasiin ¢tkmesi diigtim deplasmanlart cinsinden,

w(E =[N} {d}w (22
olup, burada, { N} sekil fonksiyonlari vektor,

(N}T = (N, Na, N3, Ny, Ns, Ne, Ny, Ng, Ny, Nio, Niy, Nio} (23)
ve {d}, referans elemaninin diigiim deplasmanlari,

{d}[i = {wl. eil‘el]l, Wa, 6&2. enls W3, 6@3. en}, Wi, e'“;.l, 6)14} (24)
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agik olarak yazilmaktadir. Gergek elemana ait deplasmanlan yazabilmek icin Jacobian
matrisi [J] ve bunun tersine ihtiyac vardir,

ax dy] [yaN, N be o)
l=| 98 9% |L|TOE T TS )] 9x dx (25)

dx dy < IN L ON d&  dn

-— Ny Y‘~——ly _—

dn In] |“on T Fon dy dy

Donmelerin, ger¢ek eleman ile referans elemam arasindaki iliskisi,

a)‘g:en:J,,?ﬂ,l%—w (26.2)
d X dy
%_W:Q&_le%_uzz %‘Y_ (26.b)
on X ¥y

(26) tarifleri ile yazilabilmektedir. Bu tarifler kullanilarak. (22) esitlidi, gercek elemana
ait herhangi bir noktanin ¢okmesi cinsinden asagidaki gibi yazilabilmektedir.

w(x,y) = Nj Wl + (NaJoa+ NaJia) wiy + (N2 Jay + N3 Jpp) wig
+ Ny wa + (NsJaa+ NeJi2) way + (Ns Jay + Ne Ji1) wax
+ N7 wi + (NgJao+ NoJpo) way + (Ng Jo + No Jyp) way

+ Nigwy + (Npy Joa +Np Ji2)w b (NN J i) was | (27)
Burada,
ow . ow .
Wins ol=0, wiy= =g (28)
dx : dy

tarifleri yapilmaktadir.

3.1. Sekil Degistirme-Deplasman Iliskisi
Diizlemsel hal ve plak egilmesi hali birlikte gbzoniine alindiginda. gercek elemana
ait herhangi bir noktanin sekil degistirmeleri,

{8}1:@3 v @4_9& d'w d'w 5 Dzwxl,
lox" oy 9y ox’ o'yt ooy
olup. sekil degistirmeler ile diiglim deplasmanlar arasindaki iligki soyledir:
'B,, O 0 0 0
0 By, 0O 0 0 ‘

(29)

\
4 Bﬁ ) B~ ) O O 0 i
1 31 32i
Er= } W, o= B Hd i o
{f ; 0 0O B, B, B, 5 [ ]{ } , (30)
0 0 Bﬁ_‘ai B,ui Bss; ex?
L 0 0 863i 64 (>5i_J;]dv)%’
[5,] .
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Burada, {d}. . gercek elemanm diigiim deplasmanlarim géstermektedir.

o
‘{d}c = {up, vi, wi, g, Oy1. wa, va, wa, Oy, B2 Uz, va, Wi, Oy, Oy,

Uy, V4, Wy, Oy, O} | (31)

(30) esitligindeki [B;] matrisinin elemanlart bu ¢aligmada elde edilmis ve (32) ifadeleri
ile sunulmustur.

Bll :Q——&’ Bm :Q&’ Bn, = a.NI ) B‘n :i):‘&
) ()X ’ ay . dy o d\{
9°N 9N (N
B.ﬂi = - " s B“\i =— — 1.’ ]’ B‘m (]:l§2.3‘4)
. ax ), dy ). ()xdy
N J'N ON IN.,
BJJ. = Jﬂ (» :“I +J|~. ‘I 7-] i{:—(_— '7] ()L j (] i”:"’)..’))
. Ix - ox 08 dx Al 0\
" 0N O°N | 9], ON | IN )
B = | Jy ot ], 2], ()Jf Tl by, 9J, IN,, | (32)
‘ S dy S dy T og dy “om dy

[ d N, 9J. 0N, _9J.ON,  9J IN. 9] 9N
IR B i e L e
E)xay “dxdy T d& Odx o0& dy T dn dx SOy dy )

N,
L+
(J a:N;'”H”
Jax°
L
. dy

B(J' = r)
B-|5| =
B, =-

d9°N. ’ N , N
. ‘1'2 +2J:'I a‘]:l a el +2];‘a"]n a 12
; Ix 0& 0x “dn dx )
J, a:Nf"' 2 ,‘8—]:' IN,, +217, if)N ]
" Yoy T o¢ ay “on dy )
ON, CON, 95 N ). ON, 0J ON . 9J ON
B“:..:z[Jal =+, ""+Jl,a.J,"' "'H,IO,J;"( =+ 9, (. +J.~(?J“(

' T dxdy oxdy ~ d& dx 0 dy T In dx “dn dy
(32) ifadelerinde yeralan birinci ve ikinci kismi tirevler asagidaki tariflere gore
yapimustir.

i:J‘ iﬂ-a— izl—d—ﬂi

) R A

d J%. J. J.

— =0, ——+ 21T +(°) —

d x =0, TR aEdn ) on

a__u )a_m 7L gy RENEE)
ay’ & *a&adn on’

aa S RN R LI

xay 12 aéz 12728 o2 aéaﬂ 120 an.’

17
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3.2. Gerilme-Sekil Degistirme ligkisi
Plak i¢in gerilme-sekil degigtirme iligkisi,

du
ax
; v
No| fent et 0 0 0 o0 %
Ny, cyl cpt 0 0 0 0 .di Q‘i (34)
N 0 0 eyt 0 0 0 ]dy ox
IMy[T]o 0o 0o b b 0] 2w
Moo 00 b b o ||
M N J 0 0 0 0 0 D‘)’ __._V)\—
— > < B ()y'
10,1 “ ]
o ! ’ o w
Ixdy
- 2

tel
olup, [E] malzeme matrisinin elemanlari (4) ve (8) esitliklerinde verilmektedir. (30)
esilliginde verilen {€}. (34) de yerine konursa,

{o} =[E][B] {d}. (35)

plak elemanin herhangi bir noktasinda gerilme bileskeleri ile digim deplasmanlar
arasindaki iligki elde edilmektedir.

3.3. Plak Eleman Rijitlik Matrisi ve Yiik Vektorii
Plak rijitlik matrisi, elemanin 4 diigiim noktas icin [B] = [By, B2, Bi, By] olmak
lizere, ‘
e N a
[k,]= [ [[BI"[E][B]det[J]dEdn (36)
-1=1 '
(36) ifadesi ile hesaplanmaktadir. Plak diizlemine dik olarak etki yen tniform yayili yiik
altinda eleman yiik vektorii de,

11

{£} = IJ{N&}T p det[J]d&dn (37)

integrali ile hesaplanmaktadir. (36) ve (37) ifadelerinin integralleri, Gauss sayisal
integral yontemi ile (3x3 Gauss integrasyon noktast alinarak) yapilmaktadir. Burada p,
plak ytizeyine etkiyen tiniform yayili yiikii gstermektedir. (N} ise,
(N'}"= {0, 0, Ny, (NaJoz + NaJpa), (NaJa; + NaJyy),
0, 0, Ny, (NsJos + NeJ12), (NsIa; + NaJ 1),
0, 0. N7, (NgJaz + NoJ2), (NgJa; + NoJ ),
0,0.N 10, (N1 1Jaa+N 23 12), (N 1J2 4N 21 1)) (38)

seklinde yazilmaktadir.

113




MEL

(34)

War

malk

(30)

ylik

1sal
anp,

GUCLENDIRILMIS PLAK DOSEMELERIN SONLU ELEMANLAR YONTEM] ILE COZUMI

4. EKSANTRIK KIRIS ELEMANI [CIN FORMULASYON

Sekil 4. Eksantrik kirig elemani ve pozitif u¢ kuvvetleri

Kiris elemani, plak elemaninin kenarlari boyunca alimmaktadir. Sekil 4’de goriilen
eksantrik kiris elemant x- ekseni dogrultusundadir. Herhangi bir noktada u deplasmam
dogrusal, w deplasmant ise kiibik terimler icermektedir. Kirisin herhangi bir noktasinda
u, w yer degistirmeleri ve 8, dénmesi, '

a‘l
o,
[u} [ x 0O 0 0 0 -
.|

yw =0 0 1 x x° X ' (39)
P”i 0 0 0 1 2x 3x2|[™
aX O{'j
a(»

matris formunda yazilabilir. Elemamin iki ucunda 10 adet deplasman bulunmaktadir.
Eksantrik kirisin bir diigiimiinde u, v, w deplasmanlan ile dw/dy, dw/dx donmeleri
gz oniine alinmalidir. Diizlemi iginde sekil degistiren bir cubuk icin rijitlik matrisi elde
edilirken sadece u eksenel deformasyon ile w ¢okmesi ve dw /dx donmenin etkisi goz
dniine alinmaktadir. Digerlerinin etkisi rijitlik matrisi elde edildikten sonra eklenecektir.

(39) bagintisi elemanin iki ucu igin,
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u, ] 100 0 0 0]]e,

W 00 1.0 0 0|«

Ol _j0 00 10 0oy (40)
u., I L 0 0 0 0|« .

W, 00 1 L L' L |la

0,/ |0 0 0 I 2L 317 |c,]

veya kisaca,

{d } =[CH{o} (dlay
yazilabilir. Buradan,

fa)=[C'd, ) - (41.b)

olarak c¢oziiliir. Kiris elemant i¢in sekil degistirme-deplasman iligkisi,

ou :
W 0O 1 0 0 0 0
O b= o (42)
_dw 0 00 0 -2 -06x
L ox° o1
veya kisaca,
@
aX _Jgk 1 _ okl g "
[T Qe e (43)
ox”
seklinde yazilabilir. (10) denklemleri matris formunda.
{ du 1
[NA_g A S o | |
LI L|:S\ [\:i l_a'_’\VJ' (—l'—l')
Iy i x>

yazilip, (43) ifadesi burada yerine konursa,
N )
DJIQCT {d, ) , (45)
Im, |

bulunur. Kiris elemanina verilen virtiiel deplasman nedeniyle i¢ kuvvetlerin virtiiel | isl,

W= ﬂ%} {;\j }dx | (46)

olup, dis kuvvetlerin virtiiel isi de virtitel u¢ deplasmanlart birim alarak.

O We={f, HII={f, } | (47)
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bulunur. J¢ kuvvetlerin virtiiel igi = dig kuvvetlerin virtiiel isi, ilkesinden agagidaki
eleman tijitlik denklemi elde edilmektedir. ’

) = (I.C.,]")"(I[QJ‘[DRHQL dej[.ckr{d;} (48)

i .
(48) ifadesindeki [k, ]. burulma ve v deplasmant igermeyen rijitlik matrisidir.
Burulma agispun Kkirig elemant boyunca dogrusal degistigi varsayiimaktadir. Kirg
elemanin uclarmdaki wiy ve way dénmeler. burulma momentleri olusturmaktadir.
Matris formunda asagida verilmektedir.

J 1 Gl Gl [ 1

T — T —T w D '

In] 6 ol [l o)
L L

Burada T, ve T» burulma momentlerini, G, kayma modiliint, J ise, burulma atalet
momentini - simgelemektedir. Kirig elemant  plaklarla birlikte calisacagr i¢in, y-
dogrultusunda v; ve va ug depalamanlarindan dogan yanal kuvvetler olacakur. Bunlar,

. I2E I, 12 N
NI T IR (50)
N, CI2EL 12EL ||v,] ,
) L: L\

matris seklinde yazilmaktadir. (49) ve (50) denklemlerinde gorilen rijitlikler, [k, ]
eleman rijitlik matrisine uygun bir sekilde eklenirse,

(f)=Tk {d) o | 50

eleman rijitlik denklemi elde edilir. Burada |k,], eleman rijitlik matrisi ve {d,] eleman ug
deplasmanlarinim bilesenleri (52) esitliginde acik olarak goriilmektedir.

A £S k LS
. 0 0 0 —i‘i—«-‘— ——Jii-_k 0 0 0 ‘x[ X
, 211 i 120 ’
; --—TE-—’- 0 0 0 0 - »ml—h—’- 0 0 0
N i ) 1E 1 61 | 1E I 6L 1 iiu
|k ! e " . H
SV —hx g K 0 0 ka g ks My
foxyl i 1 | L I L Y
Y (‘l— 0 0 0 0 ~A(T'J- 0Ny
i T H e . ot 3EU i
‘ol A ES GE | LI AN
M ll:—\— l\L& v - li\ =0 Il\ : ;iovlé
NG : By LS oyt
N ‘\[ . 0 0 0 —-——kI-A S
. - ° Y
S ESE| e
K2 SR ———[—l\—' 8] 0 2
"ha . 126 1
Mk7 by 0 .
Co L Gl (52)
i
JL 1
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(52) esitliginde A,, Kirigin kesit alamini, S, (=Ae). referuns yiizeyine gisre Kirigin statik
momentini, e ise eksantirisiteyi, I, kirigin referans yiizeyine gore atalet momentini ve I,
ise kirigin diger yondeki atalet momentini gostermektedir. Bu denklem ile hesaplanan
kirtg u¢ kuvvetleri referans yiizeyindeki diigim noktalarinda hesaplanmaktadir. U
kuvvetlerini kirigin kendi ekseninde hesaplayabilmek icin efilme momentlerinin
transformasyonlar yapiimaktadir,

M, =M, +eN, ve M, =M, +eN_, (53)

Kirig kesiti boyunca herhangi bir noktadaki gerilme, (43) ifadesindeki du/dx ve
d°w/dx’ terimleri (9) da yerlerine konularak bulunmaktadir. Buraya kadar yapilan
iglemler eksantrik (dig merkezli) kirisler icindir. Ozel olarak eksantirisitenin sifir olmas;
durumunda konsantrik (es merkezli) kirigler de ¢oziilebilmektedir.

Kirig rijitlik matrisini ortuk bir sistem koordinat takiminda yazabilmek 1cin asadidaki
transformasyon yapilmaktadir.

[ Cose Sine i0 0 0
, =Sino. Cosa i 0 0 0
['T'lz[[(l)] OJ ~ (=% G ) (54)
. 0 0] 0 Coso  Sino
.0 0 {0 -Sinx Cosr |

Sistem koordinatlarinda eleman rijitlik matrisi 6yle yazilabilir.
[k )= T] kI T) - (55)

5.SAYISAL UYGULAMALAR

Bu ¢aligmada, sonlu eleman formiilasyonu kullanidarak, giiclendirilmis plak
dogemelerin diizlemine dik statik yiikler alunda analizini yapan genel amacgli KPLAK
1simli Fortran dilinde bir bilgisayar progranu hazirlanmstur.

Hazirlanan bilgisayar programin test etmek amaciyla, literatiirde (22) cesitli st
sartlant icin verilen kare plagin sonlu elemanlar coziimleri ile karsilagtirmalar
yapilmigtir. Kargilagtirmalarda, kenarlar: basit ve ankastre mesnetli, iiniform yiiklii kare
plakgin sonlu eleman sonuglari ile aym degerler bulunmus, bu problemin analitik
coziimlerine de olduke¢a yakin degerler elde edilmistir.

Bu ¢ahsmada, keyfi dortgen geometriye sahip kirisli plaklarin egilmesi i¢in bir
ornek problem ele alinmustir. Cesitli kirig birlesim durumlari icin ANSYS(23) sonuclan
ile kiyaslamalar yapilmistir. Ayrica, eksantrik (es merkez) ve konsantrik (dis merkez)

~ kirigli birlegimlerin plak efilme rijitligine etkileri de arastirilmistr.

Ornek: L Seklinde Keyfi Dortgen Bolgeli Kirisli Diisemé

Sekil 5°de goriilen kenarlarinda ve doseme arakesitlerinde eksantrik kirisler bulunan -
L seklindeki keyfi dortgen plak dogeme, kiris birlesim noktalarinda kolonlara
mesnetlenmis ve 6500 N/m’ siddetinde iiniform yayili yiikle ytiklenmistir. Plak - ve
kirislerin elastisite modiilii, 2.85x10" N/m? ve Poisson oram 0.15 secilmistir. Problem,
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bu caligmada haznlanan KPLAK programu ile ¢oziilmigtiir. Coziimler yapthrken her
bir actklik 8 elemana bolinerek sonlu elemanlar agr olugturulmugtur. Sinir sartlan
olarak mesnetlerde sadece w, diisey deplasmanlar tutulmusgtur. Ayn problem diseme
arakesitlerindeki kirislerin (AK1 ve AK2) mevcut olmamas durumu icin ayrica
coziilmiigtiir. Bununla birlikte kiriglerin es merkezli olmast durumu i¢in ¢Gzimler
yapilmis ve kiriglerin dig merkezli olmast durumuna ait goztiimler ile karsilagtinlmstir.

4.00 | 400 ?_’

L0.50,

-

4.00

4.00
(vs]

4.00

Kenar Kirig Kesiti

4.00

Sekil 5. L seklinde keyfi dortgen bolgeli doseme

Sekil 6 ve Sekil 7°de, doseme arakesitlerinde AKI ve AK2 kirislerinin meveut
olmast durumu igin A-A aks1 boyunca ¢okme ve plak My momenlerinin deisimi, bu
caligmada hazirlanan KPLAK ve ANSYS programlaninin sonuglan kargilagtirilmstir.
Sekil 8 ve Sekil 9'da doseme arakesitlerinde AK1 ve AK2 kiriglerinin meveut olup
olmamasi durumlar1 ig¢in B-B aksi boyunca ¢okme ve plak Mx momentleri
karsilastirilmisuir. Sekil 10 ve Sekil [1°de, tiim kiris enkesitlerinin es merkez ve dig
merkezli birlesimler igin B-B aksi boyunca ¢tkme ve plak Mx momentleri
kargtlastirilmustir. :
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Sekil 6. A-A Aksi boyunca ¢skmelerin degisimi (eksantrik kirisli hal)
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Sekil 7. A-A Aksi boyunca My momentlerinin degisimi (eksantrik kirisli hal)
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Sekil 8. B-B Aksi boyunca ¢okmelerin degisimi (eksantrik kirigli hal)
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Sekil 9. B-B Aks1 boyunca Mx momentlerinin degisimi (eksantrik kirisli hal)
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Sekil 10. Eksantrik ve konsantrik kirish durumlarda B-B Aks1 boyunca ¢okmelerin
degisimi
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Sekil 11. Eksantrik ve konsantrik kirisli durumlarda B-B Aks1 boyunca Mx

momentlerinin degisimi




TEMEL

Her iki program ile hesaplanan ¢tkme ve momentlerin birbirlerine yakin olduklar

~goriilmektedir. Maksimum degerlerde goriilen ¢ok kiigiik farklar, Kirchhoff kabuliinde

kayma sekil degistirmesinin g6z oniine alinmamasindan kaynaklanmaktadir. ANSYS de
kullanilan plak egilmesi elemaninda kayma gekil degistirmesinin etkisi gtz &niine
alimmaktadir. Doseme arakesitlerindeki AK1 ve AK2 kirislerinin mevcut olmasi
durumunda ¢okmelerin onemli 6lgtide azaldigr, bu kiriglerin tizerindeki elemanlarda
plak i¢in mesnet etkisi yapug gozlenmigtir. Sekil 10 ve Sekil [1°de. twim kirig
enkesitlerinin eksantrik ve konsantrik olmast durumnlari igin B-B aksi boyunca ¢okmeler
ve plak Mx momentleri karsilastinlnug, ¢okmeler arasindaki biiyiik farklar olmasina
kargin plak egilme momentlerinin birbirine yakin olduklar gdzienmistir.

6. SONUCLAR

Keyfi geomelriye sahip L seklindeki kirigli doseme KPLAK ve ANSYS programlar:
ile ¢esitli durumlar i¢in ¢oziimler yapilmis ve sonuglar grafik olarak karsilastinlnustir,
Ayrica, es merkez (eksantrik) ve dig merkez (konsantrik) kiris birlesimlerin edilme
rijitligine etkilert irdelenmistir. Varilan genel sonuclar asagida siralanmistir.

Es merkez ve dis merkez kirig birlesim durumlarinda, ¢okmeler arasindaki Fark plak
egilme momentlerine gore daha fazla olmaktadir,

Biiyiik aciklikli dogemelerde ara kirislerin mevcudiyeti plak egilme rijitligini dnemli
olctide arttirmaktadir.

TS500 de meveut olmayan keyfi dortgen bolgeli kirisli plak dosemeler, KPLAK
programi yardimt ile kolayca ¢oziilebilmektedir.

Biiyiik acikhiklr kaset dosemelerin ve kompozit malzemeli koprilerin analizleri de,
bu ¢alismada hazirlanan program yardimiyla yapilabilmektedir.
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