34

Ingaat Mithendisliginde Gelismeler, IV. Uluslararasi Kongre, 1 -3 Kasim 2000
Dogu Akdeniz Universitesi,Gazimagusa, KKTC .

Keyfi Dortgen Bolgeli Kirisli Désemelerin Sonlu Elemanlar
Yontemi ile Analizi

Yrd. Dog. Dr. Beytullah Temel
C.U. Miihendislik-Mimarlik Fakiiltesi, Ingaat Miihendisligi Boliimii, Adana, Tiirkiye

: Ins. Miih. D. Zafer Hunu
C.U. Miihendislik-Mimarlik Fakiiltesi, Ingaat Mithendisligi Boliimii, Adana, Tiirkiye

Oz

Arada kolon arzu edilmeyen bityiik agikhikli ddsemeler ve koprii tabliyeleri gibi
tagiyici plaklar, tek veya iki dogrultuda kirisler ile takviye edilerek egilme rijitlikleri
arttirilmaktadr.

Plak ve kirigler ayni malzemeden iiretildigi gibi bazen koprii tabliyelerinde
boyuna kirisler gelik putrel, plaklar ise betonarmeden yapilabilmektedir. Bu galismada,
plak ve kiris malzemesi homojen, izotrop kabul edilerek temel denklemler
gikarilmaktadir. Kirigli dogemeler ile modelleme yapilirken, kirislerin dis merkezlilik
(eksantriklik) durumu da gdz oniinde bulundurulmaktadir. Tabliyelerin keyfi dortgen’
seklinde olabilecegi de diisiiniilerek genel bir dortgen plak elemani segilip (her bir
dugimde u, v, w yer degistirmeleri ile 6, ve 6, dsnmeleri mevcuttur), plak eleman igin
rijitlik matrisi sayisal olarak hesaplanmaktadir. Plak elemaninin egilmesi ile birlikte
diizlem igi sekil degistirmeleri de goz 6niine alinmaktadir.

Giris

Plak ve kirigin birlikte ¢alismasinda uygun bir model olusturmak igin iig farkl
analitik yaklasim kullaniimaktadir. ilk yontem, plak ve kiris kompozit sistemi yerine
esdeger bir diizlem izgara kirig sistemi kullanilmigtir. Bu yonteme ait ilk. 5rnekler
Hendry ve Jaeger (1958) ile Lilgtfoot ve Sawko (1959) da bulunabilir. ikinci yaklagim,
plak ve kiris sistemi yerine, esdeger rijitlikte homojen, ortotropik bir plak sistemi
kullanmaktir. Massonet (1950) ile Chu ve Krishnamoorty(1962) nin galismalari bu
yonteme ornektir. Uglincii yaklasimda, plagin kirisler iizerine, aralarinda kayma
olmaksizin oturdugu varsayilmakta ve kirisle plak arasinda sadece kuvvet seklinde etki-
tepki olustugu kabul edilmektedir. Bu yaklasimla, Chen, Siess ve Newmark (1957),
Sonlu Farklar Yontemi ile paralelkenar §eklmdekl plak-kirigli koprii tabhyelermde
sayisal ¢oziimler vermektedir.
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Nihayet, plak ve kiris (es merkezli yada dis merkezli) sistemini monolitik olarak
birlikte ¢aligmasini gdz 6niine alan ilk gergek¢i yaklagim, Sonlu Eleman Yontemine
dayanmakta ve Gustafson ve Wright (1968) tarafindan verilmektedir. Adi gegen
calismada lineer bir paralelkenar eleman kullanilmaktadir. Degisik Sonlu Eleman
fomiilasyonu (Kollekasyon, Ritz, En Kiigiikk Kareler gibi) sayisal ve deneysel

aragtirmalara, Mukhopadhyay ve Satsangl (1983) ile Deb ve Booton (1988) &rnek
verilebilir.

Kirisli Plaklar I¢in Temel Denklemler

Sekil 1 deki eksantrik kirisli bir plak eleman: gdz Sniine alinmaktadir. Plak ve
kiris malzemelerinin ayr1 ayr elastik ve izotrop oldugu kabul edilmektedir. Plak
deformasyonu ile ilgili kabuller yapilirken Kirchhoff plak teorisi géz 6niine alinmigtir
ve buna gore yx= yy,=0 olarak alinmaktadir. z- dogrultusundaki ¢c6kme, w sadece x ve y
nin fonksiyonudur. Ckme, plak kalinlig1 yaninda ¢ok kiigiiktiir. Deformasyondan once

plak ve Kirisin orta diizlemine dik olan diizlemler deformasyondan sonra da orta
diizleme. dik kalirlar.

X
Sekil 1. Eksantrik kirisli plak elamani

Herhangi bir noktadaki yer degistirmeler asagida verilmektedir:

U(z)=u—z%, V(z)=v—2%, 1)

Burada, U ve V, referans yiizeyinden z- mesafesinde olusan, sirasiyla x- ve y-

dogrultularindaki deplasmanlardir. u, v ve w referans yiizeyindeki deplasman
bilesenleridir.

Plak icin gerilme-deplasman bagntisi:

. _fau_w), (v ow '
“ax axz lzay ay

u_d'w o dw )
T,y =C QE+-6—V——22 L |
xy = 33 By | ox %0y
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seklindedir ve izotrop malzeme sabitleri asagida verilmektedir.

O - vE E
€1 =Cxp = Bl Ci2 =€y =m{: €y = 2(01+v) (2a)
Plak elemana ait diizlemsel hal i¢in gerilme bileskeleri,
t/2
ou ov
Ny = I Gde=Cutgx'+°|zt'67
-t/2
t/2
du ov
L . =-‘_/'-zoydz=c2,t3x-+c22ta Y 3)
t/2
ou  ov
Nyyp = I T,ydz= c33t(~a—y-+ EJ
-t/2
ve plak egilmesi hali i¢in gerilme bileskeleri,
t/2 2 2
M, = | zo,dz =—(Dx Iw,p, a—‘:’)
72 ox Oy
t/2 ' 2 2
o'w o'w
M_= |zodz=-|D —+D,—-
»= |, ( Vo .axz) @
t/2 2
M, = I zt, dz=2D, L
2 Ox0y
olup ve buradaki D malzeme sabitleri asagida verilmektedir.
t’c t’c t’c
D.=D =—J D =--12 D =-"%
S AT I T At A7) (42)

Kiris igin gerilme-deplasman bagntis::

: ou o*w
Gs'—‘Es &"'Z’éx—z (5)

olup, E;, kirisin elastisite modiiliidiir. Dis merkezli (eksantrik) kiris igin gerilme
bileskeleri, kirig kesiti boyunca (5) ifadesinin integralleri alinarak bulunmaktadir.

t/2+h . 2
N,= [ o0dA=E,A, X s, 2V
t/2 ax ax
t/2+h 2 (6)
M,= [ zodA=ES, CLE: ) A
t/2 6x ax

Burada, A, Kirig kesit alanini, Sy(=eA;) ve I, plak orta diizlemine gore kiris statik
momentini ve atalet momentini gdstermektedir. e ise, plak orta diizlemi ile kirig ekseni
arasindaki eksantiriste mesafesidir.
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Plak Elemam Icin Formiilasyon

A 4
211 4(1,1) y
2
E 3
1
1(-1,~ 3 (1,- 5

Sekil 2 Referans ve gergek elaman

Plak elamaninin herhangi bir noktasinin koordinatlari diigiim koordinatlari cinsinden,

=gt ol o

seklinde ifade edilmektedir. Diizlemsel halde herhangi bir noktanin deplasmanlari,

u 4 —N_i 0 |ju
{V}ZELO ﬁi_{vi} . (8

(8) bagintisi ile verilmektedir. Diizlem i¢i halde izoparametrik formiilasyon yapilmakta

ve interpolasyon gekil fonksiyonlar: agagida verilmektedir. _

Ni=(=1+m)(=1+8)/4, Na=(1+n)(1-E)/4, Ni=(1-m)1+E&)/4, Ny =(1+m)(1+E)/4
(€]

Plak egilmesi halinde referans elamaninina ait w, ¢okme (diisey deplasman) i¢in kiibik
baz polinomlari segilmektedir.

w=artast ram+ad Fastnan + asE ™+ agk n+ askn t awn+angn+ aign’ - (10)
0¢ ve 0, donmeleri de gokmenin tiirevlerinden hesaplanmaktadir.

oW g W

6, =% 0,= % | (11)
Burada,

w={P}"{a}, {a}={ay, az,....,a12,} | (12)
(PY=(1, &, n, &, &n, v’ &, &, &n’, n’, &, &0’} (13)

tarifleri yapilmaktadir. Herhangi bir noktanin ¢okme ve donmeleri matris formunda,

. Wa,\
" %PT -
8, p=|~—=——h= L ' (14)
0, | o
e | OB
{d 3E L3, )
e
yazilir ve [C;] matrisi referans elemaninin 4 diigiimil igin olusturulursa,
G,
C
cl=| =2 15
lcl=| & (15)
)
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ifadesi yazilabilir. Buradan, {N}"={P}"[C]" esitligi kullanilarak plak egilmesi haline ait
12 adet interpolasyon sekil fonksiyonlari elde edilmektedir.

N =—(I+OCHDE2HE+E +n41D/8 N, =(-T+E)(-1+m)(1+n)/8

N, =~(-1+8(1+E)(-1+n)/8

N, = (-1+E)I+M(2+E+E —n+17)/8

N, = (-1+8)-1+m)(1+n)/8 No=(-1+£1(+8)1+n)/8  (16)
N, =(+E)(-1+M)(-2-E+E +n+11)/8 N, =—(1+E)-1+n)*(1+n)/8
N, =—(-1+&)(1+E)*(-1+m)/8

Ny ==(+E+M(2-E+E =n+77)/8

N, ==(1+&)(-1+m)(1+n)*/8 Np, =(-1+&)(1+&)*(1+m)/8
Referans ele;nanmm herhangi bir noktasinin ¢6kmesi diigiim deplasmanlan cinsinden,
W(g,n)-—-{N} {d}re ’ {d}re={wl ,eﬁl’ 91]],-..,W4,6§4, el‘]“}T (17)

kapali olarak yazilabilir. Gergek elemana ait deplasmanlar: yazabilmek igin Jacobian
matrisi [J] ve bunun tersine ihtiyag vardir.

x o) f8Ni 0N % on
ot & L o 7 : ' el o 7x

b1=| & £=Z B U Y - A
om o EE oy oy

Dénmelerin, gergek eleman ile referans elamani arasindaki iliskisi (19) da
verilmektedir. :

ow ow ow ow ow ow
9;,:5“":%&*']225 en=E=Jn'5x—+le'67 (19)

Sekil Degistirme-Deplasman liskisi

Plak elamaninda, diizlemsel hal ve plak egilmesi hali birlikte gozoniine
alindiginda, gergek elemana ait herhangi bir noktanin sekil degistirmeleri,

a o oy e o ooy

' 2 2 2
{€}T={au ov du ov o'w o‘w 6w} 20)

olup, sekil degistirmeler ile diigiim deplasmanlar arasindaki iliski soyledir:

B,; O 0 0 U .
0 By O 0 0 v'
41B,; B, 0 0 0 ‘
= 0 0 By By By 9.
0 0 Bs; Bgy Bss ex'.
| 0 0 Besi Bai B65i_¢—~£—"
ng e {d.}
(]
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Birinci ve ikinci tiirevlerin tariflerinden yararlanilarak [B;] nin elemanlari agagidaki gibi
yazilabilmektedir.

6 -7 _6__ o _5_ g;_ i i . _@_
ax " a& 12 &n ? ay 21 ag 2 an
0. 2 52
_(Jll) "n n 12
5 35971 aﬂ
62 82 t . az
___.__— J 2 J 2
o W) =5 & I3, 6§8n +05,) == o (22)
2 2 2 2
0. =J') a—-+(J le +7J Jzz) I'r 6;
axay 1 -2 a& agan lZ 22 6']
N ON; oN; ON;
By=—: B,y =—Byi=—, By =—
(0°N, o°N; 0N, .
B = ? » Bsy; = _a’y_z— s Bgi =2 axay (=i*3-2)
\ i i
(&N, N, oN.
B =5 ENp 45, PN O B e 2y P
ox ox 08 0Ox 61] ax
O’N. O’N. , ON. ;
B54i - Jzz ayz_|+l '*_'J|2 ay_zwz +2J2‘ a;gz a;lﬂ 22 61,2 a J+2] (23)
9°N. . ON. i 6N 5 )
+J12 J+2+Jm Uz 11L]'*'Jua] +J22 6N +J:2 Ay aNﬁz
oy M E o M E oy on ax U on oy

ox? "og ox ‘Zaq ax

62Nj+2 5 al,, N, w0 GNMJ

Tu 8}'2 21 aE ay
2
Nﬁz +1 9y, aN}H +J 6] aNﬁl 6] +]° aJu aNﬁz]

_|+l

+2]

22

O’N, . ON,, r 0
45I { jﬂ ll = +2] aJZl = aJ N
551 (
65| (

W J+
naxay 2‘5&_,3}( “aE_,é‘y zzanax lzanay

Gerilme-Sekil Degistirme Iliskisi
Plak igin gerilme-gekil degistirme iliskisi kapali olarak,
{o}=[El{e} (24)
yazilabilir. Burada gerilme vektori,
{O'}T={N>u Ny, ny, My, My, Mxy}
(25)
olup, [E], malzeme matrisinin elemanlari (2a) ve (4a) da verilmektedir.
Bir plak elamani igin eleman rijitlik matrisi sdyle tanimlanmaktadir:

kL = [ [BIE]R]s |deen e

Y]
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Kiris Elemant Rijitlik Matrisi [k

Plak ve kiriglerin diigiim serbetlikleri arasinda uygunluk saglayabilmek amaci ile
kirigin burulmasi ve diizlemine dik egilmesi de dikkate alindiginda, dis merkezli bir
kirig igin elaman rijitlik matrisi agagidaki gibi yazilabilmektedir.

[E_A E_S E_A E_S
s''S 0 0 —-_8X -_S s 0 0 0 S X
L L
12E 1, 12E1,
Ns] ] 0 Q0 - g 0 0 U]
12E 1 6E 1 I2E 1 6E 1 :
ny] § X 52 X 0 - § X 0 Sz X Vl
L L L L
Vsi GTJ 0 0 0 0 5o 0 "1
T 4EL ES, 6E_1 - 2E 1 Ox1
Ma | L L I 0 L Oy1
N2 Eshs 0 0 o -Edx||%2
Nyy2 - 12E 1, - V2
V52 SMTR : ) 0 0 Woy
Ts2 I2Eslx 0 _ SE . ex2
A M) Yooa Y ey
. »\ 4ESIX
] @D
' Sayisal Ornekler Uzerinde Uygulamalar
o Koselerinde Kolonlara Oturan Dértgen Plak Déseme
; AgaBidaki sekilde goriillen dort kenarinda dis merkezli kirigler bulunan dortgen
g’ seklindeki plak dogeme, koselerinden kolonlara ankastre olarak mesnetlenmis ve
% O.O65kgf/cm2 siddetinde iiniform yayili yiikle yiiklenmistir. Plak ve kirislerin elastisite
modiilii 2.7x10° kgf/cm2 ve poisson orani 0.15 segilmistir. Problem, burada hazirlanan
KPLAK ve ANSYS paket programi ile ¢oziilmiistiir. Coziimler yapilirken bolge x-
yoniinde 10 ve y- yoniinde ise 8 esit elemana boliinerek sonlu eleman ag1 olusturulmus,
r sinir sartlar olarak da kdse noktalarinda tiim deplasman ve dénmeler tutulmustur. Ayni
L problem, bir kez de A-A Aksi boyunca kiris olmasi durumu igin ¢Ozlilmilgtiir.
2 q
2 A y ;
-E A A-A KESITI Zkzg f‘t“

i

300

100
K

400

Sekil 3. Koselerinde kolonlara oturan plak déseme

585




B-B Aksi Boyunca Gokmelerin Degigimi

0.08

| .
i ——4{——KPLAK(Orta kirigli) ~ = - & - -ANSYS(Orta kirigli) ~——sr—KPLAK . 5¢— . ANSYS |
0.08 .

G6kme, w (cm

y-mesafesi (cm)

Sekil 4. Orta kirisli ve kirigsiz halde B-B Aksi boyunca ¢kmelerin degisimi

B-B Aksi Boyunca Plak Orta Noktalarinin My Momentleri
400 . )

- =—@——KPLAK(Orta kirigli) - - & - -ANSYS(Orta kirigli) ——@—KPLAK . . 4 . .ANSYS!
300 .

200 .

"My ( kgf—cm)

“o-

y-mesafesi (cm)

Sekil 5. Orta kirigli ve kirigsiz halde B-B Aksi boyunca plak My momentleri

Her iki program ile elde edilen ¢6kme degerlerinin birbirine oldukga yakin
olduklari goriilmektedir. ANSYS programinda, plak momentleri eleman ortalarinda
hesaplanabilmektedir. Bu nedenle, My egilme momentleri B-B aksina komsu olan
elemanlarin orta noktalan igin kargilagtirilmistir. Orta kirisli ve kirigsiz hallerde, plak
maksimum momentlerinin biribirine yakin olduklart gdzlenmektedir. Orta kirigin
mevcudiyeti dosemenin egilme rijitligini arttirdigi, dolayisiyla momentin orta kirigsiz
duruma gore dnemli olgiile azaldig1 gézlenmektedir.

Sonuglar

Burada formilasyonu verilen keyfi dortgen bolgeli kirigli plak dosemelerin
analizini yapan FORTRAN programlama dilinde, KPLAK isimli, genel amagl bir
bilgisayar programi hazirlanmigtir. Program ile, hem es merkezli (konsantrik) hem de
dis merkezli (eksantrik) kirigli plaklar ¢6ziilebilmekte, veri hazirlarken plak, kiris ve
sinir sartlari igin tiiretmeler yapilabilmektedir.
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TS500 gibi yontemler ile yapilan ¢oziimlerde, kenar mesnetlerde momentler sifir
bulunmakta, halbuki plak ve kirisler birlikte ele alinarak yapilan ¢6ziimlerde kenar
mesnetlerde 6nemli miktarlarda momentler ¢ikmaktadir.

Biyiik agiklikli dosemelerde ara kirislerin mevcudiyeti plak egilme rijitligini
onemli olgiide arttirmaktadir.
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