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OZET : Degisken kesitli kompozit ¢ubuklarin serbest titresimleri teorik olarak
incelenmistir. Degisken kesitli dogru eksenli kompozit qubuklart idare eden denklemler
Timoshenko cubuk teorisi kullanarak elde edilmistir. Formiilasyonda eksenel ve kayma
v deformasyonu etkileri goz oniine alinmistir. Cubuk malzemesi homojen, lineer elastik ve
anizotropik kabul edilmistir. Laplace uzaymnda elde edilen skaler formdaki adi
diferansiyel denklemler, problemin dinamik rijitlik matrisini kesin olarak hesaplamak
icin tamamlayict fonksiyonlar yontemi yardumiyla sayisal olarak ¢oziilmektedir.
Degisken kesitli dogru eksenli kompozit cubuklarin serbest titresim analizi yapilmgtur. "
Kesit degisim parametresi, swur sartlart ve Ey/E; orammn serbest titresime etkisi
arastinlmistir. Bu ¢aliymada elde edilen sonuglarm ANSYS sonuglari ile wyum icinde
oldugu goriilmiigtiir.

FREE VIBRATION ANALYSIS OF COMPOSITE RODS
WITH VARIABLE CROSS-SECTION

ABSTRACT : The free vibration of composite beams with variable cross-section is
theoretically investigated. The governing equations for composite straight beams with
variable cross-section are obtained using Timoshenko beam theory. The effect of axial
and shear deformations are considered in the formulations. The material of the rod is
assumed to be homogeneous, linear elastic and anisotropic. Ordinary differential
equations in scalar form obtained in the Laplace domain are solved numerically using
the complementary functions method to calculate the dynamic stiffness matrix of the
problem accurately. The free vibration of composite straight rods with variable cross-
section are analyzed. The effects of cross-section variability parameter, boundary
: conditions and E,/E; ratio on free vibration is investigated. The results obtained in this
study are found to be in good agreement with those obtained from ANSYS.
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CALIM, BINGOL ve TEMEL

1. GIRIS

Degisken kesitli kompozit ¢ubuklar onemli bir miihendislik problemi olarak
giincelligini korumaktadir. Modern miihendislik yapilarinda yiiksek mukavemet, hafif
malzeme gibi 6zelliklerden dolayr kompozit ¢cubuklarin davramsg ile ilgili ¢aligmalar
onem kazanmugtir.

Cranch ve Adler, tiniform olmayan kiriglerin dogal frekanslar1 i¢in kapali ¢6ziim
sunmugslardir (1). Chen ve Xie, degisken kesitli kiriglerin dogal frekanslarini
hesaplamak icin bir sayisal yontem Onermiglerdir (2). Eisenberger ve Reich, degigken
kesitli kiris problemini analiz etmek amaci ile yaklagik bir sonlu eleman ydntemi
tanimlamuslardir (3). Jategaonkar ve Chehil ve Lee ve ark., de@isken kesitli kiriglerin
dogal frekanslarini aragtirmuglardir (4,5). Eisenberger, degisken kesitli kiriglerin ¢oziimi
icin yeni bir formiilasyon sunmuglardir (6). Nakahira ve ark., Stodola-Newmark
yontemini kullanarak degisken kesitli kirislerin titresimini incelemiglerdir (7). Leung ve
Zhou, farkli sinir sartlarina sahip iiniform olmayan Timoshenko kirigini analiz etmek
icin bir dinamik rijitlik yontemi belirtmiglerdir (8). Abrate, lineer azalan kesite sahip
kirislerin dinamik davranisi igin kesin ¢dziim sunmugtur (9). Lineer azalan kesite sahip
kiriglerin serbest titresim analizi i¢in genel bir prosediir geligtirmistir. Tong ve ark,,
degisken kesitli Timoshenko kiriginin serbest ve zorlanmig titresim analizlerini
aragtirmuslardir (10). Rao ve Ganesan, degisken kesitli kompozit kiriglerin harmonik
davranisim bir sonlu eleman modeli kullanarak aragtirmugtir (11,12). Romano, gubuk
boyunca kesiti lineer veya parabolik olarak degisen kirisler i¢in kapali formda ¢oziimler
sunmugtur (13). Ince, Ince ve Yildinm, daire eksenli defisken kesitli kompozit
cubuklarin diizlem ici ve diizlemine dik serbest titresimini tagima matrisi yontemi ile
teorik olarak incelemislerdir (14,15). Calim, degisken kesitli dogru eksenli kompozit
cubuklarim zamanla degigen yiikler altinda dinamik davranigini aragtirmsgtir ( 16).

Degisken kesitli izotropik kiriglerin serbest titresimine ait birgok ¢aligma olmasina
ragmen, degisken kesitli anizotropik kiriglerin serbest titresimine ait ¢aligmalar yeterli
degildir. ‘
Bu calismada degisken kesitli, dogru eksenli kompozit ¢ubuklarin serbest titregimi
Laplace uzayinda incelenmigtir. Timoshenko gubuk teorisi kullamilarak dogru eksenli -
cubuklar idare eden denklemler elde edilmigtir. Formiilasyonda malzeme anizotropisi,
donme ataleti, eksenel ve kayma deformasyonu etkileri géz oniine alinmugtir. Kanonik
formda Laplace uzayinda elde edilen adi diferansiyel denklemlere tamamlayici

fonksiyonlar yontemi uygulanarak problemin dinamik rijitlik matrisi hesaplanmustir.

2. FORMULASYON

Cubuk ekseni iizerinde herhangi bir x noktasinda yer degistirme U’(x, t) ve bu
noktadaki kesitin donmesi Q°(x, t) olarak gosterilsin. T(x, t) vektorii ile t aninda x
noktasmdaki kesite etkiyen ic kuvvetlerin vektorel toplamu ve M(x, t) ile bunlarin
agirlik merkezi olan G noktasina indirgendikleri zaman elde edilen kuvvet cifti olarak
gosterilsin. Cubuk ekseninin birim boyuna etkiyen yayili dis kuvvet p©(x, t) ve moment
m®(x, t) olsun.

Cubuk malzemesi lineer elastik ve anizotropiktir. Kompozit uzaysal cubugu idare
eden denklemler vektorel formda elde edilmektedir (Sekil 1).
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olmak iizere, burada p, kiitlesel yogunlugu gdstermektedir. I, burulma ve Iy, 1, ise
egilme atalet momentleridir. A, B, F ve' D matrisleri ¢ubuk kesitinin toplam esneklik
sabitlerini gdstermekte olup her bir tabaka malzemesinin esneklik sabitleri cinsinden

elde edilmektedir.
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Sekil 1. Degisken kesitli kompozit ¢ubuk

Y (x, ) kolon matrisi,
Y(x, 0)=1{U°, U, U, Q2 Q) Q) T, T) T MY, M, Mo )

olarak tammlanmaktadir. (4) ifadesinin zamana gore Laplace doniigiimii, t>0 igin
LY (x,0)]=Y(x,5) ise '

Y(x,s5) = j Y(x,t)e™ dt ®)
0

olup, burada Laplace doniigiim parametresi s kompleks bir sayidir. Bu tariflerin
yardimiyla (1) ve (2) esitlikleri birinci mertebeden 12 adet adi diferansiyel denklem

haline doniistiiriilmektedir. Serbest titresim analizi igin, p=0ve m™ =0 (i=X,Y, 2)
alinmaktadir. Harmonik titregim kabulii ile U°, Q°, T° ve M vektorleri denklem (6) da
verilmektedir.
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Ut )=U'(x)e"™ | Q°(x.1 )= Q7 (x)e™ | T(x,t )= T'(x)e™ | M(x,t )=M(x)e" (6)

(6) ifadesi (1) ve (2) denkleminde yerine konuldugunda, birinci mertebeden 12 adet adj
diferansiyel denklem takim elde edilir. Eger, deplasmanlar ve bunlara karsilik gelen

kuvvetler, Y*(x)kolon matrisinin bilesenleri olarak diistiniiliirse, bu 12 adet denklem
matris formunda asagidaki sekilde yazilabilir.

dY " (x)
dx

=F(x,0)Y" (x) : (7)

Sistem dinamik rijitlik matrisinin determinantini sifir yapan @ degerleri problemin
dogal frekanslarini vermektedir.

koordinat takiminda N adet kompozit tabakadan olusan dogru eksenl; ¢ubuklarin
dinamik davranigim idare eden [2 adet adi diferansiyel denklem takimy Laplace
uzayinda kanonik formda asagidaki gibi elde. edilmektedir. Serbest titresim analizi icin

s=1w alinmaktadir.

S=ALT, (8a)

dx
5157‘, , —

~=Q +ta,A,T, (8b)
dx o )
Y, =-Q +a A, T (8c)
dx : I
aQ, ., _
ix =D, (80
a4Q,
dx' =D, M, (8e)
Q. ., _ | |
d.x‘l‘ =D33Mz (81()
ﬂzsz,wj (8g)
dx
aT,_, |
g, (8h)
dx :
T ¢ id | )
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dM. - =
=527 Q. 8;
. 521 Q. @)
dM. . - = -
=521 Q +T, (8k)
dx S0
aM, _g 1.9 -T, )
dx R :
N N N
Azzp(k)A(k) 1 =Zp(k) j‘(x3)2dA, T3=Zp(k) (x,PdA (9
k=l k=1 A(k) k=1 A(k)
3. SAYISAL UYGULAMALAR

Bu calismada anizotropik malzemeden yapilmg degisken kesitli kiriglerin- serbest
titresimini analiz etmek igin Fortran dilinde bir bilgisayar program hazirlanmusgtir.
Tamamlayici fonksiyonlar yontemine dayali baglangic deger probleminin ¢dziimil i¢in
~ beginci mertebe Runge-Kutta algoritmasi kullamimugtir.

Bu bolimde, cesitli. ornekler sunulmustur. Geligtirilen bilgisayar programi ile
degisken kesitli dogru eksenli kompozit kiriglerin serbest titresim analizleri yapilmigtir.
Ayni zamanda bu frekanslar, sonlu elemanlar yontemine dayalt ANSYS programi ile de
karsilastinlmugtir. Degigken kesitli kompozit cubuklarin serbest titregimini etkileyen
faktorler incelenmistir. Deisken kesitli kompozit ¢ubuklar igin, sinir sartlarn ve kesit
degisim parametreleri ve Ei/E, oranimin serbest titregim frekansina etkisi aragtirlmugtir.

Kompozit kirisler icin iki tip degisken kesit ele alnmigtir. Bunlar, kesit yiiksekligi
lineer azalan ve kesit genisligi exponansiyel azalan kirigler kullamlmgtir. b, ve ho
eleman baslangicindaki kesit genisligi ve kesit yiiksekligi olmak iizere kesit yiiksekligi
veya kesit genigligi eleman boyunca azalmaktadir. Bu durumda kesit alani, A(x), ve
atalet momenti, I(x), cubuk eleman: boyunca kesit yiiksekligine bagli olarak
degismektedir. Cubuk boyunca kesit yiiksekliginin degigim fonksiyonu asagidaki ifade
yardim ile hesaplanmaktadir.

h(x)=h, [1-B(x/L)] (Kesit yiiksekligi lineer azalan) (10)
b(x) =b,e I/ L) (Kesit genisligi exponansiyel azalan) (1)

Burada, h, ve b, baglangictaki kesit yiiksekligi ve kesit genigligi, f kesit degisim
parametresi, x ¢ubuk iizerindeki herhangi bir nokta ve L ise ¢ubuk uzunlufunu
gostermektedir. Tiim problemlerde kullanilan malzeme ©zellikleri Tablo 1’de
verilmektedir. Ayrica problemlerde, cubuk uzunlugu L = 0.381m olup L/ h =15 olarak
alinmisgtir. Orneklerde, ankastre-ankastre (AA), sabit-sabit (SS) ve ankastre-bos (AB)
sinar sartlart kullanilmigtir.
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Tablo 1. Enine izotrop malzeme 6zellikleri
E, E)=E; G12=Gy3 Gos p
(N/m?) (N/m?) (N/m?)  (N/m?) (kg/m®)

Carbon epoxy 9 9 R .
(AS4/3501-6) 144.8x10°  9.65x10 4.14x10°  3.45x10 03  1389.23

Vi2

3.1. Kesit Degisim Parametresinin Dinamik Davramsa Etkisi

Farkli sinir gartlarina sahip degisken kesitli, tek eksenli kompozit kiris (0°) problemi
ele alinmugtir. Malzeme 6zellikleri Tablo 1’de verilmektedir. Elde edilen diizlemine dik
serbest titresim frekanslar tabloda verilmektedir.

Tablo 2-3 incelendiginde, bu ¢aligmada elde edilen temel frekanslar ile ANSYS
sonuglarinin uyumlu olduklart goriilmektedir. Ayrica, ankastre-ankastre (AA), sabit-
sabit (SS) mesnetlenme kosullarinda kesit degisim parametresi (B) artarken serbest
titresim frekanslari azalmaktadir. Ancak, ankastre-bog (AB) smr kosulunda ise kesit
degisim parametresi (B) artarken serbest titresim frekanslari artmaktadir.

Tablo 2. Farkli smir sartlarina sahip kesit yiiksekligi lineer azalan (kesit genisligi sabit)
kompozit kirige ait temel frekanslar (Hz)

Sinir B=0

Sartlar (Uniform) B=0.25 B=0.5 B=0.75
AB Bu calisma 278.43 288.52 304.04 332.79
ANSYS 278.43 288.52 304.04 332.79

AA Bu calisma 1376.46 1267.57 1125.86 928.81
ANSYS 1376.51 1267.59 1125.89 928.93

Ss Bu calisma 753.22 665.36 560.88 427.28
ANSYS 753.22 665.36 560.88 427.27

Tablo 3. Farkl: sinir sartlarina sahip kesit genigligi exponansiyel azalan (kesit
yiiksekligi sabit) kompozit kirige ait temel frekanslar (Hz)

Sinir B =0

Sartlari (Uniform) p=1 p=2
AB Bu calisma 278.43 371.88 486.84
ANSYS 278.43 371.88 486.83
AA Bu caligma 1376.46 1383.59 1406.07
ANSYS 1376.49 1383.61 1406.09
ss Bu caligma 753.22 744.04 717.09

ANSYS 753.22 744.05 717.10
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3.2. Ey/E; Oranmin Dinamik Davramsa Etkisi

Farkli sinir sartlar1 ve E/E; oranlarina sahip defisken kesitli, tek eksenli kompozit
kirig (0°) problemi ele alinmmgtir. Malzeme sabitleri: elastisite modiilleri E; = 144.8x10°
N/m?, kayma modiilleri G,z = Gj3 = 0.6 Ez, Go3 = 0.5 E; vj2 =0.25 ve p = 1389.23
kg/m® olarak segilmigtir. Tablo 4 ve 5 incelendifinde, elde edilen sonuglarin ANSYS
sonuglar: ile uyumlu olduklan gdzlenmektedir. Tim sinir sartlarinda  Ei/E, oran

arttikga serbest titregim frekanslari azalmaktadir.

Tablo 4. Farkli sinir sartlari ve farkli Ei/E; oranlarina sahip kesit yliksekligi lineer

azalan (kesit genisligi sabit) kompozit kirige ait temel frekanslar (Hz)

Sinir E1/E2=1 E1/E2=10 E1/E2=20 E1/E2=30 E1/E2=40

sartlari E1/E2=50
go Bugalisma 1799.69 1567.61 1390.86 1262.48 1163.92 1085.32

ANSYS 1799.70 1567.60 1390.90 1262.50 1163,90 1085.30

Ankastre o025 BU galisma 157472 1412.07 1278.79 1176.87 1095.79 1029.40
- ANSYS 1574.70 1412.10 1278.80 1176.90 1095.80 1029.40
A“‘/‘ﬁf"e s-050 Busalsma 132614 122408 113375 1060.50 999.64  948.11
(AA) 7 ANSYS 1326.40 1224.10 1133.80 1060.50 999.67  948.15
g-075 Bucalisma 1034.34 982.82 933.31 890.31 85256 819.15

ANSYS 103450 982.95 933.43 890.42 852.67 819.24

B=0 Bucalgma 805.60 780.73 755.57 732.68 711.76 692.54

ANSYS 805.65 780.73 755.57 732.69 711.76  692.55

. peogs Bugabsma 701.04 684.28 666.99 650.95 636.00 622.06
Ssz*l’)‘i‘t' ANSYS 701.04 684.28 666.99 650.95 636.01 622.07
(5S)  puoso Bugahsma 58270 572.57 561.90 551.81 542.24  533.16
ANSYS 582.70 572.56 561.90 551.80 542.24  533.16

6075 Bu galisma 438.09 433.14 427.80 422.66 417.69  412.90

ANSYS 438.09 433.12 427.78 42264 417.68  412.89

_, Bucahsma 287.84 28349 27888 27446 270.23 266.18

, ANSYS 087.84 283.49 278.88 27446 270.23  266.18
g-025 Bugasma 297.76 293.50 288.96 284.60 280.41  276.40
A"'éas"e ANSYS 297.76 293.50 288.95 284.59 280.41  276.40
'(Ac,?) s-050 Bucahsma  313.20 308.99 304.48 300.14 295.96  291.94
ANSYS 313.20 308.98 304.47 300.13 29596  291.94

p-075 Bucalisma 34218 337.87 33324 32877 324.46  320.29

ANSYS 342,17 337.86 333.24 328.77 324.45  320.29
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Tablo 5. Farkli sinir sartlar1 ve farkli Ei/E, oranlarina sahip kesit genigligi exponansiyel
azalan (kesit yiiksekligi sabit) kompozit kirige ait temel frekanslar (Hz)

?;':;I'a” E/Ex=1 E{/E;=10 EE,=20 E4/E;=30 Ei/E;=40 E4/E,=50

g0 Bucalisma 1799.60 1567.61 139086 126248 1163.92 108511
Akt ANSYS 179970 1567.63 1390.89 1262.51 1163.95 1085.34
Pt g Busaisma 181052 1576.00 139806 126912 117027 109130
(AA) ANSYS 181051 1576.02 1398.09 1269.15 1170.30 1091.54

Bucalisma 1843.89 1602.18 1420.76 1290.17 1190.45 1110.97
ANSYS 1843.90 1602.20 1420.78 1290.20 1190.49 1111.20
Bucahgma 805.65 780.73 755.57 732.68 711.76  692.54

_ P=0 " \nsvs 805.65 780.73 75557 732.69 71176  692.55
?Szbb'itt' g Bucalisma 797.61 77210 74644 72316 70192 68247
(SS) ANSYS 797.61 77211  746.44 72316 701.93  682.47

gop Busalisma 773.85 74660 71960 69525 67319  653.12
ANSYS 773.85 746.69 719.61 69525 673.20  653.13
g0 Bucalisma 287.84 28349 27886 27446 27023 26616
ANSYS 087.84 283.50 278.88 27446 270.23  266.18
A"‘éaOs"e' g1 Bugalsma 887.38 38019 37261 36543 35863 35216
(AB?) " ANSYS 387.38 380.18 372.61 36543 358.63 352.18
g.p Bucalisma 511.97 50021 487.09 47658 46588  455.82
ANSYS 511.97 50021 487.99 476.57 468.88  455.84
4. SONUCLAR

Kompozit malzemeden yapilmg degisken kesitli dogru eksenli gubuklarin serbest
titresimleri arastinlmustir. Laplace uzayinda kanonik formda elde edilen adi diferansiyel
denklemlere tamamlayici fonksiyonlar yontemi uygulanarak problemin dinamik rijitlik
matrisi hesaplanmistir. Formiilasyonda donme ataleti, eksenel ve kayma deformasyonu
etkileri de goz Oniine alinmugtir.

Farkli sinir sartlarina sahip ve kesiti lineer ve exponansiyel olarak azalan kompozit
kirig problemi gtz 6niine alinmugtir. Degisken kesitli dogru eksenli kompozit ¢ubuklarin
serbest titresim frekanslarimi etkileyen faktorler incelenmigtir. Problemlerde sinir
sartlari, E\/E, oram1 ve kesit degisim parametresinin (B) serbest titresim frekanslarina
etkileri ayrintili bir sekilde aragtirilmigtir. Mesnetlenme sartina bagh olarak serbest
titresim frekanslar etkilenmektedir. Biitiin sinir sartlarinda kesit degisim parametresi
(B) ve E1/E;, orant arttikga serbest titresim frekanslar: azalmaktadir. Ayrica kesit degisim
parametresi arttik¢a serbest titresim frekanslan da azalmaktadir.

5. TESEKKUR
Bu calisma, TUBITAK tarafindan desteklenmektedir. (Proje No: 107M640)
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