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1. GIRIS HASAN ERTAS

1. GIRIS

Lineer regresyon analizinde; klasik en kiiciik kareler tahmin edici (Ordinary
Least Squares Estimator, OLSE) nin uygulanmasi i¢in belli varsayimlarin saglanmasi
gerekmektedir. Bu varsayimlardan 6zellikle, tiim gozlemlerin kestirilmis regresyon
dogrusu iizerinde ayni etkiye sahip olmasi ile agiklayic1 degiskenlerin lineer
bagimsiz olmasi ¢ok Onemlidir. Bu iki temel varsayim genellikle uygulamalarda
saglanamamaktadir. Bu durumda sapan degerlerin (outliers) varligi ve ¢oklu ig iliski
(multicollinearity) problemi olarak adlandirilan iki problem ile karsilasilir.

Sapan degerlerin OLSE {izerinde 6nemli derecede olumsuz etkileri vardir. Bu
sorunu ortadan kaldirmak amaciyla regresyon tanisi (regression diagnostic) ve
dayanikli tahmin ediciler (robust estimators) olmak {izere temel iki yaklagim
kullanilir. Regresyon tanisinda amag¢ sapan degerleri kesin olarak belirlemek ve
sapan deger olarak saptanan gozlemler diizeltildikten ya da veriden c¢ikarildiktan
sonta OLSE uygulamaktir. Dayanikli regresyonda ise sapan degerlerden
etkilenmeyen dayanikli tahmin ediciler iiretilmesi amaglanmaktadir.

Dayanikli bir yontem; verinin biiyiikk ¢ogunluguna uyacak yapiyi, veri
yapisinda var olabilecek sapmalar1 ya da sapan degerleri belirlemek i¢in, veya iligki
yapilarindaki sapmalarla ve beklenmeyen dizisel iliskilerle ilgilenmek i¢in kullanilir
(Kayhan, 2006). Bu tanimlama dogrultusunda dayanikli tahmin edicilerde, direnclilik
(resistant) ve saglam etkinlik (robustness of efficiency) oOzellikleri aranmaktadir.
Dayanikli tahmin edicilerde direnglilik, tahmin edicinin verideki kii¢iik bozulmalara
kiigiik tepkiler ve biiylik bozulmalara karsi giivenilir sonuglar vermesi seklinde
tanimlanabilir. Direnglilik i¢in literatirde en ¢ok kullanilan 6lgiiler, etki
fonksiyonuna (influence function) dayali duyarlilik egrisi (sensitivity curve), deger
degisim egrisi (change of value curve), yerel kayma duyarhligi (local shift
sensitivity), biiyiikk hata duyarliligi (gross-error sensitivity) ve bozulma noktasi
(breakdown point) seklindedir. Ayrica, dayanikli tahmin edicide istenen diger
ozellikler; tahmin edicinin kiiciik varyansa sahip olmasi, model varsayimlarinda
bozulma olmadiginda tutarli olmasi, asimptotik olarak yansiz ve yiiksek etkinlige

sahip olmasidir (Staudte ve Sheater, 1990). Literatiirde dayanikli yontemlerle ilgili



1. GIRIS HASAN ERTAS

yapilan c¢alismalarda genellikle bozulma noktasi ve asimptotik etkinlik Ol¢iileri
kullanilmaktadir.

Veri kiimesinde sapan degerler bulunmasi durumunda OLSE tutarli ve
giivenilir sonuglar vermemektedir. Bu tahmin edici i¢in tek bir sapan deger
tahminleri olumsuz olarak etkileyebilir. Bu durumda, OLSE nin bozulma noktas1 1/n
dir ve n sonsuza giderken bozulma noktasi sifira yakinsar (Donoho ve Huber, 1983).
Bu nedenle OLSE’ye alternatif olarak daha dayanikli tahmin ediciler gelistirilmeye
calisilmigtir.

Hatalarin OLSE f{izerinde biiyiik etkiye sahip olmasimin nedeni fonksiyonda
hatalarin karelerinin kullanilmasi olarak diisiiniilmiis ve bunun iizerine en kiiciik
mutlak degerler tahmin edici (Least Absolute Values Estimator, LAD) gelistirilmistir
(Edgeworth, 1887). LAD, hatalarin mutlak degerlerinin minimize edilmesi esasina
dayanip y-yoniindeki sapan degerlere karsi dayanikli fakat X-yOniindeki sapan
degerlere kars1t OLSE’den daha dayanikli olmakla birlikte, yine de duyarli bir tahmin
edicidir. Bu nedenle X-ydniinde biiyiik bir etki yaratabilecek tek bir gézlem bile bu
tahmin edicinin bozulmasina neden olmaktadir. Dolayisiyla LAD i¢in de bozulma
noktas1 1/n’dir.

Literatiirde, dayanikli tahmin ediciler icerisinde yer alan en genis tahmin edici
siniflarindan birisi de M-tahmin edicidir (M-estimator, ME). ME’de temel yaklagim;
hatalarin karelerini minimum yapmak yerine, hatalarin bir baska fonksiyonunu
minimize etmektir. ME, y-yoniindeki sapan degerlere kars1 dayanikli olup LAD’dan
daha etkindir fakat bu tahmin edici de X-yoniindeki sapan degerlere kars1 duyarl
oldugu icin bozulma noktast 1/n’dir. ME ig¢in literatiirde yapilan bazi caligmalar:
Tukey (1970), Andrews (1974), Mallows (1975), Dutter (1977), Holland ve Welsch
(1977), Huber (1981) ve Hampel ve ark. (1986) seklindedir. ME’nin X-y0Oniindeki
sapan degerlere olan duyarliligini azaltmak amaciyla genellestirilmis M-tahmin edici
(generalized M-estimators, GME) gelistirilmistir (Mallows, 1975). Bu tahmin
edicideki ama¢ sadece X aciklayict degiskenine dayanan bazi agirhik
fonksiyonlarmin kullanimi ile sapan degerlerin kestirimler {izerindeki etkisini

sinirlamaktir.
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Buraya kadar tanitilan tahmin edicilerin diisiik bozulma noktasina sahip olma
sorunu, yiliksek bozulma noktali dayanikli tahmin edicilerin gelistirilip
gelistirilemeyecegi sorusunu giindeme getirmistir. Bu amagcla gelistirilen ilk tahmin
edici Rousseeuw’un (1984) ileri siirdiigii en kiiciik ortanca kareler (Least Median of
Squares, LMS) tahmin edicisidir. LMS yo6ntemindeki temel yaklasim, OLSE’de
oldugu gibi hatalarin karelerinin toplamini minimize etmek yerine hatalarin
karelerinin medyan degerini minimize etmektir (Rousseeuw, 1984). Diger bir tahmin
edici ise Rousseeuw ve Leroy (1987) tarafindan onerilen en kii¢iik bi¢imli kareler
(Least Trimmed Squares, LTS) tahmin edicisidir. LTS tekniginde temel amag

kareleri alinmis hatalar1 kiigiikten biiyiige dogru siralayip, bu hatalarin ilk h tanesinin

toplamini minimize etmektir (genellikle h = % + 1). Bu iki tahmin edicinin bozulma

noktalar1 %50 olup hem X hem de y-yoniindeki sapan degerlere kars1 dayaniklidirlar.

LMS ve LTS tahmin edicilerinde bozulma noktasi maksimum degere sahip
oldugundan, bundan sonra yapilan ¢alismalarda dayanikli tahmin edicilerde yiiksek
asimptotik etkinlik arastirmalar1 amaglanmistir. Rousseeuw ve Yohai (1984) hem
yiiksek bozulma noktasina hem de yiiksek asimtotik etkinlige sahip olacak bi¢imde
S-tahmin edici (S-estimator, SE) simifin1 tanimlamistir. SE’deki amacg hatalarin
sacilimin1 minimize etmeye dayanmaktadir. Buraya kadar sozii edilen tahmin ediciler
icerisinde en ¢ok dikkat ¢ekenler ME ve SE olmustur. Daha yakin zamanda ki bir
gelisme ise Mendes ve Tyler tarafindan (1996) yiliksek bozulma noktali ve asimptotik
etkinlikli Kisith M tahmin edici (Constrained M Estimator, CME) simifinin
onerilmesidir. CME, ME’nin yerel dayaniklilik o6zellikleri ile SE’nin global
dayaniklilik 6zelliklerine sahiptir (Arslan ve ark., 2002).

Diger yandan aciklayici degiskenler arasinda lineer bagint1 olmasi ¢oklu i¢
iliski problemine neden olmaktadir. Bu durumda OLSE hala yansizdir fakat varyansi
cok biiyliktiir. Bu nedenden dolayr OLSE parametrelerin gercek degerlerinden
uzaklagir. Bu problemin etkisini minumuma indirgemek icin Onerilen yontemler
genel olarak ek verinin toplanmasi, modelin yeniden belirlenmesi ve yanli tahmin
edicilerin kullanilmasidir.

Farrar ve Glauber (1967) ve Silvey (1969) coklu i¢ iliski problemini ortadan

kaldirmak i¢in ek verinin toplanmasini Onermislerdir. Fakat ekonomik
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kisitlamalardan veya siirecin Ornekleme ic¢in yeterince uzun bir isleyise sahip
olmamasindan dolay1 ek veri toplamak her zaman miimkiin olmayabilir.

Diger taraftan, ¢oklu i¢ iliskinin nedeni model se¢iminden kaynaklanabilir.
Bu durumda ya agiklayici degiskenler yeniden tanimlanir ya da iliskili agiklayici
degiskenlerden biri cikarilir. Fakat agiklayict degiskenlerin birinin ¢ikartilmasi
modelin etkinligini azaltabilir. Ciinkii ¢coklu i¢ iligki olsa bile degiskenler birbirini
tam temsil etmeyebilir (Lipovetsky ve Conklin, 2001).

Coklu i¢ iliskinin etkisini azaltmak i¢in kullanilan diger bir yontem yanh
tahmin ediciler tanimlamaktir. Diger iki yontemin ciddi dezavantajlarinin olmasi
yanli tahmin edicilerin ortaya ¢ikmasina ve incelenmesine neden olmustur. Yanh
tahmin edicilerde temel ama¢ OLSE’nin yansizligindan vazgecip kiiclik bir yanlilik
(bias parameter) terimi ekleyerek tahmin edicinin varyansini minimize etmektir.
Boylece yanli tahmin edicilerin performansi, tahmin edicinin varyansinin ve
yanliliginin karesinin toplami olan hata kareler ortalamasi (MSE) ile dl¢lilmektedir.
Yanl tahmin edicilerle ilgili literatiirde bircok ¢alisma bulunmakta ve aragtirmalar
devam etmektedir. Bu ¢aligmada kullanilan yanli tahmin ediciler ile ilgili caligmalar
asagidaki sekilde verilmektedir.

Literatiirde en yaygin kullanilan yanli tahmin edicilerden birisi Hoerl ve
Kennard (1970) tarafindan 6nerilen ridge tahmin edicisi (RE) dir. RE de temel amag,
OLSE de kullanilan X'X (X, ag¢iklayac1 degisken) matrisinin herbir kosegenine k
yanlilik parametresi eklenilerek ¢oklu i¢ iligskinin etkisinin azaltilmasidir. RE, k nin
karmagik bir fonksiyonu oldugundan, k nin se¢imi problemi ortaya ¢ikmaktadir. Bu
nedenden dolay1 k nin sec¢imi ile ilgili bircok calisma yapilmis olup aragtirmalar
devam etmektedir. Literatlirde k nin sec¢imi ile ilgili yapilan bazi temel ¢aligmalar su
sekildedir: Hoerl ve Kennard (1970), Mallows (1973), Theobald (1974), McDonald
ve Galarneau (1975), Hoerl ve ark. (1975), Lawless ve Wang (1976) ve Kibria
(2003). RE’de k’nin nasil secilecegi ile ilgili bir uzlasmanin olmamasindan dolay1
Liu (1993) Stein tahmin edicisi (1956) ile RE’nin avantajlarini birlestirerek
literatiirde yaygin olarak kullanilan yeni bir tahmin edici 6nermistir. Daha sonra
Akdeniz ve Kaciranlar (1995) bu tahmin ediciyi, Liu tahmin edici (LE) olarak

adlandirmigtir. LE’nin RE’ye gore avantaji d’nin se¢iminin k’ya gore daha kolay
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olmasidir. Ciinkii d yanlilik parametresi LE’nin bir lineer fonksiyonudur. Ayrica Liu
(1993), LE’nin OLSE’ye gore {stiinliiklerini MSE kriterine gore incelemis ve MSE
yi minimum yapan d yanlilik parametresini dnermistir. Bununla birlikte, Akdeniz ve
Kagiranlar (1995) LE’nin yanliligini azaltmak i¢in hemen hemen yansiz
genellestirilmis  Liu tahmin ediciyi (AUGLE) o6nermis olup AUGLE’nin
tistinliiklerini MSE kriterine gore incelemislerdir. RE ye alternatif diger bir ¢aligma
ise Liu (2003) tarafindan ileri siiriilen Liu-tipi tahmin edicisidir (LTE). Bu tahmin
edici, uygulamalarda RE i¢in 6nerilen K yanlilik parametresinin tahminleri ¢ok kiigiik
degerler aldiginda kosul sayisinin diisiiriilememesi ve bdylece coklu i¢ iliski
probleminin devam etmesinden dolayr RE’ye alternatif olarak onerilmistir. Ayrica,
Liu (2003) LTE’nin RE’ye gore iistiinliiklerini MSE kriterine gore teorik olarak ve
simiilasyon caligmasi ile incelemistir. Daha sonra Lipovetsky ve Conklin (2005) RE
nin bazi asimptotik 6zelliklerini inceleyerek, coklu belirleyicilik katsayisim (R?)
maksimize etmek icin iki parametreli ridge tahmin edicisini (TRE) 6nermislerdir.
Bunun yani sira, Toker ve Kaciranlar (2013) TRE’nin OLSE, RE ve Stein tahmin
edicilerine gore istlinliiklerini MSE kriterine gore teorik olarak incelemislerdir. Bu
calismanin diginda literatiirde sik¢a kullanilan bazi yanli tahmin ediciler ile ilgili
calismalar su sekildedir: Swindel (1976), Gibbson (1981), Vinod ve Ullah (1981),
Baye ve Parker (1984), Nomura ve Ohkubo (1985), Singh ve ark (1986), Myers
(1990), Sarkar (1992), Saleh ve Kibria (1993), Sarkar (1996), Gruber (1998),
Kagiranlar ve ark. (1998, 1999), Sakallioglu ve ark. (2001), Kagiranlar ve
Sakallioglu (2001), Grof (2003).

Diger taraftan regresyon analizinde veri kiimesinde ¢oklu i¢ iligki ve sapan
deger probleminin ayni anda bulunmasi ¢ok sik karsilasilan bir problemdir. Bu
durumda hem ¢oklu i¢ iliskinin etkisini hem de sapan gézlemlerin etkisini azaltmak
icin yanlt ve dayanikli tahmin edicilerin birlikte bulundugu dayanikli tahmin ediciler
tanimlanmistir. Bu caligmalar genellikle iki yontem {izerinde ilerlemistir: Birincisi
hatalara farkli agirliklar vererek dayanikli agirlikli yanli tahmin edicilerin
tanimlanmasidir. Bu yontem dogrultusunda yapilan bazi calismalar su sekildedir:
Holland (1973), Askin ve Montgomery (1980), Pfaffenberger ve Dielman
(1985, 1990). Diger yontemde ise yanli tahmin edicilerden bazilar1 OLSE’nin bir
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formu seklinde yazildigindan ve OLSE sapan degerlere karsi hassas oldugundan
OLSE yerine dayanikli tahmin ediciler kullanilarak, (y-yoniindeki sapan degerler
icin) dayanikli yanli tahmin edicilerin tanimlanmasidir. Bu yontem dogrultusunda
yapilan bazi ¢aligmalar su sekildedir: Silvapulle (1991), Arslan ve Billor (1996),
Arslan ve Billor (2000), Jadkav ve Kashid (2011) ve Kan ve ark. (2013).

Bu c¢aligma dort boliimden olugmaktadir: Birinci boliimde, lineer regresyonda
coklu i¢ iliski ve sapan deger problemlerinin OLSE {izerindeki etkilerine ve bu
problemlerinin ¢dziimii igin ge¢miste yapilan bazi ¢alismalara deginilmistir. Ikinci
boliimde, bu iki problemin incelenmesinde kullanilacak temel tanimlar ve kavramlar
kisaca verilmistir. Ugiincii boliimde, veri setinde ¢oklu ic iliski ve sapan deger
problemlerinin ayn1 anda bulunmasi durumunda bu problemlerin ¢6ziimii i¢in ME’ye
dayali yeni dayanikli yanl tahmin ediciler olan Liu-tipi M-tahmin edici (LTME),
hemen hemen yansiz genellestirilmis M-tahmin edici (AUGLME) ve iki parametreli
ridge M-tahmin edici (TRME) tanimlanmis ve MSE kriterine gore iistiinliikleri teorik
olarak ve/veya simiilasyon caligmasiyla gosterilmistir. Ayrica, Silvapulle (1991) nin
onerdigi dayanikli ridge M-tahmin edicisi (RME) i¢in k yanlilik parametresi se¢im
yontemleri Onerilmis olup, genis bir simiilasyon c¢alismasiyla Onerilen k yanlilik
parametrelerinin MSE kriterine gore performanslarini incelenmistir. Ek olarak, bu
kargilagtirmalar gergek veri seti ilizerinde yapilan uygulamalarla teorik ve/veya
simiilasyon ¢alismalar1 ile desteklenmistir. Calismanin son boliimiinde, {ig¢iinci
boliimde 6nerilen ve incelenen yeni dayanikli yanli tahmin edicilerin performanslari
incelenmis olup gelecekte bu iki problemin ¢oziimii i¢in yeni calisma alanlari

Onerilmistir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde, bu calisma boyunca kullanilacak temel tanimlar ve kavramlar

verilmigtir.
2.1. Modelin Yapis1 ve Varsayimlar
Coklu dogrusal regresyon modelini
y=Xp+e 2.1)
gdz Oniine alalim. Burada; y, n X 1 tipinde yanit degiskenin vektorl, X, n X p

tipinde agiklayict degiskenlerin matrisi, B, p X 1 tipinde bilinmeyen parametrelerin

vektorii ve €, n X 1 tipinde rasgele hatalarin vektoriidiir. (2.1.) modeli i¢in OLSE;
SB) =Xl =e'e=@-XB)'(y—Xp)
seklinde verilen S(f) fonksiyonunu minimum yapan;
p=(X"X)7'X'y 22)
ifadesidir. OLSE’nin 6nemli istatistiksel 6zellikleri agagida verilmistir:

(i)  Yansiz bir tahmin edicidir (E(8) = p),
(i1) En iyi lineer yansiz tahmin edicidir (Gauss-Markov Teoremi, yani diger
yansiz tahmin ediciler arasinda minimum varyansa sahiptir),

(i)  &~N(u, 02) olmak iizere f~N(B, a(X'X)~1) dagilimina sahiptir.

OLSE’nin yukaridaki dnemli istatistiksel 6zellikleri saglayabilmesi i¢in belli

varsayimlar gerekmektedir. Bu varsayimlar su sekildedir:
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1) vy, yanit degiskeni X, aciklayic1 degiskenin lineer fonksiyonudur,

2) Hata terimi sifir ortalamali ve sabit varyanshdir (E(g;) = 0,Var(s,) = ¢°),

3) Hata terimleri birbiriyle iliskisizdir (Cov(e; &) = 0,i # j),

4) X =[Xy,X;, ..., Xp] olmak lizere; X;,X,, ..., Xp acgiklayici degiskenleri rasgele
degisken olmamali,

5) Xi,X,, .., Xp aciklayict degiskenleri lineer bagimsiz ve dogru oOl¢iilmiis
olmalidir,

6) Hatalar sifir ortalamali ve o2 varyansli normal dagilima sahip olmalidir

(e;~N(0,02)).

Bu varsayimlara ek olarak tiim gozlemlerin tahmin edilmis regresyon dogrusu
tizerinde ayni etkiye sahip olmasi gerekmektedir. Yani veri kiimesinde sapan deger
olmamalidir (Huber, 1981).

Coklu lineer regresyon analizinde, veri kiimesinde sapan degerlerin
bulunmasi durumunda OLSE giivenilir sonuglar vermemektedir. Bu nedenden dolay1
sapan gozlemlerin belirlenmesi modelin uygunlugu, giivenirligi ve kararliligr i¢in
gereklidir. En genel manada verilerin homojen ¢cogunlugu tarafindan 6nerilen modele
uyumsuzluk gosteren gézlem veya gozlemlere sapan deger(ler) denir.

Sapan degerler regresyon analizi sonuglart iizerinde yaptiklari etkilere bagh
olarak bagimli degisken yoniinde (y- yoniinde) sapan degerler, bagimsiz degiskenler
yoniinde (X-yoniinde) sapan degerler, hem bagimli hem de bagimsiz degiskenler
yoniinde sapan degerler ve etkili gézlemler (influential observations) olmak iizere

dort grupta incelenir.

e Lineer regresyonda, regresyon dogrusunun uzaginda olan bir bagka ifade ile
rezidiisii biliylik olan gozlemlere Yy-yoniinde sapan degerler denir.
Regresyonda, y-yoniinde sapan degerlere aykir1 deger de denir.

e X-uzaymnda veri kiimesinden uzakta bulunan noktalar, X-yoniinde sapan
degerler (high leverage points) olarak adlandirilir. X-yoniindeki sapan

degerler ikiye ayrilirlar:
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(1) Kotii kaldirag (Bad leverage) noktasi: Regresyon dogrusunun egimini
cok fazla degistiren X- yoniindeki sapan degerlere kotii kaldirag noktasi
denir.

(i) Iyi kaldirag (good leverage) noktasi: Regresyon katsayilarmin

dogrulugunu arttiran X- yoniindeki noktalara iyi kaldirag¢ noktasi denir.

e Hem X-uzayindaki hem de y-uzayindaki veri kiimesinden uzakta bulunan
noktalara hem bagimli hem de bagimsiz degiskenler yoniinde sapan degerler
denir.

e Veri kiimesindeki diger gozlemlerle karsilastirildiginda tek tek ya da hep
beraber kestirilmis regresyon denklemine etki eden gozlemlere etkili

gozlemler (influential observations) denir.

Sapan degerlerin OLSE iizerinde o©nemli derecede olumsuz etkileri
oldugundan yukarida bahsedilmistir. Bu sorunu ortadan kaldirmak amaciyla
Regresyon Tanis1 (Regression Diagnostic) ve Dayanikli Regresyon (Robust
Regression) olmak iizere iki temel yaklasim kullanilir. Regresyon tanisinda amag
etkili gézlemleri kesin olarak belirlemek ve sapan deger olarak saptanan gozlemler
diizeltildikten ya da veriden ¢ikarildiktan sonra OLSE uygulamaktir. Dayanikli
regresyonda ise sapan degerlerden etkilenmeyen dayanikli tahmin ediciler tiretilmeye

calisilir.

2.2. Dayamikh Tahmin Ediciler ve Ozellikleri

2.2.1. Dayamkh Tahmin Edicilerin Ozellikleri

Dayanikli bir tahmin edicide bulunmasi gereken temel iki 6zellik direnglilik
ve saglam etkinliktir.

Bir tahmin edici az sayidaki biiylik hatadan (gross error) veya herhangi bir
miktardaki yuvarlama-gruplama hatalarindan (rounding and grouping errors) sinirl

miktarda etkileniyorsa direnclidir denir.
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Orneklemin kii¢iik bir alt kiimesi tahminler iizerinde gereginden cok bir
etkiye sahip degilse bu tahmin edici biiylik hatalara karsi diren¢lidir yorumu
yapilabilir. Eger tahmin edici kiigiik hatalara kars: siirekli olarak tepki gosteriyorsa
hatta tahminler bu gozlemlerin kiigiik bir parcasinin yuvarlanma ya da gruplanmasi
ile belirlenmiyorsa bu tahmin edici i¢in gruplama-yuvarlama hatalarina karsi
direnclidir denir (Kayhan, 2006).

Bir tahmin edicinin varyansi her bir dagilim i¢in minimuma yakin bir deger

aliyorsa bu tahmin edici saglam etkinlige sahiptir denir.
2.2.2. Dayamkh Tahmin Ediciler icin Aranan Olgiiler

Direnglilik veya saglam etkinligin degerlendirilmesinde literatiirde kullanilan
bazi 6lciiler agagidaki gibi verilebilir.
Bozulma Noktasi: Z = {(xll, ...,xlp,yl), . (xnl, ...,xnp,yn)} n tane veriden

olusan bir 6rneklem ve T, Z’ nin herhangi bir tahmin edicisi olsun.
Orijinal veri noktalarindan herhangi m tanesi keyfi olarak degistirildiginde ve

elde edilen yeni 6rneklem Z' olmak iizere maksimum yanlilik
bias(m; T,Z) = sup|IT(Z") =TIl

olarak tanmimlanir. Burada bias(m; T,Z) sonsuz ise yani m sapan deger T {izerinde
genis bir etkiye sahipse bu tahmin edicinin bozulma noktasi olarak ifade edilir. Bu

nedenle, T tahmin edicisinin bozulma noktasi sonlu 6érneklem i¢in;

g, =min {%, bias(m;T,Z) Sonsuz} (2.3))

seklinde tanimlanir (Donoho ve Huber, 1983).
Etki Fonksiyonu: F dagilimda T tahmin edicisinin etki fonksiyonu,

IF(x; T, F) = lim,_,, [T (2.4)

&

10
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olarak tanimlanir. Burada Fy . ve A,

Fye=(1—¢)F + &A,, O<£<%
(0 y<«x
ao={] 737

ile verilir (Hampel, 1974).

Bozulma noktasi giivenirligin evrensel bir Ol¢iisiiyken; etki fonksiyonu,
tahmin edici iizerindeki son derece kiiciik etkileri dlger. Dayanikli tahmin ediciler
icin kullanilan bir¢ok Olcii etki fonksiyonuna dayanmaktadir. Etki fonksiyonuna
dayal1 literatlirde kullanilan baz1 6l¢iiler asagidaki gibi 6zetlenebilir.

Duyarhhk Egrisi: Duyarlilik egrisi, 6érnekleme bir goézlem eklendiginde ya da
¢ikarildiginda tahminler {izerinde olusan etkiyi gosterir.

X1,X9,*, Xp_1, N = 2,3,4, -+ kitleden alinmis herhangi bir 6rneklem igin T,

tahmin edicisinin duyarlilik egrisi (Sensitivity Curve, SC);
SC(.X; X1,X2,"""y Xn—-1, Tn) = n{Tn (x1; X2,y Xn—1, X) - Tn—l(xlr X2, xn—l)}

veya

SC(X; X1, X2,y Xn—1, Tn) = 1/7’1, {Tn(xli X2y Xn—1» X) - Tn—l(xlr X2y xn—l)}

olarak tanimlanir (Hoaglin, Mosteller ve Tukey, 2000). SC, eklenen gozlem x’in
tahmin edici iizerindeki etkisini gosterir. Bu nedenle 6rneklemede olabilecek bir
biiylik hatanin etkisini tanimlamak icin sikc¢a kullanilan bir 6l¢iidiir. Bir gézlem i¢in
yuvarlama-gruplama hatasi, 6rneklemden bir gézlemin ¢ikarilmasiyla ayni anlamda
diisiiniilebilir. Bu nedenle bu egri aym1 zamanda yuvarlama-gruplama hatasinin
tahmin edici lizerindeki etkisini gostermek i¢in de kullanilir.

Biiyiik Hata Duyarhhgi: Biiyiik hata duyarliligi, T, tahmin edicisi lizerindeki tek
bir bozulmus gézlemin asimptotik olarak maksimum etkisini dlger ve asagidaki gibi

tanimlanir.

11
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F dagilimi altinda T’ nin tutarli bir kestiricisi T,, olmak iizere biiyiik hata

duyarlilig1 (Gross Error Sensitivity, g.e. s);
g.e.s = sup|(IF(x; T, F))|

olarak tanimlanir. Bir tahmin edicinin asimptotik yanliligi g.e.s ile iliskili olup,

bozulmadan kaynaklanan maksimum yanlilik asimptotik olarak
supp |(1 — &)F + eA, — T(F)|

ile hesaplanir. IF’ nin verilen tanimindan maksimum yanlilik yaklasik olarak g.e.s’
nin ¢ katt kadardir. Bir tahmin edici i¢in g. e. s sinirli ise bu tahmin edici direngli ve

saglam etkinlige sahiptir (Hoaglin, Mosteller ve Tukey, 2000).
2.2.3. Baz1 Dayanikh Tahmin Ediciler

En Kiiciik Mutlak Deger (LAD) Tahmin Edici: Hatalarin OLSE {izerinde biiyiik
etkiye sahip olmasimin nedeni fonksiyonda hatalarin karelerinin kullanilmasi olarak
diisiiniilmiis, bunun tizerine en kii¢clik mutlak deger (LAD) tahmin edici Onerilmistir
(Edgeworth, 1887). Bu tahmin edicide temel yaklasim, hatalarin mutlak degerlerinin

toplaminin minimize edilmesidir:
7 n
min Y1, &)

LAD teknigi, y-yoniindeki sapan degerlere karst dayanikli fakat X-yoniindeki sapan
degerlere kars1 ise OLSE’den daha dayanikli olmakla birlikte, yine de duyarli bir
tahmin edicidir. Bu nedenle X-yoniinde biiyiik bir etki yaratabilecek tek bir gézlem
bile bu tahmin edicinin bozulmasina neden olmaktadir. Dolayisiyla LAD i¢in de

bozulma noktas1 1/n’dir.

12
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LAD tekniginde, parametrelerin hesaplanmasi kisitl bir optimizasyon
problemi olarak diisiiniilebilir ve bu dogrultuda literatiirde yapilan baslica ¢aligsmalar:
Gonin ve Money (1989), Charnes ve ark. (1995) ve Li (1998) seklindedir.
M-Tahmin Edicileri (ME): Dayanikli tahmin ediciler igerisinde yer alan en genis
tahmin edici smiflarindan birisi de ilk defa Huber (1964) tarafindan ortaya atilmis
olan M-tahmin edicidir (ME). ME, y- yoniindeki sapan degerlere karsi dayanikli olup
LAD’ dan daha etkindir fakat bu tahmin edici de X-yoniindeki sapan degerlere kars1
duyarli oldugu icin bozulma noktasi 1/n’dir. ME’de temel yaklasim; hatalarin
karelerini minumum yapmak yerine, hatalarin bir bagka fonksiyonu olan p(g;)

minimize etmeyi amaglamaktadir ve

min Xiz; p(e) = minXiy p(v; — xiB)
= mln Z?:l p(yl - Z?:lxijﬁj)ﬂ ] = 1)2' :p (25)

olarak tanimlanir. Burada, x; X’ in i. satirin1 gostermektedir. Ayrica, p igin aranan

ozellikler asagidaki gibidir (Maronna ve ark., 2006):

i) p(0) =0,
i) p(e) 20,
i) p(e) = p(—e) (simetrik),
iv) p stirekli ve tiirevlenebilir,

V) 0 <& <égicinp(e) < p(ey).

ME Hesaplanmasi: ME, 6lcek degismezligi gerektirmediginden, ME genelde

minY,p (j—;) =minYt,p (y"_x‘(ﬁ) (2.6.)

So

median|e;—median(g;)|
0.6745

denklemi ile ¢oziliir. Burada, s, = ile verilir. (2.6.) ifadesinin

minimumunu bulmak i¢in, ’ya gore tiirevi alinip sifira esitlendiginde;
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% i=1P (%) =0,

=¥ (yi_xiﬁ) xj =0,  j=12,..,p (2.7)

So

elde edilir. Burada i, p fonksiyonun tiirevidir. Eger p fonksiyonu konveks ise (2.6.)
ve (2.7.) ifadeleri birbirine denk olur. Aksi takdirde (2.6.) ifadesinin birden ¢ok
¢Ozlimii olacagindan en 1yi tahmini belirlemekte sorun yasanabilir. (2.7.) de verilen
1 fonksiyonu genelde lineer degildir ve iteratif yontemlerle ¢oziilmelidir. Literatiirde
bir cok dogrusal olmayan optimizasyon teknikleri var olmakla birlikte iteratif olarak
yeniden agirliklandirilmis en kiigiik kareler (Iteratively Reweighted Least Squares,
IRWLS) yontemi c¢ok yaygin kullanilmaktadir. Bu durumda (2.7.) ile verilen
denklem IRWLS yontemi ile ¢oziilecektir.

Es. (2.7.) ile verilen denklemin IRWLS yontemi ile ¢oziimii asagidaki gibidir:
IRWLS yontemini kullanmak igin, f ve sp’mn swrastyla f, ve s gibi baslangic

tahminlerinin var oldugu kabul edilir ve (2.7.) denklemi;

yi—xiB xij{(Y((yi=xiB)/s0 )/ Wi=xi{B/s0)}(vi~xiB)
(M) %y = T, I =0, (28)
seklinde verilir ve (2.8.) denklemi,
i~X{B ,
i=1 Wio (y Sj )xij =0, j=12,..p (2.9

seklinde de ifade edilebilir. Burada,

Wiy =1 GixlBo)/se 7 YT Xibo

1 Vi = xi,BO

seklinde verilir (Montgomery ve ark., 2001). Ayrica, (2.9.) un matrisi gosterimi;
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XIWOXﬁ == XIWOy

seklindedir. Burada, W, kosegenleri w;, agirliklarindan olusan kdsegen (diagonal)
matristir. Yukarida cebirsel ifadeler ile verilen IRWLS ydnteminin adim adim

algoritmas1 asagida verilmistir.
IRWLS Algoritmasi:

1) Baslangi¢ tahmin edicisi secilir (genellikle OLSE),

2) Baslangi¢ tahmin edicisi kullanilarak rezidiiler (residuals) hesaplanir,

3) Burezidiiler yardimiyla 6lgek tahmini hesaplanir,

4) Rezidiiler 6lgek tahmini yardimiyla standartlastirilir,

5) Standartlagtirillmis rezidiller ve ME’ nin agirlik fonksiyonu yardimiyla
agirliklar bulunur. Agirliklar yardimiyla agirlikli en kiigiik kareler teknigi
kullamlarak regresyon katsayilari tahmin edilir (8 = (X'WX)™'X'Wy, W,
kosegen elemanlar1 agirlik (w) olmak iizere kosegen matristir),

6) Agirlikl en kiigiik kareler ile elde edilen regresyon katsayilari ile bir 6nceki
asamada elde edilen katsayilar arasindaki fark cok kiiciik ise islem
sonlandirilir. Degilse bulunan katsayilarla 2. Adima doniilerek yakinsama

saglanana kadar islemlere devam edilir.
ME hesaplanmasi i¢in anlatilanlari, Huber’in (1981) 6nerdigi p-fonksiyonu iizerinde
gosterip, diger caligsmalari bir tablo halinde 6zetleyelim.

Huber’in p-fonksiyonu: Huber (1981) tarafindan standartlagtirilmis hata terimleri

icin Onerilen fonksiyon,

p =1 2, (2.10.)
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median{|le;—median(e;)|}
0,6745

e
olarak tamimlanir. Burada r = - S=

(2.10.) esitliginin r’ ye gore tiirevi alindiginda,

—c, r<-—c
Y(r) = [ r, Irl<c
c, r>c

fonksiyonu elde edilir. 1 (r) fonksiyonunun r’ ye bolinmesiyle

w =

{1, r| <c

S lrl>c
r

agirlik fonksiyonu elde edilir (Ergiil, 2006).

ve ¢ = 1.345 dir.

(2.11.)

(2.12)

Regresyon katsayilar1 ise IRWLS algoritmast ile hesaplanir. ME igin

kullanilan baz1 -fonksiyonlart Cizelge 2.1. de verilmistir (Yildirim, 2012).

Cizelge 2.1. Uygulamada ME i¢in en ¢ok kullanilan y-fonksiyonlari

Fonksiyonun Y (r)-Fonksiyonu Diizeltme
Ad1 Sabiti
Andrews _(sin(r/c) r<cm c=1399
v { rO r>cn
Cauchy _ ¢ = 2.385
V) = o7 <
Fair _ r c=14
YO =T M
Hampel (T Irl| < a a=1.7

asign(r) a<l|r|<b b=34
r) =1 asign(r)(c — |r c=285
Y(r) gn(r)(c—Irl) b<lr|<c
c—b
0 r] >c
Huber _ r Ir| <c ¢ =1.385
v = {csign(r) Ir| > ¢
Logistics Y(r) = ctanh(r/c) |r| <o ¢ = 1.205
Welsch W(r) =rexp(—(r/c)?) |r| <o c = 2.985
Talwar _(r Ir|<c c=2.795
v = {0 Ir| > ¢
Tukey 7 212 c =4.685
(Bisquare) Y(r) =4" [1 - (E) ] Irl<c
0 |r| > c

16



2. TEMEL KAVRAMLAR HASAN ERTAS

ME’nin asimptotik kovaryansi: Kabul edelim ki ME, B,,~N (8, A2(X'X)~1) olsun.
Pratikte bu varsayim; n'/2(fy, —p) - N(0,A%2(X'X)™*) oldugundan dolay1

yaklagik olarak saglanir. Burada;

A? = s§E[Y?(e/s0)l/[EY' (e/50)]%, (2.13.)

ve s¢ hatalarin 6lgegidir (Huber, 1981). Burada bilinmeyen degerler yerine

tahminleri yazildiginda f,, i¢in asimptotik kovaryansin tahmini;

Cov(By) =0=A4%X'X)"1, (2.14)
A2 = 52(n— p) " S [ (ey/ )2/ [2w (e/9)| 2.15)

seklindedir (Huber, 1981).

2.3. Coklu i¢ Tliski

(2.1) ifadesindeki ¢oklu lineer regresyon modelinde, agiklayicit degiskenlerin
iligkisiz oldugu varsayilir. Fakat uygulamada, lineer iliski olabilir. Bu durumda
aciklayic1 degiskenler arasinda lineer bagimsizlik varsayimi gegerli olmaz. Bu da

coklu i¢ iliski problemine neden olur.

X;, X matrisinin j-inci kolon vektérii (X = [Xy, X5, ..., Xp]) olsun.
=t X; =0 (2.16.)

olacak sekilde en az bir ti#0,j=12,..,p sabitleri varsa X;, X5, ..., Xp vektorleri

lineer bagimhidir.
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X’in kolonlarinin bir kiimesi i¢in (2.16.) saglaniyorsa "tam coklu i¢ iligki
vardir" (Silvey, 1969). Bu durumda X matrisinin ranki p’den kii¢iik olur ve X'X
matrisi tersinir olmayacaktir. Buna kotlii kosulluluk problemi denir. Fakat (2.16.)
X’in kolonlarinin bazi alt kiimeleri icin yaklasik olarak dogru ise "yaklasik ¢oklu i¢

iligki" vardir.

2.3.1. Coklu i¢ iliskinin Nedenleri

Coklu i¢ iligkinin bir¢ok nedeni olabilir (Judge ve ark., 1985, Montgomery ve
ark, 2001) . Bunlardan bazilar su sekildedir:
1) Uygulanan veri toplama metodu: Analizcinin (2.16) ile taniml1 bir bolgenin alt
uzayindan 6rneklem almis olmasi ¢oklu ig iliskiye neden olur.
2) Modeldeki ve Kkitledeki zorunluluklar: Kitledeki zorunluluklar daha c¢ok
aciklayic1 degiskenlerin kimyasal veya iiretim proseslerinde ortaya ¢ikar. Ornegin,
bir kimyasal reaksiyonun ger¢eklesmesi i¢in belli iceriklerin sabit oranlarda olmasi
gibi.
3) Modelin belirlenmesi: Xaciklayic1 degiskenlerinin degisim aralig: kiigiik iken bir
regresyon modeline polinom terimi eklenmesi ¢oklu i¢ iliski problemine neden olur.
4) Modelin asir1 tanmimlanmasi: Gozlemlerden ¢ok aciklayici degiskenlerin oldugu
modellere asgir1 tanimlanmis model denir (p > n). Daha ¢ok tibbi arastirmalarda ve
ekonometrik modellerde ortaya ¢ikar. Bu gibi durumlarda agiklayici degiskenlerden
bazilarim1 atmak gerekir. Degisken cikarilmasi, hem analizi kolaylastirmak hem de

var olan ig iligkiyi indirgemek i¢in kullanilabilecek bir diger yontemdir.

2.3.2. Coklu i¢ iliskinin OLSE Uzerindeki Etkileri

1) OLSE ile tahmin etmek regresyon katsayilarinin varyansini artirir;

X = (X, X,) 6zel halini ele alalim (p = 2). Bu durumda
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2 2
1-r{, 1-1{,
—T12 1

C=@x)1=

—r2 —
1-1{, 1-1{,

seklinde ifade edilir. 7,; X; 1ile X, arasindaki korelasyon katsayisi ve
Var(B) = 02(X'X)™! oldugundan 71, — 1 iken Var(f) biiyiiyecektir. Dolayistyla
X; ve X, arasinda giiglii bir ¢oklu i¢ iliski problemi olusacaktir. Bu durumu
genellestirecek olursak, yani p agiklayici degisken olmasi durumunda (X'X)~!

matrisinin kosegen elemanlari ¢;; ler;

seklinde ifade edilir. Burada R?, X; aciklayict degiskeninin, geriye kalan p —1
aciklayict degisken iizerine regres edilmesiyle elde edilen c¢oklu belirleyicilik
katsayisidir. Dolayisiyla X; ve diger agiklayici degiskenler arasinda bir lineer iliski
varsa bu durum yine varyans artirici bir etki yapacaktir. Varyansin biiyiik olmasi ise
sonuclarin 6rneklemden Ornekleme degisebilirligi anlamina gelecektir. Bu durum
kestiricinin giivenirligini azaltacaktir.

2) f ile B parametresi arasindaki uzaklig: artirir;

X'X matrisinin 6zdegerleri 44 = A, =+ = A, = 0 olmak iizere ¢oklu i¢ iliski

problemi X'X matrisinin 6z degerlerinin kii¢iik olmasina neden olacaktir. Dolayisiyla
A I, a / _ 1
12=(B-B)(B—-B)=E?) =c’trace(X'X)"* = g2 25';17,- (2.17))

ile verilen E(L?) yi yani gercek parametre ile OLSE nin arasindaki uzakligin
beklenen degerini artiracaktir.

3) f’nin boyunun (normunun) biiyiimesine neden olur;

(2.17.) ile verilen E(L3) nin biiyiik olmas1 durumunda tahmin edilmis parametrenin

normunun beklenen degeri;

19



2. TEMEL KAVRAMLAR HASAN ERTAS

E(B'B)=p'B +E(U?)

seklinde ifade edilir. Boylece f’min normu gercek parametreden daha biiyiik
olacaktir. Kotii kosulluluk arttikca tahmin edilmis parametrelerin normu daha da
biiyliyecektir.

Sonug¢ olarak ¢oklu i¢ iliski problemi olmasi durumunda; OLSE model

parametrelerinin kotii tahmin edilmesine neden olacaktir.
2.3.3. Coklu ic¢ iliskinin Belirlenmesi

Coklu i¢ iliskinin belirlenmesi i¢in ¢esitli yontemler bulunmaktadir.

Bunlardan bazilari soyledir:

e Korelasyon matrisinin incelenmesi:

X'X matrisinin kdsegen lizerinde bulunmayan elemanlarinin (rl- ]-) incelenmesi ¢oklu
i¢ iliskinin belirlenmesini saglar. X; ve X; agiklayict degiskenleri lineer bagimli ise
|rl- j| bire yakin olur. Basit korelasyon katsayisi (ri j)’ nin incelenmesi sadece ikili
aciklayict degiskenler arasindaki lineer bagimliligi incelemede yararlidir. Fakat
ikiden fazla aciklayicit degisken arasinda lineer bagimlilik varsa (ri ]-) uygun Ol¢ii

olmayabilir. Dolayisiyla agiklayict degiskenler arasinda ikili lineer iliskiden daha
karistk bir durum s6z konusu ise korelasyon matrisi ¢oklu i¢ iliskinin

belirlenmesinde yeterli bir 6l¢ii olmayacaktir.
e Varyans sisirme faktori (VIF):
(X' X)~! matrisinin j. kdsegen elemanina j.varyans sisirme faktorii (VIF]-) denir.

R;, X;’nin diger p — 1agiklayic1 degisken tlizerine olan modelinden ¢oklu

belirleyicilik katsayis1 olmak iizere;
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VIF; = Cj = (1-RY) " (2.18.)

olarak ifade edilir. X; diger aciklayici degiskenlerin bir alt kiimesi ile yaklagik
olarak lineer bagimli ise R; bire yaklasir ve VIF; buyiir. Herhangi bir VIF; degeri
10’dan biiyiikse ¢oklu ig iligki problemi vardir denir (Montgomery ve ark., 2001).

e X'X matrisinin karakteristik koklerinin (6zdegerleri) analizi:

X'X matrisinin 6zdegerleri 4; > 4, = -+ = 4, = 0 olmak {izere bir ya da daha fazla
0zdegerin kiiciik (sifira yakin) olmasi veride ¢oklu ig iliski oldugunu gosterir (Vinod
ve Ullah, 1981). Ayin V€ Apax X' X matrisinin minumum ve maksimum 6zdegerleri

olmak tizere;

K — )Lmax

Amin
olarak tanimlanan kosul sayisi ¢oklu ig iligki problemini belirlemede kullanilir.

K < 100 = coklu ig iliski yoktur
100 < K < 1000 = orta siddetli ¢oklu i¢ iliski vardir
K > 1000 = siddetli ¢coklu i¢ iliski vardir

Kosul sayist sik kullanilan Olgiilerden biri olmakla birlikte, kolon

olgeklemesine duyarlidir (Ozkale, 2007). Bu olumsuzlugu ortadan kaldirabilmek igin

kosul indeksi tanimlanmigtir. X'X matrisinin kosul indeksi;

Amax .
Kj_/l_j' ]—1,2,...,p
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olarak tanimlanir. Biiyiikk kosul indeks sayisi (K = 1000) X'X’deki lineer
bagimhiligim bir dlgiisiidiir (Ozkale, 2007). Ayrica en biiyiik kosul indeksi kosul

sayisidir.

e Diger tanilama metotlari:

Coklu ig iliski bir ¢cok yontemle belirlenebilir. Bunlardan birisi X’'X matrisinin
determinantidir. ~ Standartlastirllmis  formda 0 < [X'X| < 1’dir. [X'X| = 1 ise
aciklayici degiskenler ortogonaldir aksine |X'X| =0 ise tam c¢oklu i¢ iligki
vardir. |X'X| sifira  yaklasttkga ¢oklu i¢ iliskinin  siddeti  artacaktir
(Farrar ve Glauber, 1967).

2.3.4. Coklu ¢ iliski icin Céziim Yoéntemleri
Coklu i¢ iligki problemini ortadan kaldirmak i¢in Onerilen metotlar genel
olarak ek verinin toplanmasi, modelin yeniden belirlenmesi ve OLSE’ den farkli
yanli tahmin yontemlerinin kullanilmasidir.
e Ek verinin toplanmasi:
Farrar ve Glauber (1967) ve Silvey (1969) ¢oklu i¢ iliski problemini ortadan
kaldirmak icin ek verinin toplanmasim1 Onermislerdir. Fakat ekonomik

kisitlamalardan veya prosesin Ornekleme i¢in yeterince uzun bir isleyise sahip

olmamasindan dolay1 ek veri toplamak her zaman miimkiin olmayabilir.

e Modelin yeniden belirlenmesi:
Coklu i¢ iligskinin nedeni model se¢iminden kaynaklanabilir, 6rnegin iliskili

aciklayict degiskenlerin kullanilmasi gibi. Bu gibi durumlarda ya agiklayici

degiskenler yeniden tanimlanir ya da iliskili aciklayict degiskenlerden biri ¢ikarilir.
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Fakat agiklayict degiskenlerden birinin ¢ikartilmast modelin etkinligini azaltabilir.
Ciinkii ¢oklu ic¢ iligki olsa bile degiskenler birbirini tam temsil etmeyebilirler
(Lipovetsky ve Conklin, 2001). Aciklayict degiskenlerin her biri uyumda ve bagimli

degiskenin yapisini agiklamada 6zel bir role sahip olabilir.
e Alternatif tahmin yontemlerinin kullanilmasi:

Coklu i¢ iliski olmast durumunda OLSE hala yansizdir fakat varyansi ¢ok
biiyliktiir. Bu problemi ortadan kaldirmak i¢in Onerilen tahmin prosediirleri yanl
tahmin edicilerin ortaya ¢ikmasina ve bunlarin incelenmesine neden olmustur. Yanl
tahmin yontemlerinde amag kiiclik bir yanlilik terimi kullanarak varyansi kiigiik bir
tahmin edici elde etmektir. Buna bagli olarak yanli tahmin edici i¢in daha dar giiven
araliklar1 elde edilecek ve boylece 6zellikle ¢oklu i¢ iligkinin varligi durumunda 8
parametresinin daha uygun bir tahmini elde edilmis olacaktir. Yanli tahmin edicilerin
karsilastirilmasinda literatiirde birgok yontem bulunmaktadir. Bunlar igerisinde

uygulamada en ¢ok kullanilan MSE kriteri olup

MSE(B) = E[(8" - B)' (B - )]
MSE(B") = trace (Var(8")) + [(E(8") - B) (E(8") - B)] (2.19.)

ile verilir. Burada £*, B’nin herhangi bir tahmin edicisidir. Bu calismada

kullanilacak bazi yanli tahmin ediciler ve 6zellikleri li¢lincii boliimde yer alacaktir.
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3. DAYANIKLI YANLI TAHMIN EDICIiLER

Bu béliimde veri kiimesinde y-yoniinde sapan deger ve c¢oklu i¢ iligski olmasi
durumunda, ME’ ye dayali; Liu-tipi M-tahmin edicisi, hemen hemen yansiz
genellestirilmis M-tahmin edicisi, iki parametreli ridge M-tahmin edicisi
tanimlanacak ve Ustiinliikleri MSE kriterine gore teorik olarak veya simiilasyon
caligsmasiyla gosterilecektir. Ayrica, Silvapulle’ nin (1991) 6nerdigi dayanikli ridge
M-tahmin edicisi i¢in k yanlilik parametresi secim yontemleri dnerilecek ve genis bir
simiilasyon c¢alismasiyla Onerilen k’ larin MSE kriterine gore performanslar
incelenecektir. Ek olarak, bu karsilastirmalar gercek veri seti iizerinde yapilan
uygulamalarla desteklenecektir. Bu boliimde yapilan uygulamalardaki biitiin degerler

MATLAB 2014 programu ile elde edilmistir.

3.1. Liu-Tipi M-Tahmin Edici ve Karsilastirmalari

3.1.1. Giris

Esitlik (2.1.) ile verilen ¢oklu lineer regresyon modeli,

y=XL+¢

ele alalim. (2.1.) denkleminin kanonik formu;

y=~Za+e, (3.1.)

burada Z = XT, a« = T’ ve T de kolonlar1 X' X matrisinin 6zvektorlerinden olusan

ortogonal bir matris olup;

7'Z = T'X'XT =A= diag(Ay, Az, .-, Ap) (3.2)
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ile elde edilir. Burada A; =4, =+ >4, >0, X'X matrisinin 6zdegerleridir.

Es. (3.1.) denklemi i¢in OLSE;
@=nN"1Z"y (3.3)

ile verilir. OLSE c¢oklu i¢ iliski probleminden olumsuz etkilendiginden Hoerl ve

Kennard (1970) bu problemin ¢6ziimii i¢in ridge tahmin edicisini dnermistir (RE):
a(k) = (AN+kD)™tAa =T,a. (3.4)

Burada, T, = (A+kI)™! ve k >0 yanlihk parametresidir (biasing parameter).
Ayrica, Hoerl ve Kennard (1970) RE’ nin, OLSE’ den MSE kriterine gore daha iyi
olacak sekilde en az bir k > 0 oldugunu gostermistir.

RE’ de temel problem, k yanlilik parametresinin se¢imidir. Literatlirde k’nin

secimiyle ilgili bircok calisma bulunmakta ve arastirmalar devam etmektedir. Bu
caligmalarda Onerilen baz1 k se¢im yontemleri su sekildedir:
1. Ridge Trace: Hoerl ve Kennard (1970), k’nin se¢imi i¢in ridge trace yontemini
Onermistir. Ridge trace k’ya karst @(k)’nin elemanlarmin grafigidir. k arttik¢a
tahminler kiigtiliir ve belli bir k degerinden sonra duragan olurlar. @&(k) nin duragan
oldugu en kii¢lik k degerine uygun bir deger olarak alinir.

2. Hoerl ve Kennard (1970) RE’nin OLSE’den daha kii¢iik MSE’ye sahip yanlilik

.. . . n o 2 . e
parametresinin tahmini olarak kyx = az—’yl vermistir.

maks

2
3. Hoerl ve ark. (1975) RE’nin MSE degerini minumum yapan k; = % degerlerinin

=2
. ~ pee, . .. ..
harmonik ortalamasi olan ky kg = %’YI Onermistir.

4. Hoerl ve Kennard (1976) tarafindan onerilen iteratif yontem,;

baslangi¢ degeri olmak lizere;
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_ __ pg?
oy = (ko) @(ko)

ile verilir ve islem ardisik olarak stirdiiriiliir. Eger [k”]i k] <20

[trace(X’X)_l] -3
14

ise iteresyon sonlandirilir.

5. Lawless ve Wang (1976) bayesyen yaklasimla k;,, = Onermislerdir.

pa2

a'Aa
6. Hocking ve ark. (1976) RE’nin OLSE’den daha kiiclik MSE’ye sahip yanlilik
a2yl (q@)?,

parametresinin tahmini kyg; = b a7y
Ximi(2i@%)

’yi Onermislerdir.

7. Kibria (2003) RE nin MSE degerini minumum yapan k; = degerlerlnln

l

sirastyla; aritmetik ortalamasini, geometrik ortalamasini ve medyanini alarak

6'2

kAM :—Z =z

62

keu = —(l'[p —

kygp = median {;2} i=12,..,p( =3o0luz.).

yanlilik parametrelerini  Onermistir ve genis bir simiilasyon calismasiyla
tistiinliiklerini MSE kriterine gore incelemistir.

RE, y-yoniindeki sapanlara karsi hassas oldugundan Silvapulle (1991) ME’ye
dayali1 Ridge M- tahmin edici (RME);

ile onermistir. Burada; &, ME’nin kanonik formudur. Ayrica, Silvapulle (1991)

RME’nin RE ve ME’den iistiinliiklerini MSE kriterine gore incelemis ve RME i¢in k

yanlilik parametresini su sekilde dnermistir:
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~ pA2?

by =2 s (3.6.)
~ pA?

ky = o (3.7.)

Burada, A? Es. (2.15.) ile verilmistir.

RE’ye alternatif olarak onerilen diger bir yanli tahmin edici Liu-tipi tahmin
edici (LTE) dir (Liu, 2003). LTE’nin 6nerilmesindeki temel amag¢ su sekildedir:
RE’de ¢oklu i¢ iliski problemi gidermek igin kullanilan yontem; X'X matrisinin
kosegen elemanina bir k > 0 sabiti ekleyerek X'X matrisinin kosul sayini
diizeltmektir. Uygulamada RE i¢in onerilen k degerleri oldukc¢a kiigiik olmaktadir.
X'X + kI’nin kosul sayist k’nin azalan bir fonksiyonudur. Bu nedenden dolay1 eger
X'X + kI’'nin kosul sayisimin kiigiik olmasini isteniyorsa, k’nin degeri biiyiik
segmelidir. Bu durumda, uygulamada segilen kiicik k degeri ¢oklu i¢ iliski
problemini giderememektedir. Bu problemin ¢6ziimii i¢in Liu (2003) LTE’yi su

sekilde 6nermistir:

ak,d) = (A+kD)~Y(Z'y — da*), k>0,—00<d<oo (3.8.)

Burada a*, a’nin herhangi bir tahmin edicisidir. Es. (3.8.) ifadesinde sirasiyla

a* =avea® = alk) alinirsa;

a(k,d) = (A+kD)"Y(A=dDa = W, (k,d)& (3.9)

a(k,d) = (A +kD)~Y(A =d(A +kD~L N @ = W, (k, d)a (3.10.)

ifadeleri elde edilir (Liu, 2003). Es. (3.9.) ve (3.10.) dan;

limg_o &(k, d) = &(k) ve limy_, @k, d) = a(k)

limg—o @(k,d) = @ ve limgso @(k,d) = @ (3.11.)
d—0 d—0
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sonuglart elde edilir. Ayrica, Liu (2003) LTE’nin OLSE ve RE’den MSE kriterine
gore {Ustiinliiklerini incelemis ve LTE’nin MSE’sini minimum yapan yanlilik
parametrelerinden d’yi asagidaki sekilde 6nermistir.

Es. (3.9.) ve (3.10.) ile verilen @(k, d) ve @(k,d) MSE’leri su sekildedir:

(a-2)* (d+k)?a?

P — 42V\P

MSE(a(k,d) = 0?5 oD +XF A0 (3.12)
~ 2P (’11' /ldik) p  (kAj+K? +d/‘ll)

MSE((X(k, d)) =0 i-1 PR T OAIOE +Z Wal. (3.13))

Es. (3.12.) ve (3.13.) ifadelerinin d’ye gére tiirevi alimp sifira esitlenir ve a2, a? ve

o .. . ~ - A
k bilinmeyen parametrelerinin yerlerine sirasiyla 625, @%(k) ve k = %
tahminleri yazilirsa;
. ¥P_ (68p-ka?(k))/(i+k)?
dopt — pl 1(‘7RE & )/( ) (314)
5P (BRe+1i? (1)) /2 (A +R) ™
P (62ghi—kaZ()n)/(Ai+k)°
opt = Zl=1(o-RE i—ka; (k) l)/( it ) (315)

P, (BRsA @t (0022)/(i+i)"

ifadeleri elde edilir (Liu, 2003). Burada, 62;; RE reziidiileri ile elde edilen hata

varyans tahminidir.
3.1.2. Liu-Tipi M-Tahmin Edici ve Karsilagtirmalari
Es. (3.9.) ve (3.10.) ile verilen tahmin ediciler y-yoniindeki sapan degerlerden

olumsuz etkilendiginden ME’ye dayali Liu-tipi tahmin edicileri (LTME) RME’ye

alternatif olarak asagidaki gibi tanimlayabiliriz:

29



3. DAYANIKLI YANLI TAHMIN EDICILER HASAN ERTAS

ay(k,d) = W,(k, )@y, k>0—-0<d<ow (3.16.)
ay(k,d) = Wy(k,d)a, k>0—0<d<ow. (3.17.)

Es. (3.11.)’de LTE’ nin 6zel durumlarinda OLSE ve RE’ye yakinsadig1 gosterilmisti.
Benzer sekilde LTME icin de asagidaki sonuglar;

limd_,o &M(kl d) = C?M(k) Ve limd_,o dM(k, d) = C?M(k)

limgoo @y (k, d) = @& ve limgoo @k, d) = @y, (3.18.)
d-0 d-0

elde edilir.

LTME’nin, LTE, ME ve RME den MSE kriterine gore iistlinliikleri agagidaki
teoremler ile verilir.
Teorem 3.1.: k>0 ve d (—o < d < ) olmak iizere her i(i = 1,2,:+,p) i¢in
Q; < oAt ise MSE(ay(k,d)) < MSE(a(k,d)) ve
MSE(@y(k,d)) < MSE(&(k,d))dir.
Ispat: Ispat icin gerekli olan bazi tahmin edicilerin MSE leri su sekildedir:

MSE(@y) = X7_; Quis (3.19.)

2
L0y + k? ! (3.20.)

MSE(“M(k)) Z l 1(/1 +k)2’

=1 +k)2

N (d-2))? (d+k)?af
MSE (@ (k,d)) = g1(d) = X1, (th)2 i -1 ai(ai+k0;2’ (3.21)
(’11’ Adik) p  (ki+k2+an;)’ .
MSE(O.’M(k d)) = gz(d) = L= 1wﬂ” +Z W 1(322)
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Burada, k > 0, —oo < d < o ve ();; ise &), nin varyans-kovaryans matrisinin i.inci
kosegen elemamidir. Bs. (3.12.) ve (3.13.) kullanilarak, MSE(@y(k,d)) ile
MSE(CY(k, d)) ve MSE (&M (k, d)) ile MSE(d(k, d)) arasindaki farklar;

(d-29)%[2;9Q;—0?]

M=MSE (@ (k,d)) — MSE(a(k,d)) = ¥t_, yWERTE (3.23)
M* = MSE(@y(k,d)) — MSE(&(k,d))

_ dAi; 2 [)Liﬂii—(fz]

T 4=l (Al o li+k) li(li+k)2 (324)

seklinde elde edilir. Burada, M < 0 ve M* < 0 olmasi igin, Q; < ¢21;* sartinin
saglanmas1 gerekir. Bu durumda ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.: k > 0 olmak lizere;

: . . : Tie iQii—ka?)/(Ai+k)?
i) MSE(aM(k, d)) < MSE(aM(k)) olacak sekilde d,,,; = Zil(ﬂiimf)/(li’f")z )

N - R : _ B, (A 0u-kafa)/(Gitio)®
ii) MSE(a@y(k,d)) < MSE(&y(k)) olacak sekilde d,,, = STy FWeD

vardir.
Ispat: Es. (3.21.) ve (3.22.) de verilen g;(d) ve g,(d) fonksiyonlarmi minumum

yapmak i¢in, d ye gore tlirevleri alinip sifira esitlenirse;

X0 (Ay—ka?)/(Ai+k)?

dm1 = 2P (Qitad)/Ai+k)? (3.25.)
_ S Qui—kafa)/Ai+k)?
nz = "5 A @urad Ggrion (3.26.)

ifadeleri elde edilir. Burada, g,(0) = MSE(C?M (k)) ve g,(0) = MSE(&M (k))
oldugundan; MSE (&M (k, dml)) < MSE(&M (k)) ve
MSE (@y(k, dpmz)) < MSE(@y(k)) elde edilir.
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Teorem 3.2.°den ve Silvapulle’nin (1991) verdigi Teorem (i)’den
(MSE (@ (k)) < MSE(&@),) olacak sekilde k >0 vardir) gecisme Ozelligi
saglanarak asagidaki sonug teorem verilir.
Sonug Teorem 3.3.: MSE (@, (k,d)) < MSE(&y) ve MSE (&, (k,d)) < MSE (&)

olacak sekilde en az bir —oo < d < o ve k > 0 vardir.
3.1.3. LTME i¢in k ve d Sec¢imi

Esitlik (3.25.) ve (3.26.)’da a? ve Q; bilinmeyen parametrelerin yerine
A‘Z A2

~ A D g
sirastyla @%; — 7 ve ” yansiz tahminleri yazildiginda;

. SV (A2-kad(0)/(A+k)
dml =

3, (@20 1 (k) (3.27)

_ 3P (B (k) 2)/(Aitk)’
P, (A2 2+ @y (1023)/ (24 R)

(3.28.)

m2

/11—100><

ifadeleri elde edilir. Burada; k = 55 el ile verilir (Liu, 2003).

3.1.4. Simiilasyon Calismasi

Bu boliimde, ele aldigimiz ¢oklu i¢ iliski ve y-yOniinde sapan deger
problemlerine yonelik veri seti iretilecek ve farkli tahmin edicilerin
performanslariin1 incelemek icin bir simiilasyon ¢aligmasi verilecektir. Dizayn
edilecek veri setinde agiklayici degiskenler:

xij =1 —p)Y%z +pzipyy, i=12,.,mvej=12,..,p  (3.29.)

esitligi ile Uretilmistir. (McDonald ve Galarneau, 1975 ve Gibbons, 1981). Burada

z;j, standart normal dagilimdan tretilmis olup, p? iki aciklayici degisken arasindaki
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korelasyon katsayisidir. By, By, ..., B, regresyon Kkatsayilart MSE’yi minimum

yapacak sekilde, X'X matrisinin en biiylik 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor olarak

secilmistir (Kibria, 2003). n gézlemli y-yanit degiskeni ise:

yVi = Bo + ﬁlxil + ﬁzxiz + -+ ﬁpxlp + & i = 1,2, ., n (3.30.)
ile iiretilmistir. Burada &;, N(0,0?2) veya Normal dagilimdan daha kalmn kuyruklu
olan Standart Cauchy dagilimindan iiretilmis ve [, sabiti sifir olarak alinmistir.

Bu ¢aligmada incelenen model parametreleri ve degerleri asagida verilmistir:

p = 0.85,0.9,0.99,0.999,

n = 20,50, 100,
0% =1,25,100,
p = 4,10.

Ayrica, hatalar normal dagildiginda sapan degerlerin tahmin ediciler iizerindeki
etkisini incelemek i¢in, y-yoniindeki sapan degerlerin 3 farkli durumu ele alinmustir.
Bu durumlar, sapan deger bulunmamasi, bir ve iki sapan deger olmasidir. Sapan
deger bulunmamasi1 durumunda, y-yanit degiskeni esitlik (3.30.) ile tiiretilmistir. Bir
sapan deger olmas1 durumunda, y-yanit degiskeni esitlik (3.30.) ile tiiretilmis olup, y-
yanit degiskeninin iigiincii gozlemi y; = y; + 100 ifadesi ile degistirilmistir. Iki
sapan deger olmas1 durumunda; y-yanit degiskeni esitlik (3.30.) ile tiiretilmis, y-yanit
degiskeninin iiclincii gozlemi yukaridaki gibi ve y-yanit degiskenin onbirinci
gozlemi y;; = y;;1 — 5o ile degistirilerek elde edilmistir.

Yukarida tasarlanan simiilasyon deneyi 5000 defa tekrarlanmis ve her bir

deney icin tahmin edicilerin MSE tahminleri:

a A~ 1 ~ 2
MSE(@) = X320 X0, (@ — a;) (3.31))
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ile hesaplanmistir. Burada &;;, j. tekrarm i. parametre tahmini, a; ise gercek

parametre degeridir. Simiilasyon caligmasinda incelenen tahmin ediciler i¢in yanlilik

parametreleri su sekilde se¢ilmistir:

a(k) = kyyp (Hoerl ve ark., 1975),
@y (k) = k, (Silvapulle, 1991),
a(k,d) = d,p; ve k (Liu, 2003),
a(k,d) - dope ve k (Liu, 2003),
ay(k,d) = dn, vek,

dy(k,d) = dpy, ve k.

Simiilasyon sonuglarinda &, @, @(k), @y (k), a(k,d), a(k,d) ay(k,d) ve
ay(k,d) tahmin edicileri i¢in elde edilen MSE tahminleri ortalamalari Ekler
boliimiinde bulunan Cizelge A.1.-A.7.’de verilmistir.

Hatalarin Normal dagilimdan iiretildigi Cizelge A.1.-A.6. nin sonuglart;

e (Coklu ig iliskinin derecesi (p) arttiginda, @, @y, @(k) ve @y (k) nin MSE
tahminleri artmakta; a@(k,d), d(k,d) ay(k,d) ve day(k,d)’nin MSE
tahminleri 6zellikle p = 0.99, 0.999 oldugu durumlarda azalmaktadir,

e Hatalarin varyans: (o?) arttiginda, tiim tahmin edicilerin MSE tahminleri
artmaktadir,

e Ormeklem hacmi (n) arttifinda, tiim tahmin edicilerin MSE tahminleri
azalmaktadir,

e Aciklayic1 degisken sayisi (p) arttikga, @, @, @(k) ve @y (k)’nin MSE
tahminleri artmakta fakat @&(k, d) ve @, (k, d)’nin genellikle azalmaktadir,

e Veri kiimesinde y-yoniinde sapan deger bulunmadigi ve ¢oklu i¢ iligkinin
siddetli oldugu yerlerde @(k,d) ve @(k,d)’nin MSE tahminleri diger tahmin
edicilerden genellikle daha istiindiir. Bu gibi durumlarda, @(k,d) ve @(k,d)

tahmin edicileri 6nerilir,
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e Veri kiimesinde bir veya birden fazla y-yoniinde sapan deger ve coklu i¢
iliski bulundugunda; &,,(k,d) ve @, (k,d)’nin MSE tahminleri, 62, n ve
p’nin tiim durumlarinda diger tahmin edicilerden ¢ok daha iyidir. Dolayisiyla
veri kiimesinde y-yoniinde sapan deger ve c¢oklu i¢ iligski oldugu durumlarda

ay (k,d) ve @, (k,d) tahmin edicilerinin kullanilmasi 6nerilir.

Hatalarin Standart Cauchy dagilimindan tiretildigi Cizelge A.7. nin sonuglart;

e Coklu ig iliskinin derecesi (p) arttiginda, @, &, @(k) ve @& (k)’nin MSE
tahminleri artmakta fakat @(k,d), @(k,d) @, (k,d) ve @y (k,d)’nin MSE
tahminleri 6zellikle p = 0.99, 0.999 oldugu durumlarda azalmaktadir,

o ay(k,d) ve day(k,d)ynin MSE tahminleri; p, n ve p’nin tim
kombinasyonlarinda diger tahmin edicilere gore ¢ok daha performanshdir.
Dolayisiyla, hatalar daha uzun kuyruklu dagilima sahip ve aciklayict
degiskenler arasinda coklu i¢ iliski problemi bulunuyorsa &, (k,d) ve

ay (k, d) tahmin edicilerinin kullanilmasi 6nerilir.

3.1.5. Sayisal Ornek

Tobacco verisi ¢oklu i¢ iliski ve sapan degerlerin OLSE {izerindeki etkisini
aciklamak i¢in kullanilan bir veri setidir (Myers, 1990). Bir yanit degisken (y) ve
dort agiklayic1 degisken (xq,x,,X3,x,) icermektedir. Tobacco verisinde g¢oklu ig
iligki probleminin belirlenmesi i¢in; korelasyon matris, VIF, 06zdeger, kosul
indeksleri ve kosul sayis1 asagidaki sekilde verilir (Tobacco verisi merkezilestirilmis
ve standartlastirilmis formda).

Korelasyon matrisi:

1 0.988 0.997 0.996

0.998 1 0.985 0.987
0.997 0.985 1 0.993

0.996 0.987 0.993 1

Corr =X'X = (3.32)
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Es. (3.32.)’deki korelasyon matrisi incelendiginde; 71y,,713,714,723,724 V€ T34
korelasyon katsayilar1 bire yakin oldugundan siddetli coklu i¢ iliski oldugu
sOylenebilir.

Ozdeger, kosul indeksi, kosul sayilar1 ve VIF degerleri: Cizelge 3.1.
incelendiginde; tiim VIF degerleri 10’dan ¢ok biiylik, kosul indeksi K; > 100 ve
kosul sayist 1892.333 oldugundan siddetli coklu i¢ iliski problem oldugu
sOylenebilir. Ayrica, A4;, A,, A3’ln sifira yakin olmasi siddetli ¢oklu i¢ iliski

oldugunu gosterir.

Cizelge 3.1. Tobacco verisi i¢in 6zdegerler (4;), kosul indeksi (K;) ve varyans
sisirme faktorti (VIF;) degerleri

i Aq K; VIF;

1 0.0021 1892.333 324.141
2 0.0064 620.921 45.172
3 0.0176 225.789 173.257
4 3.9739 1 138.175

Tobacco verisi i¢in sapan deger analizini, literatlirde yapilan iki calismayla
verebiliriz. Bunlarda birincisinde; Rousseeuw ve Leroy (1987) rezidiilerden elde
edilen En Kiiciik Medyan Kareler (LMS) yontemi ile Tobacco verisinde iki tane y-
yoniinde sapan deger oldugunu ve X-yoniinde sapan deger olmadigini gostermistir.
Digerinde ise Myers (1990) Tobacco verisi igin iki tane y-yoniinde sapan deger
oldugunu gostermistir.

Coklu i¢ iliski ve y-yoniinde sapan deger igeren Tobacco verisi i¢in &, @y,
a(k), ay(k), atk,d), a(k,d) ay(k,d) ve a@, (k,d) tahmin edicilerinin parametre
ve MSE tahminleri Cizelge 3.2."de verilmistir.
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Cizelge 3.2. Tobacco verisi igin @, @y, @(k), @y (k), a(k,d), @(k,d) ay(k,d)
ve @y (k, d) tahmin edicilerinin parametre ve MSE tahminleri

Tahminler a ay a(k) ay (k) alk,d) ay(k,d) ak,d) ay(k,d)

a, 0.4857 0.4859 0.4855 0.4856  0.4833 0.4811 0.4963 0.4810
a, -0.672 -0.651 -0.612 -0.5811 -0.4291 -0.1893 -0.7000  -0.1966
as -1.074 -1.174 -0.851 -0.8819 -0.5872 -0.1312 -0.5976  -0.1593
@, 1.4436 0.5929 0.8097 0.2980 0.7196 0.0105 0.3212 0.0296

k 0.0017 0.0021 0.0380 0.0380 0.0380 0.0380

d -0.0179  0.0014 -0.1271  0.0025
MSE 1.1206 0.8626 0.9373 0.4967 0.4134 0.0550 0.2958 0.0540

Cizelge 3.2.°de, @, @y, a(k), ay(k), ak,d), @(k,d) ay(k,d) ve @, (k,d) tahmin
edicilerinin MSE degerlerinin hesaplanmasinda kullanilan MSE ve yanlilik

parametrelerti;

e MSE(&) =62YP 1%,

e MSE(ay) —Es.(3.6.) da; Q;; >4 P

o MSE(a(k)) »Es.(3.7.) de; 0% - 62, k — kyyp ve a? — @2,
o MSE(@y(k)) »Es.(3.8.) de; Q; -4 k — ky ve a? - @%;,

o MSE(a(k,d)) —>Es.(3.15.) de; 02 > 6RE, a? > a?(k), k > kved - dyp,
o MSE(a(k,d)) —Es.(3.16.) de; 62 - 625, a? - af(k), k > kved > dypt,

o MSE(ay(k d)) >Es.(3.23.) de; O - i—z a? - &2, (k). k - kved - dyy,

o MSE(ay(k,d)) —Es.(3.25.) de; Q; > a2 - a4 (k), k> kved > d,yy,

ifadelerinde bilinmeyen parametrelerin yerlerine yazilmasiyla elde edilmistir.

Cizelge 3.2.ye bakildiginda yeni onerilen @y (k,d) ve @&y(k,d) tahmin
edicilerinin diger tahmin edicilerden MSE kriterine gore daha {istiin oldugu
goriilmektedir. Ayrica, nlimerik Ornekten elde edilen bu sonuglar, simiilasyon
calismasindan elde edilen sonugalar1 da desteklemistir.

Teorem 3.1., Teorem 3.2. ve Sonu¢ Teorem 3.3.’lin uygulamalar1 Sekil 3.1. ve

Sekil 3.2.°de gosterilmektedir. Sekil 3.1. ve Sekil 3.2.’nin yorumlar: su sekildedir:
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0.0003 0.0004
e O;= 82;%% ,622; = 8(2)2;8 oldugundan her —o0 < d < o0 igin
0.5917 0.7686

ay(k,d) ve @y (k,d)’nin sirastyla @(k,d) ve @(k,d)’den daha iyi oldugu
Sekil 3.1. (a)-(b)’den agikca goriilmekte ve bdylece Teorem 3.1.

saglanmaktadir.

e Sekil 3.1. (c)-(d)’den Teorem 3.2.°de ifade edildigi gibi @, (k,d) ve
@y (k,d)’nin sirastyla @, (k)’dan daha iyi olacak sekilde d,,; ve d,
degerlerinin var oldugu goriilmektedir,

e Seckil 3.1. (e)-(f) ye gore; @y (k,d) ve @y (k,d)’ nin &,,’den daha iyi olacak
sekilde en az bir d,,; ve d,,, var oldugu goriilmekte olup, ayn1 zamanda bu

durum Sonu¢ Teorem 3.3.”1 de desteklemektedir.

Benzer yorumlar d sabit iken Sekil 3.2.’den de yapilabilir.
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40



3. DAYANIKLI YANLI TAHMIN EDICILER HASAN ERTAS

3.1.6. Sonug

Lineer regresyonda, y-yoniinde sapan deger ve ¢oklu i¢ iliski problemlerinin
bulunmasi durumunda OLSE olumsuz etkilenmekte ve giivenilir sonuglar
vermemektedir. Bu durumda, bu iki problemi ¢ézmek i¢cin ME’ye dayali LTME
tahmin edicisi onerilmis ve LTME’nin farkli iki durumu olan &,,(k, d) ve @,,(k,d)
nin, diger tahmin edicilerden daha iistiin oldugu durumlar MSE kriterine goére hem
teorik hem de simiilasyon ¢alismasiyla gosterilmistir. Ayrica, sayisal 6rnek verilerek

teorik karsilastirmalar ve simiilasyon sonuglart desteklenmistir.

3.2. Hemen Hemen Yansiz Genellestrilmis Liu M-Tahmin Edici ve

Karsilastirmalar:

3.2.1. Giris

Lineer regresyonda, ¢oklu i¢ iliski probleminin OLSE iizerindeki olumsuz
etkisini azaltmak icin RE onerilmistir (Hoerl ve Kennard, 1970). Fakat RE’de k’nin
seciminde yaganilan zorluklardan dolayi, arastirmacilar RE’ye alternatif yanli tahmin
yontemlerini incelemeye baglamiglardir. Bunlarin igerisinde literatiirde en ¢ok
kullanilan yanli tahmin edicilereden birisi de, Liu’nun (1993) Onerdigi tahmin
edicidir. Liu (1993), ¢oklu i¢ iliski probleminin etkisini azaltmak i¢in Stein’in (1956)

ileri siirdiigli Stein tahmin edici ile RE’nin avantajlarini birlestirecegi diisiincesiyle;

a(d) = (A+D"1(X'y + d&)
=A+DY(A+dDa, 0<d<1 (3.33)

tahmin edicisini Onermistir. Bu tahmin edici, Akdeniz ve Kagiranlar (1995)
tarafindan Liu tahmin edicisi (LE) olarak adlandirilmistir. LE’nin, RE iizerindeki
avantaji d’nin bir lineer fonksiyonu olmasidir. Dolayisiyla d’nin se¢imi k’nin
seciminden daha kolaydir. Ayrica; Liu (1993) LE’nin genellestirilmis formu olan,
genellestirilmis Liu tahmin edicisini (GLE):
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a =WN+D1X'y+Da)=A+D"(A+DDa
= -W+D"'U-D)]a, (3.34)

tanimlamistir.  Burada; D = diag(dl, dy, ..., dp ), 0<d; <1, i=12,..,p.
Ayni zamanda Liu (1993) LE’nin, OLSE’den MSE kriterine gore daha iyi olacak
sekilde en az bir 0 < d < 1 oldugunu gostermis olup, LE ve GLE’nin MSE’sini

minumum yapan d ve d;’yi su sekilde dnermistir:

Ai+d)? z
MSE(@(d)) = a2 X7 1“;+1)2+(d D e (3.35.)
1-d; - 2
MSE(&,) = 02 7. 11( m) +3P (l )" a2, (3.36.)

Es. (3.35.) ve (3.36.)’nin d ve d;’ye gore tiirevinin alinip sifira esitlenmesiyle,

a; o?+Aa?
l 1(1 +1)2/Zl 11 (A +1)2’ (3.37)

d-=f“i;" i=12,..,p (3.38.)

elde edilir (Liu, 1993). Burada, Es. (3.37.) ifadesinde a? ve &2 bilinmeyen
=2

parametrelerinin yerlerine sirasiyla @7 — ;— ve 62 yansiz tahminleri ve Es. (3.38)’de,
L

bilinmeyen parametrelerinin a? ve o2 yerlerine sirasiyla @ ve 62 tahminleri

yazildiginda sirasiyla;

[Zl 0 +1)/Zl T ;1)2] (3.39.)
5 A(@f-62 .
d; = % i=12...p (3.40)
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elde edilir (Liu, 1993 ve (Akdeniz ve Kaciranlar, 1995). LE, y-yoniindeki sapanlara

kars1 hassas oldugundan Arslan ve Billor (2000) ME’ye dayali robust Liu tahmin
edicisini (LME):

ay(d) =0+DA+dDa,, 0<d<l1 (3.41))

seklinde Onermislerdir. Ayrica, Arslan ve Billor (2000), LME’nin LE ve ME’den

istiinliiklerini MSE kriterine gore incelemistir. Ek olarak, LME icin MSE’yi
minimum yapan d yi su sekilde 6nermislerdir:

(Ai+d)? a?
MSE(ay(d)) = X7 1 Gz i+ (d = 1)2yP =1 G (3.42.)

Es. (3.42.)’in d’ye gore tlirevinin alip sifira esitlenmesiyle

ai—AiQii a; +Qu
d= Zl 1 (,1+1)2/Z

i=1 (A +1)2’ (343)
A2 A2
elde edilir. Bilinmeyen a? ve Q;; parametrelerinin yerlerine sirastyla @Z; — i— ve i—
yansiz tahminleri yazildiginda;
— A2 Ami
d=1-4 [Zl 122 +1)/Zl Ty +1)2] (3.44.)

elde edilir (Arslan ve Billor, 2000).

Diger taraftan, Akdeniz ve Kaciranlar (1995) GLE’nin yanliligin1 azaltmak

icin Hemen Hemen Yansiz Genellestirilmis Liu Tahmin Ediciyi (AUGLE) su sekilde
tanimlamiglardir:

@ =[l+A+D"1U-D)a,

=[I = (A+ D72 - D)?]a. (3.45.)
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Burada, D = diag(dl,dz, ey ), 0<d;<1, i=12..,pdir. Aynt zamanda
Akdeniz ve Kagiranlar (1995) AUGLE’nin, GLE ve OLSE’den iistiinliiklerini MSE
kriterine gore incelemis olup, AUGLE’nin MSE’sini minumum yapan d;’yi su

sekilde 6nermislerdir:

MSE(@}) = o2 Z’fﬂfi(l - (1‘—"“')2)2 +3P (H“)4 a?. (3.46.)

Ai+1 m
Es. (3.46.)’nin d; ’ye gore tiirevinin alinip sifira esitlenmesiyle;

o(A;+1)

b
, 2
Ajaf+o?

dr=1- (3.47.)

ifadesi elde edilir. Burada bilinmeyen a? ve 2 parametrelerinin yerlerine sirasiyla

@? ve 6% tahminleri yazildiginda;

g(1;+1)

=1 - ZEHD =12, (3.48.)

b
~2 A~
,/’Lia:l- +52

elde edilir (Akdeniz ve Kagiranlar, 1995). Ayrica, Akdeniz ve Kaciranlar (1995)
AUGLE ve GLE’nin parametre tahmini igin sirasiyla d; ve d; alindiginda parametre

tahminlerinin esit oldugunu gostermislerdir.

3.2.2. Genellestirilmis Liu ve Hemen Hemen Yansiz Genellestirilmis Liu-M

Tahmin Edicileri ve Karsilastirmalar

Esitlik (3.34.) ve (3.45.) ile verilen tahmin ediciler y-yoniindeki sapan
degerlere kars1 hassas oldugundan sirasiyla ME’ye dayali Genellestirilmis Liu-M
(GLME) ve Hemen Hemen Yansiz Genellestirilmis Liu-M tahmin edicileri
(AUGLME) agagidaki gibi tanimlayabiliriz:
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Ay, = [ — (A+ D~ — D)]ay, (3.49.)
@, = [ — (A+172(I — D)?]ay,. (3.50.)

Burada, D = diag(dl,dz, ...,dp ), 0<d; <1,i=12..,pdrr
AUGLME ve GLME’nin MSE’leri su sekildedir:

24 1-d; 2 1-d; 2

MSE(@py) = 25;1 (1 - m) Q;; + Zil (m) al-z, (3.51))
~ % P 1-d; 2\? D 1-d; 4 2

MSE(@y,) = Xi=q |1 — ((/1[_+1)) Qi+, (m) a;i. (3.52)

AUGLME ve GLME’nin performanslar1 asagidaki teoremler ile verilir.

Teorem 3.4.: Her i = 1,2, ..., p i¢in Q; < 0217 ise

MSE (@y;) < MSE(&,) ve MSE (@) < MSE (&) dir.

Ispat: MSE(@&,,) ile MSE(&,) ve MSE(&;,;) ile MSE(&;) arasindaki farklar,
Es. (3.36.), (3.46.), (3.51.) ve (3.52.) deki MSE’ler kullanilarak;

3 N2
K = MSE(@y,) — MSE(&,) = YP_, 4+

% ~ ~ 1-d; 2\2 -
K* = MSE(@};,) — MSE(@}) = ?=1(1 -9 ) (Qq — o227,

seklinde elde edilir. Burada, K < 0 ve K* < 0 olmasi igin Q; < 621;! olmaldir.
Béylece, her i (i = 1,2,...,p) igin Q; < 6217 oldugunda MSE(&y,,) < MSE(&,)
ve MSE (&) < MSE(@j) olur.

Ai+2

Teorem 3.5.: Her i = 1,2, ..., p icin Q;; < A7 *a? (2/1'+3

; ) olmak iizere;

i) MSE (@y;) < MSE(@y), 0 <my; <m; <1,
i) MSE (@) > MSE(@Qy), 0 <m; <mqy; <1,
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_ Lo1/2
olacak sekilde m; = 1 — d; vardir. Burada, my; = % (—1 + {%} > ile verilir.
i il
1-d; _ m;

Ispat: Es. (3.51.) ve (3.52.)’deki ifadelerde = @; alinip diizenleme

> A+l o m
yapilirsa; MSE (@) — MSE (&) farki her i = 1,2, ..., p igin
Di (@ @) = (1 +0)2(1 = 020y + 6, a? — (1 — 6,)%Qy; — 6, a}
=60;(1-6)[2+6,)(1 - 6)Q; — 6;(1 + 6,)af]
= 0;(1 - 6)af[(2+6,)(1 - 6,)y; — 6;(1 +6,)]

Seklinde elde edilir. Burada, y; = %, m;=1—d; ve 0; = % oldugundan 6; ler 0

ile 1 arasindadir (0 < 6; < 1). Bu durumda, D; (&, @p) < 0 olmasi igin

2+6)A -6y, —6;(1+6;) <O, (3.53.)
veya (3.53.) ifadesinde 6; = /17-14:.1 yerine yazilirsa;

olmalidir. Es. (3.54.) denklemi r;’ye gore ¢oziiliirse;

) 3 2 1/2
Ty = M(—l + {M} ) (3.55.)

2
2 ai+Q;;

.l v e e - - Ai+2
elde edilir ve ;; < 1 olmasi goz oniine alindiginda Q;; < A; *a? (ﬁ) olmalidir.
L

Ai+2

2,1i+3) iken  D;(@p, @yr) <0 olmast igin

Bu durumda Q; < A;ta? (

0 < my; < m; < 1 olacak sekilde bir r; vardir.
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. o . a2
Teorem 3.6.: Heri = 1,2, ...,p i¢cin Q;; < m olmak iizere;
i) MSE (ay) < MSE(@y), 0 <m; <my <1,
i) MSE (@) > MSE(@y), 0 <my <m; <1,

2Q;

1/2
olacak sekilde m; = 1 — d; vardir. Burada, m,; = (4; + 1){ o } ile verilir.

l

Ispat : Es. (3.52.)’deki ifadelerde, /1— = ﬁ = @; alinip diizenleme yapilirsa;

MSE (&) — MSE(@y) farki heri = 1,2, ..., p igin

D; (@, @) = Qu[(1 — 61)* — 1] + 6, a?
= 02[(87 — 2)Q;; + 07a?], (6; = T yazilirsa)

= ~ +1)4 [(-Qu + az)ﬂ - 2(/1 + 1)2 u]

seklinde elde edilir. Bu durumda, D; (&, @) < 0 olmasi igin
Q + al)mf — 2(4; + 1)%Q;; <0, (3.56.)

olmalidir. Es. (3.56.) denklemi r;’ye gore ¢oziiliirse;

1/2
204
el
elde edilir ve m,; <1 olmasi goz Oniine alindiginda, ;; < ————=— olmaldur.

2(A;+1)%2-1

Boylece, Q;; < iken D;(@yp, @y) <0 olmast icin 0 <my; <m; <1

2+ 1)2 1

olacak sekilde bir 7r; vardir.

2

Teorem 3.7.: Heri = 1,2, ...,p icin Q;; < m olmak tizere;

i) MSE(@y) < MSE(@y),0 <m; <mg; <1,
i) MSE(@y;) > MSE(@y),0 <mg; <m; <1,

47



3. DAYANIKLI YANLI TAHMIN EDICILER HASAN ERTAS

olacak sekilde m; = 1 — d; vardir. Burada, m3; = (4; + 1) {aifg} ile verilir.

121

Ispat : Es. (3.51.)’deki ifadelerde, /1— = ﬁ = @; alinip diizenleme yapilirsa;

MSE(&y) — MSE(@y) farki heri = 1,2, ..., p igin

Di (@, @) = Qu[(1 — 6) — 1] + 6,°a?
= 6;[(8; — 2)Q;; + 0;a?], (0; = T yazilirsa)

seklinde elde edilir. Bu durumda, D; (@, @) < 0 olmasi igin

Qi + a)m; — 2(4; + 1)Qy; <0, (3.57.)

olmalidir. Es. (3.57.) denklemi r;’ye gore ¢oziiliirse;

2911
a?
elde edilir ve m3; <1 olmast gbéz Oniine alindiginda, €;; <m olmalidir.

2

Boylece, Q;; < iken D; (@, @p) < 0 olmasi igin 0 < 13; < 1; < 1 olacak

2(4; 1) 1

sekilde bir 7r; vardir.

3.2.3. GLME ve AUGLME icin d; Secimi

Esitlik (3.51.) ve (3.52.) ifadeleri d;’ye gt')re minimize edilip, bilinmeyen a?

ve Q; parametrelerinin yerlerine sirastyla @2; Ve tahm1nler1 yazildiginda;
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5 A(@j—42)
Ami = —liazzvlﬁﬁz , (3.58))
d"* — 1 A(Ai+1)

=1 240D (3.59.)
m /'lialzm+/iz

ifadeleri elde edilir. Ayrica, burada Akdeniz ve Kaciranlar’a (1995) benzer sekilde
AUGLME ve GLME’nin MSE’sini minumum yapan d;’ler kullanilarak AUGLME

nin parametre tahmininin GLME’nin parametre tahminine esit oldugu goriilmektedir.
3.2.4. Sayisal Ornek

Bu bolimde; Bolim 3.1.5.°de verilen Tobacco veri seti incelenecektir.
Tobacco verisi hem ¢oklu ig iliski hem de y-yoOniinde sapan deger igermekteydi.

Uygulamada kullanilacak GLE, AUGLE, GLME ve AUGLME tahmin
edicilerin MSE tahminleri icin sirasiyla (Tobacco verisi merkezilestirilmis ve

standartlastirilmis formda);

e MSE(&,) ve MSE(&;) —Es.(3.36.) ve (3.46.); 62 - 6% ve a? — @7,

12
o MSE(@y,) ve MSE(@};,) —Es.(3.50.) ve (3.51.):Q;; — ;‘— a? > @z,

ifadeleri kullanilacaktir. Tobacco verisi i¢in &, @y, &, @pp, @[ve & tahmin

edicilerinin parametre ve MSE tahminleri Cizelge 3.3.’de verilmistir.

Cizelge 3.3. Tobacco verisi igin &, @y, &y, Apyp, A Ve &y, tahmin edicilerinin
parametre ve MSE tahminleri

Tahminler a ay a, ayy as ayr
&, 0.4857 0.4859 0.4848 0.4852 0.4848 0.4852
&, -0.672 -0.651 -0.5574 -0.5565 -0.5574 -0.5565
a, -1.074 -1.174 -0.8784 -1.0270 -0.8784 -1.0270
a, 1.4436 0.5929 1.0547 0.2210 1.0547 0.2210
d; d; dm; d; Ao
MSE 1.1206 0.8626 0.8504 0.4560 0.8504 0.4560

Burada, d;, dp;, d; ve d;,; asagidaki gibi elde edilmistir:
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0.9913 0.9933 0.7918 0.8173
g —|08256f 5 _f08521| 5. _|05717| 4. _ 06121
i = [0.8162] %mi = [0.8734 % = |0.5700| V© %mi = |0.6413
0.7300 0.3714 0.4798 0.2063

Cizelge 3.3’¢ bakildiginda; MSE (&) ve MSE (&) tahminlerinin diger
tahmin edicilerinkinden daha iyi oldugu goriilmektedir. Ayrica yukarida bahsedildigi
gibi @; ile & ve &y ve &)y, tahmin edicilerinin MSE’lerini minimum yapan d;’ler
kullanildiginda bu tahmin edicilerin, parametre ve MSE tahminlerinin esit oldugu
goriilmektedir.

Bazi teoremlerin uygulamasi su sekildedir:

Teorem 3.4.°iin uygulamasi: Teorem 3.4.°¢ gore; 0 < d; <1 olmak {izere her
i=12,..,p icin, Q; <ot ise MSE(&y,) < MSE(@&,) ve
MSE (@y;) < MSE(@;)’dir.

0.0003 0.0004
= 0.0721 AD q— 0.0936 . ~ U
Qi = 01986/ Gt = 0.2579| elde edili. MSE(@,) ve MSE(&p)leri
0.5917 0.7686

. ] T
minumum yapan d; ve d;’ler alinirsa;

d; = d; > MSE(@,(d)) =0.8504 ve MSE (&, (d)) =0.5825
d; = df - MSE(a;(d)) =0.8504 ve MSE (&, (d)) =0.5825

degerleri elde edilir. Boylece Teorem 3.4. desteklenmis olur.

Teorem 3.5.’in uygulamasi: Teorem 3.5.’de bilinmeyen a} ve Q;; parametrelerinin

. ~ A? . . <
yerlerine sirasiyla @a; ve = tahminleri yazildiginda;

i

0.1288
— Ai+2 A A Ai+2 0.2818
Qi <A af (z)ti+3) - A% <ay, (2/1i+3) =91 =0.9190|
0.2343
A?=0.0013
Lon [0.0134
o (L (omaad)'?) [0.2394
Ty naig+42§ ) |0.2096 [
0.7282
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0.1827

.. s 03879

i =1—dni=|93569|
0.7937

ifadesi elde edilir. Burada, her i = 1,2,..,p icin; A? < ¢;; ve #iy; <f; iken
d; =d;,; alindiginda, MSE(&;;,(d)) =04650 ve MSE(@y.(d)) =0.5922
oldugundan Teorem 3.5.’in Tobacco verisi i¢in saglandig1 gosterilmis olur. Benzer

sekilde, Teorem 3.6. nin ve Teorem 3.7.’nin uygulamasi da gosterilebilir.
3.2.5. Sonug¢

Lineer regresyonda, c¢oklu ic¢ iliski ve y-yoniinde sapan deger problemlerini
birlikte ¢6zmek icin ME2ye dayali GLME ve AUGLME Onerilmis ve diger tahmin
edicilerden daha dstiin oldugu durumlar MSE kriterine gore teorik olarak

gosterilmistir. Ayrica, sayisal 6rnek verilerek teorik sonuglar desteklenmistir.
3.3. iki Parametreli Ridge M-Tahmin Edici ve Karsilastirmalar
3.3.1. Giris

Esitlik (3.1.) ile verilen kanonik formdaki lineer regresyon modeli i¢in OLSE
Es. (3.3.) ile verilmisti. OLSE ¢oklu i¢ iliski probleminden olumsuz etkilendiginden
Hoerl ve Kennard (1970) bu problemin ¢oziimii i¢in Es. (3.4.) ile verilen RE’yi
onermistir. RE y-yoniindeki sapan degerlere karsi hassas oldugundan Silvapulle
(1991) RE’ye alternatif olarak Es. (3.5.) ile verilen RME’yi 6nermistir.

RE’nin bazi dezavantajlarindan dolayi, arastirmacilar RE’ye alternatif diger
yanli tahmin y&ntemlerini incelemeye baslamislardir. Bunlardan biri, Lipovetsky ve
Conklin’in (2005) R?’yi (¢oklu belirleyicilik katsayis1) maksimum yapacak sekilde

onerdigi iki parametreli ridge tahmin edicisidir (TRE):

@, (k) = q(A +kD)"1 A @ = qTya, k>0 (3.60.)
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Burada,

. yv'Z(A+kDTIZ'y
q= ' Z(A+kD~1Z yA(A+ED 12"y

k > 0. (3.61.)

TRE nin, RE’ye gore daha iyi asimptotik 6zelliklere sahip oldugunu gdstermistir.
Daha sonra, Toker ve Kaciranlar (2013) TRE’nin OLSE, RE ve Stein tipi tahmin
edicilere gore iistiinliiglinii daha belirleyici olan MSE kriterine gore incelemislerdir.
Ayrica Toker ve Kagiranlar (2013), TRE yi minimum yapan q parametresini su

sekilde 6nermistir:

af (aAi—2i—k)?

A Ai
MSE (aq(k)) = CIZO'Z Zp =t Z?:l (Ai+k)? ’

i=1 (Ai+k)? (362)

ifadesinin tiirevi almip sifira esitlenir ve bilinmeyen a? ve o? parametrelerinin

yerlerine sirasiyla @ ve 62 tahminleri yazildiginda;

~2
Zp aili
,q\ _ l=1li+k
- P ~292
p azli+ai/1i’

=1 (a4+k)°

(3.63.)

elde edilir.
3.3.2. iki Parametreli Ridge M-Tahmin Edici ve Karsilastirmalan

Esitlik (3.60.) ile verilen TRE y-yoniindeki sapan degerlerden olumsuz
etkilendiginden ME’ye dayali iki parametreli ridge-M (TRME) asagidaki gibi
tanimlayabiliriz:

a,(k) = qTi @y, k> 0. (3.64.)

Burada, q Es. (3.61.) ile verilmistir. Ayrica, TRME’nin MSE’si;

52



3. DAYANIKLI YANLI TAHMIN EDICILER HASAN ERTAS

A 7 (qAi—2i—k)?
MSE (“qM(k)) =q Zl 1(/1 +k)2 ll + Z OIC(IAT, (365)

ile elde edilir. TRME’nin; TRE, RME ve ME’ye gore iistiinliikleri asagidaki
teoremler ile verilir.

Teorem 3.8.: ¢ > 1 ve k > 0 olmak iizere her i = 1,2,...,p icin Q; < o24;!
MSE (&qM(k)) < MSE (&qM(k)) olur.

ispat: MSE (&qM(k)) ile MSE (&q(k)) arasindaki fark, Es, (3.62.) ve (3.65.)deki
MSE’ler kullanilarak;

T = MSE (&gu(0)) — MSE (2,(0)) = 32 %

Seklinde elde edilir. Burada, T < 0 olmast igin Q; < 6217 olmalidir. Bdylece,
g>1 ve k>0 olmak iizere her i =12,..,p i¢in Q; <0?2; oldugunda
MSE (&g (k) < MSE (aq (k)) olur.

Teorem 3.9.: q>1 olmak  uzere ve her i=12,..,p i¢in
MSE (&qM(k)) < MSE(&M(k)) olacak sekilde k > k,; vardir. Burada,

_ 4%94(q?-1)(g-1)%a?

ki; = ile verilir.
1 21i(g-Da?

ispat: MSE (&qM(k)) < MSE(@y(k)) arasindaki fark, Es. (3.20.) ve (3.65.)°deki

ifadeler kullanilarak;

B = Z:p q%2; Q”+(/11 (q-1)2-224;(q-Dk+k?)a?-2;°Q;—k?a?

o : (3.66.)

ifadesi elde edilir. Burada, heri = 1,2, ..., p i¢in B < 0 olmasi i¢in

022" Qi + (A2(q — 1) = 22:(q — Dk + k?)a? — 2,°Qy; — k2a? < 0, (3.67.)
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olmalidir. Esitsizlik (3.67.) denklemini k ye gore ¢oziiliirse;

_ 12Qi(q?-1)(g-1)%a?
22i(q-1)a? i

ki

ifadesi elde edilir. Boylece, g > 1 igin MSE (&qM(k)) < MSE(ay(k)) olacak
sekilde bir k > ky; > 0 vardir.

Teorem 3.10.: MSE (c?qM(k))< MSE(&y) olmasi i¢in gerek kosul

2 _ L 2
% < Q;; ve k >k, olmahdr. Burada, ¢g >1 ve ky; =1;(q—1),
i —q°Ai

i=12,..,p.
Ispat: MSE (&qM(k)) < MSE(@&,,) arasindaki fark, Es, (3.19.) ve (3.65.)’deki

ifadeler kullanilarak;

« _ D Q2 A Qu+a?(qAi—Ai—k)?
B* = i=1< EErETsa—— T (3.68.)

seklinde elde edilir. Burada, her i = 1,2, ..., p i¢in B* < 0 olmasi igin,
Q22 + a?(qh; — A — k)% — Qu (4 + k)2 < 0, (3.69.)
olmalidir. Esitsizlik (3.69.)’dan;

aiz((q—l)/li—k)z B
—()Li+k)2—q2/1i2 < Qi (3.70.)

elde edilir. Burada, her i = 1,2, ...,p icin Q;; pozitif oldugundan, Esitsizlik (3.70.)
ifadesinin payda kismy (4 + k)2 —q24,° >0 olmaldr. Bu durumda,
k > k,;=1;(q —1) elde edilir. Boylece, her i=12,..,p ve qg>1 iken

a? ((q—l)/'li—k)2

MSE (@qu(k)) < MSE(@y) olmast igin <, S0

< Q;; ve k > k,; olmahdir.
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Teorem 3.10.°dan ve Silvapulle’nin (1991) verdigi Teorem (i)’den
(MSE(@y(k)) < MSE(@y) olacak sekilde k > 0) gecisme Ozelligi saglanarak

asagidaki sonug teorem verilir.
Sonu¢ Teorem 3.11.: MSE (&qM(k)) < MSE(@,,;) olacak sekilde en az bir k > 0

ve ¢ > 1 vardir.
3.3.3. TRME icin q ve k Secimi

TRME’nin Es. (3.65.)’de verilen MSE sini minimum yapan q ve k

parametreleri sirastyla su sekilde elde edilir:

A A af (qAi—2i-k)*
£l q) = MSE (Gqu (1)) = 7 Shy s o S0, LU0 (37

ifadesinde; k sabit tutulup, g ya gore kismi tiirev alinip sifira esitlenirse;

Zp aizli
l=1ﬂ.i+k

q= (3.72.)

2 2429
Zp QA +déli
(k)

ifadesi elde edilir. Es. (3.72.)’de bilinmeyen a? ve Q;parametrelerinin yerlerine

A A? . . 9
sirastyla @%; ve ™ tahminleri yazildiginda;
i

~2
ZP aMl'li
q _ =1 li+k
- A =2 2
m P Azﬂ.i+0{ -ﬂ.i’

(3.73.)

F Mi
=L (a+k)°

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde; Es. (3.71.)’de g sabit tutulup, k’ya gore kismi

tiirev alinip sifira esitlenirse;
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_ qAZQ+(q-DA?a?
Aiaiz >

k;

i=12..,p (3.74.)

ifadesi elde edilir. Es. (3.74.) ifadesindeki k se¢imi; Kibria’nin (2003) k’nin
secimine (k4y) benzer sekilde onerilecektir. O halde, Es. (3.74.) ifadesinde

- .. . A A? . .
bilinmeyen a? ve Q;; parametrelerinin yerlerine sirasiyla @a; ve ™ tahminleri
i

yazilip, aritmetik ortalamasi alinirsa;

o=t 5P qA?2+(q-DAay;
m = o Li=1

: (3.75.)

.32
AlaMi

ifadesi elde edilir. Burada, ¢ > 1 icin Es (3.75.) ile Onerilen k parametresinin
stfirdan biiyiik oldugu aciktir. Fakat Es. (3.72.) ile verilen g parametresinin birden

bliyiik olmasi i¢in asagidaki teorem verilir.
~ A2
Teorem 3.12.: Her i = 1,2, ..., p i¢in k,,;, > max (aAT) ise g > 1’dir.

Mi

Ispat: Es. (3.72.)’den g > 1 olmas igin;

aiz/'li Qiili2+0(izﬂlz
Ai+k Ai+k)2 7

i=12..,p (3.76.)

olmalidir. Esitsizlik (3.76.) ile ilgili baz1 cebirsel islemler yapilirsa;

k>%%, i=12..,p (3.77.)

ifadesi elde edilir. Esitsizlik (3.77.)’de bilinmeyen a? ve (; parametrelerinin
A2
yerlerine sirastyla @z;; ve % tahminleri yazilip ve her i = 1,2, ..., p i¢in esitligin sol

tarafinin maksimumundan biiytigii alinirsa;

k,, > max (g) (3.78.)

Api
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ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

=2

Benzer sekilde; Es. (3.63.)’de, TRE i¢in de ¢ > 1 olmast i¢in k > max <U—>

2
a;

ifadesi elde edilir. TRME’de, k ve q se¢imi i¢in asagidaki iteratif metod ile verilir:

Adim 1. Esitsizlik (3.78.)’den k,,, hesaplanr.
Adim 2. Adim 1.°deki k,, kullamlarak, Esitsizlik (3.73.)’deki §,, tahmin
edilir.

Adim 3. Adim 2.’deki §,, kullamlarak, Esitsizlik (3.75.)’deki k,,, elde edilir.

Simiilasyon calismasi ve niimerik ornekte kullanilacak tahmin ediciler icin

yanlilik parametreleri su sekilde verilmistir:

RE— kyxp (Hoerl, ve ark., 1975),
RME- k; (Silvapulle, 1991),

~ =~2
TRE,— k > max (;—) ve § (Es. (3.63.)),

TRME,- k,, (Es. (3.78.) ve 4, (Es. (3.73.)),
TRE;— k ve g parametrelerinin hesaplanmasi asagidaki gibi yeni iteratif
yontem ile verilir:

i) k hesaplanir.

ii) (1)’deki k kullamlarak, Es. (3.63.)’deki § tahmin edilir.
~ G52: 122
iii) (ii)’deki § kullanilarak, & = YP_ 42 A4+@-DUAL )46 edilir,

=1 ra?

TRME,—iteratif metod (Adim 1-3).
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3.3.4. Simiilasyon Calismasi

Bu boliimde; coklu i¢ iliski ve y-yoniinde sapan deger iceren veri seti
tiretilecek ve farkli tahmin edicilerin performansi incelenecektir. Veri seti su sekilde

dizayn edilmistir:

e Aciklayici degiskenler Es. (3.29.) ile iiretilmistir.

® [1,p2 ..., Bp regresyon Kkatsayilart X'X matrisinin en bilyiik 6zdegerine
karsilik gelen 6zvektor olarak secilmistir (Kibria, 2003).

o £~N(0,0?)ile iiretilmistir.

e y-yanit degiskeni Es. (3.30.) ile elde edilmistir.

Bu c¢alismada incelenen paremetreler ve degerleri asagida verilmistir:

0.9,0.99,0.999,

= 20,50,100,
=1, 25,100,

4.

~3Q3"b

Ayrica, sapan degerlerin tahmin ediciler iizerindeki etkisini incelemek igin,
y-yoniindeki sapan degerlerin 4 farkli durumu ele alinmistir. Bu durumlar, sapan
deger bulunmamasi, bir, iki ve dort tane y-yoniinde sapan deger(ler) olmasidir. Sapan
deger bulunmamasi durumunda, y-yanit degiskeni Es. (3.30.) ile tiiretilmistir. Bir
sapan deger olmasi durumunda; y-yanit degiskeni Es. (3.30.) ile tiiretilmis olup, y-
yanit degiskeninin besinci gdzlemi y: = ys + 200 ifadesi ile degistirilmistir. Iki
sapan deger olmasi durumunda; y-yanit degiskeni Es. (3.30.) ile tiiretilmis olup, y-
yanit degiskeninin besinci gézlemi yukaridaki gibi ve dokuzuncu gozlemi yg = yq —
100 seklinde degistirilerek elde edilmistir. Dort sapan deger olmasi durumunda; y-
yanit degiskeni Es. (3.30.) ile tiiretilmis, y-yanit degiskeninin besinci ve dokuzuncu
gbzlemleri yukaridaki gibi on dglincii ve on yedinci gozlemleri sirasiyla,
Y13 = Y13 + 50 ve yi; = y;7 — 150 seklinde degistirilmistir.

Yukarida tasarlanan simiilasyon deneyi 5000 defa tekrarlanmis ve her bir

deney icin tahmin edicilerin MSE tahminleri:
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MSE(@) = 5 B3 B0 (& — i)’
ile hesaplanmistir. Burada &;;, j. tekrarm i. parametre tahmini, a; ise gercek
parametre degeridir.

Simiilasyon sonuglarinda elde edilen; OLSE, ME, RE, RME, TRE,, TRME,,
TRE,, TRME, tahmin edicilerinin MSE tahminleri Ekler béliimiinde bulunan
Cizelge B.1.-B.4.’de verilmistir.

Cizelge B.1.”in (y-yoniinde sapan deger olmadiginda) sonuglari:

e Coklu ig¢ iliskinin derecesi (p) ve hatalarmn varyansi (o?) arttiginda
arttiginda, tiim tahmin edicilerin MSE tahminleri artmaktadir.

e Orneklem hacmi (n) arttiginda, tiim tahmin edicilerin MSE tahminleri
azalmaktadir.

e Veri kiimesinde sapan deger olmadiginda; TRE,, diger tahmin edicilerden

MSE kriterine gore daha iistiindiir.
Cizelge B.2.-B.4."lin (y-yoniinde sapan deger bulundugunda) sonuglari:

e Hatarin varyansi (¢2) arttiginda; OLSE, ME, RE, RME, TRME, ve TRME,
tahmin edicilerinin tim MSE tahminleri artmakta, TRE; ve TRE; nin MSE
tahminleri genellikle artmaktadir.

e Orneklem hacmi (n) arttiginda, OLSE ve ME nin MSE tahminleri azalmakta,
diger tahmin ediciler i¢in n’nin yliksek oldugu yerlerde genellikle
azalmaktadir.

e Coklu i¢ iliskinin derecesi (p) arttiginda; OLSE, ME, RE ve RME’nin MSE
tahminleri artmakta, TRE;, TRME;, TRE,, TRME,’nin MSE tahminleri
genellikle artmaktadir.

e Veri kiimesinde sapan degerlerin sayist arttiginda; OLSE ve ME’nin MSE

tahminleri artmakta, diger tahmin edicilerin genellikle artmaktadir.
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e Yapilan simiilasyon c¢alismasinda, y-yoniinde sapan deger ve ¢oklu i¢ iligki
birlikte bulundugunda; TRME,, diger tahmin edicilerden MSE kriterine gore

daha iyi bir tahmin edicidir.
3.3.5. Sayisal Ornek

Bu boliimde; Boliim 3.1.5.’de bahsedilen Tobacco verisi incelenecek ve teorik
olarak elde edilen sonuclar bu veri kiimesi lizerinde uygulanacaktir.
Uygulamada kullanilacak TRE ve TRME tahmin edicilerin MSE tahminleri

icin sirastyla; (Tobacco verisi merkezilestirilmis ve standartlastirilmis formda).

o MSE(a(k)) »Es.(3.7.);0% - 62 ve a? - @2, k - kys,

o MSE(au(k) ~Fs.(3.8.; 5 aF > @ k = ki,

e MSE (c?q(k)) —Es.(3.62.);0%2 —» 62 ve a? —» &%, k = kykp, q — 4,

o MSE (@qu(k)) 2Es.(3.65.); Qy - & a? > @&y k > Ruks. 4 > G

ifadeleri kullanilacaktir. Tobacco verisi igin @, @y, @(k) @y (k), @q(k) ve @qp (k)

tahmin edicilerin parametre ve MSE tahminleri Cizelge 3.4. de verilmistir.

Cizelge 3.4. Tobacco verisi i¢in @, @y, @(k) @y (k), &, (k) ve @gy (k) tahmin
edicilerinin parametre ve MSE tahminleri

Tahminler a ay a(k) ay (k) a,(k) gy (k)
@, 0.4857 0.4859 0.4855 0.4856 0.5360 0.5044
@, -0.672 -0.651 -0.6142 -0.5811 -0.6781 -0.6035
Qs -1.074 -1.174 -0.8510 -0.8819 -0.9376 -0.9159
{y 1.4436 0.5929 0.8097 0.2980 0.8940 0.3095

k 0.0017 0.0021 0.0017 0.0021
q 1.1041 1.0386
MSE 1.1206 0.8626 0.9373 0.4967 0.9105 0.4941

60



3. DAYANIKLI YANLI TAHMIN EDICILER HASAN ERTAS

Cizelge 3.4.”e bakildiginda yeni Onerilen &@g) (k) nin diger tahmin edicilerden MSE
kriterine gore daha {istlin oldugu goriilmektedir.
Yukarida verilen Teorem 3.9., Teorem 3.10. ve Sonu¢ Teorem 3.12.’nin

uygulamasi Sekil 3.3.’te gosterilmektedir. Sekil 3.3.’ilin yorumlar1 su sekildedir:

0.0003 0.0004

A 0.0721| .2,- 0.0936 - .

* Qi =y 1986/ it = 0.2579 oldugundan her ¢ > 1 ve k > 0 igin
0.5917 0.7686

MSE (&qu(k)) < MSE (@,(k)) oldugu Cizelge 3.4. ve Sekil 3.3. (a-b) de

acikca goriilmektedir ve boylece Teorem 3.8. saglanmaktadir.

2i2Q4i(q?-1)(g-1)%a?

o . oqe 2
2A0a-DaZ icin bilinmeyen «a;, Q;;, q

e Teorem 3.10.’da verilen ky; =

ve k parametrelerin yerlerine sirasiyla; @%;, 2 § (Es. (3.63.) ve k,,

e
0.0822
D ~ _(0.0032] . _ T
(Es.(3.78.)) tahminleri yazilirsa kq; = 00012 4= 17292 (ky,=0.0154
0.0007
kullanildiginda), elde edilir. k > 0.0822 oldugunda

MSE (&qM(k)) < MSE(ay(k)) oldugu Sekil 3.3. (c)’ye bakildiginda
kolayca goriilmekte olup, Teorem 3.9. saglanmaktadir.
o Ayrica, k; =0.0021 ve §, =1.0386 icin MSE (&qM(k)) < MSE (&)

oldugu Cizelge 3.4. ve Sekil. 3.3. (d)’de goriilmektedir. Bu durumda, en az
bir k > 0 ve ¢ > 1 i¢in Sonug¢ Teorem 3.11. saglanmaktadir.
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(2) (b)

i —ISETE
—ISERIE

() (d)

'
I I § T T

I
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AN
N

Sekil 3.3. Tobacco verisi i¢in k veya q sabit iken &, @y, @(k) @y (k), @q(k) ve
@4y (k) tahmin edicilerinin MSE tahminleri
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3.3.6. Sonug

Lineer regresyonda, y-yoniinde sapan deger ve ¢oklu i¢ iliski problemlerini
¢ozmek icin ME’ye dayali TRME tahmin edicisi Onerilmis ve TRME’nin TRE,
RME, ve ME’den MSE kriterine gore teorik olarak dstiinliikleri incelenmistir.
Ayrica, TRME nin farkli iki durumu olan, TRME; ve TRME;’ nin performansi
simiilasyon c¢alismasiyla incelenmis olup ve TRME;’ nin diger tahmin edicilerden
MSE kriterine gore daha listiin oldugu gosterilmistir. Ayrica, teorik olarak elde
edilen sonuglar gercek veri kiimesi iizerinde uygulanmis olup teorik sonuglar

desteklenmistir.

3.4. Ridge M-Tahmin Edici Icin k Parametre Secim Yontemleri

3.4.1. Giris

Lineer regresyonda; coklu i¢ iliski ve y-yoniinde sapan deger problemi
etkisini minumuma indirgemek i¢in dayanikli yanli tahmin ediciler Onerilmistir.
Bunlar igerisinde literatiirde en yaygin kullanilanlardan biri Silvapulle (1991)
tarafindan onerilen RME’dir (Es., (3.6.)). Aym zamanda, Silvapulle (1991)
RME’nin, RE ve ME den dstiinliikklerini MSE kriterine gore teorik olarak ve
simiilasyon ¢aligmasiyla incelemistir.

RME’de bulunan (A +kI)~! fonksiyonu k yanlilik parametresinin karmasik
bir fonksiyonu oldugundan, k’nin se¢imi problemi ortaya ¢ikmaktadir. RME igin,
k’nin se¢imi ile ilgili tek caligsma Silvapulle tarafindan (1991) yapilan ¢alismadir. Bu
calismada amag, 6zellikle Kibria’nin (2003) RE i¢in Onerilen k se¢im yontemlerine
benzer sekilde RME i¢in k yanlilik parametreleri 6nermek ve genis bir simiilasyon

calismasiyla performanslarint MSE kriterine gore incelemektir.
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3.4.2. RME Icin k Parametre Secim Yontemleri

RME igin oOnerilen k yanhlik parametresi; Hoerl ve Kennard’in (1970)
RE’nin MSE’sini minimize edecek sekilde onerdigi k yontemine benzer sekilde
yapilacaktir. Bu durumda, Es.(3.20.) ile verilen RME’nin MSE’sini minimize edecek
k su sekilde elde edilir:

N A 2
MSE(a@y (k) = Zf:l(/li_i_—k)zgii + kY0, (A:Fk)z’ (3.79.)

ifadesinin k’ya gore tlirevi alinip sifira esitlenirse;

=%k i =12,.,p (3.80.)

4

k;

a

ifadesi elde edilir. Burada, bilinmeyen Q;; ve a?parametrelerinin yerlerine sirasiyla

A -1 A . .
A%);7" ve @,; tahminleri yazilirsa;

k=25 i=12..,p (3.81.)

ifadesi elde edilir. RME i¢in k se¢im yontemleri; RE icin Onerilen k secim
yontemlerine (Hoerl ve Kennard, 1970, Hoerl ve ark., 1975, Lawless ve Wang, 1976,
Hocking ve ark., 1976 ve Kibria, 2003) dayanarak onerilmistir.

RME igin k secim yontemleri su sekildedir:
i) Silvapulle (1991), RME i¢in k se¢im yontemini su sekilde dnermistir:

~ pAZ
ky =P (3.82.)
~ pAZ
ko=t (3.83.)
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ii) Hoerl ve Kennard’in (1970), RE i¢in 6nerdigi k’ya benzer bir diisiince ile Es.

(3.81.) ifadesinde @,;” yerine @Zmq, yazilirsa RME igin;

ky = ——, (3.84.)

tahmini Onerilir.
iii) Hocking ve ark.’nin (1976) RE i¢in 6nerdigi k’ya benzer bir diisiince ile RME

i¢in;

P= A2y (idy)?
4 — Zp (la .2)2 5
i=1\ % Mi

(3.85.)
tahmini elde edilir.

iv) Kibria’nin (2003) RE i¢in Onerdigi birden fazla k se¢im ydntemine benzer bir
diisiinceyle, Es. (3.81.) ifadesinin sirastyla aritmetik ortalamasi, geometrik ortalamasi

ve medyani alinarak RME igin;

~ 1 A2

ks =~ fﬂm, (3.86.)

~ A?

kg =——F-, (3.87.)
(I, i) ™

=~ A? . .

k;, = medyan {a 2}, i=12,..,p( =3oluz.). (3.88.)

Mi

tahminleri verilir.
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3.4.3. Simiilasyon Calismasi

Bu boliimde; coklu i¢ iliski ve y-yoniinde sapan deger iceren veri seti
tiretilecek ve farkli tahmin edicilerin performansi incelenmistir. Veri seti su sekilde

dizayn edilmistir.

e Aciklayici degiskenler Es.(3.29.) ile iiretilmistir,

® [1,p2 ..., Bp regresyon Kkatsayilart X'X matrisinin en bilyiik 6zdegerine
karsilik gelen 6zvektor olarak se¢ilmistir,

e £~N(0,0?) veya Standart Cauchy dagilimindan iiretilmistir,

e y-yanit degiskeni Es. (3.30.) ileiiretilmistir..

Bu c¢alismada incelenen parametreler ve degerleri asagida verilmistir:

p =0.9,0.99,0.999,

n = 20,50,100,
0% =1,9,25,100,
p = 4,10.

Ayrica, sapan degerlerin tahmin ediciler iizerindeki etkisini incelemek igin,
y-yoniindeki sapan degerlerin 3 farkli durumu ele alinmistir. Bu durumlar, bir, iki ve
lic sapan deger olmasidir. Bir sapan deger bulunmasi durumunda; y-yanit degiskeni
esitlik (3.30.) ile tlretilmis olup, y-yanit degiskeninin ii¢iincii gozlemi y; = y; +
100 ifadesi ile degistirilmistir. iki sapan deger olmas1 durumunda; y-yamt degiskeni
esitlik (3.30.) ile tliretilmis, y-yanit degiskeninin {igiincii gézlemi yukaridaki gibi ve
sekizinci gozlemi yg; = yg — 50 seklinde degistirilerek elde edilmistir. Ug sapan
deger olmasi durumunda; y-yanit degiskeni esitlik (3.30.) ile tiiretilmis, y-yanit
degiskeninin ii¢lincli ve sekizinci gdézlemi yukaridaki gibi ve onii¢iincii gézlemi

Y13 = Y13 + 50 seklinde degistirilerek elde edilmistir.

Yukarida dizayn edilen simiilasyon deneyi 10000 defa tekrarlandi ve her bir

deney i¢in tahmin edicilerin MSE tahminleri:

66



3. DAYANIKLI YANLI TAHMIN EDICILER HASAN ERTAS

A ~ 1 ~ 2
MSE(@) = Y12 ¥0, (@) — a;)

ile hesaplanmistir. Burada &;;, j. tekrarm i. parametre tahmini, a; ise gercek

parametre degeridir.

a, ay, &M(EJ, CYM(EZ), &M(ks), &M(kz;), &M(ES), &M(E6) ve &M(E7)

tahmin edicilerinin MSE tahminleri Cizelge C.1.-Cizelge C.7.’de, en kiiciik MSE

tahminlerinin frekanslar1 Cizelge C.8.-Cizelge C.13.’de verilmistir.

Cizelge C.1.-Cizelge C.6.’ya gore simiilasyon sonuglar1 su sekildedir:

p arttikca; @, @, &M(Izl), &M(IEZ), &M(I%), &M(I%) ve &M(I€7) tahmin
edicilerin MSE tahminleri artmakta, &, (124) ve &M(Es)’in ise bazi
durumlarda azalmakta bazi1 durumlarda ise artmaktadir.

o2 arttik¢a; tiim tahmin edicilerin MSE tahminleri artmaktadir.

n arttikga; @, @, &M(fcl), &M(EZ), &M(E3), &M(IACG,) ve &M(fc7) tahmin
edicilerin MSE tahminleri azalmakta, &M(&) ve &M(ﬁs)’in genellikle
azalmaktadir.

Sapan deger sayisi arttikga &, @, &M(kl), &M(fcz), &M(Eg), &M(Ee) ve
ay (l@) tahmin edicilerin MSE tahminleri artmakta, &, (E4) ve Ay (ES)’in
genellikle artmaktadir.

p arttikca; @, Ay, Ay (l?l), Ay (EZ) ve &M(E3) tahmin edicilerin MSE
tahminleri artmakta, dM(lAcé,) ve Qy (l@)’nin ise ortalamaya gore iyi oldugu
durumlarda azalmakta diger yerlerde ise artmakta, &M(IEL) ve Ay (ES)’in
genellikle artmaktadir.

dM(k4), dM(ks), &M(l%) ve &M(E7) tahmin edicilerin MSE tahminlerinin
diger tahmin edicilere gore daha iyi oldugu gozlenmistir.

ay (126) ve Ay (127) tahmin edicilerin MSE tahminlerinin; 62 ve p’nun diisiik
oldugu durumlarda daha 1iyi bir performans gosterdigi goriilmiistiir

(simiilasyon sonuglarinda olusan her bir tablonun %7).
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. &M(l€4) tahmin edicisi; 02 ve p’nun biiyiikk oldugu durumlarda daha iyi
performans gostermektedir (p = 4 iken %33 ve p = 10 iken %23).
o &M(ks) tahmin edicisi, genel olarak diger tahmin edicilerden daha iyi

performans gostermektedir. Ozellikle; p, o2, p’nin biiyiik ve sapan degerlerin
fazla oldugu durumlarda MSE kriterine gore daha 1yi oldugu gézlenmektedir

(p = 4 iken %60 ve p = 10 iken %70).

Hatalarin Standart Cauchy dagilimindan tretildigi Cizelge C.7. nin sonuglari:

p arttikca; @, @, &M(l?l), &M(l%), c’fM(l%) ve &M(I€7) tahmin edicilerin

MSE tahminleri artmakta, &y (122) tahmin edicinin genellikle azalmakta ve

&M(ES) in ise n = 100 oldugu durumda azalmakta diger durumlarda ise

artmaktadir.

e p arttikga; & ve @y, tahmin edicilerin MSE tahminleri artmakta, &M(kl),
&M(Ez), &M(E3), &M(EG) ve dM(E7)’nin n = 20 iken artmakta diger
durumlarda ise azalmakta, ve @y, (125) ise genellikle azalmaktadir.

e n arttik¢a; @ ve @y tahmin edicilerin MSE tahminleri azalmakta, diger tahmin
edicilerin n’nin biiyiik oldugu yerde azalmaktadir.

o dy (IES) tahmin edici; q, p ve n’nin tim durumlarinda diger tahmin

edicilerden MSE kriterine gore daha iyi oldugu gozlenmistir.

Cizelge C.8.-Cizelge C.13. ya gore simiilasyon sonuglari:

o ay(ky), an(ky), an(ks), an(ks), an(ks), au(ks) ve @y(k,) tahmin
edicilerinin MSE tahminlerinin performanslari daha acgik bir sekilde

goriilmektedir.
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o ay(ky), an(ky), an(ks), an(ks), an(ks), ay(ks) ve ay(k,) tahmin
edicilerinin MSE tahminlerinin ortalamalarina benzer bir sonu¢ vermekle
birlikte, &M(IES)’nin performansinin daha belirgin oldugu goriilmektedir

(p = 4 iken %63 ve p = 10 iken %73).
3.4.4. Sayisal Ornek

Bu bolimde, Es. (3.82.)-(3.88.)’de RME i¢in onerilen k yanlilik
parametrelerinin performansi Tobacco verisi lizerinde incelenecektir.

Uygulamada kullanilacak RME tahmin edicisinin MSE tahmini (Tobacco

verisi merkezilestirilmis ve standartlastirilmis formda).
A2
o MSE(@y(k)) ~Es.(38.); O > 7, a? - @,
ifadesi ile hesaplanacaktir.

Cizelge 3.5. Tobacco verisi i¢in , &, @y, aM(kl), &M(IEZ), &M(l%), &M(Ia),
Ay (125), Ay (126) ve Ay (127) tahmin edicilerinin parametre ve MSE

tahminleri

I‘gerthmln @ ay  au(ky) au(ky) au(ks) am(ks) am(ks) au(ks) au(ky;)
@, 0.485  0.485 0.4856 04852 04854 04853 04855  0.4856  0.4855
a, 0672 -0651  -05811 -0.5002 -0.5403 -0.5030 -0.5503 -0.5817  -0.5483
Qs -1.074 -1.174  -0.881  -0.6414 -0.7507 -0.6485 -0.7808  -0.8841  -0.7746
aQ, 1.443 0592 0.2980 01705 02210 01735 02369  0.2995  0.2335
k 0.0021  0.0053  0.0036  0.0052  0.0032  0.00209 0.0033
MSE 11206 0.8626  0.4967  0.6366 05436  0.6293 05261 04966  0.5294

Cizelge 3.5. incelendiginde; @M(El), aM(i&z), C?M(k\s), &M(ié‘l-)’ &M(Es), &M(E6) ve
ay (127) tahmin edicilerin & ve &, tahmin edicilerinden MSE kriterine gore daha iyi

oldugu, yeni onerilen kg ve Silvapulle (1991) tarafindan onerilen k, yanlilik

parametrelerinin digerlerinden daha iyi oldugu goériilmektedir.
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3.4.5. Sonug

Regresyon analizinde, agiklayic1 degiskenler arasinda ¢oklu i¢ iliski ve veri
setinde y-yoOniinde sapan deger bulunmasi probleminde dayanikli yanli tahmin
ediciler kullanilmas1 onerilmistir. Bu calismada, dayanikli yanli tahmin edici olan
RME (Silvapulle,1991) icin k secim yoOntemleri dnerilmis ve MSE kriterine gore
performansi simiilasyon ¢aligsmasiyla incelenmistir. Yapilan simiilasyon ¢alismasinda,
Onerilen k yanlilik parametreleri i¢in elde edilen RME tahmin edicilerin, OLSE ve
ME den daha iyi ve ks yanlilik parametresinin de digerlerinden genellikle daha iistiin
oldugu goriilmiistiir. Ayrica literatiirde c¢oklu i¢ iligki ve y-yoniinde sapan deger
iceren bir veri seti olarak bilinen Tobacco verisi icin, dnerilen k; ve kg yanlilik
parametreleri kullanilarak elde edilen RME’nin digerlerinden daha iistiin oldugu

gorilmiistiir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Coklu lineer regresyonda; parametre tahmininde literatiirde en sik kullanilan
en kiiclik kareler yonteminin, aciklayict degiskenler arasinda lineer bagimsizlik
olmasit ve y-yoniinde sapan deger bulunmamasi varsayimlarinin saglanamamasi
durumunda, ¢oklu i¢ iliski ve sapan deger problemi olarak adlandirilan iki problemle
karsilagiriz. Bu durumda OLSE olumsuz etkilenmekte ve giivenilir sonuglar
vermemektedir. Bu iki problemin ¢oziimii i¢in dayanikli kestiricilere dayali yanh
tahmin ediciler Onerilmistir.

Bu ¢alismada; ME’ye dayali LTME, AUGLME ve TRME tahmin edicileri
onerilmis ve {stiinliikleri MSE kriterine gore teorik olarak ve/veya simiilasyon
calismasiyla gosterilmistir. Ayrica, Silvapulle’nin (1991) 6nerdigi dayanikli tahmin
edici olan RME i¢in k yanlilik parametreleri 6nerilmis ve performanslari simiilasyon
calismasi ile incelenmistir. Ek olarak, sayisal bir drnek verilerek teorik ve/veya
simiilasyon c¢aligmalar1 desteklenmistir.

Bu calismanin sonucunda; Onerilen yeni dayanikli yanli tahmin edicilerin,
uygulamada sikc¢a rastlanilan ¢oklu i¢ iligski ve y-yoniinde sapan deger problemlerinin
etkisini azaltarak daha giivenilir sonuglar verdigi gosterilmistir. Boylece veri setinde
bu iki problemin ayni anda bulunmasi durumunda LTME, AUGLME ve TRME
dayanikli yanli tahmin ediciler kullanilabilir.

Bu ¢alismalara ek olarak ¢oklu lineer regresyonda, y-yoniinde sapan deger ve
coklu i¢ iliski olmasi durumunda ME’ye dayali yeni dayanikli yanli tahmin ediciler
Onerilebilir ve ustiinliikkleri MSE kriterine gore teorik ve simiilasyon caligmasiyla
gosterilebilir. Bunun yanisira, hem X-yoniinde hem y-yoniinde sapan deger ve ¢oklu
i¢ iligski bulunmasi1 durumunda farkli dayanikli kestiricilere (LMS, LTS, S ve CM)
dayali yeni dayanikli yanli kestiriciler tanimlanabilir; performanslari teorik ve

simiilasyon ¢aligmasiyla incelenebilir.
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EKA

Cizelge A.1. Veri kiimesinde p = 4, ;~N(0,1) ve sapan deger olmadiginda &, &, @(k),
ay k), atk,d), @a(k,d), @y(k,d) ve @y (k,d) tahmin edicilerinin MSE tahmini.

o p a ay a(k) ay (k) alk,d) ay(kd dkd aylkd)
n=20
0.85 0.5047 0.5291 0.2954 0.3070 0.4708 0.5238 1.4386 1.5401
1 0.9 0.7173 0.7525 0.3677 0.3826 0.6558 0.7333 1.6908 1.8172
0.99 6.5423 6.8661 2.0967 2.2140 2.0405 2.1752 1.9956 2.1286
0.999 64.7904 68.0303 19.1311 20.2902 0.0778 0.1042 0.0429 0.0725
0.85 12.6176 13.2268 4.3269 45575 11.7726 13.0963 35.5066 38.0427
5 0.9 17.9336 18.8136 5.8783 6.2010 16.3989 18.3327 42.1304  45.2909
0.99 163.5568  171.6516 48.4842 51.3941 51.0096 54.3778  49.8859 53.2122
0.999 1619.7608 1700.7572 474.3100 503.2630 1.9428 2.6027 1.0632 1.8029
0.85 50.4703 52.9070 16.5094 17.4327 47.0909 52.3852 141.9699 152.1148
10 0.9 71.7346 75.2543 22.8029 24.0946 65.5961 73.3308 168.5049 181.1470
0.99 654.2272 686.6066 193.4214 205.0583 204.0379 217.5106 199.5429 212.8484
0.999 6479.0434 6803.0288 1896.7408 2012.5502 7.7707 10.4103 4.2513 7.2101
n=>50
0.85 0.2529 0.2660 0.1691 0.1755 0.2253 0.2464 0.5915 0.6273
1 0.9 0.3650 0.3838 0.2185 0.2265 0.3025 0.3295 0.5076 0.5429
0.99 3.4027 3.5769 1.1520 1.2043 0.1902 0.2179 0.1853 0.2125
0.999  33.7358 35.4634 9.9389 10.4467 0.0068 0.0073 0.0058 0.0063
0.85 6.3235 6.6495 2.1187 2.2210 5.6361 6.1609 14.7491 15.6412
5 0.9 9.1248 9.5942 2.9249 3.0701 7.5642 8.2376 12.6830 13.5630
0.99 85.0672 89.4235 24.9127 26.2009 4.7526 5.4443 4.6266 5.3061
0.999 843.3946 886.5839 244.4599 257.1367 0.1672 0.1809 0.1348 0.1471
0.85 25.2939 26.5981 7.9112 8.3160 22.5449 24.6438 58.9912 62.5597
10 0.9 36.4994 38.3766 11.1554 11.7325 30.2573  32.9505 50.7311  54.2508
0.99 340.2688 357.6940 99.1446 104.2947 19.0104 21.7768 18.5060 21.2236
0.999 3373.5783 3546.3357 977.3360 1028.0407 0.6687 0.7235 0.5381 0.5875
n =100
0.85 0.1310 0.1378 0.1014 0.1057 0.1184 0.1270 0.2729 0.2884
1 0.9 0.1899 0.1999 0.1348 0.1402 0.1574 0.1683 0.2335 0.2478
0.99 1.7934 1.8868 0.6698 0.7011 0.0627 0.0706 0.0605 0.0682
0.999 17.8363 18.7645 5.2610 5.5668 0.0029 0.0030 0.0025 0.0027
0.85 3.2742 3.4450 1.1538 1.2113 2.9620 3.1742 6.7924 7.1778
5 0.9 4.7486 4.9964 1.5712 1.6536 3.9347 4.2064 5.8341 6.1903
0.99 44.8360 47.1712 13.0113 13.7829 1.5655 1.7609 1.5044 1.6974
0.999 4459064  469.1133 127.5215 135.1688 0.0686 0.0729 0.0531 0.0566
0.85 13.0968 13.7801 4,1041 4.3326 11.8481 12.6969 27.1661 28.7075
10 0.9 18.9943 19.9856 5.7766 6.1060 15.7390 16.8254 23.3360 24.7606
0.99 179.3440 188.6849 51.5443 54.6318 6.2615 7.0431 6.0167 6.7885
0.999 1783.6256 1876.4532 509.5854 540.1761 0.2740 0.2910 0.2109 0.2249
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Cizelge A.2. Veri kiimesinde p = 4, £;~N(0,1) ve bir sapan deger oldugunda &, &@,,, @(k),
ay(k), alk,d), alk,d), ay(k,d) ve @y (k,d) tahmin edicilerinin MSE tahmini.

o p a ay a(k) ay (k) a(k,d) aylkd) a(k,d) ay(k,d)
n=20
0.85 2.8394 0.6575 0.8895 0.2463 2.6912 0.6439 9.3214 1.9704
1 0.9 4.1778 0.9414 1.1440 0.2550 3.8740 0.8913 11.6085 2.3569
0.99 41.0684 8.7455 9.4295 1.0229 9.7120 1.1742 9.3857 1.0930
0.999 412.3151 86.8970 93.8412 9.2442 0.4016 0.0854 0.1316 0.0332
0.85 70.9846 16.4368 16.8476 2.3646 67.2661 16.0932 234.5412 49.2088
5 0.9 104.4449 23.5359 24.0973 3.0684 96.8365 22.2781 290.9263 58.9595
0.99 1026.7095 218.6383 231.9959 23.5592 242.7568 29.3412 234.5927 27.3082
0.999 10307.8787 2172.4242 2342.1276 229.2903 9.9933 2.1231 3.2012 0.8042
0.85 283.9386 65.7470 66.7499 8.3720 269.0571 64.3714 939.0909 196.9836
10 0.9 417.7797 94,1435 96.0017 11.4161 387.3381 89.1104 1164.1142 235.9097
0.99 4106.8380 874.5534 927.8778 93.9623 971.0062 117.3590 938.3467 109.2258
0.999 41231.5148 8689.6967 9368.3397 916.9534 39.9508 8.4873 12.7636 3.2069
n=>50
0.85 0.5734 0.2799 0.2609 0.1556 0.4776 0.2517 1.5576 0.6706
1 0.9 0.8263 0.4039 0.3256 0.1940 0.6119 0.3274 1.2027 0.5640
0.99 7.6668 3.7640 1.7422 0.9170 0.2764 0.1360 0.2595 0.1294
0.999 75.9273 37.3253 15.5715 7.8393 0.0159 0.0071 0.0111 0.0056
0.85 14.3340 6.9978 3.3690 1.7220 11.9545 6.2943 38.7644 16.7000
5 0.9 20.6569 10.0985 4.6783 2.3560 15.3138 8.1865 29.9947 14.0791
0.99 191.6700 94.0999 39.4537 19.6789 6.9425 3.4046 6.5324 3.2379
0.999 1898.1820 933.1337 385.1201 192.7050 0.4334 0.1821 0.3416 0.1438
0.85 57.3359 27.9911 12.8407 6.3676 47.8236 25.1780 154.9840 66.7823
10 0.9 82.6277 40.3942 18.0755 8.9335 61.2621 32.7469 119.9455 56.3091
0.99 766.6798 376.3996 157.1115 78.2732 27.7872 13.6214 26.1546 12.9557
0.999 7592.7278 3732.5349 1539.7491 770.3770 1.7524 0.7316 1.4012 0.5806
n =100
0.85 0.3019 0.1446 0.1976 0.1071 0.2819 0.1326 0.5299 0.2986
1 0.9 0.4399 0.2098 0.2582 0.1408 0.3837 0.1747 0.5176 0.2573
0.99 4.1983 1.9823 1.4076 0.6787 0.1211 0.0636 0.1138 0.0605
0.999 41.8719 19.7168 12.2737 5.3785 0.0049 0.0029 0.0030 0.0024
0.85 7.5471 3.6159 2.4887 1.1794 7.0514 3.3145 13.1384 7.4197
5 0.9 10.9976 5.2454 3.4880 1.6072 9.5967 4.3673 12.8998 6.4213
0.99 104.9571 49,5571 30.5587 13.3323 3.0428 1.5903 2.8666 1.5111
0.999 1046.7979 492.9212 302.0220 130.6333 0.1387 0.0741 0.1030 0.0565
0.85 30.1884 14.4637 9.2698 4.2072 28.2067 13.2584 52.5116 29.6686
10 0.9 43.9904 20.9816 13.2563 5.9233 38.3887 17.4696 51.5818 25.6819
0.99 419.8283 198.2283 121.5037 52.8323 12.1799 6.3622 11.4789 6.0458
0.999 4187.1916 1971.6847 1207.3477 522.0358 0.5641 0.2978 0.4294 0.2279

84



Cizelge A.3. Veri kiimesinde p = 4, £;~N(0,1) ve iki sapan deger oldugunda &, a@,,, @(k),
ay(k), alk,d), alk,d), ay(k,d) ve @y (k,d) tahmin edicilerinin MSE tahmini.

o p a Ay a(k) ay (k) alk,d) aylkd) a(k,d) ay(k,d)
n=20
0.85 2.2020 0.6253 0.5308 0.1946 2.0769 0.6084 8.6272 1.9258
1 0.9 3.2405 0.8935 0.6358 0.1975 2.9149 0.8332 10.3888 2.2647
0.99 31.3393 8.2226 4.5106 0.6349 5.1471 0.8218 4.8030 0.7402
0.999 312.5013 81.5603 43.6619 5.5385 0.2994 0.0813 0.0722 0.0303
0.85 55.0512 15.6325 7.9939 1.5605 51.9169 15.2105 215.7994 47.5479
5 0.9 81.0128 22.3376 11.5049 1.9828 72.8723 20.8335 259.7274 56.3768
0.99 783.4818 205.5650 109.1684 14.3368 128.6955 20.5606 120.0934 18.5241
0.999 78125319 2039.0074 1087.7806 137.0725 7.5138 2.0507 1.8559 0.7880
0.85 220.2050 62.5299 31.0279 5.2877 207.6636 60.8429 863.4302 190.0671
10 0.9 324.0512 89.3506 45.3303 7.2116 291.4869 83.3355 1038.9650 225.4402
0.99 3133.9273 822.2598 436.1190 57.1378 514.7917 82.2514 480.3843 74.1069
0.999 31250.1274 8156.0295 4350.4774 548.0825 30.0709 8.2130 7.4521 3.1704
n=>50
0.85 0.5705 0.2890 0.2159 0.1495 0.4862 0.2594 1.4338 0.6681
1 0.9 0.8214 0.4168 0.2628 0.1833 0.6195 0.3356 1.1626 0.5690
0.99 7.5728 3.8776 1.3730 0.8480 0.1891 0.1196 0.1723 0.1125
0.999 74.7157 38.4227 12.3027 7.2874 0.0081 0.0078 0.0068 0.0053
0.85 14.2631 7.2262 2.6531 1.6247 12.1570 6.4827 35.7959 16.6840
5 0.9 20.5343 10.4207 3.6730 2.2074 15.4915 8.3872 29.0526 14.2264
0.99 189.3209 96.9401 31.2475 18.3215 4.7290 2.9823 4.3091 2.7993
0.999 1867.8913 960.5677 304.5009 179.3121 0.2068 0.1869 0.1513 0.1348
0.85 57.0524 28.9047 10.1027 5.9971 48.6286 25.9303 143.1740 66.7416
10 0.9 82.1372 41.6827 14.2260 8.3781 61.9666 33.5482 116.2065 56.9095
0.99 757.2835 387.7605 124.5830 72.9382 18.9180 11.9267 17.2393 11.1932
0.999 74715653 3842.2710 1217.5939 716.9116 0.8298 0.7448 0.5994 0.5437
n =100
0.85 0.2653 0.1447 0.1699 0.1058 0.2386 0.1317 0.5622 0.3040
1 0.9 0.3864 0.2100 0.2203 0.1387 0.3144 0.1725 0.4915 0.2588
0.99 3.6878 1.9845 1.1084 0.6549 0.1066 0.0605 0.0998 0.0575
0.999 36.8184 19.7401 9.3952 5.1571 0.0076 0.0030 0.0048 0.0023
0.85 6.6315 3.6177 1.9769 1.1383 5.9720 3.2933 13.9235 7.5480
5 0.9 9.6608 5.2494 2.7482 1.5495 7.8690 4.3130 12.2394 6.4541
0.99 92.1958 49.6132 23.3797 12.7827 2.6888 1.5145 2.5291 1.4400
0.999 920.4593 493.5020 230.3754 125.1581 0.2151 0.0792 0.1652 0.0597
0.85 26.5258 14.4708 7.2568 4.0438 23.8907 13.1735 55.6402 30.1778
10 0.9 38.6433 20.9975 10.3262 5.6921 31.4800 17.2527 48.9350 25.8111
0.99 368.7834 198.4529 92.7934 50.6265 10.7684 6.0604 10.1356 5.7635
0.999 3681.8371 1974.0082 920.7582 500.1254 0.8744 0.3198 0.6868 0.2434
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Cizelge A.4. Veri kiimesinde p = 10, g;~N(0,1) ve sapan deger olmadiginda &, @, @(k),

ay(k), alk,d), alk,d), ay(k,d) ve @y (k,d) tahmin edicilerinin MSE tahmini.

o p a ay a(k) ay (k) a(k,d) aykd alkd ay(kd)
n=20
0.85 4.1540 4.2124 1.1724 1.1913 0.8534 0.9606 0.6873 0.7960
1 0.9 6.0392 6.1273 1.6351 1.6630 0.7086 0.8261 0.4600 0.5877
0.99 57.0551 57.8719 14.0946 14.3592 0.3290 0.3438 0.0281 0.0827
0.999 566.4891 574.5437 138.4934 141.1710 0.0527 0.0538 0.0052 0.0057
0.85 103.8509 105.3106 25.5799 26.0435 21.3372 24.0110 17.1819 19.8914
5 0.9 150.9805 153.1813 37.0701 37.7603 17.7166 20.6494 11.4965 14.6820
0.99 1426.3780 1446.7986 348.3866 354.9950 8.2225 8.5914 0.6935 2.0564
0.999 14162.2275 14363.5920 3458.3366 3525.2705 1.3147 1.3422 0.1212 0.1321
0.85 415.4036 421.2425 101.8181 103.6716 85.3493 96.0434 68.7275 79.5645
10 0.9 603.9220 612.7252 147.7799 150.5397 70.8666 82.5970 45.9857 58.7269
0.99 5705.5121 5787.1943 1393.0453 1419.4779 32.8896 34.3654 2.7729 8.2243
0.999 56648.9098 57454.3681 13832.8450 14100.5794 5.2584 5.3687 0.4835 0.5274
n=>50
0.85 0.8684 0.8983 0.3802 0.3885 0.4949 0.5146 0.5375 0.5586
1 0.9 1.2666 1.3103 0.4946 0.5061 0.4751 0.4921 0.4642 0.4808
0.99 12.0689 12.4933 3.2988 3.4071 0.0862 0.0941 0.0222 0.0317
0.999 120.1235 124.3534 31.0731 32.1650 0.0127 0.0132 0.0027 0.0028
0.85 21.7092 22.4563 5.8451 6.0363 12.3704 12.8623 13.4380 13.9635
5 0.9 31.6656 32.7587 8.4013 8.6810 11.8757 12.3009 11.6029 12.0180
0.99 301.7215 312.3336 77.8125 80.5365 2.1517 2.3498 0.5451 0.7832
0.999 3003.0875 3108.8349 772.0927 799.4101 0.3146 0.3273 0.0588 0.0617
0.85 86.8369 89.8251 22.7874 23.5550 49,4815 51.4490 53.7520 55.8539
10 0.9 126.6625 131.0347 33.0133 34.1347 475028 49.2034 46.4112 48.0718
0.99 1206.8859 1249.3345 310.6554 321.5544 8.6068 9.3990 2.1794 3.1316
0.999 12012.3499 12435.3396 3087.7756 3197.0483 1.2582 1.3089 0.2345 0.2457
n =100
0.85 0.3805 0.3985 0.2223 0.2296 0.2335 0.2469 0.2647 0.2793
1 0.9 0.5553 0.5816 0.2866 0.2959 0.2174 0.2285 0.2194 0.2306
0.99 5.2984 5.5499 1.5699 1.6414 0.0176 0.0192 0.0057 0.0070
0.999 52.7537 55.2610 13.8585 14.5715 0.0025 0.0026 0.0012 0.0013
0.85 9.5125 9.9621 2.6924 2.8200 5.8374 6.1709 6.6178 6.9826
5 0.9 13.8827 14.5403 3.8221 4.0088 5.4333 5.7105 5.4824 5.7618
0.99 132.4609 138.7486 34.5127 36.2971 0.4385 0.4780 0.1324 0.1662
0.999 1318.8415 1381.5240 341.5575 359.3881 0.0593 0.0622 0.0212 0.0223
0.85 38.0500 39.8485 10.1663 10.6775 23.3497 24.6836 26.4711 27.9305
10 0.9 55.5309 58.1612 14.6826 15.4302 21.7331 22.8418 21.9294 23.0469
0.99 529.8438 554.9944 137.4369 144.5758 1.7537 1.9117 0.5284 0.6635
0.999 5275.3660 5526.0961 1365.6154 1436.9390 0.2370 0.2486 0.0836 0.0878
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Cizelge A.5. Veri kiimesinde p = 10, g;~N(0,1) ve bir sapan deger oldugunda &, &, @(k),

ay(k), alk,d), alk,d), ay(k,d) ve @y (k,d) tahmin edicilerinin MSE tahmini.

o p a Ay a(k) ay (k) alk,d) ay(kd dkd aylkd)
n=20
0.85 14.9571 5.6235 1.6646 0.2900 2.5576 0.8456 1.8632 0.5621
1 0.9 21.8140 8.1945 2.3728 0.3956 2.8323 0.8985 1.5659 0.4474
0.99 207.9183 77.7800 21.6052 3.3101 1.7706 0.5177 0.0872 0.0210
0.999 2069.9729 773.0984 214.4370 32.4828 0.2770 0.0819 0.0227 0.0063
0.85 373.9285 140.5882 38.9257 6.0279 64.0104 21.1615 46.6870 14.0839
5 0.9 545.3490 204.8624 56.5721 8.7247 70.8765 22.4832 39.2655 11.2176
0.99 5197.9567 1944.5001 537.2355 81.6090 44,3280 12.9614 2.2972 0.5571
0.999 51749.3220 19327.4611 5358.0067 810.9138 6.9844 2.0653 0.6819 0.1883
0.85 1495.7139 562.3528 155.2254 23.9697 256.0776 84.6580 186.8042 56.3541
10 0.9 2181.3960 819.4494 225.7747 34.7542 283.5417 89.9442 157.1244  44.8905
0.99 20791.8267 7778.0005 2148.3607 326.2606 177.3438 51.8560 9.2511 2.2481
0.999 206997.2882 77309.8444 21431.4364 3243.4740 27.9684 8.2711 2.7879 0.7722
n=>50
0.85 2.0726 0.9725 0.6051 0.2304 1.1668 0.4214 1.2833 0.4793
1 0.9 3.0181 1.4186 0.8127 0.2878 1.0740 0.3612 1.0391 0.3458
0.99 28.8837 13.5362 6.5087 1.7973 0.3054 0.0978 0.0866 0.0166
0.999 288.6457 134.8161 63.8282 16.8981 0.0595 0.0164 0.0308 0.0053
0.85 51.8155 24.3129 11.8351 3.1930 29.1279 10.5220 32.0606 11.9747
5 0.9 75.4513 35.4657 16.9919 4.5663 26.7946 9.0156 25.9175 8.6287
0.99 722.0914 338.4041 159.3195 42.2329 7.5707 2.4300 2.0466 0.3814
0.999 7216.1426 3370.4023 1592.3009 419.7529 1.4255 0.3955 0.6421 0.0990
0.85 207.2618 97.2517 47.2362 12.4369 116.4908 42.0823 128.2312 47.8957
10 0.9 301.8052 141.8629 67.9026 17.9548 107.1520 36.0559 103.6412 34.5076
0.99 2888.3657 1353.6164 637.2758 168.6540 30.2511 9.7130 8.1305 1.5121
0.999 28864.5706 13481.6091 6369.2093 1678.7365 5.6715 1.5753 2.5084 0.3822
n =100
0.85 0.8365 0.4188 0.4013 0.1987 0.5051 0.2278 0.5680 0.2644
1 0.9 1.2189 0.6112 0.5214 0.2483 0.4798 0.1946 0.4836 0.1970
0.99 11.5727 5.8296 3.3819 1.2567 0.0377 0.0182 0.0114 0.0045
0.999 115.0336 58.0378 31.5694 11.0333 0.0041 0.0026 0.0009 0.0012
0.85 20.9133 10.4709 6.0158 2.1617 12.6301 5.6941 14.2020 6.6111
5 0.9 30.4733 15.2790 8.6258 3.0593 11.9965 4.8626 12.0926 4.9224
0.99 289.3180 145.7401 79.1998 27.4815 0.9454 0.4534 0.2861 0.1047
0.999 2875.8388 1450.9440 783.7788 271.8297 0.1070 0.0640 0.0246 0.0218
0.85 83.6530 41.8835 23.3503 8.1388 50.5217 22.7764 56.8081 26.4444
10 0.9 121.8932 61.1160 33.7847 11.7316 47.9875 19.4506 48.3720 19.6896
0.99 1157.2721 582.9605 316.0654 109.4190 3.7844 1.8139 1.1486 0.4184
0.999 11503.3552 5803.7760 3134.3777 1086.8108 0.4311 0.2562 0.1036 0.0871
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Cizelge A.6. Veri kiimesinde p = 10, g;~N(0,1) ve iki sapan deger oldugunda &, @, @(k),

ay(k), alk,d), a(k,d), @y (k,d) ve @y (k,d) tahmin edicilerinin MSE tahmini.

o p a ay a(k) ay (k) alk,d) aylkd dkd aylkd)
n =20
0.85 19.6313 9.2414 2.2777 0.6124 3.4583 1.4891 2.4704 1.0012
1 0.9 28.4957 13.2834 3.2480 0.8352 3.6629 1.5344 1.9836 0.7721
0.99 268.4918 121.9921 29.5218 6.9085 2.0819 0.8118 0.0807 0.0350
0.999 2664.5999 1202.3686 291.6863 67.0538 0.3025 0.1236 0.0092 0.0049
0.85 490.7825 231.0343 54.3196 13.7379 86.4722 37.2111 61.7803 25.0020
5 0.9 712.3931 332.0840 78.5905 19.4218 91.5859 38.3435 49.6101 19.2665
0.99 6712.2956 3049.8031 735.4486 171.4281 52.0563 20.2769 2.0302 0.8336
0.999 66614.9977 30059.2143 7289.5675 1675.0800 7.5706 3.0716 0.1911 0.1344
0.85 1963.1299 924.1373 216.9040 54,7350 345.8975 148.8372 247.1345 99.9964
10 0.9 2849.5725 1328.3361 313.9895 77.5013 366.3513 153.3663 198.4533 77.0520
0.99 26849.1824 12199.2122 2941.4284 685.5786 208.2305 81.0995 8.1306 3.3175
0.999 266459.9907 120236.8573 29157.9064 6700.1926 30.2871 12.2785 0.7481 0.5466
n =50
0.85 2.2612 1.0525 0.6004 0.2202 1.1950 0.4316 1.3263 0.4941
1 0.9 3.2807 1.5335 0.7998 0.2734 1.0919 0.3658 1.0544 0.3494
0.99 31.0607 14.5784 6.2734 1.6984 0.3063 0.1001 0.0805 0.0154
0.999 309.3214 145.0490 61.1068 15.9495 0.0617 0.0171 0.0328 0.0056
0.85 56.5306 26.3131 11.8359 3.0803 29.8265 10.7760 33.1313 12.3452
5 0.9 82.0176 38.3371 16.8247 4.3827 27.2384 9.1280 26.2951 8.7154
0.99 776.5180 364.4591 153.6657 40.0089 7.5897 2.4840 1.8871 0.3491
0.999 7733.0354 3626.2245 1524.5036 396.2957 1.4766 0.4109 0.6880 0.1036
0.85 226.1224 105.2526 47.2565 12.0048 119.2822 43.0972 132.5121 49.3769
10 0.9 328.0703 153.3483 67.2538 17.2438 108.9246 36.5045 105.1488 34.8535
0.99 3106.0720 1457.8365 614.6834 159.7878 30.3257 9.9284 7.4893 1.3818
0.999 30932.1415 14504.8981 6098.0420 1584.9381 5.8746 1.6365 2.6895 0.3996
n =100
0.85 0.8956 0.4266 0.4162 0.1937 0.5300 0.2247 0.5987 0.2627
1 0.9 1.3016 0.6223 0.5369 0.2403 0.4961 0.1886 0.5003 0.1911
0.99 12.2842 5.9282 3.4137 1.1856 0.0408 0.0182 0.0118 0.0039
0.999 121.9242 58.9986 31.7286 10.3616 0.0054 0.0026 0.0014 0.0010
0.85 22.3890 10.6660 6.2320 2.0568 13.2570 5.6190 14.9696 6.5687
5 0.9 32.5402 15.5569 8.8638 2.9011 12.4111 47171 12.5163 4.7791
0.99 307.1046 148.2053 79.8823 25.8351 1.0357 0.4576 0.3153 0.0988
0.999 3048.1048 1474.9661 787.6561 255.1836 0.1509 0.0684 0.0586 0.0245
0.85 89.5559 42.6642 24,1178 7.7167 53.0324 22.4776 59.8791 26.2749
10 0.9 130.1608 62.2275 34.6380 11.0952 49.6500 18.8702 50.0705 19.1181
0.99 1228.4183 592.8213 318.6951 102.8279 4.1513 1.8327 1.2754 0.3988
0.999 12192.4194 5899.8645 3149.7867 1020.2209 0.6120 0.2758 0.2502 0.1016
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Cizelge A.7. Veri kiimesinde hatalar Standart Cauchy dagilimindan iretildiginde &, &,
a(k), ay(k), ak,d), a(k,d), ay(k,d) ve @y (k,d) tahmin edicilerinin MSE

tahmini.
p p a ay a(k) ay (k) atk,d) aykd akd aykd
n =20
0.85 67821.34 7134.43 14063.01 385.74 62934.89 6786.51 213104.1 33158.5
4 0.9 96346.95 10220.64 19887.87 546.95 87971.04 8944.07 249107.5 37005.82
0.99 868942.61 93825.22 175881.34 6946.75 170907.03 8068.02 167729.4 4278.83
0.999 8553872.32 928053.15 1731224.01 39473.65 7865.32 808.04 3271.92 389.14
0.85 738605.96 110272.46 146951.03 3920.19 113380.10 12689.07 91796.08 8230.19
10 0.9 1090982.64 165689.68 218768.28 5862.04 85338.56 12633.84 51404.22 6302.01
0.99 10742755.31 1476694.53 2226475.28 47268.44 39879.92 6639.33 4225.08 357.86
0.999 107919270.21 14920205.93 22639758.81 491483.82 7666.78 1130.02 1815.75 174.22
n=>50
0.85 37159.38 1660.98 9975.76 25.28 32882.53 1209.25 88090.42 2609.07
4 0.9 53786.90 2392.05 14335.25 34.89 43301.92 114791 76291.37 2034.46
0.99 500389.30 22314.29 128329.95 202.89 25650.94 100.29 24696.03 51.69
0.999 4954852.08 221651.27 1261516.51 1712.86 1869.75 48.48 1665.11 38.66
0.85 155216.99 2493.61 31689.35 3.837 85153.83 1108.40 94619.29 1354.09
10 0.9 225402.57 3656.05 45722.10 5.300 80246.36 1235.14 77468.83 1152.01
0.99 2118723.80 35962.91 423170.19 47.874 16167.05 727.79 3021.22 32.10
0.999 20993556.01 359490.05 4177691.49 468.40 2148.29 103.96 304.23 1.674
n =100
0.85 1740116.14 23495.93 197861.08 313.57 1573601.15 10081.51 3646006 52612.58
4 0.9 2500077.21 33017.36 261959.63 417.24 1938659.03 7703.97 3133623 27318.91
0.99 23487112.55 297009.01 2257677.77 1198.40 183225.67 1525.92 123272.7 984.69
0.999 233649160.6 2936257.70 22368213.07 5046.86 9620.17 851.78 915.3346 773.60
0.85 10248600.84 89607.09 2346322.49 47.97 6808334.53 21301.37 7359152 33467.34
10 0.9 14973896.77 130925.56 3434858.11 70.72 5910977.59 20159.63 5954140 21022.11
0.99 142873985.9 1250909.10 32880257.93 664.82 331074.47 5053.25 42594.72 119.75
0.999 1421485172 12456209.15 327291595.3 6532.30 42392.87 576.55 1185.90 13.31
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Cizelge C.1. p = 4 ve bir sapan deger oldugunda 6nerilen k parametreleri igin elde edilen

tahmin edicilerinin MSE tahminlerinin ortalamalari

o p a Ay ay(ky) au(ky) an(ks) au(ks) au(ks) am(ks) aum(ky)
n =20
0.9 7,601 1,574 0,351 1,45 0,512 0,507 0,324 0,232 0,300
1 0.99 74,583 15,044 2,338 8,196 2,790 0,269 0,490 0,961 0,885
0.999 750,04 150,145 22,354 8,848 46,778 0,048 0,262 4,274 7,322
0.9 68,411 14,168 2,279 9,492 2,683 1,351 0,726 1,066 1,037

3 0.99 671,24 135,399 20,158 19,78 24,754 0,426 0,563 4,380 6,624

0.999 6750,4 1351,3 200,301 6,279 421,00 0,1471 0,2139 17,748 65,779

0.9 190,03 39,357 6,089 21,86 7,229 3,939 1,092 2,251 2,322

5 0.99 1864,6 376,107 55,774 32,91 68,736 2,942 0,720 8,967 18,309

0.999 18751 3753,62 556,171 8,485 1169,4 6,908 0,394 35,065 182,71

0.9 760,13 157,431 23,901 74,43 28,555 23,27 2,219 6,675 8,335

10 0.99 7458,3 1504,43 222,678 89,21 274,84 46,403 1,469 25,351 73,091

0.999 75004 15014,5  2224,26 20,54 4677,7 126,14 1,1005 95,549 730,82

n =50

0.9 1,994 0,404 0,209 0,401 0,298 0,302 0,308 0,147 0,181
1 0.99 19,46 3,813 1,072 3,564 1,660 0,637 0,409 0,562 0,606

0.999 195,27 37,969 9,407 21,55 15,549 0,178 0,666 2,829 2,713

0.9 17,954 3,638 1,083 3,389 1,650 1,142 0,596 0,639 0,665
3 0.99 175,14 34,325 8,542 21,1 14,132 0,567 0,722 2,565 2,526

0.999 1757,4 341,725 83,534 31,34 139,84 0,133 0,291 11,439 23,454

0.9 49,871 10,106 2,746 8,784 4,367 3,047 0,831 1,216 1,2

5 0.99 486,49 95,349 23,489 40,66 39,219 3,022 0,714 4,802 6,726

0.999 4881,7 949,235 231,802 34,85 388,44 4,154 0,312 20,339 65,126

0.9 199,49 40,425 10,490 32,93 17,136 15,324 1,353 3,079 3,607

10 0.99 1946 381,396 93,583 117,8 156,81 42,855 1,018 11,463 26,614

0.999 19527 3796,94 926,84 71,04 1553,7 115,94 0,676 45,567 260,46

n =100

0.9 0,377 0,156 0,115 0,156 0,141 0,142 0,266 0,078 0,107
1 0.99 3,346 1,459 0,544 1,444 0,742 0,665 0,264 0,321 0,399

0.999 32,953 14,495 4,035 13,1 5,902 0,444 0,815 1,755 1,562

0.9 3,399 1,409 0,565 1,395 0,787 0,798 0,425 0,370 0,450
3 0.99 30,117 13,133 3,711 12,1 4,358 0,796 0,904 1,695 1,545

0.999 296,58 130,46 35,031 67,07 52,693 0,160 0,677 8,207 11,315

0.9 9,441 3,914 1,308 3,826 1,732 1,573 0,677 0,791 0,890

5 0.99 83,659 36,481 10,010 30,36 11,833 0,957 1,173 3,57 3,480

0.999 823,82 362,388 97,006 106,2 146,357 0,206 0,527 16,421 31,306

0.9 37,768 15,656 4,687 14,89 6,128 5,410 1,369 2,246 2,294

10 0.99 334,64 145,927 39,502 99,71 47,095 5179 1,557 9,709 13,021

0.999 3295,3 1449,55 387,485 201,8 585,418 7,346 0,647 41,806 125,15
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Cizelge C.2. p = 4 ve iki sapan deger oldugunda onerilen k parametreleri i¢in elde edilen

tahmin edicilerinin MSE tahminlerinin ortalamalari

o p a apy ay(ky) au(ks) ay(ks) ay(ks) an(ks) aw(ks) am(k;)
n =20
0.9 9,294 2,086 0,431 1,889 0,643 0,572 0,338 0,265 0,349
1 0.99 89,778 19,837 3,003 9,752 4,187 0,262 0,499 1,092 0,980
0.999 899,06 197,79 28,91 8,799 67,301 0,047 0,240 4,733 8,270
0.9 83,65 18,776 2,933 12,207 4,055 1,606 0,768 1,238 1,163
3 0.99 808,01 178,53 26,07 23,274 37,423 0,471 0,572 4,998 7,470
0.999 8091,5 1780,1 259,23 6,825 605,71 0,157 0,224 19,86 74,319
0.9 232,36 52,156 7,894 28,413 11,081 4,788 1,17 2,656 2,626
5 0.99 22445 495,93 72,17 39,913 103,93 2,850 0,758 10,386 20,658
0.999 22476 49447 719,82 9,758 1682,5 4,599 0,428 39,982 206,43
0.9 929,45 208,62 31,102 97,79 44,052 28,477 2,468 8,043 9,528

10 0.99 8977.,8 1983,7 288,19 110,83 415,66 48,526 1,639 29,975 82,496

0.999 89906 19779 2878,8 24,558 6730,1 115,92 1,266 111,66 825,72

n =50

0.9 2,6543 0,508 0,253 0,503 0,360 0,363 0,314 0,173 0,211
1 0.99 26,088 4,8182 1,414 4,4522 2,422 0,672 0,468 0,690 0,700

0.999 262,33 48,004 12,763 25,177 23,747 0,171 0,682 3,438 3,289

0.9 23,889 4,579 1,403 4,208 2,344 1,394 0,644 0,759 0,747
3 0.99 234,79 43,364 11,556 24,918 21,46 0,680 0,7 3,030 3,065

0.999 2361 432,04 113,67 32,205 213,69 0,158 0,270 13,341 28,718

0.9 66,357 12,721 3,633 10,887 6,405 4,334 0,855 1,388 1,396

5 0.99 652,19 120,46 31,861 47,896 59,598 5,916 0,6678 5,410 8,269

0.999 6558,3 1200,1 315,51 36,917 593,59 11,187 0,319 22,633 79,754

0.9 265,43 50,885 14,064 41,382 25,424 21,697 1,422 3,588 4,453

10 0.99 2608,8 481,82 127,09 14589 238,36 72,722 1,002 12,614 32,807

0.999 26233 4800,4 1261,7 84,112  2374,3 205,84 0,729 49,282 318,96

n =100
0.9 0,599 0,175 0,127 0,175 0,157 0,158 0,260 0,087 0,115
1 0.99 5,530 1,646 0,622 1,627 0,796 0,717 0,304 0,378 0,464
0.999 54,704 16,363 4,780 14,687 7,719 0,449 0,928 2,091 1,881
0.9 5,398 1,581 0,633 1,564 0,858 0,862 0,459 0,426 0,511
3 0.99 49,773 14,817 4,375 13,551 4,398 0,813 1,001 1,993 1,817
0.999 492,33 147,27 41,694 72,097 69,262 0,159 0,673 9,758 14,234
0.9 14,997 4,393 1,491 4,283 1,934 1,719 0,744 0,906 0,984
5 0.99 138,26 41,158 11,85 33,686 11,913 1,039 1,205 4,172 4,257
0.999 1367,6 409,08 115,51 111,18 192,39 0,216 0,494 19,361 39,43
0.9 59,988 17,576 5417 16,643 7,028 6,425 1,427 2,504 2,552
10 0.99 553,03 164,63 46,868 110,02 47,4 7,763 1,457 11,04 16,232

0.999 5470,4 1636,3 461,51 212,32 769,55 12,003 0,587 48,12 157,65
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Cizelge C.3. p = 4 ve {i¢ sapan deger oldugunda 6nerilen k parametreleri i¢in elde edilen

tahmin edicilerinin MSE tahminlerinin ortalamalari

o p @ Ay ay(ky) au(ks) ay(ks) ay(ks) an(ks) aw(ks) am(k;)
n =20
0.9 11,475 4,243 1,055 3,832 1,515 1,150 0,580 0,704 0,839
1 0.99 108,59 40,945 8,335 20,058 12,418 0,563 1,264 3,444 3,441
0.999 1083,8 410,69 82,2 18,147 167,99 0,1262 0,540 15,457 30,998
0.9 103,27 38,196 7,985 27,362 11,802 4,18 2,350 4,195 4,082
3 0.99 977,35 368,5 73,336 66,657 111,52 1,451 2,045 18,701 28,801
0.999 9754,6 3696,2 738,06 23,418 1511,9 0,593 0,843 77,72 278,83
0.9 286,87 106,1 21,74 68,253 32,596 11,013 4,500 10,049 10,295
5 0.99 2714,9 1023,6 203,19 131,66 309,77 3,985 3,311 43,28 79,81
0.999 27096 10267 2049,6 39,111 4199,8 1,987 1,790 175,69 774,54
0.9 1147,5 424,39 86,013 247,66 130,19 50,818 12,37 34,697 39,327
10 0.99 10859 4094,5 811,57 398,64 1239,1 26,465 8,814 144,39 319,02
0.999 108384 41069 8197,3 106,65 16799 22,797 6,150 573,91 3098,1
n =50
0.9 3,215 0,662 0,320 0,654 0,452 0,453 0,322 0,213 0,261
1 0.99 31,78 6,307 1,948 5,768 3,405 0,758 0,6155 0,962 0,931
0.999 319,79 62,954 18,011 30,795 33,876 0,180 0,800 4,904 5,045
0.9 28,935 5,959 1,888 5,443 3,257 1,816 0,724 0,957 0,913
3 0.99 286,02 56,768 16,242 31,755 30,531 0,882 0,793 4,250 4,604
0.999 2878,1 566,58 160,77 38,685 304,88 0,183 0,278 19,213 44,567
0.9 80,375 16,555 4,965 14,17 8,992 6,091 0,927 1,730 1,787
5 0.99 7945 157,69 44,85 62,6 84,804 8,455 0,708 7,570 12,546
0.999 7994,7 1573,8 446,31 47,183 846,87 13,94 0,318 32,679 123,78
0.9 321,5 66,22 19,401 54,353 35,856 30,415 1,524 4,531 6,026
10 0.99 3178 630,76 179,01 197 339,2 108,44 1,013 17,4 49,926
0.999 31979 6295,4 1784,8 114,28 3387,5 319,31 0,710 70,144 495,07
n =100
0.9 0,661 0,183 0,130 0,183 0,163 0,164 0,265 0,091 0,119
1 0.99 6,160 1,720 0,635 1,699 0,793 0,714 0,309 0,386 0,472
0.999 60,971 17,101 4,932 15,233 8,113 0,419 0,912 2,123 1,911
0.9 5,951 1,650 0,642 1,630 0,834 0,856 0,473 0,438 0,520
3 0.99 55,446 15,484 4,5063 14,03 4,2189 0,754 0,963 2,001 1,823
0.999 548,74 153,91 43,082 71,182 72,852 0,146 0,602 9,72 14,7
0.9 16,533 4,5857 1,5202 4,4535 1,823 1,716 0,749 0,913 0,967
5 0.99 154,02 43,011 12,225 34,426 11,429 1,017 1,091 4,122 4,349
0.999 1524,3 427,52 119,38 105,73 202,36 0,226 0,429 18,964 40,742
0.9 66,13 18,343 5,5501 17,253 6,545 6,916 1,325 2,414 2,509
10 0.99 616,07 172,04 48,398 110,98 45,484 10,149 1,246 10,527 16,731
0.999 6097,1 1710,1 477,01 199,08 809,44 17,242 0,528 45,495 162,91

96



Cizelge C.4. p = 10 ve bir sapan deger oldugunda onerilen kK parametreleri i¢in elde edilen

tahmin edicilerinin MSE tahminlerinin ortalamalari

o p a apy ay(ky) au(ks) ay(ks) ay(ks) an(ks) aw(ks) am(k;)
n =20
0.9 18,52 6,587 0,513 3,587 1,904 0,651 0,514 0,583 0,2689
1 0.99 178,85 63,648 4,195 7,513 18,326 0,244 0,330 4,900 1,021
0.999 1786,3 635,65 41,279 3,210 183,07 0,052 0,323 288,88 9,762
0.9 166,68 59,289 4,0627 11,924 16,907 5,403 0,706 3,818 1,241

3 0.99 1609,6 572,83 37,332 8,892 164,93 3,739 0,490 230,71 9,011

0.999 16077 5720,8 371,09 1,742 1647,6 3,201 0,294 4753,4 87,857

0.9 462,99 164,69 11,152 27,364 46,935 29,253 0,862 24,08 3,1716

5 0.99 4471,2 1591,2 103,63 17,074 458,15 94,44 0,667 919,88 25,005

0.999 44659 15891 1030,7 3,2082  4576,6 301,09 0,543 14435 244,05

0.9 1852 658,76 44,381 105,24 187,66 129,37 1,536 283,08 12,064

10 0.99 17885 6364,8 414,45 63,403  1832,6 505,48 1,446 5252,8 99,951

0.999 178634 63565 4122,9 11,921 18307 1704,9 1,399 61945 976,18

n =50
0.9 4,072 1,285 0,335 1,266 0,810 0,825 0,342 0,700 0,144
1 0.99 38,966 12,269 2,054 11,017 4,898 1,299 0,25 0,5029 0,974
0.999 388,21 122,19 19,185 55,074 44,747 0,306 0,827 45,802 6,789
0.9 36,652 11,568 1,966 10,423 3,774 2,394 0,471 0,640 0,959

3 0.99 350,69 110,42 17,367 57,383 43,843 0,796 0,863 38,772 6,150

0.999 3493,9 1099,7 171,54 65,129 402,71 0,114 0,947 895,35 60,972

0.9 101,81 32,134 5,207 26,333 10,108 5,234 0,676 4,119 2,029

5 0.99 974,14 306,73 47,993 100,95 121,79 1,388 1,162 178,4 17,023

0.999 9705,2 3054,7 476,24 63,92 1118,6 0,206 0,690 2801,8 169,37

0.9 407,25 128,54 20,398 93,938 40,21 34,198 1,174 47,757 7,380

10 0.99 3896,6 1226,9 191,55 250,04 487,14 39,727 1,354 1003,9 68,074

0.999 38821 12219 1904,5 105,39 44746 75,45 0,600 11915 677,46

n =100

0.9 1,592 0,596 0,258 0,594 0,500 0,503 0,314 0,813 0,089
1 0.99 15,145 5,682 1,319 5,561 2,786 1,728 0,191 0,153 0,721

0.999 150,61 56,551 11,586 46,453 19,047 0,766 0,706 14,59 4,262

0.9 14,333 5,368 1,270 5,253 2,458 2,128 0,395 0,4235 0,697
3 0.99 136,31 51,138 10,504 43,24 23,527 1,260 0,728 12,125 3,898

0.999 1355,5 508,96 102,88 157,86 1712 0,188 1,466 374,28 37,611

0.9 39,813 14,913 3,221 14,196 6,198 3,723 0,541 1,137 1,516

5 0.99 378,63 142,05 28,868 98,49 65,335 1,292 1,223 65,72 10,541

0.999 3765,2 1413,8 285,46 187,97 475,56 0,186 1,234 1237,2 104,47

0.9 159,25 59,652 12,355 53,835 24,427 15,462 0,996 15,724 4,743

10 0.99 15145 568,2 114,94 278,63 261,34 9,269 1,698 424,84 42,08

0.999 15061 5655,1 11413 270,44  1902,3 6,637 0,887 54444 4179
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Cizelge C.5. p = 10 ve iki sapan deger oldugunda Onerilen k parametreleri i¢in elde edilen

tahmin edicilerinin MSE tahminlerinin ortalamalari

o p a apy ay(ky) au(ks) ay(ks) ay(ks) an(ks) aw(ks) am(k;)
n =20
0.9 35,528 24,389 5,834 14,487 13,439 4,176 0,604 1,452 1,969
1 0.99 340,54 233,92 54,97 31,47 135,6 1,782 1,314 108,27 16,223
0.999 3393,8 2333,1 547,99 13,146  1351,8 0,309 1,183 20859 162,52
0.9 319,74 219,48 51,507 87,49 120,9 110,68 1,058 70,545 15,512

3 0.99 3064,9 2105,3 493,73 100,04 1220,4 447,07 0,838 1734,9 145,95

0.999 30544 20998 4930,9 25,541 12166 1459,7 0,614 20604 1462,7

0.9 888,17 609,68 143,02 2413 335,83 321,53 2,068 365,78 42,963

5 0.99 8513,6 5848,1 13714 268,92  3389,9 1730,9 1,478 5413,8 4054

0.999 84844 58327 13697 68,116 33795 6503,1 1,274 57943 4063

0.9 3553 2439,1 572,47 989,64 13437 1053,8 10,624 2201,8 171,53

10 0.99 34054 23392 5485,9 1129,8 13560 3988,7 8,175 23138 1621,6

0.999 339376 233308 54788 292,2 135179 11445 5,231 23314 16252

n =50
0.9 4,547 1,449 0,346 1,425 0,869 0,881 0,349 0,684 0,146
1 0.99 43,344 13,826 2,154 12,225 6,036 1,211 0,246 0,588 0,967
0.999 431,33 137,65 20,168 56,551 48,038 0,261 0,769 52,96 6,908
0.9 40,925 13,049 2,074 11,668 4,861 2,489 0,466 0,699 0,972
3 0.99 390,1 124,43 18,284 61,863 54,265 0,760 0,829 45,304 6,263
0.999 3881,9 1238,8 180,4 64,297 432,34 0,107 0,890 1020,2 62,079
0.9 113,68 36,248 5,506 29,499 13,297 5,422 0,658 4,937 2,0694
5 0.99 1083,6 345,64 50,536 109,45 150,74 1,313 1,155 206,72 17,348
0.999 10783 3441,1 500,86 65,128 1201 0,194 0,696 3179,1 172,44
0.9 454,72 144,99 21,582 105,39 53,079 33,469 1,186 57,533 7,540
10 0.99 4334,4 1382,6 201,7 273,07 602,94 27,512 1,489 1155,3 69,38
0.999 43133 13765 2003 109,57 4803,8 43,677 0,664 13477 689,76
n=100
0.9 1,439 0,603 0,246 0,601 0,497 0,501 0,322 0,820 0,086
1 0.99 13,726 5,749 1,234 5,616 2,427 1,616 0,187 0,152 0,677
0.999 136,61 57,227 10,824 46,197 20,423 0,664 0,648 14,385 3,988
0.9 12,953 5,429 1,186 5,301 2,412 2,013 0,399 0,430 0,657
3 0.99 123,53 51,742 9,807 43,044 19,441 1,100 0,677 11,945 3,638
0.999 1229,5 515,04 96,087 147,04 183,66 0,162 1,274 374,22 35,227
0.9 35,981 15,083 3,005 14,283 6,163 3,492 0,535 1,098 1,402
5 0.99 343,15 143,73 26,95 96,372 53,963 1,142 1,102 65,278 9,8602
0.999 3415,3 1430,7 266,62 169,05 510,18 0,166 1,040 1244,7 97,85
0.9 143,92 60,33 11,522 53,919 24,366 15,322 0,940 15,325 4,414
10 0.99 1372,6 574,91 107,31 267,41 215,84 9,912 1,452 425,06 39,37
0.999 13661 5722,7 1066 239,54 2040,7 7,6319 0,736 5498,6 391,4
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Cizelge C.6. p = 10 ve li¢ sapan deger oldugunda onerilen k parametreleri i¢in elde edilen

tahmin edicilerinin MSE tahminlerinin ortalamalari

o p @ aw au(k) au(k) aw(k) au(R) aulks) auke) au(ks)
n =20
0.9 36,021 27,164 6,4092 15,817 14,631 5,3548 0,786 2,971 3,427
1 0.99 346,89 261,09 60,657 37,369 144,05 2,9347 1,986 149,43 30,52
0.999 3464,7 2604,2 603,95 18,737 1439,6 0,504 1,588 2417,1 300,7
0.9 324,21 244,53 56,77 104,86 131,71 125,67 1,178 107,24 29,85
3 0.99 3122 2349,8 544,94 151,27 1296,5 534 0,917 2068,4 274,7
0.999 31182 23438 5434,6 46,489 12956 1608,9 0,607 23170 2706
0.9 900,48 679,14 157,61 290,74 365,72 353,15 2,584 482,62 82,86
5 0.99 8672,3 6527,3 1513,7 408,7 3601,4 2210,3 1,442 6203,5 763
0.999 86617 65106 15096 123,58 35989 9295,2 1,177 64822 7517
0.9 3602,2 2716,6 630,73 1186,2 1462,9 1197,2 16,05 2564,9 331,1
10 0.99 34689 26109 6054,8 1686,2 14405 5717,3 8,382 25947 3052
0.999 346470 260422 60384 516,79 143958 19561 4,660 26030 30068
n =50
0.9 5,813 2,109 0,542 2,065 1,223 1,164 0,345 0,565 0,277
1 0.99 55,323 19,999 3,849 17,178 10,225 1,324 0,391 1,774 1,676
0.999 550,53 198,85 36,811 69,578 74,933 0,260 1,245 104,11 14,12
0.9 52,323 18,986 3,710 16,429 9,084 3,533 0,622 1,669 1,634
3 0.99 497,9 179,99 33,42 76,156 92,017 0,994 1,169 88,731 12,87
0.999 4954,8 1789,6 330,06 62,847 674,4 0,148 0,839 1581,7 127
0.9 145,34 52,74 10,05 41,315 25,187 12,318 0,913 11,3 4,029
5 0.99 1383,1 499,97 92,582 132,84 255,6 4,944 1,172 349,22 35,73
0.999 13763 4971,1 916,59 66,688 1873,3 1,103 0,518 47249 352,8
0.9 581,36 210,96 39,815 152,87 100,72 93,97 1,317 99,583 15,73
10 0.99 5532,3 1999,9 369,95 374,63 1022,4 253,78 1,103 1739,3 1429
0.999 55053 19885 3666 142,78 7493,3 704,11 0,568 19571 1411
n =100
0.9 1,715 0,637 0,248 0,635 0,517 0,520 0,332 0,817 0,088
1 0.99 16,329 6,063 1,246 5,910 2,506 1,568 0,189 0,156 0,675
0.999 162,44 60,324 10,963 47,813 18,963 0,596 0,626 15,263 3,93
0.9 15,442 5,736 1,2016 5,588 2,526 1,998 0,411 0,436 0,659
3 0.99 146,96 54,568 9,945 44,729 20,429 1,014 0,663 12,72 3,59
0.999 1462 542,92 97,377 143,84 170,51 0,147 1,172 395,93 34,76
0.9 42,894 15,935 3,0545 15,021 6,543 3,471 0,547 1,179 1,38
5 0.99 408,23 151,58 27,343 98,966 56,716 1,077 1,057 69,172 9,746
0.999 4061,1 1508,1 270,21 162,18 473,63 0,157 0,947 1314,7 96,55
0.9 171,58 63,738 11,734 56,556 25,934 16,07 0,941 16,336 4,374
10 0.99 1632,9 606,31 108,89 272,14 226,85 10,074 1,365 449,2 38,92
0.999 16244 6032,4 1080,4 229,98 18945 7,012 0,679 5801,6 386,2
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Cizelge C.8. p = 4 ve bir sapan deger oldugunda 6nerilen k parametreleri i¢in elde edilen

tahmin edicilerinin en kii¢iik MSE tahminlerinin frekanslar1

A~

a p a @y ay(ki) au(kz) au(ks) au(ks) au(ks) am(ks) am(ks)
n=20
0.9 0 1 1379 5 187 39 4527 2407 1455
1 09 0 0 152 0 903 3594 3554 1162 635
0999 0 0 52 1 347 8111 1106 187 196
0.9 0 1 574 60 1186 1210 4103 1485 1381
3 099 0 0 183 40 995 5060 2449 606 667
0999 0 0 31 220 202 6242 2604 277 424
0.9 0 1 467 95 1206 888 4709 1321 1313
5 099 0 0 108 100 842 3827 3746 694 683
0999 0 0 27 526 191 5446 3197 248 365
0.9 0 2 245 73 1111 505 5762 1144 1158
10 099 © 0 44 92 816 2339 5562 538 609
0999 0 0 19 429 225 3640 5225 173 289
n =750
0.9 4 16 1575 7 68 7 3288 3036 1999
1 099 0 0 288 0 99 887 6161 1484 1081
0999 0 0 55 0 470 5685 2866 590 334
0.9 0 7 945 28 513 428 4457 2017 1605
3 099 0 0 156 5 601 4837 2884 781 736
0999 0 0 51 3 479 7075 1682 230 480
0.9 0 6 564 55 645 589 4754 1727 1660
5 099 0 0 190 22 548 3401 4122 750 967
0999 0 0 39 44 333 4893 3699 382 610
0.9 0 5 285 41 661 265 6180 1274 1289
10 099 0O 0 101 24 441 1653 6171 731 879
0999 0 0 20 81 332 3028 5737 353 449
n =100
09 123 11 1406 0 12 1 2769 3306 2372
1 099 94 0 139 0 25 59 6787 1606 1290
0.999 6 0 23 0 359 3644 4883 619 466
09 67 1 1107 6 127 21 4729 2425 1517
3 099 13 0 170 0 699 2673 4551 1166 728
0.999 0 0 19 0 713 7149 1682 268 169
09 45 0 790 11 439 168 5127 1989 1431
5 099 0 0 117 0 1034 4016 3433 779 621
0.999 0 0 23 0 624 7317 1575 188 273
0.9 7 0 386 15 766 299 5601 1528 1398
10 099 © 0 114 5 1069 3269 4299 567 677
0.999 0 0 14 7 468 5507 3384 255 365
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Cizelge C.9. p = 4 ve iki sapan deger oldugunda 6nerilen k parametreleri igin elde edilen

tahmin edicilerinin en kii¢iik MSE tahminlerinin frekanslar1

o p o aw aw(k) au(k) aw(k) aw(ks) au(ks) au(ke) au(ks)
n=20
0.9 0 0 1172 5 171 47 4927 2331 1347
1 0.99 0 0 124 0 684 4202 3306 1114 570
0.999 0 0 34 1 158 8322 1114 175 196
0.9 0 0 452 38 956 1174 4539 1419 1422
3 0.99 0 0 132 32 819 5148 2675 566 628
0.999 0 0 19 181 96 6552 2539 211 402
0.9 0 0 403 74 945 789 5197 1288 1304
5 0.99 0 0 85 79 676 3739 4185 579 657
0.999 0 0 17 419 89 5463 3478 179 355
0.9 0 0 211 64 862 413 6307 1013 1130
10 0.99 0 0 43 72 652 2095 6067 498 573
0.999 0 0 8 327 110 3359 5728 143 325
n =50
0.9 0 6 1432 7 49 10 3690 2959 1847
1 0.99 0 0 265 0 37 1264 6004 1410 1020
0.999 0 0 41 0 228 6353 2553 543 282
0.9 0 1 743 26 452 480 4666 1953 1679
3 0.99 0 0 157 2 295 4900 3086 717 843
0.999 0 0 49 2 178 6845 2119 220 587
0.9 0 0 461 46 409 532 5171 1714 1667
5 0.99 0 0 173 18 252 2949 4804 783 1021
0.999 0 0 32 34 135 4425 4338 389 647
0.9 0 0 233 31 375 215 6782 1161 1203
10 0.99 0 0 105 12 211 1248 6863 688 873
0.999 0 0 16 68 148 2509 6454 309 496
n =100
0.9 25 14 1339 3 10 0 3080 3250 2279
1 0.99 22 0 155 0 49 95 6935 1512 1232
0.999 0 0 35 0 213 4160 4547 606 439
0.9 17 1 1090 9 157 28 4904 2279 1515
3 0.99 3 0 153 0 979 2897 4239 1041 688
0.999 0 0 27 0 412 7681 1492 230 158
0.9 14 0 734 16 491 218 5207 1868 1452
5 0.99 0 0 119 0 1369 4046 3165 710 591
0.999 0 0 34 0 357 7399 1698 198 314
0.9 4 0 368 14 789 322 5708 1390 1405
10 0.99 0 0 116 6 1255 2825 4530 557 711
0.999 0 0 25 5 268 5074 3941 278 409
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Cizelge C.10. p = 4 ve li¢ sapan deger oldugunda onerilen k parametreleri i¢in elde edilen

tahmin edicilerinin en kii¢iik MSE tahminlerinin frekanslari

o p o aw aw(k) au(k) aw(k) aw(ks) au(ks) au(ke) au(ks)
n=20
0.9 0 0 276 0 140 155 6582 1498 1349
1 0.99 0 0 20 0 453 5931 2827 497 272
0.999 0 0 1 0 47 8978 854 71 49
0.9 0 0 89 1 769 1249 6029 803 1060
3 0.99 0 0 10 0 576 6660 2365 188 201
0.999 0 0 0 10 36 8609 1243 26 76
0.9 0 0 67 3 766 779 7030 528 827
5 0.99 0 0 6 2 573 4906 4196 115 202
0.999 0 0 0 33 35 6737 3104 18 73
0.9 0 0 34 4 709 425 7850 307 671
10 0.99 0 0 1 7 536 3021 6188 75 172
0.999 0 0 0 34 35 4322 5540 11 58
n =50
0.9 0 7 1113 8 43 9 4374 2791 1655
1 0.99 0 0 203 0 20 1940 5696 1209 932
0.999 0 0 28 0 71 7001 2240 456 204
0.9 0 0 539 25 289 407 5189 1769 1782
3 0.99 0 0 121 3 117 4947 3450 588 774
0.999 0 0 37 2 67 7032 2207 208 447
0.9 0 0 321 42 277 403 5744 1468 1745
5 0.99 0 0 136 18 106 2604 5481 584 1071
0.999 0 0 26 32 56 4123 4891 310 562
0.9 0 0 161 30 198 139 7324 991 1157
10 0.99 0 0 83 19 80 996 7498 540 784
0.999 0 0 14 55 53 2134 7007 276 461
n =100
0.9 20 12 1427 4 22 3 3083 3176 2253
1 0.99 15 0 160 0 71 105 6927 1567 1155
0.999 0 0 33 0 186 4362 4384 574 461
0.9 13 3 1141 6 229 52 4828 2251 1477
3 0.99 0 0 153 0 1167 3014 3906 1061 699
0.999 0 0 25 0 391 7797 1412 206 169
0.9 11 0 718 17 649 325 4945 1824 1511
5 0.99 0 0 129 1 1544 3997 3009 696 624
0.999 0 0 32 0 294 7207 1883 208 376
0.9 0 0 381 18 994 346 5515 1415 1331
10 0.99 0 0 127 8 1277 2469 4753 596 770
0.999 0 0 20 10 222 4588 4385 308 467

103



Cizelge C.11. p = 10 ve bir sapan deger oldugunda 6nerilen k parametreleri i¢in elde edilen

tahmin edicilerinin en kii¢ciik MSE tahminlerinin frekanslari

o p @ aw au(k) au(k) aw(k) au(k) auks) au(ks) aw(k)
n=20
0.9 0 0 1630 0 81 42 1550 1284 5413
1 0.99 0 0 13 0 9 2722 4993 1560 703
0.999 0 0 0 0 5 8509 1418 16 52
0.9 0 0 213 3 96 363 4721 1734 2870
3 0.99 0 0 5 11 9 3398 6089 54 434
0.999 0 0 0 339 4 4832 4779 0 46
0.9 0 0 58 2 51 109 7187 639 1954
5 0.99 0 0 0 26 10 1265 8359 17 323
0.999 0 0 0 519 2 2473 6982 0 24
0.9 0 0 9 1 27 11 9082 62 808
10 0.99 0 0 1 9 7 241 9602 1 139
0.999 0 0 0 250 3 659 9072 0 16
n=>50
0.9 0 0 368 0 0 0 3257 332 6043
1 0.99 0 0 10 0 0 45 5380 3793 772
0.999 0 0 0 0 16 4201 5443 319 21
0.9 0 0 196 0 15 2 3784 3540 2463
3 0.99 0 0 0 0 12 3284 6044 505 155
0.999 0 0 0 0 14 8243 1735 1 7
0.9 0 0 71 0 108 12 6181 2388 1240
5 0.99 0 0 0 0 13 4124 5647 67 149
0.999 0 0 0 0 11 8129 1853 0 7
0.9 0 0 10 0 186 8 8466 492 838
10 0.99 0 0 0 0 12 1520 8356 6 106
0.999 0 0 0 1 5 3687 6300 0 7
n =100
0.9 0 0 198 0 0 0 3094 83 6625
1 0.99 0 0 9 0 0 1 3545 5440 1005
0.999 0 0 0 0 43 2039 7288 603 27
0.9 0 0 142 0 0 0 3222 3501 3135
3 0.99 0 0 4 0 11 1366 7264 1220 135
0.999 0 0 0 0 77 7078 2823 14 8
0.9 0 0 79 0 10 2 4843 3417 1649
5 0.99 0 0 0 0 30 3192 6359 327 92
0.999 0 0 0 0 82 8073 1838 2 5
0.9 0 0 21 0 56 5 7907 1419 592
10 0.99 0 0 0 0 36 2370 7496 25 73
0.999 0 0 0 0 61 5824 4108 0 7
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Cizelge C.12. p = 10 ve iki sapan deger oldugunda 6nerilen k parametreleri igin elde edilen

tahmin edicilerinin en kii¢ciik MSE tahminlerinin frekanslari

o p @ aw au(k) au(k) aw(k) au(k) auks) au(ks) aw(k)
n=20
0.9 0 0 3 0 0 0 6171 3353 473
1 0.99 0 0 0 0 0 3232 6668 69 31
0.999 0 0 0 0 0 8106 1894 0 0
0.9 0 0 0 0 0 0 9771 99 130
3 0.99 0 0 0 0 0 29 9962 0 9
0.999 0 0 0 0 0 139 9861 0 0
0.9 0 0 0 0 0 0 9972 2 26
5 0.99 0 0 0 0 0 2 9997 0 1
0.999 0 0 0 1 0 14 9985 0 0
0.9 0 0 0 0 0 0 9997 1 2
10 0.99 0 0 0 0 0 2 9998 0 0
0.999 0 0 0 0 0 5 9995 0 0
n=>50
0.9 0 0 354 0 0 0 3114 388 6144
1 0.99 0 0 5 0 0 58 5726 3552 659
0.999 0 0 0 0 8 4401 5349 232 10
0.9 0 0 141 0 10 2 3955 3494 2398
3 0.99 0 0 0 0 3 3340 6095 435 127
0.999 0 0 0 0 7 8190 1799 1 3
0.9 0 0 48 0 39 21 6401 2349 1142
5 0.99 0 0 0 0 1 4096 5705 63 135
0.999 0 0 0 0 5 8146 1845 0 4
0.9 0 0 12 0 87 10 8697 388 806
10 0.99 0 0 0 0 2 1668 8227 4 99
0.999 0 0 0 2 5 4189 5799 0 5
n =100
0.9 0 0 253 0 0 0 2937 62 6748
1 0.99 0 0 8 0 0 2 3507 5393 1090
0.999 0 0 0 0 30 2155 7192 595 28
0.9 0 0 180 0 0 0 3161 3352 3307
3 0.99 0 0 3 0 39 1463 7092 1242 161
0.999 0 0 0 0 59 7120 2803 12 6
0.9 0 0 99 0 13 2 4706 3412 1768
5 0.99 0 0 0 0 85 3354 6154 299 108
0.999 0 0 0 0 54 8133 1808 0 5
0.9 0 0 20 0 59 15 7844 1428 634
10 0.99 0 0 0 0 85 2210 7585 21 99
0.999 0 0 0 0 40 5597 4358 0 5
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Cizelge C.13. p = 10 ve {i¢ sapan deger oldugunda 6nerilen k parametreleri i¢in elde edilen

tahmin edicilerinin en kii¢ciik MSE tahminlerinin frekanslari

o p @ aw au(k) au(k) aw(k) au(k) auks) au(ks) aw(k)
n=20
0.9 0 0 1 0 0 0 7759 2164 76
1 0.99 0 0 0 0 0 3136 6834 19 11
0.999 0 0 0 0 0 7841 2159 0 0
0.9 0 0 0 0 1 0 9974 17 8
3 0.99 0 0 0 0 0 4 9996 0 0
0.999 0 0 0 0 0 11 9989 0 0
0.9 0 0 0 0 0 0 9997 1 2
5 0.99 0 0 0 0 0 1 9999 0 0
0.999 0 0 0 0 0 4 9996 0 0
0.9 0 0 0 0 0 0 10000 0 0
10 0.99 0 0 0 0 0 0 10000 0 0
0.999 0 0 0 1 0 0 9999 0 0
n=>50
0.9 0 0 228 0 0 0 3739 1231 4802
1 0.99 0 0 4 0 0 351 6722 2495 428
0.999 0 0 0 0 1 5479 4390 119 11
0.9 0 0 77 0 13 3 5302 3040 1565
3 0.99 0 0 0 0 0 4152 5522 206 120
0.999 0 0 0 0 0 8592 1405 0 3
0.9 0 0 23 0 25 22 7536 1561 833
5 0.99 0 0 0 0 0 2748 7111 26 115
0.999 0 0 0 0 0 6072 3922 0 6
0.9 0 0 4 0 22 3 9295 200 476
10 0.99 0 0 0 0 0 529 9410 1 60
0.999 0 0 0 0 0 1446 8550 0 4
n =100
0.9 0 0 296 0 0 0 2880 72 6752
1 0.99 0 0 5 0 0 0 3601 5310 1084
0.999 0 0 0 0 37 2223 7102 605 33
0.9 0 0 194 0 0 0 3074 3394 3338
3 0.99 0 0 1 0 30 1568 7010 1245 146
0.999 0 0 0 0 76 7206 2704 8 6
0.9 0 0 98 0 15 3 4724 3373 1787
5 0.99 0 0 0 0 79 3453 6055 281 132
0.999 0 0 0 0 62 8164 1769 0 5
0.9 0 0 19 0 68 10 7853 1311 739
10 0.99 0 0 0 0 81 2208 7592 13 106
0.999 0 0 0 0 55 5483 4456 0 6
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