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Altdiiz bolgesi kavrami bir modiiliin diiz olmasi i¢in ne kadar yakin (veya
uzak) oldugunu 6lgmek i¢in kullanilir. Altdiiz bolgesi tiim sol modiillerin sinifi olan
sag modiiller tam olarak diiz modiillerdir. Bu calismada, altdiiz bolgesi yalnizca
burulmasiz modiillerden olugsan RD-diiz modiilleri inceledik. Boyle modiilleri tf-test
olarak adlandirdik. Devirli gosterime sahip sol R-modiillerinin alt diiz bolgeleri
yardimiyla P-uyumlu halkalarin  ve burulmasiz  halkalarin  yeni bir
karakterizasyonunu veriyoruz. Sonlu gosterime sahip RD-diiz sol R-modiiliiniin tf-
test veya burulmasiz oldugu halkalarin yapilarini inceliyoruz.
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The concept of subflat domain is used to measure how close (or far away)
an module is to be flat. A right module is flat if its subflat domain is the entire class
of left modules. In this note, we focus on of RD-flat modules that have subflat
domain which is exactly the collection of all torsion-free modules, shortly tf-test
modules. We give a new characterization of left P-coherent rings and torsion-free
rings by subflat domains of cyclically presented left R-modules. We study the
structure of rings over which finitely presented RD-flat left R-module is tf-test or
torsion-free.

Anahtar kelimeler: RD-flat module, subflat domain, torsion-free module.



GENISLETILMIS OZET

R bir halka ve N bir modiil olsun. Extgr(M,N) = 0 oldugunda M bir
projektif sag R-modiil oluyorsa N’ye projektiflik i¢cin Whitehead test modiil veya
p — test modiil denir. Trlifaj, Whitehead injektif test modiillerini Whitehead
projektif test modiillerin duali olarak tamimlamistir. Exty (N, M) = 0 oldugunda M
bir sag injektif R-modiil oluyorsa N’ye injektiflik icin Whitehead test modiil veya
i — test modiil denir. i — test modiillerinden esinlenilerek, diiz modiiller i¢in test
modiilii (f — test modiilii) Tor funktérii yardimiyla ¢aligilmistir. Diiz olmayan her
N sol R-modiilii i¢in Tor(M,N) # 0 oluyorsa M ye diizliik i¢in test modiil veya
f — test modiil denir.

Burulmasiz gruplarin, degismeli olmayan halkalar tizerine birbirinden farkli
genellemeleri vardir. Bu genellemelerden biri su sekildedir: M’nin burulmasiz
modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her r € R i¢in Tory(M,R/Rr) =0
olmasidir. Burulmasiz modiillerin, nispeten boliinebilir (relatively divisible (RD)) alt
modiiller ile yakin bir iligkisi mevcuttur. B bir sag R-modiil ve A, B’nin bir alt
modiilii olsun. R’nin her r elamani i¢in rANB = rB ise A, B’nin RD-alt modiiliidiir
denir. Denk olarak A, B’nin RD-alt modiilii olmasi igin gerek ve yeter kosul R’nin
her r elamam i¢in A @ R/Rr — B @ R/Rr birebir olmasidir. Diiz modiiller

burulmasiz modiillerdir fakat bunun tersi genelde dogru degildir. Bir sol C modiilii

burulmasiz olmasi icin gerek ve yeter kosul 0 — A A B — C — 0 formundaki her
kisa tam dizi i¢in, B’nin g(A) alt modiilii RD-alt modiilii olmasidir. Burulmasiz
modiillerin, nispeten bdliinebilir (relatively divisible (RD)) alt modiiller ile yakin bir
iliskisi mevcuttur. T (D) bir R-modiil olsun. T’nin burulmasiz (bdliinebilir) olmasi
icin gerek ve yeter kosul her 0 = D - B - T — 0 kisa tam dizisinin RD-tam
olmasidir. Standart eslenik izomorfizmden, bir B modiiliiniin burulmasiz olmasi igin

gerek ve yeter kosul B’nin karakter modiiliiniin boliinebilir sol R-modiil olmasidir.



Asikar olarak her saf tam dizi RD-tam dizidir. Her diiz ve fp-injektif modiil sirasiyla
burulmasiz ve boliinebilirdir.
Bu tez calismasinda burulmasiz modiiller i¢in test modiiller ¢aligilmistir. M

bir sag R-modiil ve N bir sol R-modiil olsun. Eger sol R-modiillerin her 0 - H —

dizisi tam oluyorsa M’ye N — altdiiz(N — subflat) denir. M N — altdiiz olacak
sekilde tim N modiillerin topluluguna M’nin altdiiz bolgesi denir. M’nin altdiiz
bolgesi F~1(M) ile gosterilir. Bir M sag R-modiiliiniin diiz olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul §~1(M) = R — Mod olmasidir. Ozel olarak her M sag R-modiilii igin, sol
modiillerin =1 (M) smifi tiim diiz modiillerin siifin1 igerir. Eger M RD-diiz sag R-
modiil ise F~1(M) simfi tiim burulmasiz modiillerin sinifim icerir. Dolayisiyla, bir
RD-diiz modiiliin muhtemel en kii¢iik altdiiz bolgesi burulmasiz modiiller sinifidir.
& 1(M) sinifi tam olarak burulmasiz modiillerin smifi ise M RD-diiz modiiliine
burulmasiz modiiller i¢in test modiil, kisaca tf — test modiil diyecegiz. Her
halkanin tf-test modiile sahip oldugunu inceledik.

Boliim 4°te ilk basta modiillerin altdiiz bolgelerinin yeni 6zellikleri ¢alisildi
ve altdiz bolgeleri yardimiyla uyumlu (coherent) P-uyumlu (P-coherent) ve
burulmasiz halkalar i¢in yeni karakterizasyonlari elde edildi. R’nin burulmasiz halka
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul devirli gosterime sahip (veya RD-diiz) her sol (veya
sag) M R-modiilii icin §~1(M) nin alt modiilleri altinda kapali olmasidir. R’nin sag
P-uyumlu halka olmasi igin gerek ve yeter kosul her devirli gosterime sahip U
modiilii igin §~1(U)’in direk ¢arpim altinda kapali olmasidir. Ayrica burulmasiz
modiiller i¢in test modiil olarak tf-test modiilleri tanitilmig ve incelenmistir. Sonlu
gosterime sahip RD-diiz modiillerin burulmasiz veya tf-test (f-test) oldugu halkalarin

karakterizasyonu g¢alisilmustir.
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1. GIRIS Miicahit BOZKURT

1. GIRIS

Bu c¢alismada halkalar birimli ve birlesmelidir. Aksi belirtilmedikge
modiiller sag R-modiil alinacaktir. Sag (sol) R-modiillerinin sinifint Mod-R (R-Mod)
ile gosterecegiz.

Mod-R smifinin tamamina 1s1k tutan 6énemli alt siniflar1 vardir. Bu 6nemli
alt siniflar1 basinda, tiim projektif modiiller, tim injektif modiiller ve tim diiz
modiiller smift gelir. Son yillarda, bir modiiliin projektifligini, injektifligini ve
diizligiinii test etmek icin alternatif yollar lizerine gelistirilmistir. Biz bu ¢alismada
burulmasiz modiiller araciliyla RD-diiz modiillerin diizliigiinii inceledik.

Hattori bir tamlik bolgesi iizerinde burulmasiz modiillerin mistir. Hattori
(1960) c¢alismasinda, burulmasiz modiillerin tamlik bolgesi tizerindeki homolojik
ozelliklerinden esinlenerek, degismeli olmayan halkalar iizerinde burulmasiz
modiiller tanimlanmis ve incelenmistir. X bir sag R-modiilii olsun. Eger her r € R
icin Tory (X, R/Rr) = 0 ise X e burulmasiz modiil denir. Diiz modiiller, burulmasiz
modiildiir ancak tersi genellikle dogru degildir. Burulmasiz modiillerin, nispeten
boliinebilir (relatively divisible (RD)) alt modiiller ile yakin bir iligkisi mevcuttur. T
(D) bir R-modiil olsun. T’nin burulmasiz (bdliinebilir) olmasi igin gerek ve yeter
kosul her 0 > D - B> T — 0 kisa tam dizisinin RD-tam olmasidir. Standart
eslenik izomorfizmden, bir B modiiliiniin burulmasiz olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul B’nin karakter modiiliiniin boliinebilir sol R-modiil olmasidir. Asikér olarak
her saf tam dizi RD-tam dizidir. Her diiz ve fp-injektif modiil sirasiyla burulmasiz
ve boliinebilirdir.

Bir N R-modiilii her RD-tam dizisine gore injektif (sirasiyla, projektif, diiz)
ozelligine sahipse RD-injektif (sirasiyla, RD-projektif, RD-diiz) olarak adlandirilir.
Warfield (1969) calismasinda, RD-projektif, RD-injektif ve RD-diiz modiil
kavramlarini tanitilmistir. Couchot (2006) ¢alismasinda, her Artinian modiiliin RD-
injektif oldugu degismeli halkalar karakterize edilmistir. Moradzadeh-Dehkordi ve

1



1. GIRIS Miicahit BOZKURT

Shojaee (2017) caligmasinda, R’nin tiim ideallerini RD-diiz oldugu R halkalarinin
ana Ozelliklerini incelenmistir. EKlof ve Trlifaj (2001); Trlifaj (1996) makalesinde
Whitehead injektif test (kisaca, i-test modiilleri) modiillerden esinlenilerek Tor
funktorli araciyla, f-test modiller, Alizade ve Durgun (2017) caligmasinda,
calisilmigtir. Diiz olmayan her K sol R-modiilii i¢in Tor(F, K) # 0 ise F’ye f-test
modiil denir. Ayn1 f-test modiil gibi, bu tezin temel amaci burulmasiz modiiller i¢in
test modiillerini incelemektir. K bir sag R-modiil ve L bir sol R-modiil olsun. Eger
sol R-modiillerin her 0 - U - D - L — 0 kisa tam dizisi i¢cin 0 - K ®
U->KQ®D —> K L — 0 dizisi tam oluyorsa K L —altdiiz (L — subflat)
denir. K L — altdiiz olacak sekilde tim L modillerin topluluguna K’nin
altdiiz bolgesi denir. K’nin altdiiz bdlgesi F 1(K) ile gosterilir. Bir K sag R-
modiiliiniin diiz olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul F~1(K) = R — Mod olmasidir.
Tiim diiz sol R-modiiller sinifi her K modiilii i¢in, §~1(K) tarafindan icerilmektedir.
Eger M RD-diiz sag R-modiil ve N burulmasiz sol R-modiil ise M N-altdiiz olur.
Dolayisiyla, bir RD-diiz modiiliin muhtemel en kiiciik altdiiz bolgesi burulmasiz
modiiller sinifidir. §~1(M) sinifi tam olarak burulmasiz modiillerin sinifi ise M RD-
diiz modiiliine burulmasiz modiiller i¢in test modiil, kisaca tf-test modiil diyecegiz.
Her halkanin tf-test modiile sahip oldugunu gosterdik

Boliim 4°te modiillerin altdiiz bolgelerinin yeni 6zellikleri verilmis ve altdiiz
bolgeleri yardimiyla P-uyumlu (P-coherent) ve burulmasiz halkalar igin yeni
karakterizasyonlar1 elde edildi. R’nin burulmasiz halka olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul devirli gésterime sahip (veya RD-diiz) her M sol (veya sag) R-modiilii igin
&1 (M) nin alt modiilleri altinda kapali olmasidir. Ayrica burulmasiz modiiller igin
test modiil olarak tf-test modiilleri tanitilmis ve incelenmistir. Sonlu gosterime sahip
RD-diiz modiillerin burulmasiz veya tf-test (f-test) oldugu halkalarin

karakterizasyonu c¢alisilmistir.
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Burulmasiz (sirastyla, diiz, tekilsiz) modiillerin ailesini T'Fy (sirastyla, Fg, Ng)

ile gosterecegiz. Bir U R-modiiliiniin karakter (character) modiilit Homz(U, Q/ 7)Y
U+ ile gosteriyoruz. U ve H R-modiiller olsun. Hom(U, H), Homg (U, H) anlamina
gelirken Ext™(U,H) ise Extg(U,H) anlamina gelir. Benzer sekilde U @ H ,
U @ H anlamina gelirken Tor, (U, H) ise Tor,R (U, H) anlamia gelir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR Miicahit BOZKURT

2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Modiiller ve Alt Modiiller
Tamm 2.1.1 R bir halka, (M, +) abelyen grup olmak iizere.: M X R - M
carpma islemi herr, s € R ve her m, n € M i¢gin agsagidaki sartlar1 saglarsa bu garpma

islemi ile M’ye bir sag R-modiil denir. Mr ile gosterilir.

1) (m+ n).r = mr + nr
2) m.(r +s) =m.r + m.s
3) m.(rs) = (m.r).s

4 ml1l=m

Benzer sekilde sol R-modiil tanimlanir. gRM ile gosterilir (Anderson ve Fuller, 1992).
Ornek 2.1.2 Birimli her R halkas1 ayni zamanda bir sag ve sol R-modiildiir.
(Rotman, 1979).
Tanmim 2.1.3 M bir R-modiil ve N € M olsun. Eger N, M’nin alt grubu ve herr € R
ve her n € N i¢inr.n € N oluyorsa N, M’nin alt modiilii denir. N <M ile gosterilir
(Rotman, 1979).
Tanim 2.1.4 X, M’nin alt kiimesi olsun.

Xy = {rix;j: 1 € Rvex; € X}
Bu kiime X deki elemanlarin tiim lineer kombinasyonlarinin kiimesidir. (X), X
tarafindan dogrulan (veya iiretilen) alt modiildiir denir. X = @ ise (X) = 0dir. X
sonlu alt kiime ve M = (X) ise M sonlu tiretilmis modiil denir. X tek elemanli (X =
{x}) bir kiimeyse (X) = (x) = Rx = {rx: r € R} alt modiiline x’in irettigi
devirli modiil denir (Rotman, 1979).
Onerme 2.1.5 M bir R-modiil olsun. M R-modiiliiniin devirli olmas1 igin gerek ve

yeter kosul I, R’nin ideali olmak tizere M = R/I olmasidir (Rotman, 1979).
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Tanim 2.1.6 M bir R-modiil ve M # {0} olsun. Eger M’nin sifirdan farkli 6z alt
modiillere sahip degilse M R-modiiliine basit modiil denir. Yani sifirdan ve
kendisinden bagka alt modiilii bulunmayan modiillere basit modiil denir (Rotman,
1979).
Sonug 2.1.7 M bir sol R-modiil olsun. M’nin basit modiil olmasi igin gerek ve yeter
kosul I, R’nin bir maksimal sol ideali olmak tizere M = R/I olmasidir (Rotman,
1979).
Tamm 2.1.8 M bir R-modiil ve K < M olsun.

M/K = {m + K: m € M} bolim grubu
herreRveherm + K € M/K i¢in (m + K )r = mr + K taniml islemiyle bir
R-modiil olur. Bu M /K R-modiiliine bliim modiilii denir (Rotman, 1979).

2.2. Modiil Homomorfizmalari
Tamim 2.2.1 M ve N R-modiiller olsun. f : M — N fonksiyonu asagidaki kosullari
sagliyorsa f, fonksiyonuna bir R-modiil homomorfizmasi denir. Her x,y € M ve

herr € R igin

fx +y) = fx) + f)
i) f(xr) = f(x)r (Dummit ve Foote, 2004).

Tanmm 2.2.2 f : M — N bir R-modiil homomorfizmasi olsun. Eger f birebir ise f
ye R-modiil monomorfizmasi, f orten ise f ye R-modiil epimorfizmasi denir. f hem
birebir hem de drten bir R-modiil homomorfizmasi ise f ye R-modiil izomorfizmasi

denir. M = N ile gosterilir.
M modiilinden N modiiliine olan tiim homomorfizmalarinin kiimesini

Homzy(M,N) = {f: f: M - NR —modil homomorfizmasi}
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ile gosterilir. f,g € Homgz(M,N) ve her x € M i¢in f + g € Homz(M,N)
fonksiyonunu (f + g)(x) = f(x) + g(x) olarak tammlayalim. Bu toplama ile
Hompg (M, N) bir abelyen grup olur.

R degismeli halka olsun. v € R,f € Homz(M,N) ve X € M i¢in

(rf)(x) = r(f(x)) olarak tanimlarsak Homg(M,N) bir sol R-modiil olur
(Dummit ve Foote, 2004).

Tanm 2.23 p: M - M/K doniisimi p(x) = x + K islemiyle bir R-modiil
epimorfizmasidir. Bu p R-modiil epimorfizmasina dogal (kanonik) epimorfizma
denir (Dummit ve Foote, 2004).

Tamm 2.2.4 f : M — N bir homomorfizma olsun.
Cekf = {m € M: f(m) = 0} kiimesine f nin ¢ekirdek kiimesi denir.
Gorf = {f(m): m € M} kiimesine f nin goriintii kiimesi denir.
N/ Gorf bolim modiiliine f'nin es ¢ekirdegi (cokernel) denir.

Burada Cekf, M nin bir alt modiiliidir. Gorf, N nin bir alt modiiliidir (Rotman,
1979).

Teorem 2.2.5 (izomorfizma Teoremleri)

1) 1.izomorfizma Teoremi: M ve N R-modiil ve f : M — N bir R-modiil
homomorfizmas1 olsun. O zaman ¢ : M/Cekf — Gorf R-modiil
izomorfizmasi vardir (Rotman, 1979).

2) 2.zomorfizma Teoremi: M bir R-modiil ve S,T < M olsun. O zaman
S/(SNT) - (S + T)/T R-modiil izomorfizmasi vardir (Rotman, 1979).

3) 3.izomorfizma Teoremi: M bir R-modiil, S,T <M ve T < S olsun. O
zaman (M/T)/(S/T) - M/S R-modiil izomorfizmas1 vardir (Rotman,
1979).
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2.3. Modiillerin Direk Toplam ve Direk Carpimi
Tanmm 2.31. T ve S R-modil olsun. S @ T = {(s,t): s € Svet € T}
kiimesine (dis) direk toplam denir. Her x,y € S, hera,b € T veherr € R i¢in

1) (x,a) + (y,b) = (x + y,a + b)

2) (x,a)r = (xr,ar)

tanmimlanan islemlerle S @ T bir R-modiil olur (Atiyah ve Macdonald, 1969).
Tamm 2.3.2. M bir R-modiil ve S, T < M olsun.

EgerS+ T=MveSNT={0}ise M=S @ T, Sve T’nin (i¢) direk toplam1 denir
(Rotman, 1979).

Tamm 2.3.4. {M;}; | kiimesiyle indekslenmis R-modiiller ailesi olsun. Bu ailenin

direk carpimi [[;e;M; = {f: f: I = UM, heri € ligin f(i) € M;}dir.

1) Herieligin (f + g)(0) = @) + g(i)
2) Heri € Iigin (fr)(i) = f()r

tanimlanan iglemlerle [];e;M; bir R-modiil olur. Bu modiile M; R-modiillerin direk

carpimi denir (Rotman, 1979).

Pici M; ={f: f €[]jeM;, heri € li¢in f(i) € Mi ve sonlu ¢oklukta i disinda f(i) = 0}

M; R-modiillerinin dis direk toplami [[;;M; R-modiiliiniin bir alt modiiltidiir. Eger

I sonlu ise [1;e;M;= @;¢; M; olur (Rotman, 1979).
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2.4. Serbest Modiiller

Tamim 2.4.1. F bir R-modiil olsun. Eger F, R’nin kopyalarinin bir direk toplamina
izomorfik ise F ye bir serbest R-modiil denir. Yani B indeks kiimesi ve her b € B
icin R, = (b) = R olmak iizere F = @, R, tir. B indeks kiimesine F nin bir
bazi denir (Rotman, 1979).

Teorem 2.4.2. Herhangi bir R-modiil bir serbest R-modiiliiniin béliim modiiliine
izomorfiktir (Rotman, 1979).

2.5. Modiil Kategorileri ve Funktorler

Tamm 2.5.1. C bir kategori olsun. A bir C kategorisinin nesnesi ise A € 0bjC ile
gosterecegiz. A ve B C Kkategorisinin iki nesnesi olsun. Homq(A, B) veya
More (A, B) ile gosterecegimiz bu kiimenin elemanlarma A dan B ye morfizmalar

denir.
C kategorisinde ii¢ nesne A, B ve C i¢in
Home(A,B) X Home(B,C) — Homg(4,0)

f € Home(A,B) veg € Home(B,C) olmak lizere fg € Home(4,C)

1) fgh) = (Fh
2) Her A nesnesi i¢in Home (A, B) kiimesinde

a) Her B € ObjC ve her f € Home(A,B) igin f1, =
f olacak sekilde 1, € Home(A, A) vardir.

b) Her C € 0bjCc ve her g € Home(C,A) icin 1,9 = g olacak
sekilde 1, € Home(A, A) vardir (Rotman, 1979).
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Ornekler 2.5.2

e Ab: Abelyen gruplar kategorisi (Rotman, 1979).
e R — Mod : Sol R-modiiller kategorisi (Rotman, 1979).
e Mod — R: Sag R-modiiller kategorisi (Rotman, 1979).

Tammm 2.5.3. C ve D iki kategori olsun. F : ¢ — D kovaryant fanktor sunlardan

olusur.

1) HerX € 0bjC icin F(X) € ObjD
Her f € Home(A,B) i¢in F(f) : F(X) —» F(Y) yle ki

a) F(1x) =1py
b) F(gf) = F(g9)F(f) saglanir (Rotman, 1979).

Tammm 2.5.4. C ve D iki kategori olsun. F: ¢ —» D kontravaryant funktor

sunlardan olusur.

1) HerX € ObjCicin F(X) € ObjD
2) Her f € Home(A4,B) icin F(f) : F(Y) —» F(X) dyle ki

a) F(1y) = 1px
b) F(gf) = F(f)F(g) saglanir (Rotman, 1979).
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2.6. Tam Diziler ve Parcalanan Tam Diziler

Tanimm 2.6.1. R-modiil homorfizmalarinin ve R-modiillerinin sonlu veya sonsuz
dizisi
fn+1

f
w2 My — My > Mp_q = -

Eger Gorf,.1 = Cekf, ise bu diziye tam dizi denir (Rotman, 1979).

Onerme 2.6.2.
i) 0 - A — B dizisinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f R-
modiil homomorfizmasinin bire bir olmasidir (Rotman, 1979).
i) B3 C — 0 dizisinin tam olmas1 igin gerek ve yeter kosul g R-
modiil homomorfizmasinin drten olmasidir (Rotman, 1979).
h
iii) 0 - A - B — 0 dizisinin tam olmasi igin gerek ve yeter kosul h

R-modiil homomorfizmasinin bir izomorfizma olmasidir (Rotman,

1979).

Tanim 2.6.3.0 — A L B EA C — 0 seklindeki bir tam diziye kisa tam dizi denir.
Bu kisa tam diziye A’nin C ye genislemesi de denir (Rotman, 1979).

Onerme 2.64.0 > A 5 B 5 ¢ 5 0 R-modillerin bir kisa tam dizi ise 4 =
Gorf ve B/Gorf = (C dir (Rotman, 1979).

Teorem 265 0 - 4 L B i C - 0 R-modillerin kisa tam dizisi olsun.

Asagidakiler esdegerdir.

i) Bu kisa tam dizi pargalanir.

11
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i) hf = 1,4 olacak sekilde bir h : B — A homomorfizmasi vardir.

iii) gt =1, olacak sekilde bir t: C — B homomorfizmas1 vardir

(Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.6.6 Eger 0 — A Z> B A C - 0 R-modillerin kisa tam dizisi

parcalanirise B = A @ C olur (Rotman, 1979).

Tamm 2.6.7T : R — Mod — Ab bir fanktor olsun.Her f,g: A = Bi¢cinT(f +
g) = T(f) + T(g) ise T funktoriine toplamsal funktor denir (Rotman, 1979).

2.7. Tensor Carpim
Tamm 2.7.1 A bir sag R-modiil, B bir sol R-modiil ve G bir abelyen grup olsun. T :

A X B — G doniisiimii:

1) Her ay,a, € A ve her by,b, € B i¢in T(a; + a,, b;) = T(aq,by) +
T(a, by) ve T(aq, by + by) = T(aq, by) + T(ay,by) ise T bilineerdir
denir.

2) Hera € A, her b € B ve herr € R igin T(ar,b) = T(a,rb) ise T
dengelidir denir (Rotman, 1979).

Tanmm 2.7.2 A bir sag R-modiil ve B bir sol R-modiil olsun. A ile B’nin tensor
carpimi, asagidaki evrensel 6zellige sahip, bir A @5 B abelyen grubu ve bir h :
A X B - A Q gB bilineer ve dengeli doniisiim 6yle ki Her G abelyen grubu ve
her f: A X B — G bilineer ve dengeli doniisiimii i¢in th = f olacak sekilde tek
birt: A g B — G (grup) homomorfizmasi vardir (Rotman, 1979).

12
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Tanim 2.7.3. A bir sag R-modiil olsun. F : R — Mod — Ab,F(X) = AQ r X bir

kovaryant funktordiir. Bu funktéra kovaryant tensor c¢arpim funktérii denir.

A ® g — ile gosterilir (Rotman, 1979).

Tamim 2.7.4. A bir R-modiil olsun. F : R — Mod — Ab, F(X) = Homy(4,X) bir

kovaryant funktérdur. Bu funktore kovaryant Hom funktori denir. Homg (4, —)

ile gosterilir (Rotman, 1979).

Tanim 2.7.5.

F: R— Mod — Ab bir kovaryant funktor olsun. Eger her 0 - A Z> B

f
% ¢ tam dizisi icin 0 — F(A) (—2 F(B) EZ F(C) dizisi de tam dizi

oluyorsa F bir sol yari (left exact) funktor denir (Rotman, 1979).

. f
F: R—Mod — Ab bir kovaryant funktor olsun. Eger her A —» B

f
% ¢ > 0tam dizisi i icin F (A) Lz F(B) F(C) — 0 dizisi de tam

dizi oluyorsa F bir sag yari1 (right exact) funktor denir (Rotman, 1979).

F: R—Mod — Ab bir kontravaryant funktor olsun. Eger her A £> B

%4 ¢ > 0tam dizsi icin 0 — F(C) F(B) Q F(A) dizisi de tam

dizi oluyorsa F bir sol yar1 (left exact) funktor denir (Rotman, 1979).

F: R— Mod — Ab bir kontravaryant funktor olsun. Eger her 0 — A

f
—> B % ¢tam dizisi i¢in F(C) ﬁz F(B) Lz F(A) — 0dizisi de tam

dizi oluyorsa F bir sag yari (right exact) funktor denir (Rotman, 1979).

Teorem 2.7.6. Hom funktorleri sol yari tam funktorlerdir (Rotman, 1979).

Teorem 2.7.7. Tensor ¢arpim funktorleri sag yar1 tam funktorlerdir (Rotman, 1979).

13
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Tanmim 2.7.8

. f
e F:R—Mod - Ab bir kovaryant funktér olsun. Her 0 - A - B

% ¢ > 0 kisa tam dizisi icin 0 = F(A) F(B) F(C) -0
dizisi de kisa tam dizi oluyorsa F funktoriine tam funktor denir (Rotman,

1979).

e F: R—Mod — Ab bir kontravaryant funktor olsun. Her 0 — A Z> B

EA C - 0 kisa tam dizisi i¢in 0 - F(C) ﬂ F(B) Q F(A) - 0

dizisi de kisa tam dizi oluyorsa F funktériine tam funktoér denir (Rotman,

1979).

2.8. Burulmali ve Burulmasiz Modiiller

Tamim 2.8.1. R birim elemanli degismeli bir halka ve M bir R-modiil olsun.

M modiiliiniin bir m elemani i¢in mr = 0 olacak sekilde R halkasinin sifir béleni
olmayan bir r elemani varsa m’ye bir burulmali (torsion) elaman denir. M nin
burulmali elamanlarinin kiimesi T(M) = {m € M: 0 # r € Ricinmr = 0}
dir. T(M) # @ dur. Cinkii 0 # r € Ri¢in Or = 0 olup 0 € T(M) olur. Eger
T(M) = M ise M’ye burulmali (torsion) modiil, T(M) = 0 ise M’ye burulmasiz
(torsion-free) modiil denir. Eger R tamlik bolgesi ise T (M), M ’nin bir alt modiiliidiir.
R tamlik bolgesi degilse T (M), M ’nin bir alt modiilii olmayabilir (Rotman, 1979).

R tamlik bolgesi olsun. Her M R-modiil i¢in
0->TWM) > M - M/T(M) -0

bir tam dizisi vardir. Burada M /T (M) burulmasiz modiildiir. Her burulmasiz

modiiliin alt modiilii de burulmasizdir (Rotman, 1979).

Onerme 2.8.2 R bir tamlik bolgesi ve M bir serbest R-modiil olsun. O zaman M

burulmasiz modiildiir (Roman, 2005).
14
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Ornek 2.8.3 Q bir burulmasiz Z-modiildiir. (Goodearl ve Warfield, 2004).

Onerme 2.8.4 R bir esas ideal bolgesi (PID) olsun. M sonlu iiretilmis burulmasiz

modiil ise M serbest modiildiir (Hungerford, 1974).

Onerme 2.8.5 R bir tamlik bolgesi, M bir burulmali modiil ve N bir burulmasiz

modiil ise Homg (M, N) = {0} olur (Cartan ve Eilenberg, 1956).

2.9. Eslenik izomorfizmalar

Teorem 2.9.1 R, S iki halka olsun. O zaman

1) ARg,rBs, Csise Homg(A Qg B,C) = Homg(A, Homg(B,())
2) RA, sBr, sC ise Homg(B Qi A,C) = Homgz(A, Homg(B, C))

dogal izomorfizmalar1 vardir (Rotman, 1979).
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3. RD-SAF ALT MODULLER

3.1. Projektif Modiiller, Injektif Modiiller ve Diiz Modiiller
Tamm 3.1.1. P bir R-modiil olsun. Eger herp : A — B epimorfizmas1 ve her f :
P — B homomorfizmast i¢in pg = f olacak sekildle g: P = A

homomorfizmasi varsa P bir projektif modiildiir denir (Rotman, 1979).

Onerme 3.1.2 P bir R-modiil olsun. P’nin projektif modiil olmast igin gerek ve yeter
kosul Hompg (P, —) bir tam funktér olmasidir (Rotman, 1979).

Onerme 3.1.3 P bir R-modiil olsun. P’nin projektif modiil olmast igin gerek ve yeter
kosul 0 —» A L B3P > 0 tam dizisinin parg¢alanir olmasidir (Rotman, 1979).
Teorem 3.1.4 Her serbest modiil projektif modiildiir (Rotman, 1979).

Teorem 3.1.5 P bir sol R-modiil olsun. P’nin projektif olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul P’nin bir serbest sol R-modiiliiniin direk toplam terimi olmasidir (Rotman,

1979).

Teorem 3.1.6 R bir halka, I bir indeks kiimesi ve Pj, I kiimesiyle indekslenmis R-

modiiller toplulugu olsun. O zaman asagidakiler esdegerdir.

17



3. RD-SAF ALT MODULLER Miicahit BOZKURT

i) ®Dic; P projektiftir
i) Heri € [igin P; projektiftir (Rotman, 1979).

Onerme 3.1.7 R bir tamlik bolgesi olsun. P bir projektif modiil ise P burulmasiz

modiildiir (Jorza, 2014).

Onerme 3.1.8 R bir esas ideal bolgesi (PID) ve M bir sonlu iiretilmis R-modiil olsun.
M’nin projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M’nin burulmasiz olmasidir (Jorza,

2014).

Tanmm 3.1.9.0 - K - F - M - 0 kisa tam dizisi i¢in K ve F sonlu tiretilmis
modiil ve F serbest modiil ise M ye sonlu gosterime sahip modiil denir (Rotman,

1979).

Her sonlu gosterime sahip modiil sonlu {iretilmistir ama her sonlu iiretilmis

modiil sonlu gosterime sahip modiil olmayabilir (Rotman, 1979).

Onerme 3.1.10. P sonlu iiretilmis projektif modiil ise P sonlu gosterime sahiptir

(Rotman, 1979).
Onerme 3.1.11. (Schanuel’s lemma) P ve P; projektif modiiller olsun.

0->K->P->M->0ve0 > K; > P, > M - 0 tam dizileri i¢in K
P, = K; @ P olacak sekilde bir izomorfizma vardir (Rotman, 1979).

Sonu¢ 3.1.12 M bir sonlu gosterime sahip R-modil olsun.0 - K - P - M —

modiildiir (Rotman, 1979).

Teorem 3.1.13 M bir sag R-modiil olsun. Asagidakiler esdegerdir.

1) M sonlu gosterime sahiptir.
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2) Sol R-modiillerin her (A,), ailesi i¢in : M @ [[a41 = [IaM ® A, bir
izomorfizmdir.

3) Herhangi A kiimesi igin 7: M @ R? - M” bir izomorfizmdir (Enochs ve
Jenda, 2000).

Tamm 3.1.14 E bir R-modiil olsun. Eger her 0 — A % B tam dizisi ve her f :
A - E homomorfizmas1 i¢in gi = f olacak sekilde bir g: B = E

homomorfizmasi varsa E bir injektif modiildiir denir (Rotman, 1979).

Onerme 3.1.15 E bir R-modiil olsun. E’nin injektif olmas1 icin gerek ve yeter kosul

Homg(—, E) bir tam funktor olmasidir (Rotman, 1979).
Onerme 3.1.16 E bir R-modiil olsun. E’nin injektif olmas1 icin gerek ve yeter kosul
0-E Z) B % ¢ - 0kisatam dizisinin parcalanir olmasidir (Rotman, 1979).

Onerme 3.1.17 (E}) ek injektif modiillerin bir ailesi ise [Jex Ex injektif modiil

olur (Rotman, 1979).

Sonug 3.1.18 Injektif modiillerin sonlu direk toplami da injektif modiildiir (Rotman,
1979).

Teorem 3.1.19 (Bear kriteri) E bir R-modiil olsun. E’nin injektif olmasi igin gerek
ve yeter kosul R’nin her | ideali ve her f : I — E homomorfizmasmning : R -

E homomorfizmasina genisletilebilmesidir (Rotman, 1979).
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Tanim 3.1.20 R bir tamlik bolgesi ve M bir R-modiil olsun. Eger her m € M ve her

r € R igcinm = rmy olacak sekilde m; € M varsa M’ye bir boliinebilir modiil
denir (Rotman, 1979).

Ornek 3.1.21 Herhangi bir boliinebilir grup bir béliinebilir Z —modiildiir (Jorza,
2014).

Ornek 3.1.22 Q Z — modiil olarak béliinebilirdir (Jorza, 2014).

Onerme 3.1.23 R bir tamlik bolgesi ve M bir R-modiil olsun. M injektif ise
boliinebilirdir (Jorza, 2014).

Teorem 3.1.24 R esas ideal bolgesi ve E bir R-modiil olsun. E R-modiiliiniin injektif

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E’nin boliinebilir olmasidir (Rotman, 1979).

Tamim 3.1.25 A bir sag R-modiil olsun. Eger A ® z— bir tam funktor ise A’ya diiz
modiil denir (Rotman, 1979).

Onerme 3.1.26 Her projektif R-modiil diiz modiildiir (Rotman, 1979).

Onerme 3.1.27 Sag R-modiillerinin direk toplami @; M; diiz modiil olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul her Mi R-modiiliiniin diiz modiil olmasidir (Rotman, 1979).

Onerme 3.1.28 M bir sag R-modiil olsun. M nin her sonlu iiretilmis alt modiilii diiz

modiil ise M diiz modiildiir (Rotman, 1979).

Teorem 3.1.29 M bir sonlu gésterime sahip R-modiil olsun. M’nin diiz modiil olmasi

icin gerek ve yeter kosul M’nin projektif modiil olmasidir (Rotman, 1979).

Onerme 3.1.30 R bir tamlik bolgesi ve A diiz modiil olsun. O zaman A burulmasiz

modiildiir (Rotman, 1979).

Sonuc¢ 3.1.31 R esas ideal bolgesi olsun. Her burulmasiz R-modiil diiz modiildiir

(Rotman, 1979).

20



3. RD-SAF ALT MODULLER Miicahit BOZKURT

Tanmm 3.1.32P: .. P, - P,y = ... > P > Py - M — 0 bir tam dizi ve
her n € N i¢in P, projektif modiil olacak seklinde bir diziye M’nin bir projektif

coziimlemesi (projective resolution) denir (Bland, 2011).

Tanm 3.1.33E:0 —> M — E°— E' — ... — E™ — E"— ... bir tamdizi ve her n
€ N i¢in E"injektif modiil olacak sekilde bir diziye M nin bir injektif ¢oziimlemesi

(injective resolution) denir (Bland, 2011).

Onerme 3.1.34 Her M R-modiilii bir projektif ve bir injektif ¢oziimlemesine sahiptir
(Bland, 2011).

Teorem 3.1.34 P bir R-modiil olsun. Asagidakiler esdegerdir.

1) P projektif modiildiir
2) Her A modiilii ve hern > 1 igin Ext™(P,A) = 0olur
3) Her A modiilii icin Ext1(P,A) = 0 olur (Bland, 2011).

Teorem 3.1.35 | bir R-modiil olsun. Asagidakiler esdegerdir

1) Tinjektif modildiir
2) Her A modiilii ve hern > 1i¢in Ext™(A4,1) = 0olur

3) Her A modiilii igin Ext*(4,1) = 0 olur (Bland, 2011).

Teorem 3.1.36 Bir K sag modiilii igin agsagidakiler denktir
1) K diiz modiildiir
2) Her C sol modiilii ve hern > 1 i¢in Tor,(K,C) = 0 olur
3) Her C sol modiilii i¢in Tor; (K, C) = 0 olur (Bland, 2011).
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3.2. Saf Tam Diziler
Tamim 3.2.1 M bir sag R-modiil ve L, M’nin bir alt modiilii olsun. Egeri: L & M

14® .
dogal gdmmesi, her X sol R-modiliiicin 0 » L ®p X 25 M ®p X dizisi tam

oluyorsa L’ye M’nin bir saf (pure) alt modiilii denir (Hazewinkel ve Gubareni, 2017).

Tanmm 3.2.20 - A £> B — C — 0 sol R-modiillerinin bir tam dizisi olsun. Eger

- 14®f
her X sag R-modiili icin 0 > X @z 4 —> X Qx B » X ®z C > 0 tam

dizi oluyorsa bu dizeye saf tam dizi denir (Hazewinkel ve Gubareni, 2017).
Ornekler 3.2.3

a) Herhangi parcalanan kisa tam dizi saf tam dizidir (Lam,1999).

b) Saftam dizilerin herhangi direk toplami saftir (Lam,1999).

€) (By)ier, sag R-modiillerin herhangi bir ailesi olsun. @;¢; B;, [1;e;B; nin saf
alt modiiliidiir (Lam,1999).

Teorem 324 0 - A - B - C - 0 sol R-modiillerin bir tam dizisi igin

asagidakiler denktir

1) Bu dizi saf tam dizidir.
2) Her sonlu gosterime sahip M sol R-modiilii i¢in

0 » Homg(M,A) » Homz(M,B) - Homgz(M,C) — 0 tam dizidir.
3) a; :Z (T'l'jx]') (ai € A,Tl'j € R,i € I,] € ]) I ve J sonlu indeks
Jj€J]

kiimeler olmak iizere her lineer denklem sisteminin bir (aj) € B’ ¢dziimii
ayrica A’ de bir ¢oziimiidiir.

4) Her F sag R-modiilii i¢gin0 - F Qg A > F Qg B - F Qr C - 0
tam dizidir.

5) Sag R-modiillerinin dizisi
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0 — Homyz(C,Q/Z) — Hom(B,Q/Z) — Homyz(A, Q/Z) — 0 pargalanan

tam dizidir (Jensen ve Lenzing, 1989).

Lemma 3.2.5 M bir R-modiil ve L, M’nin bir alt modiilii olsun. L, M’nin bir saf alt
modiilii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul0 - L - M — M/L — 0 dizisinin saf
tam dizi olmasidir (Hazewinkel ve Gubareni, 2017).
Teorem 3.2.6 C bir sol R-modiil olsun. C’nin diiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
0 - A - B = C — 0 seklindeki sol R-modiillerin her tam dizisinin saf tam dizi
olmasidir (Rotman, 1979).

D bir Abelyen grup olsun. D’nin diiz modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
bu grubunun burulmasiz olmasidir. O halde Abelyen gruplarin

0-TA) - A-> A/T(A) -0

dizisi saf tam dizidir (Rotman, 1979).
Tammm 3.2.7 R bir halka olsun. Her r € R i¢in rar = r olacak sekilde a € R
varsa R ye von Neumann regiiler halka denir (Rotman, 1979).
Onerme 3.2.8 R bir halka olsun. R’nin von Neumann regiiler olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul her M R-modiiliiniin herhangi alt modiiliiniin saf olmasidir (Rotman,
1979).
Tamm 3.2.9 F bir R-modiil olsun. Eger R-modiillerinin her0 > N - M - L - 0

dizisi tam oluyorsa F’ye saf-injektif (pure-injective) modiil denir (Couchot, 2007).
Tamm 3.2.10 F bir R-modiil olsun. Eger R-modiillerinin her 0 > N - M - L - 0

dizisi tam oluyorsa F’ye saf-projektif (pure-projective) modiil denir (Couchot, 2007).

Onerme 3.2.11 Her R-modiilii bir saf-injektif modiiliin bir saf alt modiiliidiir

(Enochs ve Jenda, 2000).
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3.3. RD-Projektif Modiiller, RD-Injektif Modiiller ve RD-Diiz Modiiller
Onerme 3.3.1 B ve C R-modiil ve A, B’nin bir alt modiilii olsun. R-modiillerin bir

tam dizisi0 - A - B — C — 0 i¢in asagidakiler esdegerdir.

1) Her r € R i¢in Hom(R/Rr,B) - Hom(R/Rr,C) dogal homomorfizmi
ortendir.

2) Herr e RicinR/rTR @ A = R/rR @ B dogal homomorfizmi birebirdir.

3) Herr e RiginrA = A NrB (Warfield, 1969).

Tanim 3.3.2 Eger bir kisa tam dizi Onerme 3.3.1’in kosullarini sagliyorsa A’ya B
de nispeten boliinebilir (relatively divisible) denir. Bu kisa tam diziye RD-saf (RD-
pure) denir (Warfield, 1969).

Tanmim 3.3.3 M bir sol R-modiil olsun. Eger a € R igin M = R/Ra ise M ye devirli
gosterime sahip (cyclically presented) denir.
Tanim 2.8.1°de burulmasiz modiil tanimi verirken R’yi degismeli ve birim

elemanli aldik. Hattori (1960), degismeli olmayan halkalar {izerinde burulmasiz

modiiller tanimlanmis ve incelenmistir.

Onerme 3.3.4 M bir sag R-modiil olsun. M’nin burulmasiz olmasi igin gerek ve

yeter kosul her r € R igin Torf (M, R/Rr) = 0 olmasidir (Hattori, 1960).

Onerme 3.3.5 N bir sol R-modiil olsun. N’nin béliinebilir olmast igin gerek ve yeter

kosul her r € R igin Ext}(R/Rr, N) = 0 olmasidir (Hattori, 1960).

Onerme 3.3.6 A, B ve C sag R-modiiller olsun. Her 0 > A - B » C — 0 tam
dizisinin RD-tam olmasi igin gerek ve yeter kosul C'nin burulmasiz olmasidir

(Hattori, 1960).

Tamm 3.3.7 R bir halka olsun. Eger R’nin her sol (sag) esas ideali projektif modiil
ise R ye sol (sag) PP halka (PP ring) denir.
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Tanmm 3.3.8 R bir halka olsun. Eger R’nin tiim sag (veya sol) idealleri (sonlu

tiretilmis) burulmasiz ise R ye burulmasiz halka denir (Dauns ve Fuchs, 2004).

Lemma 3.3.9 Burulmasiz halkalarinin herhangi kiimesinin direk ¢arpimi burulmasiz

halkadir (Dauns ve Fuchs, 2004).

Lemma 3.3.10 Her sag (veya sol) PP halka bir burulmasiz halkadir (Dauns ve Fuchs,
2004).

Teorem 3.3.11 R bir burulmasiz halka olsun. Asagidakiler esdegerdir.

1) R bir sag PP halkadir.

2) Burulmasiz sol R-modiillerin direk ¢arpimi da burulmasizdir.

3) Herhangi I kiimesi i¢in R’ bir burulmasiz sol R-modiildiir (Dauns ve Fuchs,
2004).

Tamm 3.3.12 M bir sol R-modiil olsun. Eger sol R-modiillerin her RD-tam dizisi

0->A->B->C->0 icin 0 - Hom(M,A) - Hom(M,B) —
Hom(M, C) — 0 dizisi tam oluyorsa M’ye RD-projektif modiil denir (Mao, 2011).

Tanmm 3.3.13 N bir sol R-modiil olsun. Eger sol R modiillerin her RD-tam dizisi
0-oA->B->C-0 igin 0 - Hom(C,N) -» Hom(B,N) -
Hom(A,N) — 0 dizisi tam oluyorsa N’ye RD-injektif modiil denir (Mao, 2011).

Tammm 3.3.14 Bir sag F R-modiil olsun. Eger sol R-modiillerin her RD-tam
dizisii 0 > A—->B ->C -0 i¢gin 0->FQRA->FQB->FQRC -
0 dizisi tam oluyorsa F’ye RD-diiz modiil denir (Mao, 2011).

Lemma 3.3.15 R bir halka olsun.
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1)

2)

3)

Herhangi M sol R-modiilii igin C devirli gosterime sahip sol R-modiillerin
bir direkt toplami olacak sekilde bir 0 - N - € - M — 0 RD-tam
dizisi vardir (Fuchs ve Salce, 2001).

M bir sol R-modiil olsun. M’nin RD-projektif olmasi1 i¢in gerek ve yeter
kosul M’nin devirli gdsterime sahip sol R-modiillerinin bir direkt toplaminin
bir direkt toplam terimi olmasidir (Warfield, 1969).

F bir sag R-modiil olsun. F’nin RD-diiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul F*

nin RD-injektif olmasidir (Couchot, 2006).

Lemma 3.3.16 Asagidakiler birbirine denktir

1)
2)

3)

0 - A - B — C — 0dizisi sol R-modiillerin bir RD-tam dizisidir.
Herhangi M RD-projektif sol R-modiilii igin

0 - Hom(M,A) - Hom(M,B) - Hom(M,C) — 0 dizisi tamdir.
Herhangi N RD-injektif sol R-modiilii igin

0 - Hom(C,N) - Hom(B,N) - Hom(A,N) —» 0 dizisi tamdir
(Mao, 2011).

Onerme 3.3.17 M bir sol R-modiil olsun. O zaman asagidakiler birbirine denktir

1)
2)
3)

4)

M bdliinebilirdir.
Her sol R-modiillerin0 - M — E — F — 0tam dizisi RD-tam dizidir.
B boliinebilir olacak sekilde 0 - M — B — C — 0 bir RD-tam dizisi
vardir.
Herhangi N RD-projektif sol R-modiilii i¢in Ext'(N,M) = 0 olur (Mao,
2011).
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Onerme 3.3.18 N bir sag R-modiil olsun. O zaman asagidakiler birbirine denktir

1) N burulmasiz modiildiir.

2) Her sag R-modiillerin0 - K - P - N — 0 tam dizisi RD-tam dizidir.

3) T burulmasiz olacak sekildle 0 - K - T - N — 0 RD-tam dizisi
vardir.

4) Herhangi M RD-injektif sag R-modiilii i¢in Ext*(N,M) = 0 olur.

5) Herhangi M RD-diiz sol R-modiilii i¢in Tor; (N, M) = 0 olur (Mao, 2011).

Sonuc 3.3.19 Herhangi R halkas1 i¢in agagidakiler dogrudur

1) Bir boliinebilir RD-injektif sol R-modiil injektif modiildiir (Mao, 2011).
2) Bir burulmasiz RD-projektif sag R-modiil projektif modiildiir (Mao, 2011).
3) Bir burulmasiz RD-diiz sag R-modiil diiz modiildiir (Mao, 2011).

Teorem 3.3.20 M bir sol R-modiil olsun. O zaman asagidakiler birbirine denktir

1) M RD-projektif modiildiir

2) Sol R-modillerin her 0 > K > N - M - 0 RD-tam dizisi
parcalanirdir.

3) E RD-injektif olsun. O zaman sol R-modiillerin her0 - K - E - F -
0 RD-tam dizisine gore M projektif modiildiir (Mao, 2011).

Teorem 3.3.21 M bir sol R-modiil olsun. O zaman asagidakiler birbirine denktir
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1) M RD-injektif modiildiir.

2) Sol R-modiillerin her 0->M->E->F->0 RD-tam
dizisi pargalanirdir.

3) P RD-projektif olacak sekilde sol R-modiillerin her0 - K - P - L —
0 RD-tam dizisine gore M injektif moduldiir (Mao, 2011).

Onerme 3.3.22 R bir degismeli halka ve M bir sol R-modiil olsun. O zaman

asagidakiler birbirine denktir

1) M bir RD-injektif R-modiildiir.
2) Herhangi F diiz R-modiilii i¢in Hom(F, M) bir RD-injektif R-modiiltidiir
(Mao, 2011).

Onerme 3.3.23 R bir degismeli halka ve N bir R-modiil olsun. O zaman asagidakiler

birbirine denktir

1) N bir RD-diiz R-modiildiir.
2) Herhangi E injektif R-modiilii icin Hom(N, E) bir RD-injektif R-modiildiir
(Mao, 2011).

Tammm 3.3.24 M bir R-modil olsun. 0 - P, - P,y = ... > P, - Py —
M — 0 tam dizisi M’nin bir projektif ¢6ziimlemesi ve n negatif olmayan bir tam
say1 olsun. M’nin projektif boyutu < n olur. Eger M’nin en kiigiik projektif
¢coziimlemesinin uzunlugu n ise M’nin projektif boyutu (projective dimension) =
n olur. Projektif boyut pd(M) ile gosterilir. Eger M’nin boyle bir sonlu projektif

¢ozlimlemesi yoksa pd(M) = oo olur (Rotman, 1979).
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pd(M) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul M’nin projektif modiil olmasidir
(Rotman, 1979).

Tamm 3.3.25 M bir R-modiil olsun. 0 — M — E° — E' — ... — E"* — E" — () tam
dizisi M nin bir injektif ¢éziimlemesi ve n negatif olmayan bir tam say1 olsun. M nin
injektif boyutu < n olur. Eger M’nin en kiigiik injektif ¢6ziimlemesinin uzunlugu n
ise M’nin injektif boyutu (injektive dimension) = n olur. Injektif boyut id(M) ile
gosterilir. Eger M’nin bdyle bir sonlu injektif ¢oziimlemesi yoksa id(M) = co olur

(Rotman, 1979).

id(M) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul M’nin injektif modiil olmasidir

(Rotman, 1979).

Tammm 3.3.26 M bir R-modil olsun. 0> F, - F,_; = ... > F, - F, —
M — 0 tam dizisi M nin bir diiz ¢6ziimlemesi ve n negatif olmayan bir tam say1
olsun. M’nin diiz boyutu < n olur. Eger M’nin en kiigiik diiz ¢6ziimlemesinin
uzunlugu n ise M’nin diiz boyutu (flat dimension) = n olur. M’nin diiz boyutu
fd(M) ile gosterilir. Eger M’nin bdyle bir sonlu diiz ¢oziimlemesi yoksa fd(M) = oo
olur (Rotman, 1979).

M bir sag R-modiil olsun. M’nin diiz olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul

fd(M) = 0 olmasidir (Rotman, 1979).

Tanmim 3.3.27 R bir halka olsun. R’nin sag zayif boyutu (right weak dimension)
rwD(R) = sup{fd(A): A € Mod — R}

seklinde tanimlanir (Rotman, 1979).

Tamm 3.3.28 R bir halka olsun. R’nin sol zayif boyutu (left weak dimension)
lwD(R) = sup{fd(B):B € R — Mod}

seklinde tanimlanir (Rotman, 1979).
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Tanmim 3.3.29 R bir halka olsun. rwD(R) ve lwD(R) nin ortak degerine R nin zay1f

boyutu (weak dimension) denir (Rotman, 1979).

Onerme 3.3.30 A bir sag R-modiil olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

1) fd(A)<n
2) Her sol B R-modiilleri ve her k > n + 1 icin Torf (4,B) =0

3) Her sol B R-modiilleri i¢in TorF, (4, B) = 0 (Rotman, 1979).

Onerme 3.3.31 rwD(R) < n olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her A sag R-modiilii
ve her sol B R-modiilii i¢in Tor;R_; (4, B) = 0 olmasidir (Rotman, 1979).

Tamm 3.3.32 R bir halka olsun. Eger R’nin her sonlu iiretilmis sol ideali sonlu
gosterime sahip ise R ye bir sol uyumlu halka (coherent ring) denir (Rotman,
1979).

Teorem 3.3.33 R bir halka olsun. O zaman asagidakiler birbirine denktir.

1) R bir uyumlu halkadir.

2) Bir serbest R-modiiliiniin her sonlu tiretilmis alt modiilii sonlu gosterime
sahiptir.

3) Diiz R-modiillerin her direkt carpimu bir diiz R-modiildiir (Chase, 1960).

Tanmim 3.3.34 R bir halka olsun. Eger R’nin her esas sol ideali sonlu gosterime sahip

ise R ye bir sol P-uyumlu halka (P — coherent ring) denir (Mao ve Ding, 2008).

Uyumlu halkalar P-uyumlu halkadir ancak P-uyumlu halkalar uyumlu halka

olmayabilir (Mao ve Ding, 2008).
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Sonug 3.3.35 R bir halka olsun. O zaman asagidakiler birbirine denktir.

1)
2)

3)
4)

5)

6)

R bir sol PP halkadir.

R bir sol P-uyumlu halkadir ve bir burulmasiz sag R-modiiliiniin her alt
modiilii burulmasizdir.

Bir boliinebilir sol R-modiiliiniin her béliim modiilii boliinebilirdir.

Her RD-projektif sol R-modiilii projektif boyuta sahiptir. Projektif boyut
<1

R bir sol P-uyumlu halkadir ve her RD-injektif sag R-modiilii injektif
boyuta sahiptir. injektif boyut < 1.

R bir sol P-uyumlu halkadir ve her RD-diiz sol R-modiilii diiz boyuta
sahiptir. Diiz boyut <1 (Mao, 2011).

Sonug 3.3.36 R bir halka olsun. O zaman asagidakiler birbirine denktir.

1)
2)
3)
4)
5)

R bir von Neumann regiiler halkadir.

Her RD-projektif sol R-modiilii projektiftir.

Her RD-diiz sol R-modiilii diiz modiildiir.

Her RD-injektif sag R-modiilii injektiftir.

Her sol R-modiillerin 0 - A - B - € — 0 tam dizisi RD-tam
dizidir (Mao, 2011).

Tamm 3.3.37 A bir R-modiil olsun. A’nin

{m € A : R'nin baz genis idealleri icin ml = 0 dir.}
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alt kiimesi, A’nin tekil (singular) elemanlarinin kiimesidir. A’nin tekil elemanlarinin
kiimesi Z(A) ile gosterilir ve A’ nin tekil alt modiilii olarak adlandirilir. Eger Z(4) =
0 ise A modiliine tekilsiz (non-singular) modiil denir. Eger Z(A) = A ise A

modiiliine tekil (singular) modiil denir (Goodearl, 1976).

Lemma 3.3.38 R ortogonal idempotentlerinin sonsuz kiimeye sahip olmayan bir sag
PP halka olsun. O zaman R bir sol PP halkadir, R’nin her sol veya sag sifirlayan1 bir
idempotent tarafindan iiretilir ve R sag sifirlayanlar i¢in artan zincir kosuluna ve

azalan zincir kosuluna sahiptir (Chatters ve Hajarnavis, 1980).

Lemma 3.3.39 R bir sol PP halka ve M bir sag R-modiil olsun. Asagidakiler birbirine
denktir.

1) M burulmasizdir.
2) Her x € M igin xR burulmasizdir
3) x € M ver € R olmak lizere xr = 0 ve ann,(r) = Re olacak sekilde e €

R idempotent ise x = xe olur (Albrecht, Dauns ve Fuchs, 2005).

Tanim 3.3.40 R bir sag tekilsiz halka olsun. Eger R’nin her §-kapali (S-closed) sag
ideali bir sag sifirlayan (annihilator) ise R’ye bir sag Utimi halka denir. M bir R-
modiil ve U, M’nin bir alt modiili olsun. Eger M /U tekilsiz ise U’ya §-kapal1 (S-
closed) denir. R’nin boliimlerinin maksimal sag halkalar1 Q" ile gosterilir (Albrecht,
Dauns ve Fuchs, 2005).

Teorem 3.3.41 R bir halka olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

1) R bir Goldie sag PP halka ve Q", R’nin bir yari-tam (semi-perfect)

lokalizasyonudur (localization).
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2) R ortogonal idempotentlerinin sonsuz bir kiimeye sahip olmayan bir sag
Utimi PP halkadir.

3) R ortogonal idempotentlerinin sonsuz bir kiimeye sahip olmayan bir sag
tekilsiz (non-singular) halka ve tiim sonlu iiretilmis tekilsiz sag R-modiiller
burulmasizdir.

4) Bir sag R-modiiliiniin burulmasiz olmast i¢in gerek ve yeter kosul o modiiliin

tekilsiz olmasidir.

Onerme 3.3.42 R ortogonal idempotentlerinin sonsuz kiimeye sahip olmayan bir PP
halka olsun. Bir burulmasiz sag R-modiiliiniin devirli alt modiilleri projektiftir. Tiim
burulmasiz (sol veya sag) R-modiiller tekilsizdir (non-singular) (Albrecht, Dauns ve
Fuchs, 2005).

Teorem 3.3.43 R bir sag ve sol Noetherian halka olsun. Asagidakiler birbirine
denktir.

1) Her R; ya bir bolim cebiri (division algebra) iizerinde bir
alt iggensel matris halkasina Morita-esdegerdir veya bir asal sag ve sol
kalitsal (hereditary) halka olmak iizere R = R; X R, X...R,, dir.

2) Her sag M R-modiilii i¢in asagidakiler denktir.

a) M burulmasizdir.
b) M tekilsizdir.
€) M diizdiir (Albrecht, Dauns ve Fuchs, 2005).
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3.4. Whitehead Test Modiil

Bir M modiiliiniin projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her N € Mod —
R i¢in Extz(M, N) = 0 olmasidir. Benzer sekilde bir N modiiliiniin injektif olmasi
icin gerek ve yeter kosul her M € Mod — R i¢in Extz (M, N) = 0 olmasidir.

Projektiflik veya injektiflik i¢in tiim Extgr(M,N) gruplarim kontrol
etmemize gerek yoktur. Aslinda tek bir grubun degerlendirilmesi yeterlidir. Her M
modiilii i¢in K ve L modiilii vardir 6yle ki M projektif (injektif) olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul Extg (M, K) = 0 (Extg(L, M) = 0) olmasidir (Onerme 3.4.2). Sabit bir
N modiilii kullanarak ve bir tek Ext grubu hesaplayarak M’nin projektifligine veya

injektifligine karar vermenin yolu Tanim 3.4.1°de verilmistir (Trlifaj, 1996).

Tanim 3.4.1 R bir halka ve N bir modiil olsun.

1) Extz(M,N) = 0 oldugunda M bir sag projektif R-modiil oluyorsa N’ye
bir projektiflik i¢in Whitehead test modiil veya p — test modiil denir
(Trlifaj, 1996).

2) Extg(N,M) = 0 oldugunda M bir sag injektif R-modiil oluyorsa N’ye
bir injektiflik i¢in Whitehead test modiil veya i — test modiil denir
(Trlifaj, 1996).

Lemma 3.4.2 R bir halka olsun.

1) M € Mod — R ve P projektif olacak sekilde 0 - K - P - M — 0 sag
R-modiillerin bir kisa tam dizi olsun. O zaman M’nin projektif olmasi

icin gerek ve yeter kosul Extg (M, K) = 0 olmasidir (Trlifaj, 1996).
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2) N € Mod — R ve | injektif olacak sekilde 0 > N - [ - L — 0 Mod-R
de bir kisa tam dizi olsun. O zaman N’nin injektif olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul Extz (L, N) = 0 olmasidir (Trlifaj, 1996).

Tamim 3.4.3 M bir sag R-modiil ve N bir sol R-modiil olsun. Eger sol R-modiillerin

M @ N — 0 dizisi tam oluyorsa M ye N — altdiz ( N — subflat )
denir. M N — altdiiz olacak sekilde tim N modillerin topluluguna M’nin
altdiiz bolgesi denir ve F~1(M) ile gosterilir. Bir M sag R-modiilii diiz olmas1 i¢in

gerek ve yeter kosul § (M) = R — Mod olmasidir (Alizade ve Durgun, 2017).

Onerme 3.4.4 M bir sag R-modiil ve N bir sol R modiil olsun. O zaman asagidakiler

birbirine denktir.

1) M N —altdiiz.
2) N M —altdiiz.
3) P bir diiz sol R-modiil ve K P nin bir M-saf (M — pure) alt modiilii

olmak iizere N = P/ dir.
4) Tor(M,N) = 0 (Alizade ve Durgun, 2017).

Onerme 3.4.5 Nyemoa—rS 1 ={N € R—Mod : N diiz} (Alizade ve Durgun,
2017).

Onerme 3.4.6 {My}pex S0l R-modiillerinin bir ailesi olsun. O zaman

F 1 Brex M) = Niex I 1(M,,) olur (Alizade ve Durgun, 2017).

Tamim 3.4.7 M bir sag R-modiilii ve N bir sol R-modiilii olsun. §™ 1 ={A € R —

Mod : A diz} durumunda yani diiz olmayan her N sol R-modiilii igin
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Tor(M,N) # 0 oluyorsa M ye diizliik i¢in test modiil veya f — test modiil denir
(Alizade ve Durgun, 2017).

Onerme 3.4.8 Her i — test modiil f — test modiildiir (Alizade ve Durgun, 2017).

Sonu¢ 3.4.9 Her halka f — test sag R-modiillerine sahiptir (Alizade ve Durgun,
2017).

Onerme 3.4.10 R bir halka olsun. Asagidakiler birbirine denktir

1) R bir von Neumann regiiler halkadir.
2) Her sifirdan farkli sag (sol) R-modiil f — test modiildiir.
3) Birsag(sol) diz f — test R-modiilii vardir (Alizade ve Durgun, 2017).

Onerme 3.4.11 R bir halka olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

1) Her diiz olmayan sag R-modiil f — test modiildiir.
2) Her diiz olmayan sol R-modiil f — test modiildiir.
3) Her diiz olmayan M sag R-modiil ve her diiz olmayan N sol R-modiil igin

Torf (M, N) # 0 (Alizade ve Durgun, 2017).

3.5. Altprojektif Bolgesi

Tamm 3.5.1 M ve N modiilleri verilsin. Eger her g: B — N epimorfizmi ve her
f:M — N homomorfizmi i¢in gh = f olacak sekilde bir h: M — B homomorfizmi
varsa M’ye N-altprojektif denir. Bir M modiiliiniin altprojektif bolgesi, M N-
altprojektif olacak sekilde tiim N modiillerinin toplulugu olarak tanimlanir. M’nin

altprojektif bolgesi PBr *(M) ile gosterilir. Pr *(M ) = {N € Mod —R: M N —
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altprojektif} (Holston, Lopez-Permouth, Mastromatteo ve Simental-Rodriguez,
2015).

Onerme 3.5.2 Herhangi M modiilii i¢in asagidakiler esdegerdir.

1) M projektiftir.
2) Pr'(M) = Mod — R
3) M e@'l(M) (Holston, Lopez-Permouth, Mastromatteo ve Simental-

Rodriguez, 2015).

Lemma 3.5.3 Herhangi N modiilii i¢in asagidakiler esdegerdir.

1) N bir projektif modiil tarafindan igerilir.

2) Her E injektif modiilii i¢in N E-altprojektiftir.

3) N E(N)-altprojektiftir.

4) Her F serbest sol R-modiilii igin N F*-altprojektiftir (Durgun, 2015).

Tanim 3.5.4 M bir modiil olsun. Eger @‘%M) tam olarak projektif modiillerden

olusuyorsa M’ye p-yoksul (p-indigent) denir (Holston, Loépez-Permouth,

Mastromatteo, ve Simental-Rodriguez, 2015).

I" sonlu gosterime sahip sag R-modiillerinin bir temsilcilerinin kiimesi olmak

tizere FP =@y er M;.

Onerme 3.5.5 @'1(}"3’) tam olarak diiz modiillerden olusur (Durgun, 2015).
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Tamm 3.5.6 R bir halka olsun. R halkas1 kendi tizerine injektif modiil oluyorsa R’ye
0z injektif (self injective) denir. Eger R sag ve sol noetherian ve R sag veya sol bir
0z injektif halka ise R’ye quasi-Frobenius (QF) halka denir (Rotman, 1979).

Teorem 3.5.7 R bir halka olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

1) R sagnoetherian ve sag 6z injektiftir.

2) R sol noetherian ve sag 6z injektiftir.

3) R sag noetheriandir. R agsagidaki durumlari saglar:
a) Herhangi R’nin herhangi sag A ideali i¢in ann,.(ann,A) = A olur.
b) Herhangi R’nin herhangi sol B ideali i¢in ann,(ann,.B) = B olur.

4) R sag ve sol artinian ve R a) ve b) kosullarini saglar (Lam, 1999).

Sonug 3.5.8 R bir halka olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

1) R bir QF-halkadur.
2) Bir projektif modiilii igeren bir p-yoksul modiil vardir.
3) Bir injektif modiiliin homomorfik goriintiisii olan bir yoksul modiil vardir

(Durgun, 2015).

M bir modiil olsun. Eger M nin her alt modiilii bir direk toplam teriminde biiyiik
(essential) alt modiil ise M’ye CS denir. Eger Rr CS ise R sag CS halka denir. M’nin
kopyalarmin her direk toplami CS ise M’ye bir ), — CS modiil denir.

Teorem 3.5.9 R bir yari-basit olmayan (nonsemisimple) halka olsun. Asagidakiler

birbirine denktir.
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1) R bir tek basit tekilsiz modiil olacak sekilde sag Y, — CS halkadir.
2) R = S X T olacak sekilde bir halka direk toplam1 vardir. Burada S yari-basit
artinian halkadir. T

a) Ya bir yerel QF-halkasi tizerinde matris halkasi

b) VeyaJ(T)? = 0 olan kalitsal artinian seri halkasi
olan bir bilesenlere indirgenemez (indecomposable) bir halkadir
(Durgun, 2015).

Onerme 3.5.10 R bir sag noetherian sag tekilsiz halka olsun. O zaman herhangi diiz

sag R-modiilii tekilsizdir (Durgun, 2016).
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4, BURULMASIZ MODULLER ICIN TEST MODULLERININ
BELIRLENMESI

Bu boliimde modiillerin altdiiz bdlgelerinin yeni 6zellikleri verilmis ve altdiiz
bolgeleri yardimiyla P-uyumlu (P-coherent) ve burulmasiz halkalar igin yeni
karakterizasyonlar1 elde edilmistir. R’nin burulmasiz halka olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul devirli gosterime sahip (veya RD-diiz) her sol (veya sag) M R-modiili
i¢in 1 (M) nin alt modiilleri altinda kapali olmasidir. Ayrica burulmasiz modiiller
icin test modiil olarak tf-test modiilleri tanitilmis ve incelenmistir. Sonlu gosterime
sahip RD-diiz modiillerin burulmasiz veya tf-test (f-test) oldugu halkalarin

karakterizasyonu c¢alisilmustir.

4.1. Altdiiz Notasyonu

Bu boliimde modiillerin altdiiz bolgelerinin bazi temel 6zellikleri elde
edilmistir.

X bir sol modiil ve Y bir sag modiil olsun. Y X — altdiiz olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul Torf (¥, X) = 0 olmasidir (Onerme 3.4.4). AyricaT < M olsun. T
ve M /T N —altdiiz ise M de N —altdiiz olur.

Onerme 4.1.1 Y € Mod —R ve X, Y nin bir saf alt modiilii olsun. O halde
FL(Y) € F LX) olur.

ispat A € F~1(Y) olsun. Herhangi 0 » K - F - A — 0 tam dizisi icin asagidaki

degismeli diyagrama sahibiz
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B )
XQK — > YK —»(Y/X) @ K ——0

a y 0

XQF — 1 3 yQF—% »(¥/X)@F — 0

A € F1(Y) oldugundan dolay1 y bir monomorfizm olur. Diger yandan X, Y’nin
bir saf alt modiilii oldugundan satirlar tamdir. O halde na = yf bir monomorfizm

yani @ bir monomorfizm olur.

Y € Mod — R i¢in Y nin diiz boyutu (fd(Y)) < 1 olmasi icin gerek ve
yeter kosul her B € Mod — R i¢in Tor¥ (Y, B) = 0 olmasidir (Onerme 3.3.30).

Onerme 4.1.2. Y € Mod — R ve X, Y nin bir alt modiilii olsun. Eger fd(Y/X) < 1
ise F~1(Y) € ¥ 1(X) olur.

spat Onerme 3.3.30 den fd(Y/X) < 1 olmasi icin gerek ve yeter kosul her A sol
R-modiilii i¢in Torf(Y/X,A) =0 oldugunu biliyoruz. Eger A € F 1(Y) ise

0 =Torf(Y/X,A) - Torf(X,A) - Torf(Y,A) =0 olur. O halde Onerme
3.4.4’ten X A —altduz olur.

Lemma 4.1.3. M € Mod — R olsun. fd(M) < 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
&~ 1(M) alt modiilleri altinda kapali olmasidir.

ispat A € F~1(M) ve B, A nin herhangi bir alt modiilii olsun. Eger fd(M) < 1 ise
her C sol R-modiilii igin Torf (M, C) = 0 olur. Béylece 0 > A —> B - A/B - 0
tam dizisi icin 0 = Torf(M,A/B) = Torf(M,A) - TorR(M,B) = 0 dir. Bu

yiizden Onerme 3.4.4’ten M B —altdiiz yani B € ¥~ 1(M)olur. Tersine C € R —
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Mod alalim. K serbest olacak sekilde 0 » B - K — C — 0 dizisini diisiinelim.
K € § (M) oldugundan TorR(M,K) = 0 olur dolayistyla Torf (M, B) = 0 olur.
0 = TorR(M,K) - Torf(M,C) - Torf(M,B) = 0 dizisinin tamligindan dolay1
TorR(M,C) = 0 olup fd(M) < 1 olur.

wD(R) < 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her X sol (veya sag) R-modiilii
i¢in fd(X) < 1 olmasidir (Onerme 3.3.31).

Sonu¢ 4.1.4 wD(R) < 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her (sonlu gésterime sahip)

M sol (veya sag) R-modiilii i¢in &~ (M) nin alt modiilleri altinda kapali olmasidur.

Sonug¢ 4.1.5. wD(R) < 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her sonlu gosterime sahip
(veya saf-projektif) X sol (veya sag) R-modiilii i¢in &1 (X) nin alt modiilleri altinda

kapali olmasidir.

R bir halka olsun. Eger R’nin tiim sag (veya sol) idealleri (sonlu iiretilmis)

burulmasiz ise R ye burulmasiz halka denir (Tanim 3.3.8).

Sonug¢ 4.1.6. R’nin burulmasiz halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul devirli
gdsterime sahip (veya RD-diiz) her sol (veya sag) M R-modiilii i¢in § (M) nin alt

modiilleri altinda kapali olmasidir.

Lemma 4.1.7. U sonlu gosterime sahip sag R-modiil ve H sonlu iiretilmis serbest
modiil olmak iizere 0 » K - H —» U — 0 bir tam dizi olsun. § (V) niin direk
carpim altinda kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K’nin sonlu gosterime sahip

olmasidir.

Ispat (=) Varsayimmuzdan Torf(U,[[R) =0 olur. Asagidaki diyagranmim

diistinelim.
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B é
K® (IR) — HQ [IR)——>U® (IIR) —>0
a Y 0
HK —77’ Hh’ @ > HU » 0

Teorem 3.1.13’ten dolayr y ve 6 izomorfizmdir. O halde 5-lemmadan a bir

izomorfizm olup Teorem 3.1.13’ten dolay1 K sonlu gosterime sahiptir.

(&) A€ §LU) alahm. O halde Torf(U,A) =0 olur. Eslenik (adjoint)
izomorfizmden Exti(U,A™) = 0 olur. Bir N modiilii Po, P1 ve P, sonlu iiretilmis
olmak {iizere P,—P1—Po—0 projektif ¢oziimlemesine sahip ise her B € R — Mod
i¢in Torf(N,B*) = Exti(N,B)* olur. O halde TorR(U,A**) = 0 yani U A™* —
altdiz olur.

Her i € J i¢in M; € F~1(U) olacak sekilde {M;};e; sol R-modiillerin bir
ailesi olsun. O zaman @; M; € §*(U) olur. Yani (B, Ml-)++ = (]‘[iE]M;“)+,
&~ 1(U)’in eleman1 olur. Ama Ornekler 3.2.3’ten (; M), ( [Tie;M;")’in bir saf alt
modiiliidir. ~ Béylece ([T, M;" )+ - (B Mjf )+ -0 bir pargalanan
epimorfizmdir. Bu yiizden (D¢, Ml-+)+ = ([TigyM;*), F1(U)’in eleman olur.
(ITieyM;), (ITie; M) in bir saf alt modiilii oldugundan ve §~*(U) saf alt modiiller
altinda kapali oldugundan [;e;M; € (V) olur.

R bir halka olsun. Eger R’nin her sonlu iiretilmis sol ideali sonlu gosterime

sahip ise R ye bir sol uyumlu halka (coherent ring) denir (Tanim 3.3.32).
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R bir halka olsun. Eger R’nin her esas sol ideali sonlu gdsterime sahip ise R

ye bir sol P-uyumlu halka (P — coherent ring) denir (Tanim 3.3.34).

Sonug 4.1.8 R bir halka olsun. R’nin sag uyumlu halka olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her sonlu gosterime sahip U modiilii i¢in §1(U)’in direk carpim altinda

kapali olmasidir.

Sonuc 4.1.9 R bir halka olsun. R’nin sag P-uyumlu halka olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her devirli gdsterime sahip U modiilii i¢in § *(U)’in direk carpim altinda

kapal1 olmasidir.

4.2. Kisith Bir Altdiiz Bolgesine Sahip RD-Diiz Modiiller

Bu boliimde burulmasizlik igin test modiillerin varligini inceledik. Eger U
RD-diiz modiil ve N burulmasiz sol R-modiil ise U N —altdiiz olur. Sonraki 6nerme
herhangi bir RD-diiz modiiliiniin altdiiz b6lgesinin en azindan burulmasiz modiilleri

icermek zorunda kaldigini gosterir.

Onerme 4.2.1 Q tiim RD-diiz modiillerin smifi olmak iizere RTF = NyeaF L (M).

Tamim 4.2.2 K bir RD-diiz modiil olsun. Eger her burulmasiz olmayan X sol modiilii

i¢in Tor (K, X) # 0 yani F1(M) = TF ise K’ye tf — test modiil denir.

I devirli gosterime sahip sag R-modiillerinin bir temsilcilerinin kiimesi

olmak iizere €B =D ,er C;. CP bir RD-diiz modiildiir.
Onerme 4.2.3 G bir tf — test modiildiir.

Ispat U € R — Mod alalm. Kabul edelim ki Torf(€B,U) = 0 olsun. O zaman
Torf (€B,U) =@c,er Torf (C;,U)  oldugundan  dolayr her C; €T igin
Torf(C;,U) = 0 olur. Yani U burulmasiz modiildiir.

Onerme 4.1.1 ve Onerme 4.2.3 yardimyla asagidaki sonug elde edilmistir.
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Sonu¢ 4.2.4 CP modiiliiniin herhangi bir saf genislemesi bir tf — test modiildiir.
Onerme 4.1.2 ve Onerme 4.2.3 yardimiyla asagidaki sonug elde edilmistir.
Sonug 4.2.5 Eger wD(R) < 1 ise E(E€) bir tf — test modiildiir.

Aciklama 4.2.6 K sonlu gosterime sahip bir modiil ve Fy = F; - K = 0, K’nin
minimal serbest ¢6ziimlemesi olsun. Homg(F;,R) - Homg(Fy, R) dual
doniistimiiniin escekirdegine (cokernel) K’nin transpozu denir. K’nin transpozu
Tr(K) ile gosterilir. Tr(K) ’in izomorfizm simiflari minimal ¢6ziimlemesi
secimimize bagli degildir. Tr(K) sonlu gosterime sahip bir sol R-modiildiir
(Auslander ve Bridger, 1969; Skljarenko, 1978).

Teorem 4.2.7 M sonlu gosterime sahip sag R-modiillerin bir kiimesi olsun. Sol R-
modiillerin herhangi E kisa tam dizisi ve M € M i¢in Hom(Tr(M), E) dizisinin
tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M @ E dizisini tam olmasidir (Skljarenko,
1978).

Sonug 4.2.8 K bir sonlu gosterime sahip modiil olsun. &'%K) = 1(Tr(K)) ve

Pri(Tr(K)) = F~(K) olur.
Sonug 4.2.9 K bir sonlu gdsterime sahip modiil olsun.

1) K’nin RD-diiz modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Tr(K)’in bir RD-
projektif modiil olmasidir.
2) Tr(K)’in RD-diiz modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K’nin RD-

projektif modiil olmasidir.

Onerme 4.2.10 U bir sonlu gosterime sahip RD-diiz modiil olsun. U’nun tf — test

modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul &’%Tr(U )) = TF olmasidir.

Onerme 4.2.11 U bir RD-diiz modiil olsun. Eger U tf — test modiil ise her sonlu

gOsterime sahip projektif olmayan RD-diiz C modiilii icin Homg(C,U) # 0 olur.
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Ispat Kabul edelim ki bazi sonlu gosterime sahip projektif olmayan RD-diiz C
modiilii icin Homgz(C,U) = 0 olsun. F; projektif olacak sekilde 0 = Fy = F; =
U — 0 kisa tam dizi i¢in 0 > Homg(C,Fy) » Homgx(C,F;) » Homgz(C,U) =0
tam dizi olur. O halde Teorem 4.2.7’den dolay1 0 = Fy, ® Tr(C) - F; Q Tr(C) -
UQ Tr(C) = 0 dizisi tam olup bdylece Tor(U,Tr(C)) =0 olur. U tf — test
modiil oldugundan Tr(C) burulmasiz modiildiir. Ama Sonug 3.3.19°dan Tr(C) RD-
diiz modiil olup diiz modiildiir. O halde Teorem 4.2.7°den C projektif olur. Bu bir
celiskidir. Bu yiizden Homg(C,U) # 0 olur.

4.3. Kisith Bir Altdiiz Bolgesine Sahip Olan Sonlu Gosterime Sahip RD-Diiz
Modiiller

Sezgisel olarak bir RD-diiz modiiliiniin altdiiz bdlgesi bize boyle bir
modiiliin diiz olmaktan ne kadar uzak (veya yakin) oldugunu sdyler. Bir RD-diiz
(RD-projektif) modiiliin diiz (projektif) olmasi igin gerek ve yeter kosul bu modiiliin
burulmasiz olmasidir (Sonug 3.3.36). RD-projektif R-modiillerin saf-projektif RD-
diiz modiiller olduguna dikkat edelim. Von Neumann regiiler halkalarinin tam olarak

RD-diiz modiiliiniin diiz modiil oldugu halkalardir (Sonug 3.3.36).

Onerme 4.3.1 R bir Von Neumann regiiler halka olmas: igin gerek ve yeter kosul

bir burulmasiz tf — test sag (veya sol) R-modiiliiniin var olmasidir.

Ispat (=) Sonug 3.3.36 ve Onerme 4.2.3’ten dolay1 agik. (<) K burulmasiz tf-test
modiil olsun. O halde her RD-diiz A sol R-modiilii i¢in Tor; (K, A) = 0 olur. Ama
K tf — test modiil yani A diiz modiildiir. Bu yiizden Sonug¢ 3.3.36’dan R bir VVon

Neumann regiiler halkadir.

Tezimizin geri kalaninda tiim halkalari Von Neumann regiiler olmayan

halka olarak alacagiz.
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R bir halka olsun. Tiim basit sag modiillerin RD-projektif olmas1 durumunda
R’ye bir sag SRDP halka diyoruz. Buna denk olarak tiim basit sag modiiller hem
sonlu gosterime sahip hem de RD-diiz modiil ise R’ye bir sag SRDP halka diyoruz.
Benzer sekilde sol SRDP halkalari tanimlanir. PIR (Esas ideal halkalari) asikar bir
sekilde SRDP halkalaridir. SRDP halkasinin daha az belirgin 6rnegi degismeli
kalitsal (hereditary) noetherian halkadir.

R bir halka olsun. Eger R’nin her sol (sag) esas ideali projektif modiil ise R
ye sol (sag) PP halka (PP ring) denir (Tamim 3.3.7). Herhangi PP halkasinin
burulmasiz halka olduguna dikkat edelim (Dauns ve Fuchs, 2004).

Onerme 4.3.2 R bir sag SRDP halka ve wD(R) < 1 olsun. Asagidaki durumlar
denktir.

1) Her U € Mod — R igin ya Soc(U) projektif yada ¥~ 1(U) € rTF
2) Tekil (singular) yariartinian modiiller tf — test modiildiir.

3) Projektif olmayan basit modiiller tf — test modiildiir.

Ispat 1) = 2) ve 2) = 3) acik.

3) = 1) Eger Soc(U) projektif degil ise o zaman U projektif olmayan bir basit alt
modiile sahiptir bu alt modiile A diyelim. Ama A tf — test modiil yani Onerme
4.1.2°den U tf — test modiil olur.

Her sonlu gosterime sahip RD-diiz sol R-modiil ya tf — test ya da diiz

(veya burulmasiz) modiil olan halkalarin bu 6zelligini (P) ile gosterelim.
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Lemma 4.3.3 R, (P) 6zelligini saglayan bir sag SRDP halka olsun. O zaman bir tek
projektif olmayan basit modiil var ve R ya sol boliinebilir halka ya da sol PP halka
olur.

Ispat H projektif olmayan bir basit modiil olsun. Sonug 4.2.8’den dolay: Pri(H)=
¥ 1(Tr(H)), &'%H)z TF olur. Y projektif olmayan basit modiil olsun. O zaman
ya H=Y ya da Homgz(H,Y) =0 olur. Eger H=Y ise ispat biter. Eger
Homg(H,Y) = 0ise HY — altprojektif ve yani Y burulmasiz modiil olur. Y RD-
projektif modiil oldugundan Sonug 3.3.19°dan dolay1 Y projektif modiil olur. Bu bir
celiskidir. Yani bir tek projektif olmayan basit modiil var.

H bir projektif olmayan basit modiil olsun. O halde ya Homz(H,R) = 0 ya
da Homg(H,R) # 0 olur. ikinci durumda H, R’ye gémiiliir. Lemma 3.5.3’ten Pr
Y(H) = T'F oldugundan dolay1 her injektif modiil burulmasiz modiildiir. Ozel olarak
rR" burulmasiz modiil ve boylece RR*™ boliinebilirdir. O zaman R bir sol boliinebilir
halkadir ¢iinkii Onerme 3.2.11’ten R (RD-)saf olarak R** ya gomiiliir. Onceki
durumda her sag L ideali icin Homgz(H,L) = 0 olur. O halde H tf — test modiil
oldugundan R burulmasiz modiiliine sahibiz. {N,}sc; burulmasiz modiillerin kiimesi

olsun. &'%H) = TF ve Homyz(H, R) = 0 oldugundan bir Z modiiliiniin burulmasiz

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Homgz(H,Z) =0 olmasidir. Simdi
Homg(H,T];e;Ns) =®;c; Homg(H,Ng) = 0 yani [];e;Ng burulmasiz modiildiir.
Teorem 3.3.11°den R sol PP halkadir.

Lemma 4.3.4 R bir sag SRDP halka ve wD(R) < 1 olsun. R’nin (P) &zelligini

saglamasi igin gerek ve yeter kosul asagidaki durumlari saglamasidir.

1) R bir tek projektif olmayan basit modiile sahip bir sol PP halkadir.
2) Bir L modiiliiniin burulmasiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Soc(L)’in

projektif olmasidir.
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Ispat (=) Lemma 4.3.3’ten dolay1 R bir tek projektif olmayan basit modiile sahip
bir sol PP halka olup bu modiile A diyelim. Kabuliimiiz ve Sonug 4.2.8’den dolay1
&'l(A) =g Y(Tr(4)) = TF olur. L modiiliinii alalm. Eger Soc(L) projektif
modiil ise A L-altprojektif modiil ve boylece L burulmasiz modiildiir. Tersine L
burulmasiz modiil ise Soc(L) projektif modiil oldugunu gosterecegiz. L bir projektif
olmayan basit modiile sahip olsun. Bu modiile N diyelim. A’nin tekliginden dolay1
N = A olur. A L — altprojektif modiil oldugundan Sonug¢ 4.1.6°dan A A —
altprojektif yani N = A projektif modiildiir. Bu N’nin projektif olmayisiyla gelisir.
Bu yiizden Soc(L) projektif modiildiir.

(&) Ik énce Pri(A)= F~1(Tr(A)) = TF olduguna dikkat edelim. ikinci olarak
2)’den burulmasiz sag R-modiillerin herhangi direk ¢arpimi burulmasiz modiil olur.
Boylece Sonug 4.1.9°dan R bir sol P-uyumlu halkadir. X diiz modiil olmayan sonlu
gosterime sahip bir RD-diiz modiil ve L € Pr*(Tr(X)) = ¥ 1(X) olsun. O halde ya
Hompgz(A,L) = 0 ya da Homg(A,L) # 0 olur. Eger Homz(A,L) =0 ise A L-
altprojektif yani L istenildigi gibi burulmasiz modiil olur. Eger Homg (4, L) # 0 ise
genelligi bozmaksizin A’y1 L’nin bir alt modiilii olarak alabiliriz. Sonug 4.1.4’ten
A € F1(X) yani Torf(A,X) = 0 olur. O zaman standart eslenik izomorfizmden
Ext(A,X*)=0 olur. 0->X*>EX") > EX*")/X* >0 kisa tam dizisini
diisiinelim. Soc(E(X*)/X™") projektiftir. Aksi taktirde A‘nin tekliginden E(X*)/
X* A’ya izomorfik olacak sekilde bir projektif olmayan basit alt modiile sahiptir. O
halde E(X*)’in bir Z biiyiik alt modiilii var éyle ki Z/X* = A olur. Ama
Ext(A,X*) = 0yani X*, Z’nin bir direk toplam terimidir. Bu ¢eliski (X*)’in Z’nin
biiyiik alt modiilii olmadigini kanithiyor. Bu yiizden Soc(E(X*)/X ™) projektif ve
2)’den E(X*)/X* burulmasiz modiildiir. Yani X* béliinebilirdir. Standart eslenik
izomorfizmden X burulmasiz modiildir. Ama X RD-diiz ve bdylece Sonug

3.3.19’dan X diiz modiil olur. Bu bir geliskidir. Yani X bir tf — test modiildiir.
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Lemma 4.3.5 R bir sag SRDP halka ama PP halka olmasin. Eger R, (P) 6zelligini

sagliyor ise

a) R sag Kasch halkadir.

b) Injektif modiiller burulmasizdar.

c) Her RD-projektif sag R-modiil bir projektif modiile gomiiliir.
d) R bir sol boliinebilirdir.

Ispat Lemma 4.3.3’ten R bir tek projektif olmayan basit modiile sahip bir sol
boliinebilir halka olur. Bu modiile V diyelim. Kabuliimiizden ve Sonu¢ 4.2.8’den
Pr1(V) = FL(Tr(V)) = TF olur. Homy(V,R) # 0 olur. Aksi taktirde Lemma
4.3.3’lin ispatindan R sol PP halka olurdu. Bu yiizden R, sag Kasch halka yani tim
basit modiiller R’ye gomiiliir. R Kasch halka oldugundan, Lemma 3.5.5’ten
herhangi E injektif modiilii i¢in V, E-altprojektif modiildir. PBr (V) =TF
oldugundan injektif modiiller burulmasiz modiildiir. V bir RD-projektif sag R-modiil
olsun. i:V — E(V) igerme doniistimiinii ve H bir serbest modiil olmak tizere p: H —
E(V) epimorfizmini  disiinelim. V bir RD-projektif sag R-modiill ve E(V)
burulmasiz modiil oldugundan i = pf olacak sekilde f:V — H bir homomorfizma
vardir. O halde f bir monomorfizmdir.

Sifirdan farkli tekil sag modiilleri sifir olmayan sokullara (socles) sahip
olan halkalara sag C-halkalar denir.
Teorem 4.3.6 R Ortogonal idempotentlerinin kiimesi sonlu olmayacak sekilde bir
sag SRDP halka olsun. Eger R Kasch halka degil ise R, (P) 6zelligini saglayan bir

halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki kosullar1 saglamasidir.

1) R sag kalitsal (hereditary) C-halkadir.
2) R bir tek projektif olmayan basit modiile sahiptir.
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3) R bir sag Goldie ve Q" , R’nin bir sol yari-tam (semi-perfect)

lokalizasyonudur.

Ispat (=) Lemma 4.3.3’ten R bir tek projektif olmayan basit modiile sahip bir sol
PP halkadir. Bu modiile V diyelim. Hipotezimizden @'l(V) =g N Tr(V)=TF
olur. N’nin tekil, M’nin tekilsiz (non — singular) oldugu yerde, N’nin
M’ye altprojektif oldugunu belirtelim. O zaman Onerme 3.3.42’ten tiim
burulmasiz (sag ve sol) R-modiiller tekilsizdir. Simdi, kosul (c) saglanir ¢iinkii
teorem 3.3.41°den burulmasiz modiil=tekil modiil. R’nin sag C-halkas1 oldugunu
gostermek icin her sifirdan farkli tekil sag R-modiiliiniin sifirdan farkli bir sokulu
oldugunu gostermek yeterlidir. H sifirdan farkl tekil sag R-modiil olsun ama H sifir
sokula sahip olsun. O zaman N H — altprojektif modiil ve boylece hipotezimizden
H tekilsizdir. Ama H tekil oldugundan H sifir olmalidir. Bu bir ¢eligkidir. Bu bize
R’nin C-halka oldugunu sdyler. Ozellikle, R bir sag C-halka ve sag SRDP halka
oldugundan her boliinebilir (ve fp — injektif) modiil injektiftir. X herhangi bir
boliinebilir modiil olsun. Soc(E (X)/X) projektiftir. Aksi taktirde E(X)/X bir basit
alt modiile sahiptir. Bu basit modiile A diyelim. E (X)/X tekil oldugundan A tekildir.
E(X)’in bir biyiik alt modiilii L var 6yle ki L/X = A olur. N tek oldugundan N = A
ve boylece Ext (A, X) = 0 olur. Boylece X, L de bir direk toplam terimi olup bu X’in
L de biiyiik alt modiil olusuyla ¢elisir. Bu yiizden Soc(E(X)/X) projektiftir ve
boylece Homg(N,E(X)/X) =0 olur. Ama Br*(N) =TF =N yani E(X)/X
tekilsizdir. (B, A’nin alt modiilii olmak tizere Z(A/B) = 0 ise B, A da kapalidir.
(Sandomierski, 1968)) O halde X, E(X)’de kapalidir. Ancak bir injektif modiiliin
kapali alt modiilii injektiftir ve bdylece X injektif olur. Lemma 3.3.38’den dolay1
R’nin bir sag PP halka oldugunu isaret edelim. O zaman R bir PP halka ve boliinebilir
modiiller injektif olup Sonug 3.3.35’ten R sag kalitsaldir.
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(<) R sag kalitsal oldugundan Lemma 3.3.38’den bir sag PP halkadir. Simdi
bir H modiiliiniin burulmasiz modiil olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul Soc(H)
projektif modiil olmasidir oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki H projektif
olmayan sokula sahip burulmasiz modiil olsun. O zaman H projektif olmayan bir
basit alt modiile sahiptir. Bu basit modiile N diyelim. O halde Lemma 3.3.39’dan N
burulmasiz modiil olur. Ancak N RD-projektif yani projektif modiildiir. Bu bir
celigkidir. Tersine bir H modiilii i¢in kabul edelim ki Soc(H) projektif olsun. X
projektif olacak sekilde bir 0 - A - X — H — 0 kisa tam dizisi vardir. R sag C-
halka oldugundan bu dizi tam olarak kapalidir. O zaman H tekilsiz ve teorem

3.3.41’ten burulmasizdir.

4.4 Sonlu Gosterime Sahip RD-diiz Modiillerin Burulmasiz veya f-test Oldugu
Halkalarin Karakterizasyonu

Bu alt boliimde, sonlu gosterime sahip RD-diiz modiillerin burulmasiz veya
f-test oldugu halkalarin karakterizasyonu caligilmustir.

Her projektif olmayan sonlu gosterime sahip RD-diiz sol modiiliin f-test
modiil oldugu halkalarin bu 6zelligini (Q) ile gosterelim.
Onerme 4.4.1 R, (Q) ozelligini saglayan bir sag SRDP halka olsun. R bir tek
projektif olmayan basit modiile sahiptir dyle ki R ya IF (yani injektif modiiller diiz
modiildiir.) yada wD(R) < 1 dur.
Ispat Lemma 4.3.3’ten R bir tek projektif olmayan basit modiile sahiptir. Bu modiile
V diyelim. Hipotezimizden &‘%V) = §F Y(Tr(V)) = TFg = Fg olur. V igin iki
durum soéz konusudur: ya Homg(V,R) =0 ya da Homg(V,R) + 0 dir. Eger
Homg(V,R) # 0 ise V, R’ye gomiiliir ve boylece Lemma 3.5.3 ten R bir sag IF olur.
Eger Homz(V,R) = 0 ise R’nin herhangi T sag ideal i¢in Homgz(V,T) = 0 olur.
Ancak V RD-projektif yani kabuliimiizden T burulmasiz modiil olmalidir. Boylece
wD(R) < 1olur.
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Teorem 4.4.2 R, (Q) dzelligini saglayan bir sag C, sol Noetherian ve sag SRDP

halka olsun. O zaman R asagidaki iki durumdan sadece birisini saglar:

1) R sag Noetherian ve sag kalitsal halka veya
2) Ry yari-basit (semisimple) artinian halka ve R, yerel bir QF-halkasi
tizerinde matris halkasi olan bilesenlere ayrilmaz (indecomposable) bir

halka olmak {izere R = R; X R, olur.

Ispat R sag C ve sag SRDP halka oldugundan her béliinebilir (fp — injektif, m —
injektif ) modiil injektif oldugundan R bir sag Noetherian halkadir. Onerme
4.4.1’den R bir tek tekil basit modiile sahiptir. Bu basit sag R-modiile N diyelim.
Tekrar sonug 4.4.3’ten R ya IF halka ya da wD(R) < 1 olur. wD(R) < 1 ise R’nin
Noetherian olusundan dolayr R sag kalitsal halkadir. Eger R, IF halka ise R
Noetherian oldugundan R 6z injektif (self injective) olur. Yani teorem 3.5.7°den R,
QF-halka olur. Hipotezimizden @'%N) projektif modiillerin sinifi olacaktir. Yani N
p-yoksul (p-indigent) olur. Bu bize teorem 3.5.9’dan dolay1 R’nin 2)’i saglandigini

soyler.

Sonu¢ 4.4.3 R bir sag-sol Noetherian ve sag SRDP halka olsun. Eger R, (Q)
Ozelligini sagliyorsa R, yari-basit (semisimple) artinian halka ve R, bilesenlerine
ayrilmaz bir halka olmak {izere R = R; X R, olur. Asagidaki durumlardan yalnizca

biri saglanir.

1) R, yerel QF-halkasi iizerinde matris halkasidir.
2) R, asal (prime) kalitsal halkadr.
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3) R, bir boliim cebiri (division algebra) tizerinde bir alt liggensel matris

halkasina Morita-esdegerdir.

Ispat Onerme 4.4.1°den R ya IF halka ya da wD(R) < 1 olur. R bir tek projektif
olmayan basit modiile sahip olsun. Bu modiile Z diyelim. Z tekil oldugundan her
tekilsiz X modiilii i¢in Z X-altprojektif oldugunu gz oniinde bulunduralim. O halde
@'%V): ¥ 1(Tr(V)) = TF = F oldugundan tiim tekilsiz modiiller diiz modiildiir.
Kabul edelim ki wD(R) < 1 olsun. R iki yonlii notherian oldugundan R iki yonlii
kalitsal halkadir. O halde 6nerme 3.5.10’den diiz modiiller tekilsizdir. Bu bize
burulmasiz modiiller, diiz modiiller ve tekilsiz modiillerin ailesinin ayni oldugunu
soyler. Yani teorem 3.3.43’ten R; yari-basit (semisimple) artinian halka ve R,, 2)
veya 3)’ii saglayan bilesenlerine ayrilmaz bir halka olmak tizere R = R; X R, olur.
Eger R, IF halka ise 0 zaman R sol Noetherian oldugundan dolay1 R, QF-halka
olup bu yiizden Z, yalmizca projektif modiiller icin altprojektiftir. O zaman
teorem 3.5.9’dan R; yari-basit (semisimple) artinian halka ve R, yerel QF-halkas1

tizerinde matris halkasi (yani 1) durumu saglaniyor) olmak iizere R = R; X R, olur.
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