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En yaygin kullanilan istatistiksel model dogrusal (lineer) regresyon modeli
olmasina ragmen bazen sabit etkilere ilave olarak rastgele etkileri de igeren
modellere uyan veri yapilar: ile de karsilasmak mimkundir. Bu durumda, lineer
karma modeller ortaya ¢ikmaktadir. Lineer karma modeller, i¢-ice ge¢cmis verilerin
ve uzun sureli (tekrarli olctimli) verilerin de dahil oldugu cok cesitli verilerin
analizinde kullanilan dnemli bir aragtir.

Bu calismada ilk olarak, lineer karma modeller, lineer karma modellerin
varsayimlari, lineer karma modellerde parametre tahminleri, tekrarli 6lgiim verileri
icin model yapilandirma streci, literatiirde var olan varyans-kovaryans modelleri
ve bu varyans-kovaryans modelleri arasindan uygun olan modelin secim kriterleri
incelenmistir. Daha sonra, ¢oklu i¢ iliski olmasi durumunda lineer karma model
literatirlinde var olan ridge tahmin ve 6n tahmin edicilere alternatif olarak mixed,
stokastik kisith ridge, Liu, temel bilesenler regresyon ve r-k sinif tahmin ve 6n
tahmin edicileri Onerilmistir ve matris degerli hata kareler ortalamas: Kkriteri
kullanilarak tahmin ve ©6n tahmin edicilerin performanslari karsilagtirilmistir.
Galisma, R ve Matlab R2014a programlarinin  kullaniimasiyla yapilan
uygulamalarla desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit Etki, Rastgele Etki, Lineer Karma Model, Coklu i¢
Iliski, Matris Degerli Hata Kareler Ortalamas1
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Although the most widely-used statistical model is the linear regression
model, it is sometimes possible to encounter with the data structures that accord
with the models that include both fixed and random effects. In this case, linear
mixed models are arised. Linear mixed models are an important tool for the
analysis of a broad variety of data including clustered data and longitudinal
(repeated measures) data.

In this study firstly, linear mixed models, assumptions of linear mixed
models, parameter estimations in linear mixed models, model building process for
repeated measures data, variance-covariance models in literature and selection
criteria of appropriate model among these variance-covariance models have been
examined. Later, the mixed, stochastic restricted ridge, Liu, principal components
regression and r-k class estimators and predictors have been proposed alternative to
the ridge estimator and predictor in linear mixed model literature when there is
multicollinearity and performances of estimators and predictors have been
compared by using the matrix mean square error criterion. The study is supported
with applications done using R and Matlab R2014a programs.

Key Words: Fixed Effect, Random Effect, Linear Mixed Model, Multicollinearity,
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GENISLETILMIS OZET

Lineer karma modellerde parametre tahminlerinin ve ¢ikarimlarinin
incelenmesi amaciyla olusturulan bu tez, yedi bélimden meydana gelmektedir.
Birinci boltim girig bolimu olup, her bir bélimin sonunda, elde edilen sonuglarin
daha iyi bir sekilde algilanabilmesi amaciyla, Matlab R2014a ve/veya R
programlarindan yararlanilarak analiz edilen uygulama caligmalari bulunmaktadir.

ikinci bolimde, lineer karma modeller, lineer karma modellerin
varsayimlar: ve lineer karma modellerde parametre tahminleri ifade edilmistir.

Ugiincii bolimde, lineer karma modellerde tekrarli 6lgtim verileri igin
model yapilandirma siireci ile literatiirde var olan 13 farkl: varyans-kovaryans
modeli incelenmistir ve incelenen 13 farkli varyans-kovaryans modeli arasindan
uygun olan modelin secim kriterleri Gizerinde durulmustur.

Dordinct bolumde, lineer karma modellerde stokastik lineer kisitlar
altinda yeni tammlanan ve mixed ve stokastik kisitli ridge ydntemlerinin
kullanilmas: sonucunda elde edilen mixed ve stokastik kisitl: ridge (stochastic
restricted ridge) tahmin ve ©on tahmin edicileri verilmistir. Lineer karma
modellerde yeni tanimlanan bu parametre tahmin edicilerinin hem birbirleriyle hem
de en iyi lineer yans:z tahmin edici (best linear unbiased estimator, BLUE)/en iyi
lineer yansiz 6n tahmin edici (best linear unbiased predictor, BLUP) ile iliskileri
ortaya konulmus ve matris degerli hata kareler ortalamas: (matrix mean square
error, mMMSE) kriteri  kullanilarak  tahmin  edicilerin  performanslar
karsilagtiriimastur.

Besinci bolimde, lineer karma modellerde Liu tahmin ve 6n tahmin
edicileri tanimlanmis ve bu tahmin edicilerin, belirli bir stokastik lineer kisit
altinda mixed tahmin ve 6n tahmin edicilerin 6zel bir durumuna karsilik geldikleri
gosterilmistir. Liu tahmin ve 6n tahmin edicilerin BLUE/BLUP ile ridge tahmin ve
on tahmin edicileriyle iliskileri ortaya konulmus ve mMSE kriteri kullanilarak

tahmin edicilerin performanslari karsilastirilmigtir. Ayni zamanda, skaler degerli
Il



hata kareler ortalamas: (scalar mean square error, SMSE) kriteri kullanilarak, Liu
yanlilik parametresinin secimi incelenmistir.

Altinct bélimde, lineer karma modellerde temel bilesenler regresyon
(principal components regression, PCR) ile r-k sinif (r-k class) tahmin ve 6n
tahmin edicileri 6nerilmistir. Ayni1 zamanda, BLUE/BLUP, ridge ve PCR tahmin
ve oOn tahmin edicilerinin r-k sinif tahmin ve 6n tahmin edicilerinin 6zel bir
durumuna karsilik geldikleri gosterilmistir. mMSE kriteri kullanilarak, r-k sinif
tahmin ve 6n tahmin edicilerin BLUE/BLUP, ridge ve PCR tahmin ve 6n tahmin
edicilerinden Ustun oldugu gerekli ve yeterli kosullar tanimlanmigtir. Bu kosullarin
saglanip saglanmadiginin  kontrol edilmesi amaciyla hipotez testlerinden
yararlanilmastir.

Yedinci bolumde, calismanin diger bolimlerinde elde edilen sonuclar

Ozetlenmis ve sonraki ¢alismalar icin Onerilere yer verilmistir.
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1. GIRIS Ozge KURAN

1. GIRIS

Istatistiksel modeller, verinin tanimlanmast, veri yapisin: en iyi temsil eden
matematiksel formun belirlenmesi ve degiskenler arasindaki iliskinin yaklasik
olarak tanimlanmasi amaciyla kullanilan modellerdir. Modeller sahip olduklar:
etki tiirlerine gore farkli sekillerde adlandirilmaktadirlar. Sadece sabit etkilerden
olusan modellere sabit etkili modeller (lineer regresyon modelleri), sadece rastgele
etkilerden olusan modellere rastgele etkili modeller ve hem sabit hem de rastgele
etkileri iceren modellere de lineer karma modeller denilmektedir (Searle ve ark.,
1992; McCulloch ve Searle, 2001). En yaygin kullanilan istatistiksel model lineer
regresyon modeli olmasina ragmen bazen sabit etkilere ilave olarak rastgele etkileri
de iceren modellere uyan veri yapilari ile de karsilasmak mumkindir. Bu
durumda, lineer karma modeller ortaya ¢ikmaktadir.

Sabit ve rastgele etki kavramlarinin tanimlanabilmesi igin dncelikle faktor,
duzey ve hiicre kavramlarinin ifade edilmesi gerekmektedir. Ornegin, Abu-Libdeh
ve ark. (1990) tarafindan yapilan bazal hiicreli kanser (bazal htcreli epitelyoma)
calismasina benzer bir veri formati Cizelge 1.1 ile verilmis olsun (McCulloch ve
Searle, 2001).

Cizelge 1.1. Bazal hiicreli kanser (bazal hiicreli epitelyoma) veri formati
(McCulloch ve Searle, 2001)

Dusuk Gunes Isigi Yuksek Giines Isi1gi
Yas Grubu Yas Grubu
Cinsiyet A B C A B C
Erkek * * * * * *
Kiz * * * * * *

Cizelge 1.1 incelendiginde bazal hicreli kanser olusumunun

belirlenebilmesi amaciyla hastalarin cinsiyet (kiz ve erkek), yas grubu (A, B ve C)



1. GIRIS Ozge KURAN

ve maruz kalinan giines 1s1ginin boyutuna (distk ve yiksek) gore siniflandirildig:
gorulmektedir. Burada cinsiyet, yas grubu ve maruz kalinan giines 1siginin boyutu
faktorleri; kiz ve erkek cinsiyetleri, A, B ve C yas gruplari, disik ve ylksek giines
1siklart dlzeyleri; * sekilleri de hicreleri olusturmaktadir. Béylece cinsiyet (2
dizeyli), yas grubu (3 diizeyli) ve maruz kalinan gines 1s181 boyutu (2 dizeyli)
faktorleri ile toplamda 2x3x2=12 hiicrenin oldugu soylenebilir (McCulloch ve
Searle, 2001).

Faktorlerin dizeyleri, faktorin sinirli (veya sonlu) bir kimesinden 6zel
olarak segilmisse boyle etkiler sabit etkiler olarak adlandirilmaktadir. Cizelge 1.1
de verilen faktorlerin dizeyleri, faktoriin sinirli bir kimesinden 6zel olarak
secilmeleri nedeniyle sabit etkilere 6rnek olarak verilebilirler (McCulloch ve
Searle, 2001).

Faktorlerin dizeyleri, faktdriin sinirsiz (veya sonsuz) bir kimesinden
rastgele olarak secilmisse bdyle etkiler ise rastgele etkiler olarak
adlandirilmaktadir. Ornegin, daha onceden 6zel olarak belirlenmis iic farkl
sicakhik derecesinde pisirilmis firinlar dolusu ekmek kimesi igerisinden rastgele
olarak secilen 6 firin ekmek kiimesinin her birinden 4 somun ekmek alinmak
istensin. Burada daha onceden 6zel olarak belirlenen sicaklik dereceleri sabit
etkileri, firinlar dolusu ekmek kiimesi igerisinden rastgele olarak secilen ekmek
kiimeleri ise rastgele etkileri olusturmaktadir (Searle ve ark., 1992; McCulloch ve
Searle, 2001).

Sabit ve rastgele etkilerin belirlenmesi amaciyla Sekil 1.1 ile verilen karar
agacindan da yararlanilmaktadir (Searle ve ark., 1992; McCulloch ve Searle, 2001).

Faktorin dizeylerinin bir olasilhik dagilimindan geldigi varsayimi

yapilabilir mi?
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\ v
Hayir Evet
Faktor sabit etkilidir. Faktor rastgele etkilidir.

Sekil 1.1. Sabit ve rastgele etkilerin belirlenmesi amaciyla kullanilan karar agaci
(Searle ve ark., 1992; McCulloch ve Searle, 2001)

Sekil 1.1 ile verilen karar agacinin bir 6rnek yardimiyla daha kolay bir
sekilde anlasilmas: saglanacaktir. Devore ve Peck (1993), kurulamadan sonra
yikanan kumaslarin duzgunliigiinin incelenmesi amaciyla bir ¢alisma yapmuslardr.
Bu cgalismada, rastgele segilen 9 farkli kumasin her biri daha 6nceden belirlenen 5
kurulama metoduna tabi tutulmustur. Ilgilenilen faktorler kurulama metodu (5
dizeyli) ve kumas (9 duzeyli) olmak Uzere 2 tanedir. Sekil 1.1 yardimiyla 5
kurulama metodunun bir olasihk dagilimindan gelmedikleri ve dolayisiyla
kurulama metodunun sabit etkili oldugu soOylenebilir. Bir yigin kumas
populasyonundan (yani bir olasihk dagilimindan) rastgele 9 farkli kumasin
secilmesi nedeniyle de kumasin, rastgele etkili oldugu ifade edilebilir (McCulloch
ve Searle, 2001).

Lineer karma model tanimi ilk olarak Eisenhart (1947) tarafindan
verilmistir. Eisenhart (1947) yapmis oldugu ¢alismasinda sabit ve rastgele etkili
modelleri sirastyla Model | ve Model Il olarak siniflandirirken, hem sabit hem de
rastgele etkileri igeren lineer karma modelleri Model 111 olarak tanimlamstir.
Lineer karma modellerle ilgili ilk ¢alismalar ise 20. yiizyilin ortalarinda genetik
alaninda yapilmistir. Henderson (1950, 1969, 1973, 1977, 1984) hayvan islahi ve
genetik calismalarinda yetistirilecek bir sonraki hayvan irklarinin en verimli délleri
verecek sekilde Uretilebilmesi amaciyla lineer karma modeller yardimiyla genetik
degerlerinin tahminleri en yiksek olarak elde edilen ebeveynlerin secimi tzerine
calismalar yapmustir. Boylece, lineer karma modellerin gelisimi hem genetik hem
de lineer model teorilerinin gelisimine 6nemli katkilar saglamistir (Rao ve Poduri,
1997).
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Lineer karma modellerin amaglarindan biri, parametre tahmini yapmaktir.
Rastgele etkiler, lineer karma modeldeki rastgele degiskenlere karsilik gelen etkiler
oldugu igin bu etkilerin tahminlerine 6n tahmin (6n kestirim) ve tahmin edicilerine
de 6n tahmin edici (6n kestirici) denilmektedir (McCulloch ve Searle, 2001).

Lineer karma modellerde tahmin problemi sabit etkili parametrelerin
tahmini, rastgele etkili parametrelerin 6n tahmini ve rastgele etkili parametrelerin
varyans: ile hatanin varyansindan olusan varyans bilesenlerinin tahmininden
olusmaktadir.

Rastgele etkili parametrelerin 6n tahmininin elde edilmesinde en iyi 6n
tahmin (best prediction, BP), en iyi lineer 6n tahmin (best linear prediction, BLP),
en iyi lineer yansiz 6n tahmin (best linear unbiased prediction, BLUP) yontemleri
ile Henderson ve ark. (1959) tarafindan gelistirilen lineer karma model esitlikleri
kullaniimaktadir. Henderson ve ark. (1959) tarafindan elde edilen lineer karma
model esitlikleri hem sabit etkili parametrelerin en iyi lineer yans:z tahminini (best
linear unbiased estimation, BLUE) hem de rastgele etkili parametrelerin BLUP unu
es zamanh olarak vermektedir.

Varyans bilesenlerinin tahmini i¢in normallik varsayimi gerektirmeyen
yontemler, Fisher (1925) tarafindan tanimlanan varyans analizi (analysis of
variance, ANOVA), Rao (1970, 1971a, 1971b, 1972) tarafindan énerilen minimum
uzunluklu karesel yans:z tahmin (minimum norm quadratic unbiased estimation,
MINQUE), minimum varyansl: karesel yansiz tahmin (minimum variance
guadratic unbiased estimation, MIVQUE) yontemleri ile Henderson nin
metotlar:dir (Henderson, 1953).

Varyans bilesenlerinin tahmini i¢in normallik varsayimi gerektiren
yontemler ise Crump (1947), Hartley ve Rao (1967) tarafindan incelenen
maksimum likelihood (maximum likelihood, ML) yontemi ile siurlandirzimzs
maksimum likelihood (restricted maximum likelihood, REML) yontemidir
(Thompson, 1962; Patterson ve Thompson, 1971). ML yéntemi yardimiyla ayn

zamanda sabit etkili parametrelerin tahmini de elde edilmektedir. Ancak ML veya
4
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REML yontemleriyle elde edilen esitlikler parametrelere gore lineer olmadigindan
esitliklerin ¢dzimi zordur. Bu esitliklerin ¢Ozllebilmesi amaciyla iteratif
yontemlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu iteratif yontemler Newton-Raphson (NR)
algoritmas: (Thisted, 1988), Fisher :n skorlama (Fisher scoring, FS) algoritmas:
(Searle ve ark., 1992) ve Expectation-Maximization (EM) algoritmas: (Dempster
ve ark., 1977) dur.

Lineer karma modeller tip, sosyoloji, psikoloji, ekonomi, tarim, sanayi,
egitim ve benzeri bircok alanda karsilagilan ic-ice ge¢mis veriler (nested data),
uzun sureli veriler (longitudinal data) ve tekrarl: 6lglimll veriler (repeated
measures data) gibi birden fazla veri tirl icin sik tercih edilen modellerdendir.

Ic-ice gecmis veriler, isminden de anlasilabilecegi izere bir faktorin
dizeylerinin diger bir faktorlin dizeylerinin iginde oldugu yani i¢-ige gecmis bir
yapiya sahip olan verilerdir. Cizelge 1.2 ile verilen sinav basar1 notlar1 incelenmek

istensin.

Cizelge 1.2. Sinav basar1 notlar: verisi (McCulloch ve Searle, 2001)

ingilizce Jeoloji

Seviye Seviye
Cinsiyet B B
Erkek + +
Kiz + +

Cizelge 1.2 incelendiginde, derslerden (ingilizce ve jeoloji) alinan sinav
basar1 notlarinin (+) seviyeye (A, B ve C) ve cinsiyete (kiz ve erkek) gore
stniflandirildigr gorilmektedir. Burada dersler (2 dlzeyli), seviye (3 duzeyli) ve
cinsiyet (2 duzeyli) faktorleri ve + sekilleri de hiicreleri gdstermektedir.

Cizelge 1.1 ile Cizelge 1.2 birbirlerine ¢cok benzemelerine ragmen aslinda
ayni yapida degillerdir. Cunki Cizelge 1.1 de yas grubunda yer alan A, B ve C ler

disuk ve yiksek glnes isiklari igin ayni olmalarina ragmen Cizelge 1.2 de

5
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seviyede yer alan A, B ve C ler ingilizce ve jeoloji dersleri igin ayni degillerdir.
Ingilizce ve jeoloji dersini alan 6grencilerin birbirlerinden farkli olmalar: nedeniyle
ingilizce dersindeki seviye A ile jeoloji dersindeki seviye A farklidir. Ayni yorum,
B ve C seviyeleri icin de gecerlidir. Dolayisiyla, seviye faktéruniin diizeylerinin
ders faktorinin dizeylerinin iginde oldugu yani ig-ice gecmis bir yapiya sahip
olduklari ve sinav basari notlarinin da i¢-ice gegmis bir veri turl olduklar
soylenebilir (McCulloch ve Searle, 2001).

Uzun sureli veriler, ayn1 deney birimlerinin zaman boyunca tekrarl: bir
bicimde o6lculmesi sonucu elde edilen verilerdir. Ya gelecege dogru zaman
boyunca deney birimlerinin incelenmesi ile ya da gecmise dogru eski kayitlarin
toplanmasi ile elde edilmektedirler ve uzun sureli veriler, ¢ogu zaman tekrarl:
ol¢tmli veriler olarak da adlandiriimaktadirlar (Fitzmaurice ve ark., 2004).

Ornegin, Brezilya da bulunan Sao Paulo Universitesi nin Dis Hekimligi
Fakiltesinde ginluk kullanim sonucunda temizlenen bakteri plagi kapasitesine
gore iki tip dis fircasinin karsilastirilmas: amaciyla dislerin fircalanmasindan 6nce
ve sonra yapilan dort degerlendirme seans: sonucunda yaslari 4 ile 6 arasinda
degisen 32 g¢ocugun bakteri plak indeks degerleri elde edilmistir (Nobre ve Singer,
2007). Bu bakteri plak indeks degerlerinin, yaslar1 4 ile 6 arasinda degisen ayni 32
denegin (gocugun) dislerin firgalanmasindan 0Once ve sonra yapilan dort
degerlendirme seansi: sonucunda (yani zaman boyunca tekrarli bir bicimde) elde
edilmeleri nedeniyle uzun sureli (tekrarli 6lgtimli) bir veri tiri olduklar: ifade
edilebilir.

Ayni deney birimi Uzerinden tekrarli 6lcimlerin alindigi c¢alismalarda
veriler Dbirbiri ile iligkili ve deney birimleri arasinda degisen varyanslil:ik
gozlemlenmektedir. Boyle ¢alismalarda, veri yapisinin iligkili olma durumunun da
g0z ard1 edilmeden modele katilmas: gerekmektedir. Bu amag dogrultusunda lineer
karma modeller, ayni deney birimi (zerinden tekrarli Olg¢limlerin alinmasi
sonucunda ortaya ¢ikan iliskili veride varyans-kovaryans matris yapisin

modelleyebilme yetenegi saglamaktadir.
6
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Lineer karma modellerde tekrarli élciim olmasi durumunda ortaya ¢ikan
iliskili veride varyans-kovaryans matris yapisinin modellenmesi amaciyla
kullanilan literattirde 13 farkl varyans-kovaryans modeli vardir.

Tekrarli 6lgtimler igin verilen varyans-kovaryans modellerine iliskin
matrisler ana kdsegen boyunca sabit varyans degerlerine sahipse, bu matrislere
iliskin varyans-kovaryans modelleri homojen varyans-kovaryans modelleri olarak
adlandirilmaktadir. Bunlar sirasiyla; varyans bilesenleri (variance components,
VC), bilesik simetri (compound symmetry, CS), Toeplitz (TOEP) ve birinci
dereceden otoregresif (first-order autoregressive, AR(1)) modelleridir (Wolfinger,
1993; Fitzmaurice ve ark., 2004; lyit, 2008).

Tekrarli 6lgtimler igin verilen varyans-kovaryans modellerine iliskin
matrisler ana kdsegen boyunca degisen varyans degerlerine sahipse, bu matrislere
iliskin varyans-kovaryans modelleri heterojen varyans-kovaryans modelleri olarak
adlandirilmaktadir. Bunlar sirasiyla; yapdandirzimamzs  (unstructured, UN),
kdsegen (diagonal, UN(1)), heterojen bilesik simetri (heterogeneous CS, CSH),
heterojen Toeplitz (heterogeneous TOEP, TOEPH), heterojen birinci dereceden
otoregresif (heterogeneous AR(1), ARH(1)), Huynh-Feldt (HF), birinci dereceden
anti-bagiml: (first-order ante-dependence, ANTE(1)), birinci dereceden faktor
analitik (first-order factor analytic, FA(1)) ve yap:land:rzimamzs korelasyonlu
(unstructured correlation, UNR) modelleridir (Wolfinger, 1993; Wolfinger, 1996;
Fitzmaurice ve ark., 2004; lyit, 2008).

Lineer karma modellerin yapilandirilmas: sirecindeki en 6nemli
asamalardan biri de veri yapisindaki degiskenligin modellenmesine olanak taniyan
uygun varyans-kovaryans modelinin secimi asamasidir.

Lineer karma modellerde tekrarli 6élcim olmasi durumunda literattrde var
olan 13 farkli varyans-kovaryans modeli arasindan uygun modelin segimi
asamasinda s:nzrlandirzimzs maksimum likelihood oran testi (restricted maximum
likelihood ratio test, REMLRT) ile bilgi kriterlerinden (information criteria, 1C)

yararlanilir (Wolfinger, 1993; Fitzmaurice ve ark., 2004; Gumedze ve Dunne,
7
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2011). Bu bilgi kriterleri sirasiyla; Akaike bilgi kriteri (Akaike information
criterion, AIC) (Akaike, 1974), Bayesian bilgi kriteri (Bayesian information
criterion, BIC) (Schwarz, 1978), Hannan ve Quinn bilgi kriteri (Hannan and
Quinn information criterion, HQIC) (Hannan ve Quinn, 1979) ile Hurvich ve Tsai
bilgi kriteri (Hurvich and Tsai information criterion, AICC) (Sugiura, 1978;
Hurvich ve Tsai, 1989) dir.

Genel olarak, sabit etkilere iliskin tasarim matrisinin degiskenlerinin
bagimsiz oldugu varsayimi yapilir. Fakat, uygulamada, sabit etkilere iliskin tasarim
matrisinin degiskenleri arasinda gucli veya gucliye yakin lineer bagimliliklar ile
karsilasilabilir. Bu durum, c¢oklu i¢ iligki problemi (multicollinearity) nin ortaya
cikmasina neden olmaktadir. Coklu i¢ iliski, BLUE nun bazi elemanlarinin
varyansinda artiglara neden olabilecegi gibi BLUE nun gercek degerinden
uzaklasarak guvenilirligini kaybetmesine de neden olabilmektedir. Dolayisiyla, bu
coklu i¢ iliski problemlerinin ortadan kaldirilmasi amaciyla BLUE/BLUP a
alternatif tahmin edicilere ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu amagla, Liu ve Hu (2013)
tarafindan ridge yontemin kullanilmasi sonucunda ridge tahmin ve 6n tahmin
edicileri elde edilmistir. Liu ve Hu (2013) dan farkl olarak, Eliot (2011) ve Eliot
ve ark. (2011) iteratif yontemlerden biri olan EM algoritmasindan yararlanarak,
Ozkale ve Can (2017) ise Henderson nin lineer karma model esitliklerini
kullanarak ridge tahmin ve 6n tahmin edicileri elde etmislerdir.

Bu tez, lineer karma modellerde parametre tahminlerinin ve ¢ikarimlarinin
incelenmesi amaciyla olusturulan ve yedi bélimden meydana gelen bir ¢alisma
olup, her bir bolimin sonunda, elde edilen sonuglarin daha iyi bir sekilde
algilanabilmesi amaciyla, Matlab R2014a ve/lveya R programlarindan
yararlanilarak analiz edilen uygulama ¢alismalar: bulunmaktadir.

Galismanin ikinci  boliminde, lineer karma modeller, lineer karma
modellerin varsayimlari ve lineer karma modellerde parametre tahminleri ifade

edilecektir.
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Calismanin Ggunc béluminde, lineer karma modellerde tekrarli 6lglim
verileri i¢in model yapilandirma sireci ile literattirde var olan 13 farkl: varyans-
kovaryans modeli incelenecektir ve incelenen 13 farkl: varyans-kovaryans modeli
arasindan uygun olan modelin se¢im kriterleri tizerinde durulacaktir.

CGalismanin dordunct boltimiinde, lineer karma modellerde stokastik lineer
kisitlar altinda yeni tanimlanan ve mixed ve stokastik kisith ridge yéntemlerinin
kullanilmas: sonucunda elde edilen mixed ve stokastik kisitl: ridge (stochastic
restricted ridge) tahmin ve ©On tahmin edicileri verilecektir. Lineer karma
modellerde yeni tanimlanan bu parametre tahmin edicilerinin hem birbirleriyle hem
de BLUE/BLUP ile iliskileri ortaya konulacak ve matris degerli hata kareler
ortalamas: (matrix mean square error, mMSE) kriteri kullanilarak tahmin
edicilerin performanslar: karsilastirilacaktur.

Calismanin besinci bélimiinde, lineer karma modellerde Liu tahmin ve 6n
tahmin edicileri tanimlanacak ve bu tahmin edicilerin, belirli bir stokastik lineer
kisit altinda mixed tahmin ve 6n tahmin edicilerin 6zel bir durumuna karsilik
geldikleri gosterilecektir. Liu tahmin ve 6n tahmin edicilerin BLUE/BLUP ile ridge
tahmin ve ©6n tahmin edicileriyle iliskileri ortaya konulacak ve mMSE Kkriteri
kullanilarak tahmin edicilerin performanslari karsilastirilacaktir. Ayni zamanda,
skaler degerli hata kareler ortalamas: (scalar mean square error, SMSE) kriteri
kullanilarak, Liu yanlilik parametresinin se¢imi incelenecektir.

CGalismanin altinct bolumiinde, lineer karma modellerde temel bilegenler
regresyon (principal components regression, PCR) ile r-k sinif (r-k class) tahmin
ve 6n tahmin edicileri Onerilecektir. Ayn1 zamanda, BLUE/BLUP, ridge ve PCR
tahmin ve 6n tahmin edicilerinin r-k sinif tahmin ve 6n tahmin edicilerinin 6zel bir
durumuna karsilik geldikleri gosterilecektir. mMSE kriteri kullanilarak, r-k sinif
tahmin ve 6n tahmin edicilerin BLUE/BLUP, ridge ve PCR tahmin ve 6n tahmin
edicilerinden 0stun oldugu gerekli ve yeterli kosullar tanimlanacaktir. Bu
kosullarin saglamp saglanmadiginin kontrol edilmesi amaciyla hipotez testlerinden

yararlanilacaktir.
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CGalismanin yedinci bolimiinde, ¢alismanin diger bolimlerinde elde edilen

sonuclar 6zetlenecek ve sonraki ¢alismalar igin dnerilere yer verilecektir.
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2. LINEER KARMA MODELLERDE PARAMETRE TAHMINLERI

Genel olarak lineer karma bir model
y=XB+Zu+e¢ (21)

seklinde ifade edilir. Burada, y n x 1 tipinde gdzlemlenebilir yanit vektérund, g
p X 1 tipinde sabit etkilere iligskin parametreler vektorini, X ve Z sirasiyla n x p
ve n x g tipinde sabit ve rastgele etkilere iliskin tasarim matrislerini, u g % 1
tipinde rastgele etkilere iliskin parametreler vektoriini ve €, n x 1 tipinde rastgele
hatalarin bir vektoriini gostermektedir. Esitlik (2.1.) ile verilen lineer karma
modelde Z =[Z;,...,Zp], u =[u],..,up)" seklindedir ve i =1,..,b igin q =
b . q; olmak Uzere, u; ve Z; srasiyla q; x 1 ve n x g; tipindedir. u ve & un

karsilikli olarak bagimsiz ve normal dagilima sahip oldugu varsayimi yapilir ve

(7 no)

ile verilir. Burada G = G(y) ve R = R(p) seklinde olup, y ve p sirasiylar x 1 ve
sx 1 tipinde, u ve & a karsihk gelen varyans bilesenlerinin vektorlerini
gostermektedir. y nin varyans-kovaryans matrisi, Var(y) = ¢?H olarak elde
edilir. Burada H = ZGZ'+ R dir (Gumedze ve Dunne, 2011).

Esitlik (2.1.) yardimiyla verilen lineer karma model denklemi ve lineer
karma model denklemi Gzerine kurulan temel varsayimlar verildikten sonraki

asama lineer karma modellerde parametre tahminlerinin yapilmasidir.
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2.1. Lineer Karma Modellerde Rastgele Etkili Parametrelerin On Tahmini

Rastgele etkili parametrelerin 6n tahmininin elde edilmesinde en iyi 6n
tahmin (BP), en iyi lineer 6n tahmin (BLP), en iyi lineer yansiz 6n tahmin (BLUP)
yontemleri ile Henderson ve ark. (1959) tarafindan gelistirilen lineer karma model
esitlikleri kullanilmaktadir (Searle ve ark., 1992; McCulloch ve Searle, 2001).

2.1.1. En Iyi On Tahmin (BP) Yo6ntemi
BP ybnteminde

BRI RS A
varsayim altinda

E((8 — w)'A@ — ) = f f (@ — w)' A2 — w)f (u, y)dydu 22)

ile verilen "6n tahminin hata kareler ortalamasini” minimum yapan 4 vektori en iyi
on tahmin edici (best predictor, BP) olarak adlandirilmaktadir. Burada A, herhangi
bir pozitif tamiml (positive definite, pd) simetrik matrisi géstermektedir ve f(u,y)
icin u ile y nin ortak dagiliminin buttn parametrelerinin bilinmesi gerekmektedir
(Searle ve ark., 1992; McCulloch ve Searle, 2001).

En iyi 6n tahmin edicideki "en iyi" ifadesinin yaygin olarak kullanilan
varyansin minimum olmasi anlamiyla degil de 6n tahmin hata kareler ortalamasinin
minimum olmasi anlamiyla kullanilmasinin nedeni s6yle agiklanmaktadir:

Varyans sabit bir degere gore degisim demektir ve u, sabit bir deger
olmadigi igin Esitlik (2.2.) deki ifade @ nin varyans: degildir. Bu nedenle, rastgele
etkilere iliskin parametrelerin 6n tahmini icin minimum varyans Kriteri yerine

minimum 6n tahmin hata kareler ortalamasi kriteri kullanilmaktadir (Searle ve ark.,
12
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1992; McCulloch ve Searle, 2001). Dolayisiyla, Esitlik (2.2.) deki ifadenin

minimum yapilmasi ve kosullu beklenen deger formilunin kullanilmas: sonucunda

@ =BP(u) = E(uly) = u, + GZH *(y — py)
olarak bulunmustur (Searle ve ark., 1992; McCulloch ve Searle, 2001).

2.1.2. En lyi Lineer On Tahmin (BLP) Yontemi
BLP yonteminde

MR (MESFA)

varsayim altinda Esitlik (2.2.) ile verilen "6n tahminin hata kareler ortalamasinin

1l = a + By ye gore minimum yapilmas: sonucunda en iyi lineer 6n tahmin edici

(best linear predictor, BLP) olarak adlandirilan
@ = BLP(u) = py, + GZ'H *(y — y)

seklinde bulunmustur. Burada a, herhangi bir vektorli ve B, herhangi bir matrisi
gostermektedir (Searle ve ark., 1992; McCulloch ve Searle, 2001).

2.1.3. En lyi Lineer Yansiz On Tahmin (BLUP) Yéntemi
BLUP yonteminde u,, = 0 ve u,, = X8 olmak tizere

BRI(AES I 23)

13
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varsayimi altinda Esitlik (2.2.) ile verilen "6n tahminin hata kareler ortalamasin:™
minimum yapan, a + By ye gore lineer olan, E(i1) = E (u) kosulunu yani yansizlik
ozelligini saglayan, B yerine S5 yi kullanan ve en iyi lineer yansiz én tahmin

edici (best linear unbiased predictor, BLUP) olarak adlandirilan

i = BLUP(u) = GZ'H Y(y — XB5)

biciminde elde edilmistir. Burada S¢S = (X'H™1X)"'X'H~'y seklindedir ve
Var(y) = 6?H varsayim altinda £* = Zu + ¢ olmak Uzere, y = XB + &* ile
verilen lineer regresyon modelindeki genellestirilmis en kiicik kareler tahmin edici
(generalized least squares estimator, GLS) ye karsilik gelmektedir. Ayn1 zamanda
BCLS, en iyi lineer yansiz tahmin edici (best linear unbiased estimator, BLUE)
olarak adlandiriimaktadir (Searle ve ark., 1992; McCulloch ve Searle, 2001).

Goriuldugl gibi BP, BLP ve BLUP ydntemlerinin uygulanmas: sonucunda
elde edilen @ lar ayni olmakla birlikte yapilan varsayimlarda farkliliklar
bulunmaktadir.

Rastgele etkili parametrelerin 6n tahmininde kullanilan BP, BLP ve BLUP
yontemlerinin  bazi varsayimlar: saglamalar1 gerekmektedir. Ornegin, BP
yonteminin kullanilabilmesi i¢in normallik varsayimi altinda u ile y nin ortak
dagiliminin bitin parametrelerinin bilinmesini gerekmektedir. Fakat BLP ve
BLUP yontemlerinde u ile y nin ortak dagihminin bltin parametrelerinin
bilinmesine gerek yoktur, parametrelerden bazilarinin bilinmesi yeterlidir. BLP
yonteminde birinci ve ikinci momentlerin bilindigi varsayimi yapilmaktadir,
normallik varsayiminin saglanmasina gerek yoktur ve BP yodnteminden farkh
olarak lineerlik oOzelliginin saglanmasi gerekmektedir. BLUP ydnteminde ise
normallik varsayim: altinda lineerlik ve yansizlik 6&zellikleri aym: anda
saglanmahdir ve sadece ikinci momentlerin bilindigi varsayim: yapilmaktadir

(Searle ve ark., 1992; McCulloch ve Searle, 2001). Kisacasi, sadece rastgele etkili
14
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parametrelerin 6n tahminlerinin elde edilmesi bazi istenmeyen sonuclara (bazi

varsayimlarin saglanma zorunlulugu gibi) neden olmaktadir.

Sabit ve rastgele etkili parametrelerin ayn1 anda ve daha kolay bir sekilde
tahmin edilebilmeleri énemlidir. Bu amagla, Henderson ve ark. (1959) tarafindan
gelistirilen lineer karma model esitlikleri kullanilarak lineer karma modellerde

sabit ve rastgele etkili parametrelerin es zamanli tahminleri elde edilecektir.

2.1.4. Henderson min Lineer Karma Model Esitlikleri
Henderson ve ark. (1959), Esitlik (2.3.) ile verilen varsayimi yapmislardir
ve B ile u un tahmin edicilerinin elde edilebilmesi icin (y,u) un ortak log-
likelihood dagilim fonksiyonunun maksimum yapilmas: gerektigini ifade
etmislerdir. Boylece, G ve R nin bilindigi varsayimi altinda y~N (XS, 2H) olur.
Esitlik (2.3.) yardimiyla u un marjinal dagihm: u~N(0,0%G) ve u
verilmisken y nin kosullu dagihmi y|u~N (XS + Zu, 5R) olarak elde edilir.
(y,u) un ortak log-likelihood dagilim fonksiyonu

logf (y,u) = logf (ylu) + logf (w)

1
=-5 {nlog(2m) + nlogao? + log|R|

+( —XB—Zu)'R(y — XB — Zu)/0?}

1
-3 {qlog(2m) + qloga? + log|G| + u' G~ *u/c?}

- _%{(n +q)log(2m) + (n + q)loga” + log|R| + log|G|
+(y = XB)' R Yy — XB)/a?}
- %{u'(ZR‘lz’ +6u—2(y — XB)'R™'Zu} (24.)

biciminde elde edilir.

15



2. LINEER KARMA MODELLERDE PARAMETRE TAHMINLERI
0Ozge KURAN

Esitlik (2.4.) tn 6nce B ya sonra u ya gore kismi turevlerinin alinip, sifira

esitlenmesi ve B ile u yerine g ile @ nin yazilmasi sonucunda
X'RTXB+X'R~'Zu =X'R™ 1y (25.)
Z'R7XB+ (ZR'Z'+ G V)a=Z'R 'y (2.6.)

olarak ifade edilen Henderson n:n lineer karma model esitlikleri elde edilmektedir

(Henderson, 1950; Henderson ve ark., 1959). Bu esitlikler matris formunda

X'RT'X  X'R7'Z ] [ﬁ] _ [X’R‘ly
1 A~
u

Z'R71X ZRZ'+ G~ Z'R™1y
seklinde de yazilabilir. Esitlik (2.6.) dan
4= (ZRZ'+G V) Z'R Yy — XP) (2.7.)

olarak cekilsin ve Esitlik (2.5.) de yerine konulsun.
Sherman-Morrison-Woodbury Teoremi (Marsaglia ve Styan, 1974a,
b) ile elde edilen H~* = (ZGZ' + R) "' =R ' — R 1Z(ZR™'Z' + G"1)"1Z'R™?

in kullanilmasiyla
f=XHX)'X'H 'y (2.8.)
ve Esitlik (2.7.) de (ZR™1Z' + G™1)"1Z'R~1 = GZ'H~1 nin kullaniimasiyla da

=G6Z'H(y—XB) (2.9.)
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seklinde elde edilmistir ve B, S5 ye es degerdir. Dolayisiyla #, BLUE ve 1,
BLUP olarak ifade edilmektedir (Searle ve ark., 1992; McCulloch ve Searle, 2001).

Esitlik (2.8.) ve (2.9.) ile verilen tahmin ediciler varyans bilesenlerinin
bilindigi varsayim altinda elde edilmislerdir. Fakat varyans bilesenleri y, p, o2
bilinmiyorsa, Esitlik (2.8.) ve (2.9.) un elde edilebilmesi icin y,p,a? nin
tahminleriyle yer degistirmeleri gerekir. Bu amagla, bir sonraki alt bélimde lineer

karma modellerde varyans bilesenlerinin tahmin edilmesine deginilecektir.

2.2. Lineer Karma Modellerde Varyans Bilesenlerinin Tahmini
Bu alt bolumde ML, REML ve iteratif yontemler yardimiyla varyans

bilesenlerinin tahminleri bulunacaktir.

2.2.1. Maksimum Likelihood (ML) Y&ntemi
Esitlik (2.1.) ile verilen lineer karma modelde y yamt vektorinin
marjinal dagiliminin N(Xg,02H) oldugu ifade edilmisti. Boylece, y nin marjinal

log-likelihood fonksiyonu

1
Ly (B, ¢;y) = —E{nlog(Zn) +nlogo? + log|H|

RO —Xﬂ)} 210)

g

seklinde elde edilir (Hartley ve Rao, 1967). Burada ¢ = (x’,02)" ve k=
o'.p") = (k) swrasiyla (r+s+1)x1 ve (r+s)x1 tipinde bilinmeyen
varyans bilesenlerinin vektorlerini gostermektedir.

Esitlik (2.10.) un swrasiyla B, o2 ve k; ye gore kismi tlrevlerinin

alinmasiyla

17
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alML(ﬂ‘l’;}’)_ 1 A
—F - —?(X H™'XB — X'H ly) (211.)
oly, (B, ¢;y) n  (y—XB)H '(y—XpB)
MLGJZ - 202 + 20% (212)
Oy, (B, ¢;y) _ (y—Xﬁ)’H‘lHjH‘l(y—Xﬁ)

1 .
5 tr(H7 ) + (213.)

0K;

2
] 20

elde edilir. Burada H; = 0H/dk; ve "tr", trace i (izi) gostermektedir.
Esitlik (2.11.) — (2.13.) un sifira esitlenmesiyle ve B, 02 ve H 1n yerine

B, % ve H konulmasiyla®

X'H'XB=XH 'y (2.14.)

ng? = (y - XB)'H '(y — XB) (215.)

tr(A1H)) = % (v —XBY B *HH '(y — XB) (2.16.)
elde edilir.

Esitlik (2.14.) ile (2.15.) in ¢ozilmesi ile ML tahmin edicileri

B=XH'X) X'y (2.17.)

1 2.1 inci alt bolumiinde elde edilen tahmin ediciler varyans bilesenlerinin bilindigi
varsayimi altinda elde edilmislerdi. 2.2 inci alt bélumunde ise varyans bilesenlerinin
bilinmedigi varsayimi altinda tahmin ediciler elde edileceklerdir. Dolayisiyla, her iki alt
bolimdeki tahmin edicilerin birbirlerinden ayrilmasi amaciyla "~" yerine "~" semboli
kullanilmigtir,
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62 =2 (y— XBYH'(y - XB) (218.)
L 18

olarak bulunmustur (Searle ve ark., 1992; McCulloch ve Searle, 2001; Gumedze ve
Dunne, 2011).

Esitlik (2.16.) varyans bilesenlerine gore lineer olmayan bir formda olup,
bu denklemin ¢éziimu icin analitik ifadelerin elde edilmesi mimkin degildir. Bu
yizden, bu denklemin ¢Oziimu ancak iteratif yontemler araciligiyla yapilabilir
(Searle ve ark., 1992).

2.2.2. Stnirlandinlmis Maksimum Likelihood (REML) Yéntemi

Varyans bilesenleri ML yodntemi ile tahmin edilirken sabit etkilerin
tahmininde kullanilan serbestlik derecesi gdz ardi edilmektedir. Bu durumun
dizeltilmesi amaciyla Thompson (1962), Patterson ve Thompson (1971) tarafindan
REML yontemi gelistirilmistir. REML ydnteminde, modelin sabit etkilere karsilik
gelen parcas: uydurulduktan sonra varyans bilesenlerinin tahmini rezidilere dayal:
olarak elde edilmektedir.

Searle ve ark. (1992), REML yonteminde y nin yerine y nin sabit etkileri
icermeyecek sekilde secilen lineer kombinasyonlarinin kullanildigini ifade
etmislerdir. Bu lineer kombinasyonlar, sabit etkiler uydurulduktan sonra rezidiilere
karsilik gelmektedir. Bu durumun bir sonucu olarak, sabit etkileri icermeyecek
sekilde olusturulan k'y = k'XB + k'Zu lineer kombinasyonunda k' vektorleri icin
k'XB =0 VpB ve boylece k'X = 0 esitlikleri saglanmalidir. Dolayisiyla, herhangi
bir ¢’ vektori icin k' = ¢'(I,, — X(X'X)~1X") yazilabilir.

Harville (1977), k'y lineer kombinasyonunun E(k'y) =k'XB =0
esitligini sagladigini ifade etmistir. Dolayisiyla, lineer olarak bagimsiz olan k'y
lerin sayisinin X e bagl oldugu sdylenebilir. X, n x p tipinde ve ranki p olan bir

tasarim matrisi oldugu icin k'XB = 0 esitligi sadece k' niin n — p lineer bagimsiz
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degeri ile saglanabilir. Bdylece, lineer olarak bagimsiz k' vektorlerinin bir kiimesi
K’ niin satirlar: olarak alimir ve K’ = D(I, — X(X'X)~1X") icin K’y ile ilgilenilir.
Burada K’ ve D, (n — p) % n tipinde tam satir rankli matrislerdir.

y~N(XB,0%H) ve K'y =0 icgin K'y~N(0,0%K'HK) seklindedir ve
boylece REML log-likelihood fonksiyonu

1
lr(:K'y) = —5{(n —p)log(2m) + (n — p)loga? + log|K'HK|}

1(y'K(K'HK) 'K’y
2 a?

(2.19.)

olarak elde edilir.
I, — X(X'X)"1X' simetrik, idempotent ve ranki n—p oldugu igin,
K'K = I, olur. Dolayisiyla, y icin REML log-likelihood fonksiyonu (sabitlerin géz

ardi edilmesiyle)

1
r(d;y) = —5{(n —p)loga? + log|H| + log|X"H X}

1((y=XB)H " (y — XB)
= { & } (2.20.)
- _%{(n —p)logo? + log|H| + log|X"H™ X[}

1(y'Py
_ 5{7} (2.21.)

seklinde  ifade edilir. Burada, P=H '—H 'X(X'H'X)"'X'H™ =
K(K'HK)™'K' ve B Esitlik (2.8.) de verildigi gibidir. Bu durumun bir sonucu
olarak, Esitlik (2.19.) ile Esitlik (2.21.) nin esdeger oldugu sdylenebilir.

Esitlik (2.8.) ile verilen £ nin kullaniimast ile
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—-XB)=y—XX'H'X)'X'H 'y =, - X(X'H'X)"'X'"H"Y)y = HPy

ve (y —XB)'H Y(y —XB) =y'PHH 'HPy = y'Py yazlabilir. Burada, HP =
I, —X(X'H™1X)"1X'H™! ve PHP =P oldugu aciktir. Dolaysiyla, Esitlik
(2.20.) ile Esitlik (2.21.) arasindaki iliski gosterilmis olur.

Esitlik (2.21.) in sirasiyla o2 ve k; ye gore tirevlerinin alinmasiyla

dlg(¢;y)  n—-p . y'Py

do2 202  20* (222)
olr(;y) _ 1 .\ Y'PH;Py
—— = ——tr(PH;) - —— 2.23.
0K 2 r( 1) 02 ( )

elde edilir.

Esitlik (2.22.) nin sifira esitlenmesiyle hata varyans: i¢cin REML tahmin
edici

52 = Z’i’y _b- Xﬁ)’H_‘l(y —XB) (224.)
p n—p

olarak bulunmustur ve P aracihigiyla # ya bagh oldugundan iteratif olarak elde
edilmelidir (Searle ve ark., 1992; McCulloch ve Searle, 2001; Gumedze ve Dunne,
2011).

Esitlik (2.23.) ise varyans bilesenlerine gore lineer olmayan bir formda
olup, bu denklemin ¢6zimu icin analitik ifadelerin elde edilmesi mimkin degildir.
Bu nedenle, bu denklemin ¢6zimi ancak iteratif yontemler araciligiyla yapilabilir
(Searle ve ark., 1992).
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Varyans bilesenlerinin ML veya REML tahmin edicileri igin agik ifadeler

elde edilememektedir. Dahasi, log-likelihood fonksiyonunun birinci dereceden
tirevinin sifira esitlenmesiyle Esitlik (2.16.), Esitlik (2.23.) ve Esitlik (2.24.)
gibi lineer olmayan esitlikler ortaya ¢ikmaktadir.

Lineer olmayan bu esitliklerin ¢ozulmesi ve varyans bilesenlerinin ML
veya REML tahmin edicilerinin bulunmasi igin literaturdeki iteratif yontemlerden
yararlanilir (Searle ve ark., 1992).

Literaturdeki iteratif yontemler incelenmeden 6nce ML ve REML

arasindaki farklar ifade edilecektir.

2.2.3. ML ve REML Arasindaki Farklar

ML ve REML vyoéntemleri, iyi bir sekilde olusturulmus maksimum
likelihood prensibinin avantajlarina sahip olmakla birlikte hesaplamayla ilgili
zorluklarin aym dezavantajlarina sahiplerdir. ML yontemiyle sabit etkili
parametrelerin tahmini elde edilirken, REML yodntemiyle sabit etkili parametrelerin
tahmini elde edilememektedir. Yine de, tim bu 6zellikler gz ard: edildiginde, son
yillarda REML yontemine duyulan ilginin giderek arttigi ve REML yOnteminin
ML yo6ntemine tercih edildigi gorilmektedir (McCulloch ve Searle, 2001).

REML yo6nteminin ML ydntemine tercih edilmesinin nedenleri asagidaki
gibi ifade edilmektedir:

Birincisi, varyans bilesenleri REML yontemi ile tahmin edilirken sabit
etkilerin tahmininde kullanilan serbestlik derecesi goz ardi edilmemektedir yani
REML tahmin edicileri, modelin sabit etkileri icin kullanilan serbestlik derecesine
bagl olarak elde edilmekte olup yansizlardir. Bu durum, X matrisinin ranki buytk
oldugunda ozellikle 6nem tasimaktadir. ikincisi, REML yontemi f yi tahmin
etmedigi igin elde edilen REML tahmin edicileri (yani varyans bilesenleri) g nin
aldig1 degere gore degismemektedir.  nin degismesi (degismeyen X matrisiyle)
REML tahmin edicileri degistirmemektedir. Ve sonuncusu, REML tahmin
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edicilerin ML nin aksine verideki sapan degerlere karsi hassas (duyarli)

olmamalaridir (Searle ve ark., 1992; McCulloch ve Searle, 2001; Gumedze ve
Dunne, 2011).

2.2.4. iteratif Yontemler

Lineer karma modellerde varyans bilesenlerinin ML veya REML
tahminlerinin hesaplanmasinda kullanilan birbiri ile iligkili U¢ iteratif ydntem
bulunmaktadir. Bu iteratif yontemler sirasiyla NR, FS ve EM algoritmalar: olup, bu
algoritmalar yardimiyla lineer karma modellerde varyans bilesenlerinin REML?

tahmin edicileri elde edilecektir.

2.2.4.1. Newton-Raphson (NR) Algoritmasi
NR yontemi bir kok bulma algoritmas: olup lineer olmayan fonksiyonlar
maksimize etmek icin en sik kullanilan iteratif yontemlerden biridir. Bu yéntemde

log-likelihood fonksiyonu olan I(¢) yi maksimize eden

al(¢)

—= 2.25.
20 0 (2.25.)

tirevinin bir kokd bulunmaya calisilir (Thisted, 1988; Searle ve ark., 1992).

Esitlik (2.25.) ile verilen I(¢) fonksiyonunun ¢ parametre vektoriine gore

birinci dereceden kismi tirevi olan 9le) ifadesi, ¢ parametre vektériniin baslangi¢

efo)
tahmin degeri olarak alinan ¢{® etrafinda ikinci mertebeye kadar Taylor serisine

acilirsa

2 2.2.3 de ifade edilenler nedeniyle lineer karma modellerde varyans bilesenlerinin ML
yerine REML tahmin edicileri sirasiyla NR, FS ve EM algoritmalar1 yardimiyla elde
edilecektir.
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al(gp) ~ ©)
W—U(¢)~ U(p®) +

“1(¢)

(0)
6¢6¢’(¢ ) (2.26.)

elde edilir. Esitlik (2.26.) sifira esitlenirse,

U(6©) + 0*1(¢)

— ) =
a¢a¢/(¢ ¢0)_O

olup, buradan da

221(p)]
¢=¢(0)‘[T$] u(®)

koki elde edilir. Bulunan bu kokten yararlanarak (d + 1) inci iterasyon adimi igin

¢ parametre vektoériniin tahmin degeri,

2P|
(@+1) — g(d) _ @
¢d1 _¢d [a¢a¢/ U(d)d)
- @4 [1((;1)]_1 U(p@) (2.27.)

olarak elde edilir.
Esitlik (2.27.) ile verilen ifadelere NR genel iterasyon denklemleri ad:

I(d) _ 0%U¢)
apagp’

ve U(¢@), d inci iterasyondaki log-likelihood fonksiyonunu géstermektedir.

verilir. Burada, olup ¢@ de degerlendirilen gozlenen bilgi matrisini

Varyans bilesenlerinin REML tahmin edicileri elde edilmek istendigi icin,
Esitlik (2.27.) de gosterildigi gibi, her bir NR iterasyonu gozlenen bilgi matrisinin

elemanlar1 ile REML log-likelihood fonksiyonunun hesaplanmasini gerektirir.
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Esitlik (2.22.) ve (2.23.) de yer alan o2 ve k; icin REML log-likelihood

fonksiyonlari

olg(¢;y) 1((n—p) y'Py

Rc’)az =V = _5{ g2 ot }
Alr(d;y) 1 . Y'PH;Py
RO—KJ- =U(k;) = -5 {tr(PHj) _U—ZJ}

ve gozlenen bilgi matrisinin elemanlar:

1 . 1 y iy .
Io(Kj ) = Etr(Pij) - Etr(PH]-PHk) +—; ¥'PH;PHPy

1 ..
—FJ"PijPY
_ y'PH;Py
IO(JZ'KI) - 204
(n—p) y'Py
2 52y = — +—
lo(o%,0%) 20% o6

olarak bulunmustur ve burada H;, = 0?H /dk;k; dir (Gumedze ve Dunne, 2011).

2.2.4.2. Fisher Skorlama (FS) Algoritmas:

FS yontemi, NR yontemine alternatif olarak lineer olmayan fonksiyonlari
maksimize etmek icin kullanilan bir baska iteratif yontemdir. Bu yontemin NR
yonteminden tek farki, Esitlik (2.27.) ile verilen NR genel iterasyon denkleminde

2
gOzlenen bilgi matrisi olan I(()d) = g(;—a? yerine hesaplanmas: daima daha kolay
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321(¢)
9pap’

olan beklenen bilgi matrisinin yani Iéd) =E [— ] nin kullaniimasidir (Searle

ve ark., 1992).

Beklenen bilgi matrisinin elemanlar

1 oo
Ig(Kj k) = Etr(PHjPHk)

seklinde elde edilmistir (Gumedze ve Dunne, 2011).

2.2.4.3. Expectation-Maximization (EM) Algoritmasi

NR ve FS yontemlerinden farkli olarak varyans bilesenlerinin
tahminlerinin hesaplanmasinda kullanilan bir baska iteratif yontemse EM
algoritmas: olup, rastgele etkilerin aldigi gercek degerlerden bazilarimin
gozlemlenemedigi veya kayip oldugu durumlarda kullanilmaktadir (Dempster ve
ark., 1977; Searle ve ark., 1992).

Varyans bilesenlerinin REML tahmin edicilerinin elde edilmesi amaciyla
kullanilacak olan EM algoritmasi, E-adimi ve M-adimi olmak dzere iki adimdan
olusmaktadir ve bu iki adim asagidaki gibi ifade edilmektedir (Gumedze ve Dunne,
2011):

E-adimi:  u|y kosullu dagiliminin REML log-likelihood fonksiyonunun
degerlendirilmesi icin d inci tahmin olan ¢(® kullanilir ve u|y kosullu dagilim
verilmisken ¢ nin yeni bir degeri icin REML log-likelihood fonksiyonunun

beklenen degeri hesaplanir.
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M-adimi: ¢@+1) in iiretilebilmesi amaciyla E-adimda hesaplanan ve ¢ ye karsilik
gelen beklenen degerin maksimum yapilmas: saglanir.
Bu durum, E ve M-adimlar: arasinda yakinsama saglanana kadar iteratif

olarak devam eder.

2.3. Uygulama: Aerosol Verisi

Aerosol verisi, New Mexico'da kurulu ABD Enerji Bakanligi'na bagh
ulusal bir laboratuar olan Los Alamosda yiksek etkili partikul hava (HEPA-High
Efficiency Particular Air) filtreleri Uzerinde Kerschner ve ark. (1984) tarafindan
yapilan ¢alisma sonucunda elde edilmistir.

HEPA filtreleri havayr hem virlslerden, solunabilir tozlardan, polen ve
duman partikillerinden hem de bakterilerden, cesitli zehirli tozlardan ve
aerosollerden korumak amaciyla olusturulan filtrelerdir. Kerschner ve ark. (1984)
amaci, filtrelerin penetrasyon (duman, toz ve benzeri yapilari gekim giici)
cesitliligine en fazla katkida bulunan faktorleri belirlemek ve kalite guvenlik
testinde kullanilmas: amaciyla standart aerosol ile yer degistirebilecek alternatif
diger bir aerosol tipi elde etmektir. Bu amagcla, iki filtre imalatcisi tarafindan
uretilen iki aerosol tipinden elde edilen yiizdelik penetrasyonlar Uzerinde analiz
yapilmaktadir. Her bir filtre imalatcisi, iki aerosol tipinin yuzdelik
penetrasyonlarin: degerlendirirken g filtre tipinden yararlanmaktadir. Aerosollerin
penetrasyon yuzdelerinin ¢ok buyik olmasi, filtrelerin kalite guvenlik testinde
basarisiz oldugu anlamina gelmektedir. Veri, Cizelge 2.1 ile gosterilmektedir.

Beckman ve ark. (1987), Los Alamosda HEPA filtreleri (izerinde yapilan
calisma sonucunda elde edilen ve Cizelge 2.1 ile verilen veriyi kullanarak lineer

karma modellerde yerel etki tanilamalarini gelistirmislerdir.
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Cizelge 2.1. imalatgilarin yararlandig G filtre tipinin kullamlmast ile iki
aerosolden elde edilen yiizdelik penetrasyonlar (Beckman ve ark.,

1987)

Aerosol 1 (i=1) Aerosol 2 (i=2)
imalatci 1 imalatci 2 imalatci 1 imalatci 2
(=1) (=2) (=1) (=2)
Filtre 1 (k=1) Filtre 4 (k=1) Filtre 1 (k=1) Filtre 4 (k=1)
0.750 0.600 1.120 0.910
0.770 0.680 1.100 0.830
0.840 0.870 1.120 0.950
Filtre 2 (k=2) Filtre 5 (k=2) Filtre 2 (k=2) Filtre 5 (k=2)
0.082 4.100 0.160 0.660
0.085 5.000 0.110 0.830
0.096 1.800 0.260 0.610
Filtre 3 (k=3) Filtre 6 (k=3) Filtre 3 (k=3) Filtre 6 (k=3)
0.082 1.000 0.150 2.170
0.076 1.800 0.120 1.520
0.077 2.700 0.120 1.580

Beckman ve ark. (1987) tarafindan aerosol verisi icin lineer karma model
Yijie = f+ Ay + My + Fye + &g (2.28.)

olarak tamimlanmaktadir. Burada y;;x; yuzdelik penetrasyonu, A; aerosol igin sabit
etkiyi, M; imalatg icin sabit etkiyi, Fj, j-inci imalatgimn Grettigi k-inci filtre icin
rastgele etkiyi ve &y, ijk-inci hicredeki l-inci Olglime karsilik gelen hatay:
gostermektedir. Ayrica model, i =12 ve j=12 icin };4,=X;M;=0
kisitlamalarina sahiptir ve Fj,~N (0, 07) Ve &;,,~N(0, o?) seklindedir. Aerosoller
ile imalatcilar sabit etkileri ve imalatcilar icinde i¢ ice gegmis filtreler de rastgele
etkileri olusturmaktadir.

Cizelge 2.1 incelendiginde aerosollerin icinde i¢ ice gecmis imalatcilarin,
imalatcilarin iginde de i¢ ice gecmis filtrelerin olmas: ve Cizelge 1.2 ile verilen
yapiya benzemesi sebebiyle aerosol verisinin, i¢ ice ge¢cmis bir veri tlrl oldugu

anlasilmaktadir.
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Esitlik (2.28.) ile verilen lineer karma model matris gosterimi yardimyla
Esitlik (2.1.) formunda ifade edilmektedir. Burada y 36 %< 1 tipinde yuzdelik
penetrasyon degerlerinden olusan yamt vektoriini, X 36 x 3 tipinde sabit etkilere
iliskin tasarim matrisini ve Z, 36 x 6 tipinde rastgele etkilere iligkin tasarim
matrisini gostermektedir. X matrisinin ilk sttunu 1 degerlerinden olusan u lere,
ikinci sttunu sirastyla 1 ve —1 degerlerinden olusan Aerosol 1 ve Aerosol 2 lere,
diclincii stitunu ise sirasiyla —1 ve 1 degerlerinden olusan imalat¢i 1 ve imalatc: 2
lere karsihk gelmektedir. 3; A; = »; M; = O kisitlamalar: nedeniyle, X matrisinin
ikinci ve Ucuncl sttunu 1 ve —1 degerlerinden olusmaktadir. Z matrisinin ilk
situnu Filtre 1 e, ikinci sttunu Filtre 2 ye, Ucuncl sttunu Filtre 3 e, dérdinci

situnu Filtre 4 e, besinci sttunu Filtre 5 e ve altinci stitunu da Filtre 6 ya karsilik

gelmektedir.
u
B, 31 tipinde sabit etkilerden olusan parametreler vektori olup, |41
M,
seklinde ifade edilmektedir ve u, 6 x1 tipinde rastgele etkilerden olusan
Fll
F12
F

parametreler vektorii olup, | >| seklindedir. G =0.2148 x1I,, R =13, Ve
1

02 = 0% x0.2148 olmak (izere, yani varyans bilesenlerinin bilindigi varsayimi
altinda u~N(0,52G) ve e~N(0,02%R) bicimindedir. Burada I, ve I sirasiyla
6 % 6 ve 36 x 36 tipinde birim matrisleri gostermektedir.

Bu calismanin amaci, Esitlik (2.28.) ile verilen ve ayn1 zamanda Esitlik
(2.1.) formunda ifade edilebilen lineer karma modeldeki parametre tahminlerini,
varyans bilesenlerinin bilindigi varsayimi altinda, Henderson nin lineer karma

model esitliklerini kullanarak Matlab R2014a program: yardimiyla elde etmektir.
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Matlab R2014a programi yardimiyla yapilan analiz sonucunda Esitlik

A

A H 0.9924
(28.) ve (29.) ile verilen tahmin ediciler g = |4, =[0.1969] ve U=
M, 0.5970

[ 031237

—0. 1482
—0.1640
—0.4408

[ 0.3250 J
0.1157

62 = 0.6330 ve dolayisiyla 2 = 0.1360 seklinde bulunmustur.
Ayni zamanda, Var(u) = 0.1360 x I, ve Var(e) = 0.6330 x I, oldugu
da ifade edilebilmektedir.

olarak elde edilmistir. Bu tahmin edicilerin kullanilmas: sonucunda
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3. LINEER KARMA MODELLRDE TEKRARLI OLCUM OLMASI
DURUMUNDA VARYANS-KOVARYANS MATRIS YAPISININ
MODELLENMESI

Deney birimlerinden elde edilen veriler gcogunlukla kimelendirilmis halde
oldugundan iligkili veri durumu ortaya cikmaktadir. Bu durum ayni kiimede
gruplandirilan birimler arasinda korelasyon, farkli kiimelerde gruplandirilan
birimler arasinda ise degisen varyansl:ligin g6zlemlenmesine yol agmaktadir.
Ozellikle de aym deney birimi Gzerinden tekrarl 6lgtimlerin alindig: calismalarda
veriler birbiri ile iligkili ve deney birimleri arasinda degisen varyanslilik
gozlemlenmektedir. Bu boliimde, lineer karma modeller yardimiyla ayn: deney
birimi tzerinden tekrarl 6lglimlerin alinmas: sonucunda ortaya ¢ikan iliskili veride
varyans-kovaryans matris yapisinin modellenmesi tizerinde durulacaktir.

Tekrarli 6lgim verilerinin istatistiksel analizinde en sik Kkarsilagilan
problem ayni deney birimi Gzerinden alinan goézlemlerin (6lgumlerin) birbiri ile
iliskili olmast durumudur. Tekrarli 6l¢limlerin alindig1 veya uzun sureli veriler
Uzerine dayandirilan ¢alismalarda veri yapisinin iligkili olma durumunun da goz
ardi edilmeden modele katilmasi gerekmektedir. Tekrarli olgtimler ile yapilan
caligmalarda ayni deney birimi Gzerinden alinan Olglimler arasindaki varyans-
kovaryans matris yapisin1 modellemek bu tiir verilerin istatistiksel analizi agisindan
cok onemlidir. Bu amag dogrultusunda lineer karma modeller, ayn1 deney birimi
Uzerinden tekrarli Ol¢lmlerin alinmasi sonucunda ortaya cikan iliskili veride
varyans-kovaryans matris yapisim modelleyebilme yetenegi saglamaktadir
(Wolfinger, 1993; Wolfinger, 1996; Fitzmaurice ve ark., 2004; Iyit, 2008).

Lineer karma modellerde tekrarli 6lgim olmasi durumunda ortaya ¢ikan

iligkili veride varyans-kovaryans matris yapisimin modellenmesi asamasina
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gecilmeden once, lineer karma modellerde tekrarli 6lcim verileri igin model

yapilandirma sirecine kisaca bir goz gezdirmekte fayda vardir.

3.1. Lineer Karma Modellerde Tekrarh Olguim Verileri icin Model
Yapilandirma Siireci

y; = (yl-l,...,yl-ni)', n; x 1 tipinde i inci denek izerinden alinan tim
tekrarli  Ol¢mlerin  olusturdugu gozlemlenebilir yamt vektoérini ve X; =
(xiy, ---'xi’ni)’ j=1,.,n; n; xp tipinde i inci denege ait sabit etkilere iliskin
tasarim matrisini temsil etsin. Burada n;, i inci denek icin tekrarli 6lgim sayisin ve
x;j, p > 1 tipinde i inci denek Gzerinden alinan her bir tekrarl 6lgime karsilik

gelen sabit etkilerin vektdrini gostermektedir. m toplam denek sayis1 olmak tizere,

Laird ve Ware (1982) tarafindan tekrarli 6lguim verileri igin lineer karma model
yi=Xiﬂ+Ziui+£i i=1...m (31)

biciminde ifade edilmistir. Burada, B p <1 tipinde sabit etkilere iliskin
parametreler vektorind, Z; n; % q tipinde i inci denege ait rastgele etkilere iliskin
tasarim matrisini, u; g % 1 tipinde i inci denege ait rastgele etkilere iliskin
parametreler vektorinl ve g;, n; % 1 tipinde i inci denege ait rastgele hatalarin bir
vektoriini gostermektedir. u; ve ¢ nin Karsilikli olarak bagimsiz ve normal
dagihima sahip oldugu varsayim altinda ve G ve R; = o2 L, swrasyla g % q ve

n; X n; tipinde olmak lzere
w1 (101 2[G O
[si] N([o]"’ [o Ri>
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dir. y; nin varyans-kovaryans matrisi, Var(y;) = a2 H; seklinde elde edilir. Burada
H; = Z,GZ + R; olup Z;GZ] bileseni, i inci denek izerinden alinan tiim tekrarl:
Olcimlerin olusturdugu gdzlemlenebilir yanit vektdrine iliskin varyans-kovaryans
matris yapisinin denekler-arasi etki kismini ve R; bileseni, i inci denek Uzerinden
alinan tim tekrarl: élgimlerin olusturdugu gozlemlenebilir yanit vektoriine iliskin
varyans-kovaryans matris yapisinin denekler-ici etki kismini olusturmaktadir.

n = YMm n; olmak lzere,

1

Vnx1 = ’XnXp —

Ym

ve

Ug &
uqul = : |€n><1 = :
Um €m

olarak alindiginda Esitlik (3.1.) ile verilen modelin, kapal: formda Esitlik (2.1.)

ile verilen genel lineer karma modele donustiigi gorulmektedir.

R, -+ O
P ] Ve Ggxmg = Im @ G
0 - Ry,

seklinde olmak Uzere,

H 0 O
Var(y) = 6%(ZGZ' + R) = 6*Hpyxp = 0?0 =~ O (32)
0 0 Hp
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biciminde elde edilmektedir. Burada &, Kronecker ¢arpim: gostermektedir.

3.1.1. Rastgele Katsayil (RI) Model

Esitlik (3.1.) de yer alan w;, i inci denegin gozlemlenebilir yanit vektori
Uzerindeki rastgele etkisini temsil etmek Uzere tek bir rastgele degiskenden
olusuyorsa, elde edilen lineer karma model denkleminin 6zel durumu rastgele
katsay:l: (random intercept, RI) model olarak adlandirilir. Béylece Rl model
araciligiyla denek etkisinin modele dahil edilmesi, denekler-arasi heterojenligin
modellenmesi avantajini da beraberinde getirmektedir.

Esitlik (3.1.) in 6zel durumuna karsilik gelen RI modeli
yij=xiBFui+e; i=1..m j=1..mn (33)

seklindedir. Burada u;~N(0,0;) ve &;~N(0,07) olmak Uzere, u; ve g; nin

karsilikli olarak bagimsiz oldugu varsayimi yapilir (Fitzmaurice ve ark., 2004).
Var(y;;) = Var(x[;B +w; + &) = of + o?

ve Cov(u; ;) = Oile Cov(g;; , &) = 0 varsayimlan altinda

Cov(y;j,y;j1) = Cov (x{jﬁ g g X+ + sl-jr)
= Cov(ui +&,u + sijr)
= Cov(u; , uy)

:O’u

olup, 3 tekrarh 6l¢im (n; = 3) igin y; nin varyans-kovaryans matrisi
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of+af  of oy
Var(y)=| of of+d¢ o} (34)
o o2 02 + o?

formundadir (Fitzmaurice ve ark., 2004; Fu ve ark., 2015).

3.1.2. Rastgele Katsayih ve Egimli (RIS) Model

Esitlik (3.1.) de yer alan u;, u;; i inci denegin gozlemlenebilir yanit
vektorl zerindeki birinci rastgele etkisi ile u;, i inci denegin tekrarli élgtimlerin
alindigi zaman faktériniin dlzeylerine gore go6zlemlenebilir yanit vektorl
Uzerindeki ikinci rastgele etkisini temsil etmek (zere iki rastgele degiskenden
olusuyorsa, elde edilen lineer karma model denklemi rastgele katsay:l: ve egimli
(random intercept and slope, RIS) model olarak adlandirilir. Boylece RIS model
aracihigiyla, hem denekler-i¢ci hem de denekler-arasi heterojenligin modellenmesi
mimkin olmaktadir.

{ inci denek Uzerinden ahnan tekrarli olglimlerin ¢;,...,t;,, zaman

faktorindn diizeylerine bagl oldugu varsayimi altinda

1 ty

|- o= wu=F

1 tini

olmak Uzere, Esitlik (3.1.) ile tekrarl 6l¢iimler igin verilen lineer karma modelin

0zel durumuna karsilik gelen RIS modeli

Vij =B rup)+ B +up)tj+e; i=1..m j=1.,n (35)
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seklindedir. Burada u; ve ¢; nin karsilikli olarak bagimsiz ve normal dagilima

sahip oldugu varsayimi yapilir ve
u;; ~N(0, Oﬁil) , uj~N(0, 0'51.2) . £;~N(0,0%) ve cov(u;y, up) = gy,
ile verilir (Fitzmaurice ve ark., 2004; Fu ve ark., 2015).

Var(yij) = Var((B1 + ujn) + (B2 + up)ty; + &)
= Var(uil + uiztij + ‘Sij)
= Var(u;) + 2t;;Cov(u;y ,up) + tiVar(ug,) + Var(s;;)
_ 2 2 2 2
= oyt Ztiiaui1z * Lijou;, + 0c

ve
—_ 2 2
Cov(yij,yijr) = 0, + (tij + tij1)ouy, + tijtijron,

olmak Uzere, 2 tekrarli 6lcim (n; = 2) icin y; nin varyans-kovaryans matrisi
Var(y;)

2 2 2 2 2 2
O-uil + Ztilo-uilz + tilauiz +o; O-uil + (til + tiZ)Uui12 + i tizguiz

2 2 2 2 2 2
O-uil + (til + tiz)Uuilz + tiltizo-uiz O-uil + ZtiZUui12 + tizo-uiz +o;

formundadir (Fitzmaurice ve ark., 2004; Fu ve ark., 2015).
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3.2. Lineer Karma Modellerde Tekrarh Ol¢iimler igin Varyans-Kovaryans
Modelleri

Lineer karma modellerde tekrarli 6lgim olmasi durumunda ortaya ¢ikan

iligkili veride varyans-kovaryans matris yapisinin  modellenmesi  amaci
dogrultusunda her bir deney birimi farkl: birer bloklama degiskeni olarak alinmak
Uzere, her bir bloklama degiskeni igin tekrarli 6lciimlerden olusan veri kendi icinde
iliskili olup belli bir varyans-kovaryans matris yapisina sahiptir.

Tekrarli 6lgim calismalarinda temel varsayim; farkli deney birimleri
Uzerinden alinan 6lcumlerin (gozlemlerin) birbiri ile iliskisiz, ayn1 deney birimi
Uzerinden alinan élcumlerin ise birbiri ile iliskili olmasidir. Bu durumda ayni deney
birimi Gzerinden alinan tekrarli dl¢ciimler belli varyans-kovaryans matris yapilarina
sahip olmaktadir.

Bu alt bolimde, Wolfinger (1993), Wolfinger (1996), Fitzmaurice ve ark.
(2004) ve lyit (2008) calismalarindan yararlanilarak, lineer karma modellerde
tekrarli O6lcim olmasi durumunda Esitlik (3.2.) ile verilen H matrisinin ve
dolayisiyla her bir H; matris yapisimin 13 farkli varyans-kovaryans modeli
aracihigiyla modellenmesi amaclanmaktadir. Bu alt bélimde ele alinan varyans-
kovaryans modelleri igin Ornek gosterimler 4 tekrarli o6lgim (n; =4) igin

verilmistir.

3.2.1. Tekrarh Olgumler icin Homojen Varyans-Kovaryans Modelleri
Tekrarl 6lgtimler igin verilen varyans-kovaryans modellerine iliskin matrisler ana
kdsegen boyunca sabit varyans degerlerine sahipse, bu matrislere iliskin varyans-

kovaryans modelleri homojen varyans-kovaryans modelleri olarak adlandirilir.

3.2.1.1. Varyans Bilesenleri (VC) Varyans-Kovaryans Modeli

Varyans bilesenleri varyans-kovaryans modeli
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6 0 0 8
0 o/ O
0 002 O (36.)
00 0 d

matris formunda olup, ayni deney birimi Uzerinden alinan tekrarli 6lglimlerin

birbiri ile iligkisiz ve homojen varyansa sahip oldugu varsayimina dayanmaktadir.

3.2.1.2. Bilesik Simetri (CS) Varyans-Kovaryans Modeli

Bilesik simetri varyans-kovaryans modeli ayn: deney birimi (zerinden
alinan tekrarli 6lciimlerin homojen varyans-kovaryans yapisina sahip oldugu
varsayimina dayanir. Dolayisiyla ayni deney birimi Gzerinden alinan tim tekrarh
olcum ciftleri arasindaki korelasyon degerleri birbirine esittir.

o2, deney birimleri igindeki tekrarl: olciimlerin varyansim o2, deney

birimleri icindeki tekrarli olgtimler arasindaki kovaryansi Cov(y;j,y;;r) = o2

gostermek (izere bu varyans-kovaryans modeli 2 parametreye sahiptir. Var(yl- j) =

o2 + o olmak Uizere, bilesik simetri varyans-kovaryans modeli

[ng +of of ol ol ]
2 2 4 2 2 2
I oy Og + oy Oy Oy I (3 7 )
2 2 2 4 2 2 L
| o2 o2 g2 ol + J&J

formundadhr.
Esitlik (3.7.) ile verilen model incelendiginde, Esitlik (3.4.) ile verilen RI
modelin varyans-kovaryans matrisinin CS yapisinda oldugu gortlmektedir.

Esitlik (3.7.) ile verilen modelinin alternatif bir gosterimi ise

Corr(yi,yij7) = p Vj,j' (0 <p < 1)olmak iizere,
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1 ppop
2P 1 pop
%o p 1 p 38)
pp pl
formundadir.

3.2.1.3. Toeplitz (TOEP) Varyans-Kovaryans Modeli

Toeplitz varyans-kovaryans modeline gére ayni deney birimi (zerinden
alinan tekrarl: 6lgtim ciftleri esit zaman araliklarinda iken ayni korelasyon degerine
sahiptir. Buna gore Corr(y;;,y;r) = p|j-j7| (0<p<1) olmak Uzere, Toeplitz

varyans-kovaryans modeli

1 F?I-l P2 p3

2 |P1 P1 P2
e P2 P11 P2 (39.)

Pz P2 p1 1

formundadir ve sadece esit zaman araliklarinda alinan dl¢timler igin kullanilir.

3.2.1.4. Birinci Dereceden Otoregresif (AR(1)) Varyans-Kovaryans Modeli
Birinci dereceden otoregresif varyans-kovaryans modeli, Toeplitz varyans-
kovaryans modelinin 6zel bir durumu olup zamanlar arasindaki uzakliklar arttik¢a
tekrarli Olglmler arasindaki korelasyon degerlerinin Gstel olarak azaldig
varsayimina dayanmaktadir.
Corr(yij,yijr) = pli=J'l (0 <p<1) olmak uzere, birinci dereceden

otoregresif varyans-kovaryans modeli
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[1 p p* p*]
e 1 p p?
Oe| 2 (3.10.)
p= P 1 p
3 2 1
p> P p
seklindedir.

Esitlik (3.8.) ile Esitlik (3.10.) den goruldugii tzere CS ve AR(1)
varyans-kovaryans modelleri birbirine benzer yapilarda olup, CS varyans-
kovaryans modeline iliskin matrisin kdsegen dis1 elemanlarin: olusturan kovaryans

degerleri sabitken, AR(1) varyans-kovaryans modelinde Ustel olarak azalmaktadir.

3.2.2. Tekrarh Olciimler icin Heterojen Varyans-Kovaryans Modelleri

Tekrarli 6lgtimler igin verilen varyans-kovaryans modellerine iliskin
matrisler ana kdsegen boyunca degisen varyans degerlerine sahipse, bu matrislere
iliskin varyans-kovaryans modelleri heterojen varyans-kovaryans modelleri olarak

adlandirilir.

3.2.2.1. Yapilandinlmamis (UN) Varyans-Kovaryans Modeli

Yap:land:rzimamzs varyans-kovaryans modeli ayni deney birimi (izerinden
alinan tekrarl: 6lgumlerin her bir zaman igin farkl: varyans ve zamanlar-aras: etki
icin farkli kovaryans degerlerine sahip oldugu varsayimina dayanmaktadir.

Var(yij) =a§j, j inci zamanda alinan tekrarli 6lgimlerin varyansini
Cov(yl-j,yij,) =0, j inci ve j' Uncl zamanlarda alinan tekrarli dlguimler

arasindaki denekler-i¢ci kovaryansi gostermek Uzere, yapilandirmamig varyans-

kovaryans modeli
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0.821 0-512 0-513 0-514
2 0, 0,
g, o, €23 €24
1 T8 7 (3.11.)

g,
O'g31 0-232 O",E3 €34

2
0541 0-542 0-543 0-54
yapisindadir.

3.2.2.2. Kosegen (UN(1)) Varyans-Kovaryans Modeli
Kdsegen varyans-kovaryans modeli ayni deney birimi Uzerinden alinan
tekrarli 6lcumlerin birbiri ile iliskisiz ve heterojen varyansa sahip oldugu

varsayimina dayamr Ve

1A
0,
8 o o2 O (3.12.)
3
0 0 O oz,

matris formundadir.

3.2.2.3. Heterojen Bilesik Simetri (CSH) Varyans-Kovaryans Modeli
Heterojen bilesik simetri varyans-kovaryans modelinde tum tekrarl 6l¢lim
ciftleri ayn1 korelasyon degerine sahip olup

0'821 Og,0¢,p  Og,0c,p  Og Og, P
2 0.0, 0.0
O, 0e,p  OF, £ Zesp e 0849 (3.13))
0¢,06,P 0g,0¢,P oz, €3 2849
O0¢,0¢,p 0g,0¢,p 0g,05,P O¢,

ile verilir.
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3.2.2.4. Heterojen Toeplitz (TOEPH) Varyans-Kovaryans Modeli

Heterojen Toeplitz varyans-kovaryans modelinde esit zaman araliklarinda

bulunan tekrarl: 6lcum ciftleri ayn1 korelasyon degerine sahip olup

U<€21 0-810-82 P1 0-810-83 P2 0-810-84 P3
2 Oc O, O O,
O-Sz 081 pl 0-82 &2 ;3 pl 0_82 0_84 SZ (314)
Ogy0¢,P2  0gy0¢,P1 O¢, &3 ;4 1
084 081 P3 084 Usz P2 084 083 P1 0-84_

formunda gosterilir.

3.2.2.5. Heterojen Birinci Dereceden Otoregresif (ARH(1)) Varyans-
Kovaryans Modeli

Heterojen birinci dereceden otoregresif varyans-kovaryans modeli
heterojen Toeplitz varyans-kovaryans modelinin 6zel bir durumu olup, ayn:1 deney
birimi Gzerinden alinan tekrarl 6lglim ciftleri arasindaki korelasyon degerleri hem
ustel olarak azalir hem de tekrarli olcimlerin varyans bilesenlerinin katkis ile
varyans ve kovaryans degerleri heterojendir.

Heterojen birinci dereceden otoregresif varyans-kovaryans modeli

2 3
[ O¢) 0'510;529 0'810'83[)2 O¢,0¢,P ]
O¢,0¢,P O¢, O¢,0¢,P 0'520'54()2 | (3 15 )
2 . .
|U£3U£1p 0-530-52p 0'823 U£3U£4p |
3 2 2
0540519 Js4aszp 0£4J£3p 0'84 J
formundadr.
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3.2.2.6. Huynh-Feldt (HF) Varyans-Kovaryans Modeli

Huynh-Feldt varyans-kovaryans modeli, A kovaryans parametresini

gostermek Uzere,

2 2 2 2 2 2 2
Og, og, t0g, _ 0g, T 0g, _ og, tog, _
2 2
of +0f 2 2 2
2 L o2 o2 + g2 o2 + o2
2 &2 &2 £3 &2 4
oz, + a2 ol + 02 2 2 (3.16.)
> 7 4 9z, g¢, + 92,
2 2 2 2 2 2
gg, t 0g, ag, + 0g, gg, + 0g, 2
= -1 — e
2 2 2 €4

formundadir (Huynh ve Feldt, 1970).

3.2.2.7. Birinci Dereceden Anti-Bagimh (ANTE(1)) Varyans-Kovaryans
Modeli

Macchiavelli ve Arnold (1994) tarafindan tanimlanan birinci dereceden
anti-bag:ml: varyans-kovaryans modeli, ayn1 deney birimi tzerinden alinan tekrarl
Olglim ciftleri arasindaki kovaryans degerlerindeki heterojenligi varyans

bilesenlerinin ve korelasyon degerlerinin ardisik ¢carpimi seklinde saglamaktadir ve

0-821 081 Jsz P1 081083 P1P2 0-810-84 P1P2P3
0'82 0'81 P1 0-522 Jsz 083 P2 052 084 P2P3 (3 17 )
Og,0¢,P2P1 Og,0¢,P2 0-523 Oe39e,P3 o
0¢,0¢,P3P2P1 0¢,0¢,P3P2 O¢,0¢,P3 0524

ile verilir.
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3.2.2.8. Birinci Dereceden Faktor Analitik (FA(1)) Varyans-Kovaryans Modeli

Birinci dereceden faktor analitik varyans-kovaryans modeli AA'+ G
formunda tamimlanan faktor analitik varyans-kovaryans matris yapisini temsil
etmektedir.

/1]?, AA" matrisinin kdsegen elemanini ve j inci zamanda alinan tekrarh

6lgtimlerin varyansi aszj, G matrisinin kdsegen elemanlar1 olmak Uzere,

: 588

2 0 £

A3 A A, A3 A4)+ 0 02 0'523 02 (3.18.)
A4 0 0 0 %,

dir.

3.2.2.9. Yapilandinlmamis Korelasyonlu (UNR) Varyans-Kovaryans Modeli

Yap:land:r:imamzs korelasyonlu varyans-kovaryans modeli Var(yl- j) = 052,-

ve Cov(yij,yij1) = Oe;0c , Pmax(),/"ymin(j.J") olmak uizere,

0521 O0¢,0¢,P21 Og,0g,P31  Og,0¢,Pa1
2 O¢ O, 0., 0,
052 0-81 P21 0-82 &, 523 P32 0-82 0_54 P42 (3 19 )
Og,0¢,P31 Og;0¢,P32 Og, & 824 P43
084081 P41 084082 P42 084083 P43 0-24

yapisinda olup UN varyans-kovaryans modelinin en genel halidir.
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3.3. Lineer Karma Modellerde Tekrarh Olgiim Olmasi Durumunda Uygun
Varyans-Kovaryans Modelinin Sec¢imi

Lineer karma modellerde ayni sabit etkilere ancak farkl: varyans-kovaryans
matris yapilarina sahip modelleri karsilastirabilmek igin

REMLRT =

_2(lRindirgenmi$ Model lRTam Model)

istatistiginden yararlanilir. lRindirgenmis " il sirasiyla indirgenmis ve

Ve lRTam Model
tam modelin REML log-likelihood fonksiyonunu ve g tam ve indirgenmis
modellerden tahmin edilen parametre sayilarimn farkint gostermek Uzere,
REMLRT-)(g dagilimina sahiptir (Wolfinger, 1993; Gumedze ve Dunne, 2011).

Lineer karma modellerde IC yaklasimi, ayn:i sabit etkilere ancak farkl
varyans-kovaryans matris yapilarina sahip modelleri maksimum yapan log-
likelihood fonksiyonunun aldigi degere bagh olarak karsilastirabilmek amaciyla
kullamlan bir yontemdir. p, modelin sabit etkili parametre sayisin ve 1(6),) =
logf(y|§p), 6, = (Bp.0p, Hy,)' parametre vektori altinda log-likelihood
fonksiyonunu gostermek lzere AIC = —21(9p) + 2p seklinde olup, lineer karma
modellerde AIC ile ilgili birgok ¢alisma bulunmaktadir (Wenren, 2014).

Sugiura (1978) tarafindan marjinal AIC (marginal AIC, mAIC), mAIC =
—Zl(ép) + 2a,(p + q) olarak tammlanmistir ve q, modelin rastgele etkili
parametre sayisint gostermektedir. Burada a,, = 1 veya sinirl sayida érneklem igin
a, =n/(n—p —q — 1) dir. Lineer karma modeller i¢cin R programinda yer alan
Ime fonksiyonu varsayilan AIC olarak mAIC yi kullanmaktadir.

Lineer karma modeller i¢in Matlab R2014a programinda yer alan fitime
fonksiyonu varsayilan AIC olarak mtlbAIC = —21(@,) + 2(p + q + 1) formiling
kullanmaktadir (Stram ve Lee, 1994; Hox, 2002).
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Shang ve Cavanaugh (2008), mAIC nin 2a,,(p + g) terimini tahmin etmek

icin bootstrap metodundan yararlanmiglardir ve AIC nin iki farkli versiyonunu

1 & 16 (D)]y)
AlCy, = —21(B,|y) + W; _Zlogm

w R
AlCy, = 21(9p|3’)+2{W; 2 L(Bly) }

seklinde elde etmislerdir. Burada W, y nin bootstrap 6rneklemlerinin sayisini ve
1(6*(i)]y), W bootstrap érneklemlerinin her biri icin log-likelihood fonksiyonunu
gostermektedir.

Azari, Li ve Tsai (2006) tarafindan varyans-kovaryans modellerindeki
korelasyon problemlerinin ele alinmasi amaciyla dizeltilmis AIC (the corrected
AIC, AlCc), AlCc = —Zl(§p|y) + 2a,(p + 1) olarak verilmistir. Burada a, =
n/(n —p — 2) dir.

Vaida ve Blanchard (2005), AIC yi BLUP a dayali olarak yeniden
tanimlamiglardir ve kosullu AIC (conditional AIC, cAIC) olarak cAIC =
—Zl(§p|ﬁ) + 2(p(7) + 1) biciminde elde etmislerdir. Burada 2(p(%) + 1) terimi,
Hodges ve Sargent (2001) tarafindan lineer karma modeller icin dnerilen serbestlik
derecesi ile ilgilidir ve p(7), T varyans parametrelerinin tahmin edilen vektori
verilmisken g ile u nun tahminleri icin serbestlik derecesini gostermektedir.

Lineer karma modellerde varyans bilesenlerinin daha dogru tahminlerinin
elde edilebilmesi amaciyla Vaida ve Blanchard (2005) cAIC yi, T nin REML
tahmin edicisi olan 7y yi ve dolayisiyla B = B(tR) ile fig = @i(tg) yi kullanarak,

cAICg = —2l(9pR|ﬁR) + 2(p(7g) + 1) seklinde yeniden tanimlamiglardir.
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p nin kiglk degerleri icin AIC ye alternatif olarak gelistirilen bir diger

bilgi kriteri BIC = —21(6,) + log(n) p biciminde olup, BIC ile ilgili lineer karma

modellerde yapilan caligmalar mevcuttur. Lineer karma modellerde en yaygin

kullanilan BIC, marjinal BIC (marginal BIC, mBIC) olup mBIC = —Zl(ép)+

log(n)(p + q) seklinde elde edilmistir ve R programinda yer alan Ime fonksiyonu

varsayilan BIC olarak mBIC yi kullanmaktadir (Wenren, 2014).

Lineer karma modeller icin Matlab R2014a programinda yer alan fitime

fonksiyonu varsayillan BIC olarak mtlbBIC = —21(67p) +Inn)(p+q+1)

formilind kullanmaktadir (Stram ve Lee, 1994; Hox, 2002).

Cizelge 3.1. Lineer karma modellerde kullanilan bilgi kriterleri (Wenren, 2014)

Notasyon Formul Not
AIC —21(0,) +2p Akaike bilgi kriteri
mAIC —21(6,) +2(p + q) Marjinal AIC (R programinda yer
alan Ime fonksiyonu)
mAIC, —21(B,) +2(n/(n—p—q—1))(p | Sl sayida drneklem i¢in marjinal
+ q) AlIC
mtlbAIC —-21(6,) +2(p +q+1) Matlab R2014a programinda yer
alan fitime fonksiyonu
—21(6,1y)
AlICy, 1B (D)]y) Bootstrap AIC
+— —210‘9,\*,—3],
WL 1O ()ly* ()
w ~
5 1 LE"®1y)
AIC, =21(6,|y) +2 —Z 22— Bootstrap AIC 2
i i Wi T i@ly)
AlIC¢ =2l@Gply) +2(n/(n—p - 2))(p Diizeltilmig AIC
+1)
cAIC —21(,|2) + 2(p(%) + 1) Kosullu AIC
cAICg —21(Oprllig) + 2(p(fg) + 1) REML altinda kosullu AIC
BIC —21(8,) + log(n) p Bayesian bilgi kriteri
mBIC —21(B,) + log(n)(p + q) Marjinal BIC (R programinda yer
alan Ime fonksiyonu)
mtlbBIC —21(By) + In(n)(p + q + 1) Matlab R2014a programinda yer
alan fitime fonksiyonu
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Lineer karma modellerde uygun varyans-kovaryans modelinin
belirlenebilmesi amaciyla yukarida verilen bilgi kriterleri Cizelge 3.1 yardimiyla
Ozetlenebilir.

Kiglk bilgi kriterleri degerlerine sahip olan varyans-kovaryans modelleri
tercih edilmektedir. Bdylece, lineer karma modellerde tekrarli 6l¢cim olmasi
durumunda ortaya ¢ikan iligkili veride uygun varyans-kovaryans modelinin segimi

asamasi tamamlanmus olur.

3.4. Uygulama: Ortodontik Biylyen Veri

Ortodonti, ¢aprasik dislerin duzeltilmesini ve ¢ene kemigi ile diglerin dogru
yerde ve dogru konumda yerlesmesini saglayan dis hekimliginin bir uzmanlik
dalidir. Erken dénemde olas: bir anomalinin 6nlemesine, ilerleyen dénemlerde ise
olusmus olan anomalilerin dizeltilmesine yodnelik "ortodontik™ tedaviler
uygulanmaktadir. Erken yasta baslanilan ortodontik tedavi, kiiglik cocuklarda gene
gelisimine yardim ederek dislerin dogru pozisyonlarda olmalarina yardimci olur.
Yetiskinlerde ise var olan caprasiklik ve kapanis bozukluklarinin dizeltilmesini
saglar.

Potthoff ve Roy (1964), North Carolina Dis Okulu Universitesinin
Ortodonti Bolimiinde yapilan bir ¢alismadan Cizelge 3.2 ile verilen veriyi elde
etmislerdir. Bu veri kiimesi, 27 ¢ocugun (16 s1 erkek (Male, M), 11 i kiz (Female,
F)) 8, 10, 12 ve 14 vyaslarindaki hipofiz bezleri (pituitary gland) ile
pterygomaxillary basinglari (pterygomaxillary fissure) arasindaki uzaklik élgim

degerlerinden olugmaktadir.
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Cizelge 3.2. Ortodontik biytyen veri (Potthoff ve Roy, 1964)
Cocuk Yas=8 Yas=10 | Yas=12 | Yas=14
MO1 26 25 29 31
MO02 215 225 23 26.5
MO03 23 225 24 275
M04 25.5 27.5 26.5 27
MO5 20 235 22.5 26
MO06 24.5 255 27 28.5
MO7 22 22 24.5 26.5
M08 24 21.5 24.5 25.5
M09 23 20.5 31 26
M10 27.5 28 31 31.5
M11 23 23 23.5 25
M12 21.5 235 24 28
M13 17 24.5 26 29.5
M14 225 255 25.5 26
M15 23 24.5 26 30
M16 22 21.5 23.5 25
FO1 21 20 21.5 23
F02 21 215 24 25.5
FO3 20.5 24 24.5 26
FO4 23.5 24.5 25 26.5
FO5 215 23 225 23.5
FO6 20 21 21 225
FO7 215 225 23 25
FO8 23 23 23.5 24
FO9 20 21 22 215
F10 16.5 19 19 19.5
F11 24.5 25 28 28
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Verilen uzaklik 6lcim degerleri, cocuklarin kafataslarinin ortodontistler

tarafindan réntgen cihazlarindan gegirilmesiyle elde edilmistir ve hipofiz bezi ile
pterygomaxillary basing, rontgen cihazlari yardimiyla en kolay gorilebilen
noktalarda bulunmaktadir. Hipofiz bezi ile pterygomaxillary basincin kafatasinda

bulunduklar: yerler sirasiyla Sekil 3.1 ve Sekil 3.2 de gosterilmektedir.

Sekil 3.1. Hipofiz bezi

Sekil 3.2. Pterygomaxillary basing (1)

Cizelge 3.2 ile verilen ortodontik buytyen verinin grafiksel gosterimi R

programi yardimyla Sekil 3.3 de verildigi gibi elde edilmistir.
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Sekil 3.3. Ortodontik biyuyen verinin grafiksel gosterimi

Cizelge 3.2 ve Sekil 3.3 incelendiginde, verinin ayn1 denegin (¢ocugun) 8,
10, 12 ve 14 yaslarindaki hipofiz bezi ile pterygomaxillary basing arasindaki
uzaklik élgiim degerlerinden olustugu yani uzun sireli (4 tekrarli 6lciml) bir veri
tird oldugu anlasiimaktadir.

Bu caligmanin amaci, yas ve cinsiyetin hipofiz bezi ile pterygomaxillary
basing arasindaki uzakhk ol¢cim degerlerini nasil etkiledigini belirlemektir. Bu
amagla, Sheather (2009) tarafindan j inci yastaki (j = 1,2,3,4) i inci denek
(i=1,..,27) icin Rl model

Uzaklik;; = By + B1Yas; + B,Cinsiyet + B3 Cinsiyet X Yas; +u;

+ siCjinsiyet (320. )
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olarak ifade edilmistir. Burada Uzaklik;; uzaklik Olcim degerlerini, Yas ve

Cinsiyet

ij hata terimini

Cinsiyet sabit etkileri, u; rastgele etkileri ve ¢

Cinsiyet

gostermektedir. u;~N(0,07) ve &

~N(0, 0% insiyer) seklinde olup u; ile

Cinsiyet

ij birbirlerinden bagimsizdirlar.

Yiogx1 = [Uzakliky ... Uzaklik,,]’

= [Uzaklikyy .. Uzakliky,... Uzakliky;; . Uzaklikps,]'
=[260 .. 310 .. 245 .. 280[

13, w3y 033 0,
X108x4 = 132 xsz Jaz Os2
22 W22 1,, Wy
1,, W2z 1,, Wy

060 016 04 -+ Os;
Ziosx27 = | 1a 14 14 ™ Osy
044 Ogg 0190 14

olmak (zere, Esitlik (3.20.) ile verilen lineer karma model matris gdsterimi
yardimiyla Esitlik (2.1.) formunda ifade edilmektedir. Burada k = 4,22, 32 olmak
Uzere 1, 1 lerden olusan kx1 tipinde bir vektord,
1 =4,16,32,44,52,60,88,100 olmak lzere 0;, O lardan olusan [ x 1 tipinde bir
vektorl ve m = 22,32 olmak Uzere w,;,, sirasiyla 8,10,12,14 degerlerinden
olusan m x 1 tipinde bir vektori gostermektedir (Bkz. Ek 1).

u1
Bax1 = I \ Upsxy = | ¢ |, u~N(0,02G) ve e~N(0, c*R) seklindedir.
u27
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Yas ve cinsiyetin hipofiz bezi ile pterygomaxillary basing arasindaki
uzaklik o©lcim degerlerini nasil etkilediginin belirlenmesi amaciyla 2.2.2 alt
boliminde verilen REML yontemi ile 2.2.4 alt boliminde verilen iteratif
yontemlerin kullaniimasiyla ilk olarak varyans bilesenlerinin (G, R, H) daha sonra
B ile u un tahminlerinin elde edilmesi ve elde edilen tahmin edicilerin
kullanilmasiyla Esitlik (2.24.) ile verilen ¢? nin tahmininin bulunmas:
amaclanmaktadr.

Pinherio ve Bates (2000), varyans bilesenlerinin tahmininde hibrid
yaklagzm: 6nermislerdir. Bu yaklasim ¢(® baslangic degeri ile baslayip, optimum
degere yakinsamaya yardimci birkag EM iterasyonu ile devam edip, optimum
degere yakinsamanin tamamlanmas: i¢in EM iterasyonlarinin NR iterasyonlarina
baglanmasiyla sonlanr.

R programinda yer alan nlme paketi ile Ime fonksiyonu hibrid yaklasimin:
kullanmaktadir. R programinda kodlarin ingilizce yazilmasi nedeniyle uzaklik
yerine distance, denek yerine subject, yas ve cinsiyet yerine sirasiyla age ve sex

yazilmasiyla R kodu

Ime(distance~age*Sex,data=0rthodont,random=~1|Subject,method="REML" ,wei

ghts=varldent(form=~1|Sex))

olarak elde edilir. Bu kodda weights=varldent(form=~1|Sex) argiiman: G = g2 X
I57 deki 0-1% ya ek olarak R = O-szcinsiyet x I108 deki O-szcinsiyet [ O-EZKLZ ve O-ezErkek
olmak iizere ayr1 ayr1 tahmin eder. Varyans bilesenlerinin tahminleri 62 = 3.414,

6%, = 0.610 ve 62,10 = 2.788 ve dolayistyla

Gyrxzy = 62 X I, = 3414 % I,
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~2
B _ =2 x| Oérrkek > loa O44x44
108x108 — OgcCinsiyet = 1108 =

~2
O44xa4 Oz * laa

_[2.788 % Ig, O44x44 ]
" | Ousxas 0.610 % Iy

Hiogx108 = ZGZ' + R

olarak elde edilir. Burada I, Ve I, Sirasiyla 64 x 64 ve 44 x 44 tipinde birim
matrisleri ve 04444, 44 % 44 tipinde 0 lardan olusan matrisi gostermektedir.

Olabilecek yakinsama problemlerinin belirlenebilmesi amaciyla EM ve NR
iterasyonlar1 da incelenmek istenirse R programinda Ime fonksiyonuna sirasiyla
control=list(msVerbose=TRUE,niterEM=0) ve control=list(msVerbose=TRUE)
argimanlarinin da eklenmesi gerekir.

Varyans bilesenleri tahmin edildikten sonra 8, u ve a2 nin tahminleri

16.340
—1.634
g —_ 0-784 ~ — : ~2 1
4x1 = | 1032 y Ug7x1 = : y 07 =
seklinde elde edilir.
652Erkek + 5-1% 5-1% 5-1% &5
HE ek = 5-1% 652Erkek + &1% 5-1% 6-1%
Tke ~ ~ ~ ~ ~
[ 0-1% 0-1% O-ezErkek + 0-1% Oﬁ J
5-1% 5-1% &5 652Erkek + 5-1% 4x4

ve
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5-§K1Z + 5-1% 5-1% 61% 5-1%
I’_I" — 61% 6&‘21(12 + 61% 61% 5-1%
e &2 52 6k, +6r 6l
| &2 &2 52 G, +azl,
olmak Uzere,
[HErkek 0 0 0 0 ]
| o =~ o 8 8 |
_| o 0 H
Var = Erkek ~
(y) 0 0 0 Hgy, 0
| 0 0 0 o HK12J108><108

bicimindedir. Burada Hg,.r Ve Hy,, varyans-kovaryans matrisleri, homojen
varyans-kovaryans modellerinden Esitlik (3.4.) ve Esitlik (3.7.) ile verilen CS
modeline, y nin varyans-kovaryans matrisi ise heterojen varyans-kovaryans
modellerinden Esitlik (3.12.) ile verilen UN(1) modeline karsilik gelmektedir.
Esitlik (3.20.) ile verilen Rl modele alternatif olarak, Sheather (2009)
tarafindan j inci yastaki (j = 1,2,3,4) i inci denek (i =1,...,27 ) icin diger bir RI

model

Uzaklik;; = By + B1Yas; + B,Cinsiyet + Bz Cinsiyet X Yas; +u;
+gy (3.21.)

olarak ifade edilmistir. Burada Uzaklik;; uzakhk olcim degerlerini, Yas ve
Cinsiyet sabit etkileri, u; rastgele etkileri ve &; hata terimini gostermektedir.

u;~N(0, 07) ve £;;~N(0, 6£) seklinde olup u; ile &;; birbirlerinden bagimsizdurlar.
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MODELLENMESI
Viogx1 VEKIOrl ile Xjpgxa V&€ Zipgxz7 Matrisleri, Esitlik (3.20.) ile

verilen modelde elde edildigi gibidir.
R programinda yer alan nlme paketi ile Ime fonksiyonu kullaniimasiyla, R

kodu
Ime(distance~age*Sex,data=0rthodont,random=~1|Subject,method="REML")

olarak elde edilir. Varyans bilesenlerinin tahminleri 62 = 3.298, 62 = 1.922 ve

dolayisiyla

Gyyxpy = 62 % I,, =3.298 ¥ I,
Riosx10s = G2 % I10g = 1.922 X I, g
Hypgx108 = ZGZ' + R

olarak elde edilir.
Varyans bilesenleri tahmin edildikten sonra 8, u ve o2 nin tahminleri

16.340 _1718
g —_ 0-784 ~ —_ : ~2 1
4x1 — 1.032 y Ug7x1 — : , 07 =
~0.304 3.253
seklinde elde edilir.
(62 +ai 4 A
~_| 6 eE+Gi G G
H= 62 62 62 + 5.2 62
u u &€ u u
i & Gi  GF+Gil,,
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olmak Uzere,
H 0 0 O 0]
0O -~ 0 O O|
_10 0 g O 0
V = =
ar(y) | 00 oA Qi
lo O 0 O HJ108><108

bicimindedir. Burada A varyans-kovaryans matrisi, homojen varyans-kovaryans
modellerinden Esitlik (3.4.) ve Esitlik (3.7.) ile verilen CS modeline, y nin
varyans-kovaryans matrisi ise homojen varyans-kovaryans modellerinden Esitlik
(3.6.) ile verilen VC modeline karsilik gelmektedir.

Esitlik (3.20.) ve Esitlik (3.21.) ile verilen modellerin karsilastiriimasi
amaciyla, Cizelge 3.3 incelendiginde, hem p < .0001 olmasi hem de en kiguk
AIC ve BIC degerlerine sahip olmasi nedeniyle Esitlik (3.20.) ile verilen RI

modeli tercih edilmektedir.

Cizelge 3.3. Model (3.20.) ile model (3.21.) in karsilastiriimasi

Model df AIC BIC logLik Test LRato  p-value
Model3.21 l & 445.75 461.62 -216.87
[ Model3. 20. 2 T 429.22 H47.73 -207.61 lvsl 1B.536 <.0001

Esitlik (3.20.) ile verilen ve ayn1 zamanda Esitlik (2.1.) formunda ifade
edilebilen Rl model altinda, yas ve cinsiyetin hipofiz bezi ile pterygomaxillary
basing arasindaki uzaklik 6lglim degerlerini nasil etkilediginin belirlenebilmesi
amaciyla hipotez testinden yararlanilacaktur.

H,: Yas ve cinsiyetin hipofiz bezi ile pterygomaxillary basing arasindaki

uzaklik 6l¢im degerleri Uzerinde bir etkisi yoktur.
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H,: Kuzlarin hipofiz bezi ile pterygomaxillary basing arasindaki uzaklik

Olglim degerleri erkeklerin hipofiz bezi ile pterygomaxillary basing arasindaki

uzaklik 6l¢cim degerlerinden daha disuktr.

seklindeki tek yonli hipotezi %95 lik gliven araliginda test edilmek istensin.
Cizelge 3.4 incelendiginde cinsiyet (kiz) ve yas arasindaki etkilesim

terimine karsilik gelen sabit etki icin p degeri 0.0057 olarak elde edilmistir.

Cizelge 3.4. Yas ve cinsiyetin hipofiz bezi ile pterygomaxillary basing arasindaki
uzaklik 6lcim degerleri tzerindeki etkisinin belirlenmesi

Fixed effects: distance -~ age * Sex

Value Std. Error [LF t-value p-value
(Intercept) 16.3408625 1.1450945 79 14.270111 0.0000
age 0.784375 0.0933459 79 8.402BE13 0.0000
SexFemale 1.032102 1.4039842 25 0.735124 0.4691
age:SexFemale -0.304830 0.1071828 79 -2.844016 0.0057

p = 0.0057 < a = 0.05 olmas1 nedeniyle H, hipotezi reddedilmektedir.
Boylece, kizlarin hipofiz bezi ile pterygomaxillary basing arasindaki uzaklik 6l¢tim
degerlerinin erkeklerin hipofiz bezi ile pterygomaxillary basing arasindaki uzaklik

6lcim degerlerinden énemli dlctide daha disiik oldugu sonucuna varilmaktadir.

3.4.1. Ortodontik Buytyen Verinin RIS Modeli ve Matlab R2014a Program
Yardimiyla Yeniden Modellenmesi

Sheather (2009) tarafindan ifade edilen ve 3.4. lincu alt bélimde verilen RI
modellerinden farkli olarak, bu ¢alismada j inci yastaki (j = 1,2,3,4) i inci denek
(i =1,..,27) icin RIS modeli

Uzaklik;; = By + p1Yas; + B, Cinsiyet + Bz Cinsiyet X Yas; + u;; + u;Yas;;

58



3. LINEER KARMA MODELLERDE TEKRARLI OLCUM OLMASI
DURUMUNDA VARYANS-KOVARYANS MATRIS YAPISININ
MODELLENMESI Ozge KURAN

seklinde tanimlanmustir. Burada Uzaklik;; uzaklik ol¢im degerlerini, Yas ve

Cinsiyet sabit etkileri, uiz[ulﬂ rastgele etkileri ve &; hata terimini
L

gostermektedir. u; ve g; nin Karsilikli olarak bagimsiz ve normal dagilima sahip

oldugu varsayimi yapilir ve
ui1~N(ol O-‘L%L'l) y Uz ~N(ol O-‘L%iz) ) SU'"‘N(O, O-Ez) ve Cov(u’ill uiZ) = O-‘Ltilz

ile verilir.

Esitlik (3.22.) ile verilen RIS modeli, Matlab R2014a programinda yer
alan fitlme fonksiyonunun REML yontemini kullanilmasiyla, farkli Var(u;)
yapilar: altinda incelenecektir.

Cizelge 3.5-3.8 (Bkz. Ek 2) ile verilen Var(u;) yapilarindan hangisinin
daha iyi oldugunun belirlenebilmesi amaciyla AIC ve BIC kriterlerinden
yararlanilacaktir. Bu amagla, Cizelge 3.5-3.8 (Bkz. Ek 2) in Cizelge 3.9 ile verilen

Ozet tablosu incelenir.

Cizelge 3.9. Var(u;) yapilar igin 6zet tablo

REML
Var(u;) yapilari AlC BIC
Full(UN) 448.58 469.79
Diagonal(UN(1)) 447.15 465.66
Isotropic(VC) 448.64 464.51
CompSymm(CS) 450.07 468.59

Cizelge 3.9 incelendiginde, 'Diagonal (UN(1))' ve ‘lsotropic (VC)'
yapilarimin REML yontemi altinda en kicik AIC ve BIC degerlerine sahip
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olmalart nedeniyle, Esitlik (3.22.) ile verilen RIS modeli icin tercih edilebilir

olduklar: sonucuna varilmaktadir.

3.5. Uygulama: Parkinson Hastahg Verisi

Parkinson hastalig, ilk kez Ingiliz doktor James Parkinson tarafindan 1817
yilinda "titrek fel¢" olarak tanimlanmistir. Beynimizde hareketlerimizi kontrol eden
ve bundan sorumlu olan hicreler bulunur. Bu hicrelerden kimyasal maddeler
salgilanir. Bunlardan birisi de dopamindir. Dopamin beyine gelen bilgileri bir sinir
hlcresinden digerine aktarir. BOylece vicut dengesi saglanmis olur. Fakat bu
hicrelerin bir kismi hasar gordiigiinde ya da azaldiginda dopamin salgilanamaz.
Iste azalmis dopamin sonucu viicutta titreme, yavas hareket etme gibi viicudun
dengesinin  bozulmasiyla ortaya ¢ikan hastaliga “Parkinson hastalig:"
denilmektedir.

Parkinson, yavas ve sinsi seyreden bir hastaliktir. Hastalik on yil gibi bir
stire boyunca surekli ilerler. Baslangicinda tek tarafli belirtiler goriliurken daha
sonra bu bitin viicuda yayilir. Genelde ilk belirti elde veya bir viicut yariminda
titremedir. Hastanin daha onceki yillari incelendiginde ¢ne egik durma ya da
yurirken kolunu sallamama gorilebilir. Temel olarak hastada titreme gorulir.
Parkinson hastalarinin gogunda bu vardir. Istirahat halinde bile titreme devam eder.
Tabi ki her titreme parkinson belirtisi degildir. Gunlik aktivite sirasinda, heyecan,
sinir gibi durumlarda titreme olur. Bu durum normaldir.

Bir diger belirti, hareketlerde yavaslama olmasidir. Hasta gunlik islerini
yaparken zorlanir. Yemek yerken, bir tarafa dénerken, yavaslama s6z konusudur ve
bunlar guclukle yapilir. Bunun yaninda konusma bozuklugu, donuk yiz ifadesi,
yazma bozuklugu, terleme gibi sorunlar da gorulir. Belirtilerin siddeti her hastada
farklidir. Hastalik genelde 40 yasindan sonra gorlir ve erkeklerde gorilme siklig

biraz daha fazladir.
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Parkinson hastaliginin tedavisinin amaci hastanin aktif, bagimsiz, kendi
basina isini yapabilen hale gelmesini saglamaktir. Parkinson hastaliginda kullanilan
sinirh sayida ilag gesidi vardir. Bu ilaclar ya eksik dopamini saglar, ya onun gibi
etki yapar ya da dopaminin parcalanmasini engelleyerek kullanimin: arttirir. ilag
tedavisiyle kas sertligi, titreme, hareketlerdeki yavashgin dizelme ihtimali
yiksektir. Tamamen dlzelmese de azalmasini saglayacaktir. Bunun yaninda
konusma bozuklugu, donuk yiiz ifadesi, yazma bozuklugu, terleme gibi sorunlar da
dizelebilir.

Parkinson hastaliginin  tedavisinde kullanilan Bromocriptine ilacina
alternatif olarak yeni gelistirilen Ropinirole ilacinin, Parkinson hastaliginin
tedavisine olan katkisinin belirlenebilmesi amaciyla Korczyn ve ark. (1999)
tarafindan 3 yi1l boyunca devam eden bir ¢alisma yapilmastir.

Bu calismada, rastgele secilen 167 hastaya Bromocriptine ilacit ve yine
rastgele secilen 168 hastaya da Ropinirole ilaci verilmistir. Verilen ilaclar
dogrultusunda, hastanin glinlik hareket etme yetenegi yamt degisken olarak
alinmis ve gunliik yapilan aktivitelerin (activites of daily living, ADL) skorlar: 4,
12, 24, 48, 72, 96, 120, 140 ve devam eden haftalar boyunca kaydedilmistir.

Bamia ve ark. (2013), Korczyn ve ark. (1999) nin Parkinson hastaliginda
kullanilan ilag tedavisi Uzerine yaptiklari galigmadan yararlanarak, Parkinson
hastaliginin tedavisinde kullanilan Bromocriptine ile yeni gelistirilen Ropinirole
ilaglarini, REMLRT kriteri altinda Esitlik (3.3.) ve Esitlik (3.5.) ile verilen RI ve
RIS modellerini ve Stata istatistiksel paket programini  kullanarak,

karsilagtirmiglardr.

3.6. Uygulama: Blyuyen Fare Tumoéra Verisi
Farmakokinetik, farmakoloji (ecza) biliminin ilaglarin vicuda emilimi

(absorbsiyon), dagilimi (distribisyon), dontsumi (biyotransformasyon) ve atilmasi
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(eliminasyon) gibi sureclerini matematiksel modeller kurarak inceleyen bir alt
dalidir.

Emilim (absorbsiyon), ilacin uygulama yerinden kan veya lenf dolasimina

gecmesidir. flag emilimini degistiren bazi etkenler vardir. Bunlar, ilag molekiiliine
ait olabilecegi gibi (6rnegin molekul blyukligu, ilacin yagda ¢ozinarlug, iyonize
olup olmadigi) ilag uygulanan bireye ait de olabilir (6rnegin ilacin uygulandig
dokunun emilimi saglayacak ylizey alaninin blyukllgu, oradan gecen kan miktari,
kan akimini yavaslatan bazi hastaliklarin olup olmamast).

Dag:lim (distribusyon), ilacin uygulandigi yerden emildikten sonra, énce
kan dolasimina ardindan da viicuda dagilmas: olayidir. ilaglar, kanda albiimin gibi
blyuk proteinlere baglanarak tasimir. Bu baglanma % olarak ifade edilir ve
alblimine bagli olan ila¢g kismi damardan disari ¢ikamaz (ne dokuya gegip etki
gosterir, ne de yikim veya atilim organina gecer). Bu nedenle, proteine yuksek
oranda baglanan ilaglarin etki stresi uzundur.

Donlgsim  (biyotransformasyon), ilacin karaciger veya diger dokular
tarafindan kimyasal olarak baska maddelere (metabolit) donisturilmesidir. Viicuda
giren cesitli kimyasal maddeleri etkisizlestirmek icin "karaciger oksidaz enzim
sistemi” bu olaydan sorumludur. Vicuttaki diger enzimlerden farkli olarak
mikrozomal enzimler daha 6nce hig¢ karsilasiimamis olan bir maddeyi (6rnegin bir
ilac1) tamyip onu etkisizlestirmek icin molekilli parcalamak ve/veya bir baska
molekil eklemek suretiyle baska maddelere donlstirir.

Atl:m (eliminasyon), ilacin ve/veya metabolitinin idrar, safra, solunum
havasi gibi yollar araciligiyla vicuttan atilmasidir. Bu islev, baslica bobrekten
atilim ile gerceklestirilir. Idrar olusumunun hizi, miktari, ilacin proteinlere
baglanma orani, idrar pH s1 gibi etkenler ilacin veya metabolitinin atithm hizi ve

miktarini belirler.
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Sekil 3.4. 12 serli disi farelere 4 farkli 1s1n tedavi yonteminin uygulanmasi
sonucunda ginlere (days) karsilik timér hacimlerinin (tumour
volume) grafigi (Fu ve ark., 2015)

Bliyuyen fare timoru verisi, farelerde biytyen tumér hiicrelerinin tedavi
edilmesinde kullanilan farkli tedavi yontemlerinin karsilastirilmas: amaciyla
toplanmus bir veridir (Fu ve ark., 2015). Toplamda 48 disi fare bulunmaktadir ve bu
48 disi fare, rastgele secilen 12 serli disi fareler olarak 4 gruba ayrilmaktadir.
Buytyen timér hicrelerinin - yaklasik olarak 120-150 mm3 e ulagmasi
istenmektedir ve bu amagla, her bir gruba farkli 1sin tedavi yodntemleri
uygulanmaktadir. Birinci grup kontrol grubu (control group), ikinci grup Co-60
(15 Gy) grubu, tgiinct grup Beta-lapachone (75 mg) grubu ve dérdinci grup Co-
60 (15 Gy)+Beta-lapachone (75 mg) grubudur. Bu 4 grup, Farmakokinetik
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yardimiyla modellenmistir ve timaor hicrelerinin hacimleri 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14

ve 16 gtinleri boyunca 6lgulmustur (Sekil 3.4).

Fu ve ark. (2015), farelerde biyiyen tumaor hiicrelerinin tedavi edilmesinde
kullanilan farkl: 1sin tedavi yontemlerini, REMLRT ile AIC kriterleri altinda
Esitlik (3.3.) ve Esitlik (3.5.) ile verilen RI ve RIS modellerini (sirasiyla Esitlik
(3.6.), Esitlik (3.7.), Esitlik (3.10.), Esitlik (3.12.) ve Esitlik (3.15.) ile verilen
VC, CS, AR(1), UN(1) ve ARH(1) vyapilariyla beraber) ve Stata ile MLwiN

istatistiksel paket programlarin: kullanarak, karsilastirmiglardir.
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4, MIXED VE STOKASTIK KISITLI RIDGE TAHMIN VE ON TAHMIN
EDICILER

Ikinci bélimde Esitlik (2.1.) ile verilen lineer karma model altinda

varyans bilesenleri y, p, 2 nin bilindigi varsayim ile sirasiyla BLUE ve BLUP

B=XH1X)"'X'H 1y (4.1.)

4 =GZ'H Y (y —XB) (4.2.)

olarak adlandirilan tahmin ediciler elde edilmistir (Henderson, 1950; Henderson ve
ark., 1959). Varyans bilesenleri bilinmiyorsa, varyans bilesenlerinin tahmin
edilmesinde kullanilan ML, REML ve iteratif yontemlerden yararlaniimaktadir
(Searle ve ark., 1992).

Genel olarak, sabit etkilere iliskin tasarim matrisinin degiskenlerinin
bagimsiz oldugu varsayimi yapilir. Fakat, uygulamada, sabit etkilere iliskin tasarim
matrisinin degiskenleri arasinda gucli veya gucliuye yakin lineer bagimliliklar ile
karsilasilabilir. Bu durumda, ¢oklu i¢ iliski problemi ortaya ¢ikmaktadir. Coklu i
iliski probleminin ortaya ¢ikmasi bazi istenmeyen sonuglar dogurabilir. Ornegin,
X'H™'X matrisinde meydana gelen kiigiik degisimler (X'H~1X)~1 matrisinde
biiyilk degisimlere neden olabilir. Dahasi, Var(f) = o?(X'H='X)~' olmasi
nedeniyle, £ nin bazi elemanlarinin varyanslarinda artislar gozlemlenebilir.
Béylece S, gercek degerinden uzaklasabilir ve Esitlik (4.1.) ve (4.2.) ile verilen
tahmin ediciler guvenilirliklerini kaybedebilirler. Tim bu coklu i¢ iligki
problemlerinin ortadan kaldiriimas: amaciyla alternatif tahmin ediciler énerilmistir.

Lineer regresyon modellerinde Hoerl ve Kennard (1970) tarafindan
Onerilen ridge tahmin edicinin lineer karma modellerdeki benzeri Liu ve Hu (2013)

tarafindan onerilmistir. Lineer karma modellerde varyans bilesenlerinin bilindigi
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varsayim altinda verilen alternatif tahmin edicilerden biri, ridge yonteminin

kullanilmas: sonucunda elde edilen ve sirasiyla ridge tahmin edici (ridge estimator)

ve ridge 6n tahmin edici (ridge predictor)
B(RY = (X'H7IX + £IL,) ' X'H 1y (43.)
(k) = GZ'H " (y — XB(%)) (44.)

olarak tanimlanan tahmin edicilerdir. Burada pozitif £ sabiti, ridge parametresi
olarak adlandirilir. Liu ve Hu (2013) dan farkl: olarak, Eliot (2011) ve Eliot ve ark.
(2011) iteratif yontemlerden biri olan EM algoritmasindan yararlanarak, Ozkale ve
Can (2017) ise Henderson nin lineer karma model esitliklerini kullanarak Esitlik
(4.3.) ve (4.4.) ile verilen ridge tahmin ve 6n tahmin edicileri elde etmislerdir.

Bu bdélimde, Gilmour ve ark. (1995) nin yaklasimi yardimiyla varyans
bilesenlerinin bilindigi varsayimi altinda Onerilecek olan diger alternatif tahmin
ediciler, mixed ve stokastik kisith ridge yontemlerinin kullaniimas: sonucunda elde
edilen ve sirasiyla mixed tahmin edici (mixed estimator) ve mixed 6n tahmin edici
(mixed predictor) ile stokastik kis:tl: ridge tahmin edici (stochastic restricted ridge
estimator) ve stokastik kisitl: ridge 6n tahmin edici (stochastic restricted ridge
predictor) olarak adlandirilan tahmin edicilerdir. Ayni zamanda, varyans
bilesenlerinin bilinmedigi varsayim: da incelenecek ve varyans bilesenlerinin

tahmininde ML, REML ve iteratif yontemlerden faydalanilacaktir.

4.1. Mixed Yontemi
Coklu ig iliski problemlerinin ortadan kaldirilmas: amaciyla 6nerilen mixed
yontemi, 6n bilginin toplanmasina veya kullaniimasina baghdir. On bilginin

stokastik lineer kisit formunda olmasi, Esitlik (4.1.) ve (4.2.) ile verilen tahmin
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edicilerden daha guvenilir ve iyi tahmin edicilerin elde edilmesine olanak saglar.

Bu amacla, stokastik lineer kisit
r=RE+ @ 45.)

olarak tanimlansin. Burada, ~ m x 1 tipinde bilinen bir rastgele vektér, R m % p
tipinde rank m < p olan bilinen bir 6n bilgi matrisi ve ¢, E(¢) =0 Var(p) =
a2V (v) ile normal dagilima sahip olan & dan bagimsiz bir rastgele vektordir.
Burada V =V (v) seklinde olup, v v x 1 tipinde ¢ ye karsilik gelen varyans
bilesenlerinin vektorini gostermektedir.

Esitlik (2.1.) in Esitlik (4.5.) ile verilen stokastik lineer kisit altinda
tahmin edilebilmesi amaciyla, Theil ve Goldberger (1961) in mixed yonteminden
yararlanilarak, Esitlik (2.1.) ile Esitlik (4.5.)

1=l +[g)u+[,) 46.)

veya

V. =X+ Zu+e, “4.7)

biciminde birlestirilir. Burada y*=[y], x*=[X], z*=[Z] ve e*=[£]
seklindedir.

Esitlik (4.6.) veya Esitlik (4.7.) ile verilen model olusturulduktan sonra, u

ile y, 1n ortak dagilimi

b= (gl o[ 5)) (48.)
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H O
o v

bilesenlerinin bilindigi varsayim: altinda y,~N(X,8,2S) olur. Esitlik (4.8.) den

olarak elde edilir ve burada, S=[ ] bicimindedir. Bdylece, varyans

u nun marjinal dagilimi u~N(0,02G) ve u verilmisken y, in kosullu dagilim:
(Searle, 1971, Bolim 2.4f), T = [g 8] olmak tzere, y,|lu~N(X.B + Z,u,c%T)

seklinde elde edilir.

(., u) un ortak log-likelihood dagilim fonksiyonu

logf (y..w) = logf (y.|u) + logf (u)

1

n > {(n + m)log(2r) + (n + m)loga? + log|T|

+ . —XB —Zu) T (v — X.B — Z.uw)/0?}

1
> {qlog(2m) + qloga? + log|G| + u'G1u/c?}

1

= =51+ m + @)logn) + (n +m + q)loga® + log|T|

+loglG| + (y. = X.8)'T~*(y. — X.B)/0?}

1
- F{u’(Z*T‘lZi + 6 Hu—-2(y, - X.B)T 1Zu} (4.9.)

biciminde elde edilir. Esitlik (4.9.) un 6nce £ ya sonra u ya gore kismi turevlerinin
alinip, sifira esitlenmesi ve g ile u yerine sirastyla mixed tahmin edicinin ve mixed

on tahmin edicinin c¢ézimlerine Kkarsilik gelen B, ile NN yazilmasi

sonucunda
XT Yy, — XuPme) = XiT Y Z, 0y, =0 (4.10.)
ZT (v — XPme) — (ZIT7Z, + G Dy, = 0 (4.11)
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olarak ifade edilen esitlikler bulunur.

Henderson (1950) ve Henderson ve ark. (1959) incelendiginde, Esitlik
(4.10.) ve Esitlik (4.11.) in Henderson in lineer karma model esitliklerine

benzedigi yorumu yapilabilir. Fakat aralarinda ufak bir farklilik bulunmaktadir. Bu

farklihik, Esitlik (4.10.) ve (4.11.) in B, ile @iy Ye, Henderson in lineer karma

model esitliklerinin ise Esitlik (4.1.) ve (4.2.) ile verilen § ile 4 ya uygulanmasi
seklinde agiklanabilir.
Esitlik (4.10.) ve Esitlik (4.11.) matris formunda

X'T-1X, X'T-17, 3 T 1y,
5me]=[XT y] (4.12.)

ZIT'X, ZITZ,+ G |ty Z!T 1y,

biciminde yazilabilir. Gilmour ve ark. (1995) nin yaklasimi yardimyla, Esitlik
(412.)

CP = w'T 1y, (4.13.)
olarak da yazilabilir. Burada w = [X,,Z,], ¥ = (/?,’ne,ﬁ;np)’ve
._[0 O +_[0 O
G* = [0 G]veG = [O G‘l]
olmak Uzere,
C=wT 'wo+G**

seklinde olup, "+" Moore-Penrose tersi gostermektedir. Esitlik (4.13.) Un

¢ozulmesi sonucunda
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P =C1lw'T 1y, (4.14.)

elde edilir. Burada €1, V = (Z.T~1Z, + G~1)~! olmak Uizere,

x/s7tx)™! —(X.S7Xx)X.!S7'Z.G
—GZSTIX, (X.ST'X)Y VH+GZSTIX (X.STIX,)TIXSTZ.G

seklinde olup, parcalanmis matris ters formilu (Marsaglia ve Styan, 1974a, b)
yardimiyla bulunabilir. €1, y,, X,, Z,, T ve S nin Esitlik (4.14.) de yerine
yazilmasindan ve bazi matematiksel islemlerin yapilmasindan sonra sirastyla mixed

tahmin edici (mixed estimator) ve mixed 6n tahmin edici (mixed predictor)

Pme = (XIS71X,)71X!IS 1y,
=(X'H X+ RV IR Y(XH ly+ RV 1r) (4.15.)

iy = GZ'H (Y — XPrme) (4.16.)
olarak adlandirilan tahmin ediciler elde edilirler (Kuran ve Ozkale, 2016).
Sherman-Morrison-Woodbury Teoremi (Marsaglia ve Styan, 1974a, b)

yardimiyla

XHXX+RVIR)1=XHX)-XHIX)IR
x(V+RXHIX)IRY)IR(X'H X)) (417.)

biciminde yazilabilir.
Esitlik (4.17.) nin kullanilmasiyla Esitlik (4.15.)

Brme = B+ XHTX)T'R(V + RCHTX)T'R) ™! (- — RB)
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seklinde de yazilabilir (Kuran ve Ozkale, 2016). Burada S, Esitlik (4.1.) ile verilen
BLUE yu gostermektedir.

4.2. Stokastik Kisith Ridge Ydntemi

Esitlik (4.6.) veya Esitlik (4.7.) ile verilen modelde coklu i¢ iliski
problemleri varsa veya tanimlanan stokastik lineer kisit, coklu i¢ iliski
problemlerini gidermede yeterince iyi sonuclara sahip degilse f,,. nin boyu
beklenenden daha uzun olur. Béylece, Esitlik (4.15.) ve (4.16.) ile verilen tahmin
edicilerden daha guvenilir tahmin edicilerin arastirilmas: gerekir. Bu durumda,
Ozkale (2009) dan yararlanilarak, mixed tahmin ve 6n tahmin edicilere alternatif
olarak stokastik kisitli ridge tahmin ve 6n tahmin ediciler elde edileceklerdir.

(., u) un ortak log-likelihood dagilim fonksiyonu

logf (y.,u) = logf (y.|u) + logf ()

1
- {(n + m)log(2m) + (n + m)logo? + log|T|

+ O — X8 - ZW' T (. — X.B — Zw) /% + £(B'B — c)}
1
-5 {qlog(2m) + qloga? + log|G| + u' G~ u/0o?}

1

= =51 +m + @)log2m) + (n +m + q)loga? + log|T|

+1loglGl + (v, = X.B) T (0. — X.B)/0* + R(B'B — )}

1
— ﬁ{u’(Z*T‘lZ; +6 HYu-2(,-Xx.B)T1Zu} (418)

biciminde elde edilir. Burada c, bir sabiti gostermektedir.
Esitlik (4.18.) in 6nce B ya sonra u ya gore kismi turevlerinin alinip, sifira

esitlenmesi ve B ile u yerine sirasiyla stokastik kisith ridge tahmin edicinin ve
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stokastik kisith ridge 6n tahmin edicinin ¢oziimlerine karsilik gelen £,,.(#) ile

Uy () mn yazilmas: sonucunda
XIT Yy, — XBme(#)) — X\ T ZApp(£) =0 (4.19.)
ZIT Yy, = XPme(R)) — (ZiT 722, + G )y (£) =0 (4.20.)

olarak ifade edilen esitlikler bulunur.

Esitlik (4.19.) ve (4.20.), Henderson 1n lineer karma model esitliklerine
(Henderson, 1950; Henderson ve ark., 1959) benzemeleri nedeniyle stokastik kis:tl:
ridge lineer karma model egitlikleri olarak adlandirilabilir.

Esitlik (4.19.) ve Esitlik (4.20.) matris formunda

XT7'X, + &I, XT7'Z,
Z.T7'X, Z.T'Z,+ G

Brme(£)| _ [XiT 1y,
ﬁmp(fa)] = [z;T-ly*] (4.21.)

biciminde yazilabilir. Gilmour ve ark. (1995) nin yaklasimi yardimyla, Esitlik
(4.21.)

C(R)P(R) = w'T 1y, (4.22.)

olarak da yazilabilir. Burada @ (£) = (Bine (£), Uy (#£))" seklindedir.

Esitlik (4.22.) nin ¢6zllmesi sonucunda

P(h) =CH(A)W'T 1y, (4.23.)
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elde edilir. Buradaki C~1(#) matrisinin Esitlik (4.14.) de yer alan C~!
matrisinden tek farki, €~ matrisindeki (X.S™1X,)~! yerine C~1(#) matrisinde

(X!S7'X, + £I,)~" nin gelmesidir. C~*(%), y., X., Z, T ve S nin Esitlik (4.23.)

de yerine yazilmasindan ve bazi matematiksel islemlerin yapilmasindan sonra
sirasiyla stokastik kisitl: ridge tahmin edici (stochastic restricted ridge estimator)

ve stokastik kis:tl: ridge 6n tahmin edici (stochastic restricted ridge predictor)

Eme(’k) = (X;S_lX* + f&lp)_lX;S_ly*

= (X'H X +RVIR+ A1) (X'H 'y + R'V-1r) (4.24.)

U (£) = GZ'H (y = X e () (4.25.)

olarak adlandirilan tahmin ediciler elde edilirler (Kuran ve Ozkale, 2016).
Sherman-Morrison-Woodbury Teoremi (Marsaglia ve Styan, 1974a, b)

yardimuyla,

(XHTX +RVTIR+ A1) = (XHIX +41,) " — (XHX + AL) R
-1

< (V+R(X'HX + A1) R) R

x (X'H™AX + &1,) " (4.26.)

biciminde yazilabilir.
Esitlik (4.26.) nin kullanilmasiyla Esitlik (4.24.)
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Prme(£) = p(£)
+(X'HX + &1,) TR (V+RXHTX + /alp)‘lje')_l

x (r —RB(£))

seklinde de yazilabilir (Kuran ve Ozkale, 2016). Burada f(#), Esitlik (4.3.) ile
verilen ridge tahmin ediciyi gdstermektedir.

Stokastik kisitli ridge tahmin ve 6n tahmin ediciler igin £ parametresinin
secimi 6nemlidir. Bu amagla, Eliot (2011) ile Eliot ve ark. (2011) nin ridge tahmin
ve On tahmin edicilerde £ nin segimi igin onerdikleri genellestirilmis capraz
gecerlilik (generalized cross-validation, GCV) istatistiginden yararlanilarak,
stokastik kisitl ridge tahmin ve 6n tahmin ediciler icin GCV (GCVSRR(£))

istatistigi

2
GCVSRR(R) =n" (v = 9)' &7 = 9)/ <1 - wfl_5)> che7.)

olarak tanimlanir (Kuran ve Ozkale, 2016). Burada 9 = X3,,.(£) + Z 1y (#) Ve

S=X(X'H X+ R'VIR+ &L, X'H™!

+ZGZ'H™ (I, — X(X'H7IX + R'VIR + £1,) X'H™Y)

seklinde olup, GCVSRR(£) minimum olacak sekilde 4 6nerilir.

Esitlik (4.15.), (4.16.), (4.24.) ve (4.25.) ile £ mn secimi igin
tammlanan GCVSRR(#) istatistigi, varyans bilesenlerinin bilindigi varsayimi
altinda elde edilmislerdir. Varyans bilesenleri y,p,o? bilinmiyorsa, mixed ve

stokastik kisith ridge tahmin ve on tahmin ediciler ile GCVSER(£) nin elde
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edilebilmeleri icin y, p, a2 nin tahminleriyle yer degistirmeleri gerekir. Bu amagla,

bir sonraki alt bolimde varyans bilesenlerinin tahmin edilmesine deginilecektir.

4.3. Varyans Bilesenlerinin Tahmini
Bu alt bolumde ML, REML ve iteratif yontemler yardimiyla varyans

bilesenlerinin tahminleri bulunacaktir.

4.3.1. ML YoOntemi

v, in marjinal log-likelihood fonksiyonu

(B, ) = —%{(n +m)log(2m) + (n + m)loga? + log|S|

+ (. — X.B)S (v — X.p)/ 0%} (4.28.)

seklinde elde edilir. Burada ¢ = («',02)’ ve k= (y',p',v')' = (k;) swasiyla
(r+s+v +1)x1ve (r+s+aw)x 1tipinde bilinmeyen varyans bilesenlerinin
vektorlerini gostermektedir.

Esitlik (4.28.) in swrasiyla 5, o2 ve k; ye gore kismi tirevlerinin

alinmasiyla

oly, (B, ¢ y.)

1
op = - (XSTIXB — XiST1y) (429.)

oy (B, ¢; ) _ (n+m) N (y. — X*ﬁ)’S‘l(y* - X.B) (4.30.)

do? 202 204

Oy, (B, ¢ y.)

1 :
—_ = -1¢.
o1 = Ztr(S S;)
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+ (y* - X*ﬁ)ls_lsjs_l(y* - X*ﬁ)
2072

(4.31.)

elde edilir. Burada S; = 8S/dx; seklindedir.
Esitlik (4.29.) — (4.31.) in sifira esitlenmesiyle ve 3, a2 ve S nin yerine

Brmes 620ve S konulmastyla®

XIS, fe = X157y, (432)
(n+m)62e = (Ve — XuBme) ST 04 — X.Bime) (433)

ve
r$5) = % O = XoBne) S5 (0. = Xome) (4.34))

elde edilir. Esitlik (4.32.) ile (4.33.) Uin ¢oziilmesiyle

Eme = (Xig_lx*)_lxlg_ly*

= (XH X +RVR) " (XH 'y + RV ) (4.35.)
~2 1 n 1&—1 ]
Ome = m (y* - X*.Bme) S (y* - X*:Bme)

3 4.1 ve 4.2 inci alt bélumiinde elde edilen tahmin ediciler varyans bilesenlerinin bilindigi
varsayimi altinda elde edilmislerdi. 4.3 Uncu alt béliminde ise varyans bilesenlerinin
bilinmedigi varsayimi altinda tahmin ediciler elde edileceklerdir. Dolayisiyla, her iki alt
bolimdeki tahmin edicilerin birbirlerinden ayrilmasi amaciyla "~" yerine "~" semboli
kullanilmigtir,
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= m [(y - X.gme)'ﬁ_l(y - Xgme) + (4" - R.vae),f/‘_1

x (”ﬂ - R.Eme)] (4.36.)

olarak bulunur (Kuran ve Ozkale, 2016).

Benzer sekilde

ﬁme(%) = (Xig_lx* +/f€1p)_1X;S~_1y*

= (XA X+ RTIR+AL) (XA ly+R7 7))  (437)

Gre(R) = 0. = XuBrme(£)) ST — Xfme ()

(n+m)

= (n+m) [(y _Xﬁme(%))'ﬁ_l(y_Xﬁme(%))

+(1 = RBne (R)) V(1 = Rfme (£))] (4.38.)

ve
~ v 1 ~ ~ ~ T o~ ~ ~
tr(S71S;) = 52—@ OV = X Bme(£))'STIS7H(y — XBme(£)) (4.39.)

olarak bulunur (Kuran ve Ozkale, 2016). Burada £ nin secimi énemlidir ve Esitlik

(4.27.) ile verilen GCVSRR( ) istatistiginden yararlanilarak,

~\\ 2
GCVSRR(E) = ™' (y = 7)' (v — )/ (1 - "fl—‘s)> (4.40.)
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olarak tanimlanir (Kuran ve Ozkale, 2016). Burada 7 = XB,,. (%) +Zﬁmp(i7¢),
amp (’%) = GZ'H_I(y - X.Eme (’%)) ve

§=X(XH X+ RV IR+ AL) XH?

+ZGZ A (1 — X(XH1X + RTIR + A1) X'HY)

seklinde olup, GCVSER (%) minimum olacak sekilde £ énerilir.

Esitlik (4.34.) ve Esitlik (4.39.) varyans bilesenlerine gore lineer olmayan
bir formda olup, bu denklemlerin ¢6zimi icin analitik ifadelerin elde edilmesi
mumkun degildir. Bu yuzden, Esitlik (4.34.) ve Esitlik (4.39.) un ¢6zimu ancak

iteratif yontemler araciligiyla yapilabilir.

4.3.2. REML Yodntemi

REML yonteminde y, in yerine y, 1n sabit etkileri icermeyecek sekilde
secilen lineer kombinasyonlarimin  kullanildigi ifade edilebilir. Bu lineer
kombinasyonlar, sabit etkiler uydurulduktan sonra rezidilere karsilik gelmektedir.
Bu durumun bir sonucu olarak, sabit etkileri icermeyecek sekilde olusturulan
k'y, = k'X.B + k'Z,u lineer kombinasyonunda k’ vektorleri icin E(k'y,) =
k'X.B =0 VB ve boylece k'X, = O esitlikleri saglanmalidir. Dolayisiyla, herhangi
bir ¢’ vektorl icin k' = c'(I4,,, — X.(X!X,)"1X]) (Searle ve ark., 1992, Bolim
M.4e) yazilabilir ve lineer olarak bagimsiz olan k'y, larin sayisimin X, a bagh
oldugu soylenebilir. X,, (n +m) x p tipinde ve ranki p olan bir tasarim matrisi
oldugu icin k'X, 8 = 0 esitligi sadece k' nin n + m — p lineer bagimsiz degeri ile
saglanabilir. Boylece, lineer olarak bagimsiz k' vektorlerinin bir kiimesi K' niin
satirlart olarak alinir ve K'= D(I,4,, — X.(X/X,)71X]) icin K'y, ile ilgilenilir.

Burada K've D, (n +m — p) % n tipinde tam satir rankl: matrislerdir.
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y.~N(X.,02S) ve K'y, =0 icgin K'y,~N(0,0%K'SK) seklindedir ve
boylece REML log-likelihood fonksiyonu

1 ,
(i K'v.) = =5 {(n+m = p)log(2m) + (n+m — p)loga? + log|K SK|}

1 {y*’K(K'SK)‘lK ’y*}

> = (4.41.)
olarak elde edilir.

Ly — X, (X/X,)"1X! simetrik, idempotent ve ranki n + s — p oldugu
icin K'K = I,,,,,, olur. Dolaysiyla, |S| = |K'SK||X.S~1X,| (Searle ve ark., 1992,
Bolim E9.12f) olmak Uzere, y, icin REML log-likelihood fonksiyonu (sabitlerin
g0z ard: edilmesiyle)

1
lr(¢;y.) = _E{(n +m —p)loga? + log|S| + log|X.S™1X.|}

_E{(y* - X*Eme)'s_l(y* - X*Bme)}

> — (4.42.)

seklinde elde edilir.

Esitlik (4.15.) ile verilen £, nin kullaniimasi ile

(% = XuBme) = y. — X (XISTIX,) 71 XIS ™y,
= Iy — X.(X/S71X,)"1X/S7 )y, =SPy,

ve P,SP, = P, oldugundan

(y* - X*BAme)'S_l(y* - X*.éme) = yx:P*SS_lsﬂy* = y*lp*y*
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yazilabilir. Burada P, =S~!—S71X,(X/S71X,)"'X/S™! = K(K'SK)™1K' dir.
Bdylece, Esitlik (4.42.)

1
INCEAE —5{(11 +m —p)logo? + log|S| + log| XS X, [}

1(y:Py.
‘5{7} (443

seklinde ifade edilir ve Esitlik (4.41) ile Esitlik (4.43) Un esdeger oldugu
soylenebilir.

Esitlik (4.43.) Un swrasiyla 62 ve k; ye gore tlrevlerinin ahnmasiyla

Ulp(diy.) _ _(n+m—p) y.Py.

do2 202 204 (4.44)
0l (¢; y.) 1 .\ YIBS;Py.
——=—=1tr(RS;) ——— 4.45
0k 2 r(P.5;) a2 (4.45)
elde edilir.
Esitlik (4.44) (in sifira esitlenmesiyle ve P, yerine P, yazilmasiyla
=2 — y;ﬁ*y* — (y* - X*ﬁme)'g_l(y* - X*ﬁme)
e (n+m—p) (n+m—p)
1 ~ ~
— _ g—1 _
+(1 = RPme) V(1 — Rfime)] (4.46)

olarak bulunur (Kuran ve Ozkale, 2016). 62,., P, aracihgiyla & ya bagh
oldugundan iteratif olarak elde edilmelidir.
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Benzer sekilde, B,(£) =S~ — §-1X,(X/571X, + £IL,) " X.5~1 olmak

Uzere,

D AN
Gpe(®) = m
= (nT—p) (y - Xﬁme(%))'g_l(y - Xﬁme(i"/))
= m [(y — X.Eme (’%)) 'H_l(y = X.gme (l}:))
+(1 = RBne(R)) V(1 = RBme (£))] (447.)

olarak bulunur (Kuran ve Ozkale, 2016). 62,.(%), P.(#) aracilig1 ile & ya bagh
oldugundan iteratif olarak elde edilmelidir. Burada £ nin secimi icin Esitlik (4.40)
dan yararlanilabilir.

ML veya REML log-likelihood fonksiyonlarimin birinci dereceden
tirevlerinin sifira egitlenmesiyle (4.34.), (4.39.), (4.45.), (4.46.) ve (4.47.) gibi
lineer olmayan esitlikler ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle, lineer olmayan bu
esitliklerin ¢ozllmesi ve varyans bilesenlerinin ML veya REML tahmin

edicilerinin bulunmasi igin literattirdeki iteratif yontemlerden yararlanilacaktir.

4.3.3. iteratif Yontemler
Varyans bilesenlerinin REML* tahmin edicileri sirastyla NR, FS ve EM

algoritmalar1 yardimyla elde edilecektir.

4 2.2.3 de ifade edilenler nedeniyle varyans bilesenlerinin ML yerine REML tahmin
edicileri sirasiyla NR, FS ve EM algoritmalar: yardimiyla elde edilecektir.
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4.3.3.1. NR Algoritmasi

Esitlik (2.27.) de gosterildigi gibi, her bir NR iterasyonu gozlenen bilgi
matrisinin elemanlar1 ile REML log-likelihood fonksiyonunun hesaplanmasin:
gerektirir.

Esitlik (4.44.) ve (4.45.) de yer alan o2 ve k; icin REML log-likelihood
fonksiyonlari

dag? o2 o*

dlr(¢;y.) — U(e?) = {(n+m p) y*Py*}

alp(;y.) . VPS;Py.
P00~ u(ig) = —3 {or(ns) 2

ve gozlenen bilgi matrisinin elemanlar:
1 N 1 S i .
Io(kj Kx) = > tr(P.S;) — > tr(P.S;P.Sy) + —7 WRSP.SP.y.
1, .

Io(0?x;) = T,Jz;

(n+m p)+y Y

I 2 2y — _

olarak bulunur (Kuran ve Ozkale, 2016) ve burada Sj;, = 025 /0k;x; dir.
Benzer sekilde, Esitlik (4.47.) nin elde edilmesinde kullanilan o2 ve K;

icin REML log-likelihood fonksiyonlar
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Alp($;y.) _ U(o?) = _1{(n+m—p) yP(R)y.
o2 2 a? at
Alp($;y.) _ _ 1 .\ _ VRR)S;P.(R)y.
o U(i) = =5 1tr(B.(R)S)) = p;

ve gozlenen bilgi matrisinin elemanlar:

1 . 1 . .
Io°R*R (1), 1y) = Etr(P* (#)Sik) — Efr(P*(/&)SjP*(/&)Sk)
1 . .
+ v Vi P.(£)S;P.(£)Sy P.(#)y.

= ﬁy*’ P.(#)Sj.P.(R)y.

IOSRR(JZ’KJ) = 204

_(n+m-—p) yR&E)y

I,5RR (62, 02) = 5o g

SRR

olarak elde edilir (Kuran ve Ozkale, 2016) ve burada I,>"*, stokastik kisith ridge

tahmin ediciler igin gozlenen bilgi matrisinin elemanlarini gostermektedir.

4.3.3.2. FS Algoritmasi
Esitlik (4.44.) ve (4.45.) de yer alan o2 ve k; icin beklenen bilgi

matrisinin elemanlari

1 o
Ig(kj k) = Etr(P*SjP*Sk)
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1 .
[E(O'Z, Kj) = 27._2 tT(P*Sj)

(n+m —p)
I 2 2 —
E(O- , O ) 20_4

seklinde elde edilir (Kuran ve Ozkale, 2016).
Benzer sekilde, Esitlik (4.47.) nin elde edilmesinde kullanilan o2 ve Kj

icin beklenen bilgi matrisinin elemanlar:

1557 10) = 3 tr(AR)SP.(A)SY)

1 A
%% (0% k) = 507 tr(P.(#)S;)

=(n+m—p)

IESRR(O'Z,O'Z) 204

SRR

olarak elde edilir (Kuran ve Ozkale, 2016) ve burada I;°*", stokastik kisith ridge

tahmin ediciler icin beklenen bilgi matrisinin elemanlarini gostermektedir.

4.4, Tahmin Edicilerin Karsilastinnimasi

B ile u un lineer kombinasyonlarinin 6n tahmini, cogunlukla s = 1, iken
L € RP ve M € R olacak sekilde 6zel olarak belirlenen £ ve M matrisleri
icin, u = L'B + M'u seklinde ifade edilmistir (Henderson, 1975; Robinson, 1991;
Das ve ark., 2004).

Esitlik (4.1.) ve Esitlik (4.2.) ile verilen tahmin ediciler i¢in u nin BLUP

degeri

84



4, MiXED VE STOKASTIK KISITLI RIDGE TAHMIN VE
ON TAHMIN EDICILER Ozge KURAN

A=LB+Mu=09B+MGIH 'y

olarak elde edilmistir (Henderson, 1975) ve burada Q = L' — M'GZ'H™'X
seklindedir.
Esitlik (4.3.) ve Esitlik (4.4.) ile verilen ridge tahmin ediciler icin g nin

ridge 6n tahmin edicisi ise
(k) = L'B(R) + M'a(k) = QB(k) + M'GZ'H™ "y

seklinde elde edilmistir (Liu ve Hu, 2013).

Benzer sekilde, Esitlik (4.15.) ve Esitlik (4.16.) ile verilen mixed ve
Esitlik (4.24.) ve Esitlik (4.25.) ile verilen stokastik kisitli ridge tahmin ve 6n
tahmin ediciler icin u nln mixed ve stokastik kisitli ridge 6n tahmin edicileri,

sirasiyla,

.amp = L,ﬁme + M,amp
= Ll.éme + M,GZ,H_I(:V - X.éme)
= QBme + M'GZ'H™ 'y (4.48.)

ve

firp () = L' Pme () + My ()
= L,Bme(’k) + M’GZ’H_l(y - Xﬁme(k))
= Qfme(£) + M'GZ'H ™y (4.49.)

olarak bulunur.
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A, (%), fimp Ve fimy, (£) verildikten sonra, fi ile A(#£) Ve flyy, ile fiy, (%)
karsilastirmalart mMMSE kriteri araciligiyla yapilacaktir.
Stulajter (1997) yardimuyla, Esitlik (4.48.) icin

mMSE(ﬁmp) =E ((ﬁmp - ﬂ)(ﬁmp - ﬂ) ')
= Var(imp) + Var(u) + Bias (imp) Bias (imp)’
—Cov(ﬁmp,u) - Cov(u, ﬁmp) (450)

olarak yazilir ve burada, Bias(fimp) = E (fimp — w) seklindedir.
Esitlik (4.50.) nin elde edilebilmesi amaciyla swrasiyla Var(ipy),
Var(u), Bias(fiyy) Ve Cov(fiymy, 1) bulunacaktr.

Var(fmy) = Var(QBme + M'GZ'H™y)
= QVar(Bme)Q’ + QCov(Bme, y)H 1 ZGM

+M'GZ'H Cov(y, Bme)Q’
+M' GZ'H War(y)H 1 ZGM (451.)
biciminde olup,
Var(Bme) = c?(X'H X + R'V-IR) !
Cov(Bme y) = c2(X'H X + RV IR)"1X'
ile verilir.
Var(u) =Var(L'g + M'u) = M'Var(u)M = o*M'GM (452.)
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Bias(.amp) = E(ﬂmp - .u)
= E(QPme + M'GZ'H™ 'y — L' — M'w)
= QE(Bme) + M'GZ'HE(y) — L'B — M'E (u)
= 0 (E(Bme — B)) = 0Bias(Bme) (453.)

seklinde elde edilir ve burada, E(y) = X8, E(u) = 0 ve Bias(f,,,) = O dur.

Cov(fimp, 1) = Cov(QPme + M'GZ'H 'y, L' + M'w)
= QCov (B, WM + M'GZ'H  Cov(y, W) M (454.)

biciminde olup,

Cov(Bme ) = a?(X'H X + RV IR)IX'H1ZG
ve Cov(y,u) = a2ZG dir.

Esitlik (4.51.), (4.52.), (453.) ve (4.54.) Un Esitlik (4.50.) de yerine
yazilmasiyla

MMSE (finp) = QMMSE (Bne)Q’ + 02 M'(G — GZ’H™1ZG)M  (4.55.)

olarak elde edilir ve

MMSE (Bme) = Var(Bpe) + Bias(Bme)Bias(Bme)’
= G2(X'H X + RV IR)™! (4.56.)

seklindedir.
Stulajter (1997) yardimuyla, Esitlik (4.49.) icin
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MMSE (i (£)) = E ((finp (£) = 1) (A (R) — 12)")
= Var (flmp(£)) + Var (1) + Bias (A (£)) Bias (A (£))’
—COV(flp (£), 1) = COVL, flp (1)) (457.)

olarak yazilr ve burada, Bias (i, (#)) = E (fimp(#£) — u) seklindedir.
Esitlik (4.57.) nin elde edilebilmesi amaciyla sirasiyla Var(f,,(#£)),
Var(u), Bias(fiym, (£)) ve Cov(fipy, (£), 1) bulunacaktir.

Var (fimy(£)) = Var(QBme(£) + M'GZ'H™'y)
= QVar(Bme(#£))Q" + QCov (B (£), y)H 1 ZGM
+M'GZ'H  Cov(y, e (£))Q'
+M'GZ'H War(y)H 1 Z6M (4.58.)

seklinde olup,

Var(Bme(£)) = 62(XH™X + RVIR + £1,) (X'H™LX + R'V-IR)

x (XH7X + RVIR + &1,
Cov(Bme(£),y) = 02 (X'HTIX + RVIR + £L,) ' X’

ile verilir.

Bias(Amp(#)) = E (Amp(£) — 1)
= E(Qfpme(#) + M'GZ'H Yy — L' — M'u)
= QE(Bme(£)) + M'GZ'HT'E(y) — L'B — M'E(u)
= Q(E(Bme(£) — B)) = QBias(Bme(£)) (459.)
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seklindedir ve Bias(Bme(£)) = —£Q(X'H X + R'V™IR + klp)_lﬂ dur.

CoV(flny (#), 1) = Cov(QPme(#) + M'GZ'H ™y, L' + M'u)
= QCov(fme(£),u)M + M'GZ'H™*Cov(y, u)M (4.60.)

biciminde olup, Cov(Bpme(#£),u) =c?(X'H X +R'VIR + falp)_lX'H‘lZG
dir.

Esitlik (4.58.), (4.52.), (4.59.) ve (4.60.) 1n Esitlik (4.57.) de yerine
yazilmasiyla

MMSE (fiynp (£)) = QMMSE (Be(£))Q' + 02 M'(G — GZ'H'ZG)M  (4.61.)

olarak elde edilir ve

MMSE (Bne(£)) = c?2(X'H X + RV IR + falp)‘l(X'H-lx +R'VIR)
x (X'HIX + RVIR + AL
+RA(XHTIX + RVIR + A1)

x BB'(X'H™IX + RVIR + A1) (4.62.)

seklindedir.
Benzer sekilde, Liu ve Hu (2013) tarafindan,

mMSE (i) = QmMSE(B)Q' + o?M'(G — GZ'H™*ZG)M (4.63.)
mMSE(i(£)) = QmMSE(B(£))Q' + o> M'(G — GZ'H™*ZG)M (4.64.)
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olarak elde edilmistir. Var(8) = o?(X'H='X)~1, Bias(8) = 0 ve
Var(B(£)) = o2(X'H71X + A1) XHIX(X'H X + A1)
Bias(B(#)) = —A(X'H X + £L,)"'B

olmak uUzere, Esitlik (4.63.) ve Esitlik (4.64.) de yer alan

mMSE(B) = c>(X'H™1X)! (4.65.)
ve
mMSE(B(£)) = o2(X'H X + L) X'HIX(X'H X + &L,
+RA(X'HTIX + A1) BR(XHTIX + £1,)  (466.)
seklindedir.

Esitlik (4.55.), (4.61.), (463.) ve (4.64.) incelendiginde, mMSE ({i,;,)
ile MMSE (fiyny, (£)) ve mMSE (1) ile mMSE (fi(%)) karsilastirmalarinin sirasiyla

MMSE (Bpne) ile mMSE(Bp.(£)) ve mMSE(B) ile mMSE(B(%))
karsilastirmalarina denk oldugu séylenebilir.

A= mMSE (Be) — MMSE (Be(£)) olarak tammlansin. A min negatif
olmayan tamimli (non-negative definite, nnd) bir matris yani A>0 olmasi
durumunda Sy, (£) nin B,,. den mMSE kriterine gére daha iistiin oldugu séylenir.

Esitlik (4.56.) ve Esitlik (4.62.) yardimiyla,

N() = (XHX +RVIR+£L) " ve N = (X'H™1X +R'V-IR)™! olmak
Uzere,
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A= 0’N — N (R)N N (L) — L2 N (£)BL' N (£)
= NR)* N HLY)NN (k) — a2 N~ — 2B 1N (£)
= N(R)[o?(2k1, + £2N) — R2BRIN (£) (467.)

olarak elde edilir.
A min nnd olmast ancak ve ancak o?(2£1, + £2N') — £2Bp’ ifadesinin
nnd olmasiyla saglanabilir. %(2&1, + £2N') — £ BB’ ifadesinin nnd olmast igin

gerek ve yeter kosul, Farebrother (1976) ve Ozkale (2009) dan yararlanarak,
asagidaki teorem ile verilecektir:

Teorem 4.1 (Kuran ve Ozkale, 2016). B0 (%) nin B,,. den mMSE kriterine gére

daha Ustlin olmasi icin gerek ve yeter kosul

-1

2
B’ (zlp +(X'H X + R’V-lﬂe)-l) f < o? (4.68.)

esitsizliginin saglanmasidir ve burada £ > 0 dir.

o?(2#1L, + £*N') — £2BB' ifadesinde V' nin yerine yazilmasiyla
o?[2k1, + RZ(X'HIX + R'VTIR) Y] — £2Bp'

olarak elde edilir. 62 £2(X'H~1X + R'V~1R)~1 ifadesi her zaman nnd oldugu icin
o?(2#1, + £*') — £2 B’ ifadesinin nnd olmast

2
I, — BB (4.69.)

2 _
R
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simetrik matrisinin nnd olmasiyla saglanabilir. Bu durumda, Esitlik (4.69.) un nnd

olmasi icin yeter kosul, Farebrother (1976) dan yararlanarak,

0.2
O<h<— (4.70.)

BB
seklinde elde edilir.

Benzer sekilde, Esitlik (4.65.) ve Esitlik (4.66.) ile verilen mMSE () ve

mMSE (B (#)) nin karsilastirilmas: amaciyla asagidaki teorem verilir:

Teorem 4.2 (Liu ve Hu, 2013). B(#£) mn f dan mMSE kriterine gére daha stiin

olmasi icin gerek ve yeter kosul

-1

ﬁ’(%lp + (X’H‘lX)‘1> p <o? 4.71.)

seklindedir. mMSE () — mMSE (8 (#)) nin nnd olmast igin yeter kosul

0.2
O<#< 75 (4.72.)

olarak elde edilmistir.
Esitlik (4.70.) ve Esitlik (4.72.) birbirlerinin aynis1 olmalari nedeniyle,
Bme(#) Mn B, den mMSE kriterine gore daha Ustiin olmasini saglayan £ degeri

ayni1 zamanda B (#) nin B dan mMSE kriterine gére daha tistiin olmasini da saglar

ve bu durumun tersi de dogrudur.
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4.5. Uygulama: Varsayimsal Veri

Kerschner ve ark. (1984) ve Beckman ve ark. (1987) tarafindan incelenen
ve 2.3 Unci alt bolumde de verilen aerosol verisi, ¢oklu i¢ iligskiye sahip degildir.
Ancak, bu calismada elde edilen sonuclarin gosterilebilmesi amaciyla ¢oklu ic
iliskiye sahip olan bir veriye ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu nedenle, aerosol verisinin
ve Esitlik (2.28.) ile verilen modelin kullaniimasiyla ¢oklu i¢ iliskiye sahip olan
varsayimsal veri asagidaki gibi Uretilir.

Coklu i¢ iliskinin sabit etkilere karsihik gelen X matrisinde olmasi
nedeniyle, sabit etkilere karsilik gelen veri, McDonald ve Galarneau (1975)

yardimyla,
xij = @A —8)Y2z; + 6z, i=1..3 ;=123 (4.73.)

esitliginden elde edilir. Burada, z;; ler Esitlik (2.28.) ile verilen modeldeki X
matrisinin elemanlarint ve &2, herhangi iki sabit etki arasindaki korelasyonu
gostermektedir. Bu calismada, §2 = 0.99 olarak segilir.

Esitlik (4.5.) ile verilen stokastik lineer kisitta #~ =5.000, R =
[1.0950 1.0950 1.0950], ¢ ~N(0,02%V(v) =02V) seklindedir. Burada,
Esitlik (2.28.) ile verilen modeldeki y vektorinun 14 tnci elemaninin en yiiksek
yuzdelik penetrasyon degerine sahip olmasi nedeniyle #, y vektdrinin 14 {nci
elemanini R, Esitlik (4.73.) yardimiyla elde edilen X matrisinin 14 Uncl satirin
gostermektedir ve keyfi § =[2 1.5 9]’seklinde alinir.

Bu calismanin amaci, stokastik lineer kisit altinda ilk olarak varyans
bilesenlerinin REML tahmin edicilerini daha sonra da mixed ve stokastik kisith
ridge tahmin ve 6n tahmin edicileri elde etmektir. Mixed ve stokastik kisith ridge
tahmin ve 6n tahmin edicileri elde edildikten sonra, bu tahmin edicilerin lineer
kombinasyonlarimin 6n tahmin edicilerinin tr(mMSE) ye karsilik gelen sMSE

kriterine gore Karsilastiriimas: amaglanmaktadir (Kuran ve Ozkale, 2016).
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Varsayimsal veri olusturulduktan ve stokastik lineer kisit verildikten sonra,
model Esitlik (4.6.) veya Esitlik (4.7.) deki gibi yazilir ve ilk olarak, varyans
bilesenlerinin REML tahmin edicileri iteratif yontemler yardimiyla R programinda
elde edilir.

R programinda yer alan nlme paketi ile Ime fonksiyonu hibrid yaklasimin:
kullanmaktadir. R programinda kodlarin ingilizce yazilmasi nedeniyle penetrasyon
yerine penetration, imalat¢i yerine manufacturer ve filtre yerine filter yazilmasiyla
R kodu,

Ime(penetration~intercept+aerosol+manufacturer,random=~0|filter,aerosoldata,
method="REML" ,weights=varldent(form=~1|filter=="filter0"))

olarak elde edilir. Bu kodda, weights=varldent(form=~1[filter=="filter0")
arglimani G ve R ye ek olarak V yi de tahmin eder ve "filter0", » ye karsilik gelen
yuzdelik penetrasyon degerini gosterir. Yazilan bu R kodunun sirasiyla 2.2.4.3 ve
4.3.3.1 de yer alan EM ve NR iterasyonlarin: hibrid yaklasiminda ifade edildigi
gibi kullanmasiyla varyans bilesenlerinin tahminleri G =0.2534x[,, R =
9.9353 x I3, ve V = 0.6547 x I, ve dolayistyla H = ZGZ' + R olarak elde edilir.

Varyans bilesenlerinin REML tahmin edicileri bulunduktan sonra sirasiyla
BLUE ve BLUP

10.8672
g = [ 15. 9017 ) —O 0387
6.9127 [ ‘
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olarak elde edilir ve burada, sMSE(f) = 38.7791 dir. Daha sonra sirasiyla mixed

tahmin ve 6n tahmin edicileri

—-04277
0.0736 ]

) 20.0638 —0.0349
Bme = [—28.3389], fimp = |—0.0387 (4.74.)

11.8321 —0-2595|
—0.0790 J

l—0.1283

seklinde bulunur. Mixed tahmin ve &n tahmin edicileri bulunduktan sonra H, V ve

Bme Nin Esitlik (4.46.) da yerine yazilmasiyla 62, = 0.2454 olarak elde edilir.

o o.ov o.o= o.o3 [= = D.Os

Sekil 4.1. £ ya kars1 GCVSRR(£) nin grafigi (Kuran ve Ozkale, 2016)

Stokastik kisith ridge tahmin ve 6n tahmin edicilerin elde edilebilmeleri
icin Esitlik (4.27.) ile verilen GCVSRR(£) istatistiginden yararlanilarak % degeri
0.0027 olarak bulunur. Sekil 4.1 de verilen £ ya karsi GCVSER(£) nin grafigi,
GCVSRR(£) y1 minimum yapan £ degerini gostermektedir.

4 = 0.0027 icin sirasiyla stokastik kisith ridge tahmin ve 6n tahmin

edicileri
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—0.2807
0.0807
3 16.7971 —0.0278
Brme(£) = [—24.0884] Gy (#) =|—0.0316 (4.75.)
10,5708 | —0.2189
l—0.0384 J
—0.0877

biciminde elde edilir. Bu calismada Esitlik (4.46.) ile verilen 2., Esitlik (4.47.)

ile verilen 62, (%) ye gore yansiz olmas: nedeniyle tercih edilmektedir.

Esitlik (4.74.) ve Esitlik (4.75.) yardimiyla, B,,,c V€ Bme(£) icin sirasiyla

SMSE degerleri

SMSE(Be) = 25.7631, sMSE(B.(#)) = 19.7910

seklinde bulunur ve dolayisiyla, fB,,.(#) nin ., ye gére SMSE kriteri altinda daha

ustlin oldugu soylenir.

# =0.0027 igin Teorem 4.1 ile verilen kosul, 0.1153<42, = 0.2454

olarak hesaplanir ve boylece, S, (#£) mn B, ye gore mMSE kriteri altinda da

daha Gstiin oldugu gosterilmis olur.

(=] o= L= o.s o.s

Sekil 4.2. £ ya Karsi Bpe(#), Bme Ve B mn SMSE degerlerinin grafigi (Kuran ve

Ozkale, 2016)
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Sekil 4.2 incelendiginde, SMSE kriteri altinda f,,0 (%) Ve B nin tim £

degerleri icin B dan daha (stiin olduklar: fakat 3. (#) nin kiicik £ degerleri (bu

veri kiimesinde 4 icin esik deger=0.133) igin f3,,,. den daha Ustiin oldugu ifade
edilir.
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5. Liu TAHMIN VE ON TAHMIN EDICIiLER

Lineer regresyon modellerinde Liu tahmin ediciler, Liu (1993) tarafindan
incelenmistir. Bu bolumde, lineer karma modellerdeki alternatif tahmin edicilere ek
olarak Esitlik (3.1.) ile verilen ve kapali formda Esitlik (2.1.) ile ifade edilen
lineer karma model altinda varyans-kovaryans matrisinin bilindigi varsayimi ile
Liu tahmin ve 6n tahmin edicileri tantmlanacak ve bu tahmin edicilerin, belirli bir
stokastik lineer kisit altinda aslinda mixed tahmin ve 6n tahmin edicilerin 6zel bir
durumuna karsilik geldikleri gosterilecektir. Liu tahmin ve 6n tahmin edicilerin
BLUE/BLUP ile ridge tahmin ve én tahmin edicileriyle iliskileri ortaya konulacak
ve mMSE kriteri kullanilarak tahmin edicilerin performanslar: karsilastirilacaktir.
Ayni zamanda, SMSE kriteri kullanilarak, Liu yanlilik parametresinin segimi

incelenecektir.

5.1. Sabit ve Rastgele Etkilerin Liu Tahmini

Cezalandrrzilmis  log-likelihood  yaklagim: (penalized log-likelihood
approach) yardimiyla sabit ve rastgele etkilerin parametre vektorleri tahmin
edilecektir.

Esitlik (2.1.) ile verilen model altinda u ile y nin ortak dagilimi

L= (el oz %)

olarak elde edilir ve u verilmisken y nin kosullu dagilimi (Searle, 1971, B6lim
2.4F) y|lu~N(XB + Zu,a?R) seklinde bulunur.

(y,u) nun ortak log-likelihood dagilim fonksiyonu

logf (y,u) = logf (ylu) + logf (w)
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olmak uzere,

1
logf(y,u) = =5 {(n+mq)log(2m) + (n + mq)loga® + log|R| + log|G]|

+[(y—XB —Zu)RY(y — XB — Zu) + u'G"1u]/5?}

biciminde elde edilir.

logf(y,u) ya 6= zi >0 dizeltme parametresine (regularization

o2 —

parameter) sahip cezaland:rma teriminin (penalization term) eklenmesiyle

1 A A
logf (v, u) =55 (B —dp)' (B —dp) (5.1)

elde edilir. Burada d, 0 < d < 1 olacak sekildeki Liu yanlilik parametresini ve g,
Esitlik (4.1.) ile verilen BLUE yu gostermektedir.

logf(y,u) ya cezalandirma teriminin eklenmesinin nedeni, f ya £ dan
daha yakin olan yeni bir tahmin edici elde etmektir. Bu amacla, orijin yani 8 yerine
verilmis bir nokta ile bir tahmin edici arasindaki farkin minimum yapilmasi
istenmektedir. Swindel (1976), verilmis bir noktanin 6n bilgiye (prior information)
dayal: olarak secilmesi gerektigini ifade etmistir ve bu calismada, 6n bilgi df
olarak secilmistir.

Esitlik (5.1.) in 6nce £ ya sonra u ya gore kismi tarevlerinin alinip, sifira
esitlenmesi ve B ile u yerine sirasiyla Liu tahmin edicinin ve Liu 6n tahmin

edicinin ¢éziimlerine karsilik gelen B, ile @i, nin yazilmas: sonucunda
XRYy—Xpy)+dp—ps—XR1Z0y =0 (5.2.)

ZR Yy —Xpy)—(ZRZ+G )i, =0 (53.)
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olarak ifade edilen esitlikler bulunur.
Henderson (1950) ve Henderson ve ark. (1959) incelendiginde, Esitlik
(5.2.) ve Esitlik (5.3.) un Henderson 1n lineer karma model esitliklerine benzedigi
yorumu yapilabilir. Fakat aralarinda ufak bir farklilik bulunmaktadir. Bu farklilik,
Esitlik (5.2.) ve (5.3.) in B, ile @iy ye, Henderson in lineer karma model
esitliklerinin ise Esitlik (4.1.) ve (4.2.) ile verilen g ile @i ya uygulanmas: seklinde
aciklanabilir.
Esitlik (5.2.) ve Esitlik (5.3.) matris formunda
XRX + I, XR1Z ] [gd] _ [X'R-13i+ dﬁ] (54.)
ZRx  zRz+c Ul ZR 1ty

biciminde yazilabilir. Gilmour ve ark. (1995) nin yaklasimi yardimyla, Esitlik
(54.)

CP =wRly+9 (55)

olarak da yazilabilir. Burada w = [X, Z], @ = (8),1})",9 = (df',0')', ve

I 0
G = [[p O] ve Gt = [” ]
0 G 0 G

olmak uzere, € = w'R 1w+ G*** seklinde olup, "+" Moore-Penrose tersi
gostermektedir.

Esitlik (5.5.) in ¢dzulmesi sonucunda
P=ClwRly+ C1¥ (5.6.)

elde edilir. Burada C™, V = (Z’R™'Z + G~1)~* olmak Uizere,
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(XH X +1,)" —~(X'HX + 1) X'H1ZG
—GZHIX(XH™'X+1,) V+GZH ' X(X'H™'X +1,) X'H™'ZG

seklinde olup, parcalanmis matris ters formilu (Marsaglia ve Styan, 1974a, b)
yardimiyla bulunabilir. ¢~ in Esitlik (5.6.) da yerine yazilmasindan ve bazi
matematiksel islemlerin yapilmasindan sonra sirasiyla Liu tahmin edici (Liu

estimator) ve Liu 6n tahmin edici (Liu predictor)
Ba= (X'H™X +1,) " (XH 'y + dB) (5.7.)
g =GZH Y (y —XB,) (5.8.)

olarak adlandirilan tahmin ediciler elde edilirler.

Liu tahmin ve 6n tahmin edicilerin, R = I, ile V = [, stokastik lineer kisit
altinda Esitlik (4.15.) ve Esitlik (4.16.) ile verilen mixed tahmin ve 6n tahmin
edicilerin 6zel bir durumuna karsilik geldikleri gérulmektedir.

Sherman-Morrison-Woodbury Teoremi (Marsaglia ve Styan, 1974a, b)

yardimiyla

(X'H X + 11,)‘1 =(XH'X) = X'H X)) (I, + WH X))
x (X'H1x)t (5.9.)

biciminde yazilabilir.
Esitlik (5.9.) un kullanilmasiyla Esitlik (5.7.)

Ba =B+ XH X)L, + (XH X)) (df - ) (5.10.)
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kisith tahmin edici formunda yazilabilir ve burada g, Esitlik (4.1.) ile verilen
BLUE yu gostermektedir.
Esitlik (5.10.) ayni: zamanda

Ba= [l = (CHT X +1,) Q= D] B = (CHTX +1,) " (XHX + dIy)B

shrinkage tahmin edici formunda da yazilabilir. Béylece, B4 nin d = 1 icin Esitlik
(4.1.) ile verilen BLUE ve d = 0 igin Esitlik (4.3.) ile verilen £ =1 olan ridge

tahmin edici arasinda bir yol izledigi sdylenebilir.

5.2. Tahmin Edicilerin Karsilastiriimasi

4.4 inct bolimde verilen fi ve fi(#£) yardimiyla
fig =L'By+ M'lg = QBq + M'GZ'H  y (5.11)

seklinde elde edilmektedir.

a, (%) ve fiy verildikten sonra, i, ile fi ve fi, ile i(#) karsilastirmalary
mMSE kriteri araciligiyla yapilacaktir.

Stulajter (1997) yardimuyla, Esitlik (5.11.) icin

mMSE (4q) = E((ig — 1) (A — 1))
= Var(jig) + Var(u) + Bias(fiz)Bias(fig)’
—Cov(lg, 1) — Cov(u, Aq) (5.12.)

olarak yazilir ve burada, Bias(fiz) = E(fiz — p) seklindedir.
Esitlik (5.12.) nin elde edilebilmesi amaciyla sirasiyla Var(iy), Var(w),
Bias(iiz) ve Cov(fig, 1) bulunacaktir.
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Var(iiq) = Var(QBq + M'GZ'H™'y)
= QVar(Ba)Q' + QCov(By, y)H *ZGM
+M'GZ'H  Cov(y, B1)Q’
+M'GZH War(y)H 1ZGM (5.13.)

biciminde olup,

Var(fg) = o*(X'H71X + 1,) (X'H71X + dI,)(X'H~1x) ™!

x (X'H™'X + dL,)(X'H™1X + 1)
Cov(Ba.y) = o*(X'H7IX + L) (X'H X + dL,)(X'H™1 X)X’
ile verilir.
Bias(fig) = E(fig — 1)
=EQBy+M'GZH Yy — L' — M'u)
= QE(By) + M'GZ'H'E(y) — L' — M'E(u)
= Q(E(Bq — B)) = QBias(Ba) (5.14.)

seklinde elde edilir ve burada, Bias(f4) = —(1 — d)(X'H™1X + Ip)_lﬁ dir.

Cov(fig, 1) = Cov(QB; + M'GZ'H 1y, L'B + M'u)
= QCov(By, WM + M'GZ'H™ Cov(y, u)M (5.15.)

biciminde olup,

Cov(fy,u) = c?(X'H1X + Ip)_l(X’H‘lX +dL,)(X'H'X)1X'ZG
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ve Cov(y,u) = a?ZG dir.
Esitlik (5.13.), (452.), (5.14.) ve (5.15.) in Esitlik (5.12.) de yerine

yazilmasiyla
mMSE (fiz) = QmMSE(B;)Q’ + 0*M'(G — GZ'H 1 ZG)M (5.16.)
olarak elde edilir ve mMSE(B,) = Var(B,) + Bias(B4)Bias(84)’ olup,

mMSE(Bg) = o2(X'H X +1,)" (X'H X + dI,) (X'H™1X)™
x (X'H™'X + dL,)(X'H™1X + 1)

+(1—d?(XH X+ 1) BR(XH X +1,)" (5.17.)

seklindedir.

Esitlik (5.16.), (4.63.) ve (4.64.) incelendiginde, mMSE ({i;), mMSE (i1)
ve mMSE(ji(#£)) Karsilastrmalarinin sirasiyla mMSE(8;), mMSE(B) ve
mMSE (B (#)) karsilastirmalarina denk oldugu séylenebilir.

Islem kolayhgimn saglanmas: amaciyla Esitlik (2.1.) ile verilen model,
ortogonal déniisim yardimiyla kanonik forma doéndstirtlmistir. H pd bir matris
oldugu icin H = N'N olacak sekilde tersi alinabilir simetrik bir N matrisi vardur.

Esitlik (2.1.) in her iki tarafinin N~1 ile carpilmas: sonucunda
y'=X'B+Z'u+¢e" (5.18.)

elde edilir. Burada y*=N"1'y, X*=N"1X, Z*=N"1Z, & =Nl ve
Var(y*) = a?I dur.
M=2;=221,>20 iken A=diag(4;), X'H™'X matrisinin 2,

(i=1,..,p) Ozdegerlerinden olusan p % p tipinde kdsegen bir matris ve P =
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[P, ... P,] kolonlar X'H~1X matrisinin standartlastirilmis 6zvektorleri olan p x p
tipinde ortogonal bir matris olmak izere, X'H™1X = P'AP spektral ayrisim

yapilsin. O halde, Esitlik (5.18.) ile verilen model
olarak yazilir. Burada K* = X*P’ ve a = Pg olup, herhangi bir @ tahmin edicisi

icin mMSE(a) = PmMSE(B)P' elde edilir. Boylece, Esitlik (5.17.), Esitlik
(4.65.) ve Esitlik (4.66.)

mMMSE(&q) = 02(A+1,) " (A+dL)A" Y (A+dL)(A+ 1))

+(1—d)2(A+1) aa'(A+1,)"" (5.19.)
mMSE (&) = 02471 (5.20.)
ve

MMSE(@(8)) = 0?(A+ A1) A(A + A1)

+R2(A+ L) aa'(A+ AL) T (5.21.)
seklinde elde edilir.

Teorem 5.1. B, nin  dan mMSE kriterine gore daha Ustiin olmast igin gerek ve

yeter kosul

20°
1-d

-1
g1+ L)) p<
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esitsizliginin saglanmasidir.
Ispat. Esitlik (5.19.) ve Esitlik (5.20.) yardimyla

mMSE(f) — mMSE(B,) = PmMSE(Q) — mMSE(&,)]P
=P (A+1,)'S(A+ 1,)"'P

202 ... . .
olarak  yazilir ve  burada c=ﬁ pozitif ~ bir  skaleri  ve

1+d

A=1,+ T(’PX’H‘1X P’)~ pd bir matrisi gostermek Uizere,

p

S= (1 -d)][20%, + (1L +d)o?A7]| — (1 — d)aa’} seklindedir.

S

‘@ +@+dat) aa]}

o
(1—d){(1—d)[ -

=(1-d)? [12de <1p + #(‘PX’H*X 'P’)-l) — (’P,B)(’Pﬁ)’]

= (1 —d)?[cA - (PB)(PB)]

diizenlemesi yapihir. Farebrother (1976) yardimiyla, cA — (PB)(PB)’ nin pd bir
matris olmast igin gerek ve yeter kosul ise (PS) A~1(PB) < c oldugu ifade edilir
ve bdylece, teoremin ispati tamamlanmis olur. Lineer regresyon modellerinde
Sakallioglu ve ark. (1996) tarafindan verilen teoremin lineer karma modellere
uyarlanmis oldugu gortlmektedir. Benzer sekilde, Sakallioglu ve ark. (2001)

yardimiyla asagidaki teorem elde edilecektir.

Teorem 5.2. 0 < £ < 1 olacak sekilde sabit bir £ degeri alinsin ve d; = lifgf)
(i=1,..,p) igin 0<d <, "d;;}<1 olsun. B4 nin f(#£) dan mMMSE

kriterine gore daha Ustiin olmasi igin gerek kosul
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Bias(By)'(Var(B(£)) — Var(ﬁd))_lBias(ﬁd) <1
seklindedir.

fspat. Esitlik (5.19.) ve Esitlik (5.21.) yardimiyla mMSE(B (%)) — mMSE(B4)

Var(B(#)) — Var(By) + Bias(B(#))Bias(B(#))' — Bias(B4)Bias(Bs)’

olarak yazilir ve burada

Var(B(£)) — Var(Bq) = a>P'[(A + £I,) " A(A + £1,)"

—(A+ L) N (A+dl)AT (A +dL)(A+ 1)1 ]P

= g2 |pai Ai A+ a2 )’ | (522
F e [ lag{(/li"'/&)z_/‘li(li"'l)z} o ] (522)

i

seklindedir. Esitlik (5.22.) ile verilen ifadenin pd olmasi icin gerek ve yeter kosul
f(d) =22 + 1)2 — (4 + d)?(A; + £)? > 0 esitsizliginin saglanmasidir. Sabit

. . . _ 40- _ —22E-2h—A
bir % degeri icin f(d) fonksiyonu, sirasiyla, d,; = —— Ve dy = —

olmak Uzere, iki koke sahiptir.

0<d;;<1veO<#<1igin f(d) pozitiftir. Bias(8(#))Bias(B(#£))’
pd oldugundan, mMSE(B(#)) — mMSE(B;) pd olmas: icin gerek kosul
Var(B(#£)) — Var(B,) — Bias(B,)Bias(B,)’ ifadesi pozitif yar: tanimli (positive
semi definite, psd) bir matris olmalidar.

Farebrother (1976) yardimiyla,

Var(B(#)) — Var(Bq) — Bias(Ba)Bias(By)’
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ifadesinin psd olmasi icin gerek kosul 0 < £ < 1 igin

Y S 5 5\ 1p: /5
Bias(By)'(Var(B(#)) — Var(By)) Bias(By) <1
saglanmasidir. Dolayisiyla, teoremin ispati tamamlanmis olur.
5.3. Liu Yanhhk Parametresinin Segimi

Bu bolumde, SMSE kriteri kullanilarak, Liu yanhlik parametresinin segimi

incelenecektir.

(A; + d)?

5 ) — E V=2 M D) AT N
sMSE (@) = tr(mMSE(@,)) =0 v, G r 1) +(1-d) Z @12
= =

ve

6sMSE(a )
o 2/1 .z 21— d)E(A 1)

yardimiyla sMSE (&) ifadesi minimum yapilir ve

p af —a?

i=1(4; +1)?
p 02+ Aa?
=12,(4; + 1)?

d =

=2
olarak elde edilir. a? ve ¢ yerine sirastyla @2 — i— ve
L
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o O —XBYG - XB)_ 0 - XPH Ty~ XB)
B n—p B n—p

yansiz tahminlerinin yazilmasiyla

P G?
d=1 ——lzl’li(’li: )

p a;
2i=1 (4; +1)?

yP _a

~ D i=12;(A; I - . -
bulunur. d nin her zaman 1 den kiguk ve % < 1 oldugu strece pozitif bir
.

l
L=1(Ai+1)2

deger aldig1 aciktir. d nin (0,1) araligindaki tahminini elde etmek igin

p 2
=14;(4; +1)
p __@F

i=1(4; + 1)?

d,=1-h

e~k

p a
i=1 2
tanimlanir ve burada h, 0 < h < Lf;) esitligini saglayan keyfi bir sabit olarak
14 G
1=12;2;+1)
belirlenir.
Bununla birlikte, h in aldigi degere bagh olarak d,, sMSE(&@;) w1
minimum yapmayabilir ve bu durumda, sMSE(&,;) in sMSE(&) dan daha kii¢ik

olmasini saglayacak (0,1) arahgindaki dj, a ihtiyac duyulur.

Teorem 5.3. X'H~1X matrisinin 6zdegerleri ; > 1, > -+ > A, = 0 olmak Uzere

h,
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i L2
LGy 1) 2,Gp+1)

icin
{ ZP &12
] 2(n—p) 2 =1(4 +1)2
0< h<min m 1- ) Ap(/lp"‘l) ) 52

= A0+ D) B na D)

kosulunu saglarsa tiim a ve a2 degerleri igin ag,, @ dan SMSE kriterine gore daha

Ustiin olur.

Ispat. &;,, @ ile gosterilsin. O halde, @ = (4 + 1) (A + dyl,)a olur ve @ nin i

/1i+&h
Ai+1

inci eleman &; = a; (i=1,...,p) elde edilir. Boylece,

~ 2
E(& —a)?) =E ((ﬁi —at d’,l - 1@) )

2 A
=E((@; — a;)%) + E\(dy, — Da;(@; — a;)
i i /1i+1 (( h i\“4{ i )
1 . 2,
elde edilir. Burada
(i
n R =140 +1) ) .
E ((dh - Day(a; - ai)) = —hE d 2 ) a;(@; — a;)
p i
=1(4; +1)?
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dir. & ~N (0;—2) olmasi sebebiyle, Stein (1981) yardimiyla,

E ((ah —Da;(a; - ai)) =

T

Lo (Beraen | 26 Eoamen |
A p az (A; + 1)? ) a? 2
i=1 (4, + 1)2 Li=1 (I, + )2

bulunur. Dolayisiyla, Esitlik (5.23.)

E((@; — a;)?) = E((@; — a;)?)

[yp 6% _
R R rer ) B 1
p ay Ai(di+1) 4+ 1) a?
i=1(A; + 1)? i=1(}; + 1)2

P 2
+ h*a; z:izlﬂti(/li +1) l

(/1i+1)2 14 a\lz
i=1(1; + 1) |

olur.
’ 1
sMSE(&) = tr(mMSE(&)) = o Z T
i=1

yardimiyla 4 = sMSE(&) — sMSE (&)
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Ozge KURAN
p 2/\2
A—F 111(,1 +1) Z —2ho? 4ho“a 1
\ er +1) 4 2;(% +1) @?
11()L ...1)2 i= 11()L +1)2
~2
p p 6% \]
raf L= g ||
L+ 1?7, @ J
z 1(,1 +1)2

L y . R R +2
bulunur. @ ve 62 nin bagimsizhgindan, E(62) = o2 ve E(6%) = % o* yazilir

ve

p 42

A—E[”’l(/1 +1), 4a*
) L_/’l(A +1) MR
i=1(; + 1)? +1)2

pn—p+2 a* ]|
+h2

i n—p Ai(/li"'l)J

i=

i 1,1(,1—1+1) 4o*
<E|——————=

[Z l_/1(/’1 +1) /’l(/l +1)
i=1(; + 1)% +1)2

é n—-p+2 o ]|
i n—p Ai(ﬂi"'l)J
i=

elde edilir. 4 nin negatif olmasi igin

p p
—20* 40" n—-p+2 ot
s(h)=h + +h
: 1/1i(/1i+1) Ap(Ap +1) &~ n—p A:(2; + 1)
1= 1=
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. . . . - 1 2
ifadesi negatif olmalidir. s(h) ifadesi, };_, 0D > 0D

icin

2(n—p) 1 2
n—p+2 P )Lp(/lp+l)
=1 4;(4; +1)

O<h<

ve YP L

: < ici
l=lli(li+l) lp(ﬂp+l) Igln

2n=p) () F <h<0 524
n—p+2 > A, + 1) (5.24.)

altinda negatif olur. dj, 1n (0,1) araliginda olmas: istendiginden Esitlik (5.24.) ile

verilen araliktaki h icin d,, & (0,1) dir. Béylece, teoremin ispati tamamlanmus olur.

p Ap(Ap+1)

Yardimci Teorem 5.4. 3., D)

< 2 kosulunu saglayan bir veri kiimesi ile

karsilasilirsa dj,, de(0,1) olacak sekilde secilebilir.

5.4. Uygulama: Tahil Verisi

Bu uygulama calismasinda, 2005-2015 yillar1 boyunca rastgele secilen 27
bélgeden (Belgika, Bulgaristan, Cek Cumhuriyeti, Danimarka, Almanya, Estonya,
Yunanistan, Ispanya, Fransa, Hirvatistan, italya, Letonya, Litvanya, Liksemburg,
Macaristan, Hollanda, Awvusturya, Polonya, Portekiz, Romanya, Slovenya,
Slovakya, Finlandiya, isveg, Birlesik Krallik, Norveg, isvicre) alinan ve temel fiyat
(mal Gzerindeki vergiyi icermeyen fiyat) altinda elde edilen 297 tahilin Uretim
degerlerinden (milyon Euro cinsinden) olusan veri seti kullanilmstir

(http://appsso.eurostat.ec.europa.eu/nui/show.do?dataset=aact eaa0l/).
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Temel fiyat altindaki tahil tretim degerlerinin belirlenmesi amaciyla kizil
(veya kilgiksiz) bugday, yumusak kizil (veya kilgiksiz) bugday ve son olarak da
cavdar tahil rtinleri tzerinden tekrarli gézlemler alinmistir.

Temel fiyat altindaki tahil Gretim degerleri yanit degisken olan y vi, kizil
(veya kilgiksiz) bugday, yumusak kizil (veya kilgiksiz) bugday ve cavdar ise
sirasiyla xq, x, ve x5 aciklayici degiskenlerini gostermektedir. Yani, kizil (veya
kilciksiz) bugday, yumusak kizil (veya kilgiksiz) bugday ve cavdar sabit etkileri,

rastgele secilen 27 bolge de rastgele etkileri gostermekte olup, RIS modeli

Vij = BiXij1 + BaXijz + Baxijs +ug tuyty +g; 0=1,..27 j=1,..11

seklinde tammlanmigtir. Burada y;;, yamt degiskenin j inci bolgesinin i inci
gozlemini, s = 1,2,3 olmak uzere x;;5, x; aciklayici degiskeninin j inci bolgesinin
L inci gozlemini ve t;;, y;; ye karsilik gelen zamani gostermektedir.

Modelin olusturulmasinin ardindan énce Matlab R2014a programinda yer
alan fitlme fonksiyonunun ML ve REML yontemlerini kullaniimasiyla farkl
varyans-kovaryans yapilart elde edilmis sonra da AIC ve BIC kriterlerinden

yararlanilarak en uygun varyans-kovaryans yapisi belirlenmistir.

Cizelge 5.1. Farkl: varyans-kovaryans yapilar: icin 6zet tablo

ML REML
Var-Kov yapilari AlC BIC AlC BIC
UN 4504.0 | 4529.9 4513.4 4539.2
UN(2) 4502.0 | 45242 | 45115 4533.6
VC 4505.9 | 45244 4515.3 4533.7
CS 4507.9 | 4530.1 4517.3 4539.4
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Cizelge 5.1 incelendiginde, UN(1) varyans-kovaryans yapisinin ML ve
REML yontemleri altinda en kicik AIC ve BIC degerlerine sahip oldugu
gortlmektedir. UN(1) modeli altinda,

ot = [3.64520e + 04 O] A — [3.674906’ + 04 O]

ol GREML 0

ve Ry, = 2.1253e + 051,9;, Rrpyy = 2.1470e + 05,4, olarak elde edilmistir.
Fakat, Gy ve Ggrgyy Nin pd olmamalar: sebebiyle, Cizelge 5.1 in yeniden
incelenmesi gerekmektedir.

Cizelge 5.1 yeniden incelendiginde, ML ve REML yo6ntemleri altinda UN
varyans-kovaryans yapisimin en kigiuk AIC degerine ve VC varyans-kovaryans
yapisimin en kiglk BIC degerine sahip oldugu gorilmektedir. Kass ve Raftery
(1995) nin AIC kriterinin BIC kriterine goére daha kompleks modellerde tercih
edilebilir oldugu dustincesinden yararlanilarak, VC varyans-kovaryans modeli

tercih edilmistir ve

. _[L5357¢+ 04 0 .
G =7 53570 + oa)r Ri = 2.1337¢ + 05159,

A 1.5389%¢ + 04 0 ~

GREML = [ Oe 15389 + 04], RREML = 2.1556e + 051297

olarak bulunmustur. ML ydntemi altindaki VC varyans-kovaryans yapisinin REML
yontemi altindakinden daha kiicuk AIC ve BIC degerlerine sahip olmasi ve ML ile
REML yontemlerinin kullanilmas: sonucunda elde edilen degerler arasinda biyik
farklar olmamas: (Ozkale ve Can, 2017) sebebiyle, ML yontemi altindaki VC

varyans-kovaryans yapis: kullaniimustir.

X'H,,” 'X matrisinin 6zdegerleri swrasiyla 1, = 51189 + 03, A, =

441452 ve A3 =13.6413 seklinde hesaplanmistir. Coklu i¢ iliskinin
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belirlenmesinde kullanilan kosul sayisi, Apax V€ Amin Sirasiyla X’ﬁML_lX
matrisinin en buyik ve en kicuk 0zdegerlerini gostermek Uzere, Apmax/ Amin =
375.2525 > 100 olarak elde edilmistir. Bu durum, orta siddetli ¢coklu i¢ iliskinin
varligin ifade etmektedir.

Ozkale ve Can (2017) deki 4 mn seciminden yararlamlarak, 62 = 1.0102
olmak tizere, £ = p62/B'f = 0.2182 olarak hesaplanmistir. Ve, Liu yanlilik

P 1 2
; >
lzlli(li+l) lp(lp+1)

parametresi d, dj, olarak secilmistir. Burada h, Y, kosulunun

saglanmas: durumunda Teorem 5.3 de tamimlanan Ust sinirin keyfi olarak

. " 1 2
belirlenen 0.99 ile carpilmasiyla ve Y? < kosulunun saglanmasi
Garpimasiyla ve X, 3555 < 2o <08 &

durumunda ise Teorem 5.3 de verilen alt sinirin keyfi olarak belirlenen 0.8650 ile
carpilmasiyla belirlenmistir.
Tahmin ve 6n tahmin edicilerin aldiklar: degerler ile SMSE kriterinin aldigi

degerler Cizelge 5.2 de verilmistir.

Cizelge 5.2. £ = 0.2182 ve d,, = 0.8650 icin tahmin ve 6n tahmin ediciler ile
SMSE nin aldig1 degerler
' 35515 '

09501

.1': 250618 - 2.54495
34 0.9588 _ 0.9441 _
;T 2 5307 _ 2 4870 _ 2.5051 -
U1 _ 167.13056 _ 168.1030 _ 167.7055
u _ 27617 _ 2.7719 .

sMSE 0.00T136 0006875 _ 0096423

Cizelge 5.2 incelendiginde, Eah in SMSE kriteri altinda en {stin

performansa sahip oldugu goriilmektedir. £ = 0.2182 ve d, = 0.8650 icin
Teorem 5.1 ile verilen kosul, 13.2509<24%/(1—d,) = 14.9659 olarak
hesaplanir ve bdylece, Eah nin § ya gére mMSE kriteri altinda da daha (istin

oldugu gosterilmis olur.
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Ozge KURAN

Farkh £ ve d degerleri igin % ve d ye kars1 8, B; ve B, nin SMSE

degerlerinin grafigi Sekil 5.1 de verilmistir.

013
L E
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b f
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oazst . .4
. l "
% o - -
1 K 7
%
012} 4 ¢ |
3 ’
» I
. ;
‘ . ;
0.115 . .
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_— — — p—
UUH.I:‘ | Il Il 1 | 'l L 1 i
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 0T 08 09 |
k=d

Sekil 5.1. £ ve d ye kars1 3, B4 ve B, nin sSMSE degerlerinin grafigi

Sekil 5.1 incelendiginde, SMSE anlaminda f; nin tim 0744 <d <1

arahigindaki d degerleri icin ve 8, min tim 0 < £ < 0.248 arahgindaki 4 degerleri

icin 8 dan daha dstiin olduklar: goriillmektedir. B, nin kiigiik £ ve d degerleri (bu

veri kiimesinde £ ve d icin esik deger=0.5) icin B, den daha Ustiin oldugu ifade

edilmektedir. Diger yandan, £ ve d degerleri biiyiidikce (0.5 den biiyiik) S,

SMSE anlaminda S, dan daha Ustin olmaktadir. Aym zamanda Sekil 5.1, d

degerleri arttikca B, nin SMSE degerlerinin 6nce azaldigini daha sonra 1 e
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yaklastikca biraz arttigin; % degerleri arttikga 8, min sMSE degerlerinin 6nce
azaldigim daha sonra arttigini da gostermektedir.
Bu uygulama c¢alismas: bize, £ ve d nin uygun se¢imi igin SMSE kriteri

altinda 4 nin S, ve  dan daha iistiin oldugunu géstermektedir.

5.5. Uygulama: Simulasyon Calismasi

Bu bélimde g, B, ile i, @iz nin performanslar: sirasiyla tahmin edilen hata
kareler ortalamas: (estimated mean square error, EMSE) ile 6n tahmin edilen hata
kareler ortalamas: (predicted mean square error, PMSE) kriterleri altinda
incelenecektir.

Coklu i¢ iliskinin sabit etkilere karsihk gelen X matrisinde olmasi
nedeniyle, sabit etkilere karsilik gelen veri, McDonald ve Galarneau (1975)
yardimuyla,

Xijie = L=y Wi + ¥ Wijpia i=1l.mj=1.,nk=1..p
esitliginden elde edilmistir. Burada, w;j, ler bagimsiz standart normal rastgele
sayilar1 ve y2, herhangi iki sabit etki arasindaki korelasyonu géstermektedir. Bu
calismada, y2 = 0.85,0.90,0.95,099, p =234, m = 30,60 ve n; =5 olarak
alinmigtir.

Newhouse ve Oman (1971) vyardimiyla parametre vektori g =
(B1. .. Bp), B'B =1 olacak sekilde X'H~'X matrisinin en blyuk Ozdegerine
karsilik gelen normallestirilmis 6zvektor olarak secilmistir. O halde, g = 2 rastgele

etkiye sahip model, u;~N(0, o21,) &;~N(0,0?1,,) olmak tzere,

Yij = Bixijr ¥ BpXijp Y Ui Zijg + o F UgZig €
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seklinde verilmistir. Burada [ =1,..,q icin zj, [-22] araliginda dlzgun
dagilimdan Uretilmistir ve o2 ile 62 icin 0.1,0.5 ve 1 degerleri alinmustir. Yant
degiskenler uretilirken p,m,y, a2 ve a2 un her secimi icin deney 500 kez tekrar

edilmistir.

Liu yanlilik parametresi d, dj, olarak secilmistir. Burada h, Z?=1/1-(/11-+1)

2 < .
0D Kosulunun saglanmas: durumunda Teorem 5.3 de tanimlanan Gst sinirn
PP

keyfi olarak belirlenen 0.05 ile garpilmasiyla ve ), kosulunun

p L
=10,(4+1)  Ap(Ap+1)
saglanmasi durumunda ise Teorem 5.3 de verilen alt sinirin keyfi olarak belirlenen
0.7 ile carpilmasiyla belirlenmistir.

B nin herhangi bir tahmin edicisi olan § nin EMSE degerleri ile u nun

herhangi bir tahmin edicisi olan @ nin PMSE degerleri, sirasiyla,
1 500
EMSE(F) = == ;(ﬁ@ -8B~ B)
ve
500

1
PMSE (@) = %Z(ﬁ(t) —u)(tg) —u)
t=1

seklinde hesaplanmustir. Burada (t), t inci deneyi gostermektedir ve hesaplamalar,
Matlab R2014a yardimiyla yapilmistir.
Cizelge 5.3-5.8 ile verilen similasyon sonuglari asagidaki sekilde

Ozetlenebilir:
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(1) p.m,y? ve o un sabit degerleri altinda, B ve Bz, 1n EMSE degerleri g2 nin
artisiyla beraber artmaktadir. Ancak, o2 un yerine o2 sabit oldugunda, o2 da
meydana gelen artis § ve Bah nin EMSE degerleri tizerinde diizenli bir etkiye sahip
olmamaktadir.

(2) Tum durumlarda, EMSE (B, ) degerleri EMSE(B) degerlerinden kugiiktir.
Fakat, sabit p,y? 02 ve o degerleri altinda, m degerleri arttikga B, ile £ nin
EMSE degerleri arasindaki fark azalmaktadir.

(3) (2) numara ile verilen sonug yardimyla, ﬁah in S Uzerindeki dstiinligiiniin
kiiciik m degerleri ile sabit p,y?, 02 ve o2 degerleri altinda daha iyi bir sekilde
gorulebildigi ifade edilmektedir.

(4) Sabit p,m,a ve o degerleri altinda y* degerleri arttikca, EMSE(f;,) ve
EMSE(B) degerleri artmaktadir ve ozellikle y? =0.99 icin EMSE(fB,) ve
EMSE(ﬁ) degerleri arasindaki fark artmaktadir. Bu durum, p nin biyik
degerlerinde daha agik bir sekilde gorilmektedir.

(5) Coklu ig iligkinin sabit etkilere karsilik gelen X matrisinde olmasi nedeniyle
rastgele etkiler, coklu i¢ iliskiden sabit etkiler kadar etkilenmemektedirler.
Dolayisiyla, tiim durumlarda PMSE (iiz, ) degerleri PMSE (@) degerlerinden daha
kucuk olmalarina ragmen PMSE(ﬁah) ile PMSE (i) degerleri arasindaki fark gok
degildir.

(6) (1) numara ile verilen sonug yardimiyla, @1z, ve @ in PMSE degerlerinin sabit
p,m,y? ve o2 un degerleri icin o2 degerlerinin artisiyla beraber arttig1 ifade
edilmektedir. Bununla birlikte, 2 un yerine ¢ sabit oldugunda, o2 da meydana
gelen artis @ ve @5 1n PMSE degerleri Gzerinde dizenli bir etkiye sahip
olmamaktadir.

(7) Sabit p,y?, o ve o un degerleri icin, PMSE (@i, ) ile PMSE(22) degerleri m

degerleri arttikca artmaktadir. Bu durum, yilksek y? degerlerinde daha agik bir
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sekilde goriilmektedir. Fakat, (2) numara ile verilen sonucun aksine, sabit p,y?2, o2
ve o2 un degerleri altinda m degerlerinde meydana gelen artisin PMSE(ﬁah) ile

PMSE (i) degerleri arasindaki fark izerinde diizenli bir etkisi bulunmamaktadir.

Cizelge 5.3. p = 2,m = 30,n; = 5 ve d}, in kullanilmas: ile EMSE ve PMSE

degerleri
¥y o) ol EMSE(3) PMSE(u) EMSE(S;) PMSE(i; )
085 01 0.1 0.007301 1.063037 0.007273 1063009
0.5  0.033080 3.130361 0.032562 3.13015]
1 0.058143 3.686117 0.056536 3685708
0.5 01 0.007560 1.582302 0.007537 1.582329
0.5  0.035810 5.822154 0.035019 5.821300
1 0.076074 8.658703 0.074201 B.G55820
1 0.1 0.007502 1. 274006 0.007565 1.273069
0.5  0.038140 6.243469 0.037478 6.242572
1 0.071684 11923242 0,060 44 11.919403
090 01 01 0.011944 1062507 0011870 1.062430
05 0044032 2 ROTO 0.043000 2 807631
1 0.094602 38T4ATH 0.090406 3873065
0.5 01 0.011421 1.517259 0.011354 1.517186
0.5 0.048622 5.430005 0.047376 5.420048
1 0.094200 8.400436 0.089741 B ADGGG
1 .1 0.012137 1643164 0.012058 1642061
0.5  0.053713 6.801277 0.052274 6.889764
1 0.007749 11.513550 0.092801 11500241
095 0.1 0.1 0.021120 1.052151 0.020880 1062060
0.5  0.080872 3.008561 0.085840 3007903
1 0.162327 9.738008 0.150114 4.737350
05 01 0.02675 1.560848 0.026356 1. 560348
0.6 0.008191 50631275 0.003524 5.620361
1 0.194305 8.430600 0.176849 B 426158
1 0.1 0.020933 1574062 0.020683 1.573855
0.5  0.115616 .6 10300 0.108776 6615874
1 0.193193 12.528203 0.175510 12.521205
099 01 0.1 0.106552 0.985720 0.100756 0. 0852461
0.6 0447147 2631635 0.371645 2 G20587
1 0.819810 37257064 0614271 3. 723080
05 0.1 0.100019 1.354315 0.102713 1.353540
0.5 0464502 5.780831 0.381603 5. 774184
1 0.899101 8.579240 0.659772 8566079
1 0.1 0.107784 1.725078 0.101612 1.723069
0.5 0610975 .453160 0.489085 6.435087
1 0.862155 12312341 0.635537 12.297236
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Cizelge 5.4. p = 2,m = 60,n; = 5 ve dj, 1n kullaniimas ile EMSE ve PMSE

degerleri
v wos of EMSE(3) PMSE(i) EMSE({g;) PMSE (i )
085 01 01 0.003585 2025100 0003578 2025107
05 0.015647 5.7OR573 0.015518 5.708473
1 0.028335 7636152 0027923 T.636045
0.5 0.1 0.003%13 3074600 0.003806 3.074588
0.5 0.017944 10. 746050 0.017772 10. 745745
1 0.032263 18207104 0.031719 18.206072
1 0l 0004060 3.146779 0.004051 3.146721
0.5 0017785 13507800 0.017627 13507406
1 0035340  22.117924 0.034604 22.116362
080 01 041 0.005083 2,238323 0,005068 2.235203
0.5 0.023570 56794335 0,0232009 5. 704146
1 0.038311 T.284%51 0.037455 7.284035
05 0.1 0.005613 2 RLHEIR2 0005596 2 858323
0.5 0.024346 11284819 0.023005 11.284234
1 0.040352 18.410004 0.048115 18400661
1 01 0006339 3365114 0006317 J3.365031
0.5 0.036193 12.550157 0.035524 12.557367
1 0.051804 20.915864 0.050227 20.013375
095 01 01 0000335 2288424 00284 2. 3883R7
05  0.042702 5.873450 0.041613 5.873151
1 0078447 7.530131 0.075005 7.538600
05 01 0.010847 3.022173 0.010776 3.022088
0.5  0.051438 11.074880 0.040047 11073482
| 0087854 18326038 0083615 18.324108
1 0l 0000697 3.314349 0.000635 3.314287
0.5 0.053255 13.241229 0.051802 13.230854
1 0.006790  20.334852 0.091756 20.331276
0 01 01 0045155 2121422 0.043703 2121239
0.5 0224271 5688380 0. 20522 56868951
| 0401218 7683421 0. 333605 7.681412
05 0.1 0.0404 16 2.620010 0.047856 2019602
0.5 0244961 10355957 0.216232 10352084
1 0.471230 18145720 038310 18.134914
1 01 0.042027 2574219 0.040872 2574072
0.5 0227738 11.792331 (.201508 11.788116
| 0.513086 21506504 0.413532 21, 490630
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Cizelge 5.5. p = 3,m = 30,n; = 5 ve dj, 1n kullaniimas: ile EMSE ve PMSE

degerleri
¥ ol of EMSE() PMSE(i) EMSE(S;)  PMSE(iy)
085 01 01  0.014010 1.192687 0.013056 1192620
0.5  0.065073 2872343 0.063968 2871873
1 0.114045 3847748 0110680 3847148
0.5 01 0014774 1367426 0.014714 1.367362
0.5 0068827 5. J65583 0.06T48T 5364067
1 0.136572 B.661461 0.131674 8.657503
1 01 0017751 1.300331 0.017658 1.390161
0.5 0072637 7.758086 0.071166 7.765772
1 0.140678  11.005967 0.135375 11.000682
090 01 01 0019696 1166950 0.019583 1. 166867
0.5  0.001414 2.877989 0.089116 2.877433
1 0.160382 3.791428 0161844 3.700004
0.5 01 0022528 1.642848 0.022377 1642667
0.5  0.121460 5.368166 0.117506 5.364471
1 0.194504 RAT4R3L 0.184501 8.470512
1 01 0024100 1.765367 0.023041 1765109
0.5  0.126645 6.620506 0.122410 6.614800
1 0211236  12.505885 0.199505 12,587355
09 01 041 0.047215 1076741 0046570 1076451
0.5  0.100520 2.973658 0181010 2.972392
1 0.336581 3.052738 0.300132 3.951211
0.5 0.1 0048095 1.459141 0.047427 1.AGRG0
0.5  0.230856 4.994125 0217038 4088536
1 0.428427 837776 0385543 8.365368
1 0.1 0.046595 1.900715 0045068 1.900114
0.5 0223070 5172200 0.200355 5.165876
| 0.384975 10.922005 0340487 10.911672
099 01 01 0.222523 1.032079 0.210253 1.031236
5 0. 880090 2 870053 0.72a212 2 ETHIS
| 1.659142 3803419 1.241458 3 RERROR
05 0.1 0.216302 1470333 0.204204 1.469072
0.5 1.026025 4.750467 0.831750 47477040
1 2198307 TRTH404 1.575104 7840085
1 01 0249326 1.623462 0.233710 1.620831
0.5 1082551 7.320312 0.865519 7.208448
1 1.900630 11037311 1.443051 10997649
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Cizelge 5.6. p = 3,m = 60,n; = 5 ve dj, 1n kullaniimas ile EMSE ve PMSE

degerleri
¥ o3 of EMSE(S) PMSE(u) EMSE{g;) PMSE[E;‘-‘_}
085 0.1 0.1 0.007314 2374344 0.0072949 2374313
0.5 0.028754 5002756 0.028532 5.602505
1 0.052874 TES0G06G 0.052116 7.650336
0.5 0.1 0.007440 2581708 0007425 2.0817H4
0.5 0.034937 11.266439 0.0345098 11.265402
i 0.072425 17.920834 0.071136 17.018215
1 0.1 0.007381 3330448 0007364 3.336368
0.5 0.037632 12624005 0.037249 1262738
1 0.065239 23.3056011 0054045 23.302380
08 0.1 0.1 0000886 2270000 0000857 2. 270038
0.5 0.044211 5. TOERAT (L043659 5. TOR500
1 007772 T.042561 0076049 T.042187
0.6 01 0.01 1042 3006157 0011007 3. 006050
0.5 0.47334 11.301191 0046711 11.390322
1 0.006300 16393850 0.093516 16390818
1 1 0.010851 3015767 0010519 3.01 5666
0.5 0056282 13.455264 0055460 13.453041
1 (. [HM365 23 57411 0003816 23518603
095 0.1 01 0.020:411 2.252931 0.020290 2252834
0.5 0.083120 5814034 0081181 H.814408
1 0158046 TH267TR0 0.152268 T7.525000
0.5 01 0.020643 3147026 0.020523 3. 146869
0.5 0108655 11338080 0.105578 11.335302
1 176141 17.514791 0.167634 17510456
1 0.1 0.020658 3161016 0.020532 3160533
0.5 0. 108664 13.035865 0.105374 13.031082
1 0.210480 24.152552 0.207212 24.1405631
09 0.1 0.1 0.094715 2. 734060 0.092208 2. 233658
0.5 .41 8665 58707040 0377200 5.ETTHTO
1 0.807847 7459274 0676321 7.455650
0.5 041 0117161 2815414 0,11.3504 2.814380
0.5 0.473200 10.423991 0.422309 10.417853
1 0.0975842 15. 206931 0.708748 18.153884
1 0.1 0. 10485946 2686850 0.101=08 2086113
0.5 (. 56098040 12.281108 0. 499700 12 266302
1 0.048312 23.196212 0777100 23, 169005
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Cizelge 5.7. p = 4,m = 30,n; = 5 ve dj, 1n kullaniimas: ile EMSE ve PMSE

degerleri _ ) _
v o2 o2 EMSE(3) PMSE(i) EMSE(5; ) PMSE(iig )
085 01 0.1 0.021039 0.954140 0.020009 0.054011
0.5 0.0877T22 2 0250048 0.085472 2924263
1 0.164857 3.734520 0.157709 3.732617
05 041 0.023513 1558634 0.023386 1.558320
05 0116204 5978073 0.112800 5.07T4585
1 0.187150 0110466 0.181686 0.107382
1 0.1 0.022784 1.582555 0022680 1.582348
0.5 0.1 18430 5686944 0116164 5.082202
1 0.2065171 11.350125 0.197800 11.343375
080 01 01 0.020500 1.110936 0.020056 1110480
05  0.130038 2 006764 0.126606 2 5682
1 0.239109 3 840386 0.231030 3848514
05 0.1 0.037458 1. 406704 0.037176 14063006
0.5  0.151661 5633774 0.148301 5.631271
1 0.201116 8630112 0.283129 B.634200
1 b1 0.035414 1470000 0.035154 1470541
0.5 0172340 6485477 0. 1G6G00 6. 4T0R4D
1 0298717 12.017889 0.280834 12.013195
08 01 0.1 0.060147 L0057 0.058780 1.048558
05 0268024 3.100327 0.260004 3000027
1 0488052 1876431 0470322 3875463
05 0.1 0.061079 1.6ROG00 0.060026 1.GREONT
S 0.2094228 5603761 0.286170 5001642
1 0.606115 B.275485 0.590835 B 270286
1 01 0.067338 1.973973 0.066438 1.073212
05 0319773 7257718 0.317318 70568562
1 0616182 11.233072 0.590797 11.321911
0 o1 041 0.302787 1.141537 0.290023 1140578
05 1.367201 2052614 1.321978 2051387
1 2312123 30908538 2197353 3007505
05 0.1 0352880 1.787030 0.350931 1.TRET45
0.5 1550500 5512517 1.512327 5500137
1 2.035252 8243702 2 818078 R.2377
1 0.1 0.367204 1.536266 0.367182 1.536250
0.5 1.556712 6465556 1.408561 6. 450650
1 2841775 1 L.587T226 2 801005 11.577487
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Cizelge 5.8. p = 4,m = 60,n; = 5 ve dj, 1n kullaniimas: ile EMSE ve PMSE

degerleri _ ) _
¥ a2 a1 EMSE(8) PMSE(d) EMSEqﬂL} PMSE|(fig )
08 01 01 0.010543 2167905 0.010406 2 167507
0.5 0044776 5.004305 0.043674 5.003705
1 (. O7TH035 7682513 0076713 T.6817567
05 0.1 0.011577 2072319 0.01 1564 2972275
0.5 0.050225 11000124 0040671 10.008730
1 0.0068 15 16.410516 0.005384 16408010
1 01 00,01 2006 3.329370 0,01 2048 3322902
0.5 0054617 11.828433 0.052973 11.823836
1 0.107077 21703870 0.105015 21, 785035
090 0.1 01 (0140949 2165653 0.013978 2. 165482
0.5 0.065076 HEGTTOS 0.063601 5856667
| 0.117137 7.560723 0,112804 7.560782
05 0.1 0.01703 3.034423 0.016933 3.034204
0.5 0.076326 12.353061 0.075340 12353036
1 0.1475652 16, ROGGO9 0.144427 16.803551
1 01 0016861 3.033624 0.016540 3033115
0.5 0.082083 13.227853 0079260 13.218541
| 0.162130 20000051 0.159500 A).RO5005
095 01 01 0.032132 2148272 0.031631 2147708
0.5 0.126402 5.77T603 0. 123480 5.778103
1 0.243406 7.557943 0.236253 T.557T046
05 0.1 0.033684 2 860249 0.033230 2 868704
0.5 0. 160037 11054514 0, 154408 11040243
1 0.2815190 17. 197803 0.271272 17102238
| R 0.0355062 312557 0.035185 3.125212
0.5 0.150422 11.831766 0.158643 11830878
1 0.307712 21827170 0.307581 21827038
09 01 03 0161097 2 268601 1,1 58680 2268106
0.5 0.632401 5.004500 0.610522 5693621
| 1.180601 7.717458 1.153128 T.7T16817
05 01 0. 162080 2 958440 0.150641 2 O57R00
0.5 0.735431 11070557 0.715262 11067200
| 1. 400848 17.475048 1.418664 17470785
1 0.1 0. 167001 2 900244 0.162434 2 BOSORT
0.5 0. 774301 13.130543 0.741142 13.132342
1 1499071 22 68454 1.451014 22 3500001
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6. TEMEL BiLESENLER REGRESYON VE r-k SINIF TAHMIiN VE ON
TAHMIN EDICILER

Bu bolimde, lineer karma modellerdeki alternatif tahmin edicilere ek
olarak ikinci bélimde Esitlik (2.1.) ile verilen lineer karma model altinda varyans-
kovaryans matrisinin bilindigi varsayim ile temel bilesenler regresyon (principal
components regression, PCR) ile r-k szn:f (r-k class) tahmin ve 6n tahmin edicileri
tanimlanacaktir ve BLUE/BLUP, ridge ve PCR tahmin ve 6n tahmin edicilerinin
ashinda r-k sinif tahmin ve 6n tahmin edicilerinin 6zel bir durumuna karsilik
geldikleri gosterilecektir. Ayni zamanda, varyans bilesenlerinin bilinmedigi
varsayimi da incelenecek ve varyans bilesenlerinin tahmininde REML ve iteratif
yontemlerden faydalanilacaktir. mMSE kriteri kullanilarak, r-k sinif tahmin ve 6n
tahmin edicilerin BLUE/BLUP, ridge ve PCR tahmin ve 6n tahmin edicilerinden
Ustlin oldugu gerekli ve yeterli kosullar tanimlanacaktir. Bu kosullarin saglanip

saglanmadiginin kontrol edilmesi amaciyla hipotez testlerinden yararlanilacaktir.

6.1. Temel Bilesenler Regresyon (PCR) Tahmin ve On Tahmin Ediciler

Lineer regresyon modellerinde ilk olarak Hotelling (1993) tarafindan
Onerilen PCR yontemi, Esitlik (2.1.) ile verilen modelin sabit etkilere karsilik
gelen kisminin boyutunun indirgenmesi (veya azaltilmasi) ile coklu ic iliski
problemlerinin ortadan kaldirilmasini amaglamaktadir.

H 1n bilinen pd bir matris oldugu varsayim: altinda, H= = N'N olacak
sekilde tersi alinabilir simetrik bir N matrisi vardir. Esitlik (2.1.) in her iki

tarafinin N ile ¢arpilmasi sonucunda

y'=X'B+Z'u+¢e (6.1.)

elde edilir. Burada y* = Ny, X* = NX, Z* = NZ, ¢* = Ne ve Var(y*) = o1 dir.
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Esitlik (6.1.) ile verilen model igin
y* =XTT'B+Z u+¢" (6.2.)

donisimi yapilsin. Burada T = (ty,..,t,), T'X"'X*T =A ile pxp tipinde
ortogonal bir matris ve A = diag(4;,...,4,), X*'X* matrisinin 6zdegerlerinden
olusan p x p tipinde kdsegen bir matristir. Dahasi, r < p olmak Ulzere, T nin
(p — r) sutununun silinmesinden sonra kalan sttunlar T, = (ty,...,t,) olsun.
Boylece, T/X"'X"T, = A, = diag(A4, ..., A,;) Ve T_, = (tr41, ..., tp) Olmak Uzere,
Ty X' X' Ty, = Ap—r = diag(A44, ..., Ap) seklindedir.

T = (T, T,-,) seklinde parcalanmasindan sonra, Esitlik (6.2.) ile verilen

model

V' =XTT/+XT, Ty f+Z'u+e (6.3.)
olarak yazilip, indirgenmis (veya azaltilmis) model

v '=K'a,+Z'u+¢"

bigiminde elde edilir. Burada K = X*T, ve a, = T,/ 8 dur.

u ile y* 1n ortak dagilimi

b (i) 7 7)) ©4)

olarak elde edilir ve varyans bilesenlerinin bilindigi varsayimi altinda
y*~N(K}a,,a?I) olur.
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Esitlik (6.4.) den u nun marjinal dagilimi u~N (0, c2G) ve u verilmisken
y* 1n kosullu dagihim: (Searle, 1971, Bolim 2.4f), y*|lu~N(K;a, + Z*u,c2NRN")
seklinde elde edilir.

(y*,u) un ortak log-likelihood dagilim fonksiyonu

logf(y*,u) = logf (y*lu) + logf (w)

1
=-3 {nlog(2m) + nlogo? + log|NRN'|

+ (" = Ka, = Z*u) (NRN') " '(y* — K} a, — Z*u) /0%}
1
L {qlog(2m) + qloga? + log|G| + u'G~*u/c?}

1
= —z{(n + q)log(2m) + (n + q)loga? + log|NRN'| + log|G|
+ (" — K@) (NRN') 2 (y" — K} a,)/0%}
1 -_— *x I _— *
- ﬁ{u (Z*(NRN)1Z*" + G Hu —2(y

— K a,) (NRN")"1Z*u} (6.5.)

biciminde elde edilir. Esitlik (6.5.) in 6nce « ya sonra u ya gore kismi turevlerinin

alinip, sifira esitlenmesi ve «a ile u yerine sirasiyla @, ile 4, nin yazilmas

sonucunda
K (NRN)"1(y* — K}@&,) — K;'(NRN)"1Z*0, =0 (6.6.)
Z*'(NRN) Y(y* = K;&,) — (Z'(NRN) 1 Z*+ G V)i, =0 (6.7.)

olarak ifade edilen esitlikler bulunur.
Henderson (1950) ve Henderson ve ark. (1959) incelendiginde, Esitlik

(6.6.) ve Esitlik (6.7.) nin Henderson in lineer karma model esitliklerine
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benzedigi yorumu yapilabilir. Fakat aralarinda ufak bir farklilik bulunmaktadir. Bu
farklilik, Esitlik (6.6.) ve (6.7.) nin PCR tahmin ve o6n tahmin edicilerine,

Henderson 1n lineer karma model esitliklerinin ise Esitlik (4.1.) ve (4.2.) ile
verilen f8 ile @i ya uygulanmas seklinde agiklanabilir.

Esitlik (6.6.) ve Esitlik (6.7.) matris formunda

K (NRN")'K; K (NRN")1Z* “@,] _ [K,*’(NRN’)‘ly*

~ 6.8.
Z*[(NRNy)—lK: Z*I(NRN!)—12*+G—1 ur Z*,(NRN')_ly*] ( )

biciminde yazilabilir. Gilmour ve ark. (1995) nin yaklasimi yardimyla, Esitlik
(6.8.)

CP = w'(NRN') 'y* (6.9.)
olarak da yazilabilir. Burada w = [K;,Z*], @ = (&], 1))’ ve

C = w'(NRN) 1w+ G**
seklinde olup, Esitlik (6.9.) un ¢6ziilmesi sonucunda

@ =10 (NRN) 'y* (6.10.)
elde edilir. Burada €1

(K'K)™ —(K'K) K276
—GZVK} (KXK"Y (ZY(NRN)Z*+ G V) 1+ GZK} (KX K}) KX Z*G
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seklinde olup, parcalanmis matris ters formili (Marsaglia ve Styan, 1974a, b)

yardimiyla bulunabilir. €™, y*, K}, X* ve Z* in Esitlik (6.10.) da yerine
yazilmasindan ve B, = T.&, kullanilmasindan sonra, bazi matematiksel islemlerin
yapilmasindan ardindan sirasiyla PCR tahmin edici (PCR estimator) ve PCR &n

tahmin edici (PCR predictor) olarak adlandirilan tahmin ediciler

B = T.(T/X'H*XT,) T/ X'H 'y
= TAFIT/X'H 1y (6.11.)

4, = GZ'H Y(y — XB,) (6.12.)
seklinde elde edilirler.

6.2. r-k Sinif Tahmin ve On Tahmin Ediciler

PCR ve ridge tahmin ve 6n tahmin ediciler, ¢coklu ic iliski problemlerinin
ortadan kaldirilmas: amaciyla dnerilen iki farkli karar kural: olup, bu alt bélimde,
lineer regresyon modellerindeki Baye ve Parker (1984) yararlaniimasiyla, bu iki
farkl karar kuralinin beraber kullaniimas: sonucunda r-k sinif tahmin ve én tahmin
edicileri tanimlanacaktir.

Esitlik (6.8.) ile verilen matris formunda K'(NRN")~K; ifadesine #£I,
teriminin eklenmesi ve @&, ile i, yerine sirastyla @.(£) ile 4,.(£) kullanilmasi

sonucunda

K (NRN)IK} + £I, K}'(NRN)™1Z* [&,(la)]
Z*'(NRN)TIK; Z¥'(NRNH71Z* + 1|4 (%)
[Kr*’(NRN?‘ly*

2o (NRN-1 y*] (6.13)
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elde edilir. Gilmour ve ark. (1995) nin yaklasimi yardimiyla, Esitlik (6.13.)
C(R)P(£) = ' (NRN) 'y* (6.14.)

olarak da yazilabilir. Burada @ (£) = (&/(%), 1, (%))’ seklindedir.

Esitlik (6.14.) Un ¢6zllmesi sonucunda
P(#) = CL(£)w'(NRN') 'y’ (6.15.)

elde edilir. Buradaki C~1(#) matrisinin Esitlik (6.10.) da yer alan C~!
matrisinden tek farki, C~! matrisindeki (K;'K;)~! yerine C~1(#) matrisinde
(K}'K} + £1.)~1 nin gelmesidir.

C~Y(#), y*, K}, X* ve Z* 1n Esitlik (6.15.) de yerine yazilmasindan ve
B.(#) =T.&(#£) kullanilmasindan sonra, bazi matematiksel islemlerin
yapilmasindan ardindan sirasiyla r-k s:n:f tahmin edici (r-k class estimator) ve r-k

sinif 6n tahmin edici (r-k class predictor)
B.(£) =T .(T/X'HXT, + £1,)"'T/X'H 1y (6.16.)
ﬁr(/"’) = GZ,H_l(y - Xﬁr(/"’)) (617)

seklinde elde edilirler.

(1) r=p ve £=0 iken B,(0) = (X'"H'X)"'X'"H~'y BLUE yu ve %,(0) =
GZ'H *(y — XB) BLUP 1

(2 r=p iken B,(£) = (X'H'X +4’zlp)_1X’H‘1y ridge tahmin ediciyi ve
i,(£) = GZ'H™*(y — X (#)) ridge tahmin on ediciyi
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(3) £=0 iken B.(0) =T.(T'X'H *XT,)"'T/X'H 'y PCR tahmin ediciyi ve
,(0) = GZ'H~*(y — X,) PCR 6n tahmin ediciyi

gostermekte olup, bdylece, BLUE/BLUP, ridge ve PCR tahmin ve 6n tahmin
edicilerinin Esitlik (6.16.) ve (6.17.) ile verilen r-k simif tahmin ve 6n tahmin
edicilerinin 6zel bir durumuna karsilik geldikleri ifade edilmis olur.

Varyans bilesenleri y,p,a? bilinmiyorsa, PCR r-k sif tahmin ve 6n
tahmin edicilerin elde edilebilmeleri icin y,p,6? nin tahminleriyle yer
degistirmeleri gerekir. Bu amagla, bir sonraki alt bélumde varyans bilesenlerinin

tahmin edilmesine deginilecektir.

6.3. Varyans Bilesenlerinin Tahmini
Bu alt bolimde, REML ve iteratif yodntemler yardimiyla varyans

bilesenlerinin tahminleri bulunacaktir.

6.3.1. REML Yd&ntemi
y*~N(K;a, ) ve A'K; =0 igin A'y*~N(0,024’A) seklindedir ve
boylece REML log-likelihood fonksiyonu

1
lr(¢:4'y7) = =5 {(n—p)log(2m) + (n - p)loga® + log|A'Al}

1(y* A4 A 1A y*
2 o2

(6.18.)

olarak elde edilir. Burada ¢ = (k',0%)' ve k = (¥',p')' = (k;) siraswyla (r + s +
1)x1 ve (r+s)x1 tipinde bilinmeyen varyans bilesenlerinin vektorlerini
gostermektedir ve herhangi bir D matrisi icin A'= D(I,, — K/ (K" K})"1K}")
seklinde olup, A’ ve D, (n—p)xn tipinde tam satir ranklh matrisleri

gostermektedir.
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I, — K} (K}'K})"1K}' simetrik, idempotent ve ranki n —p oldugu igin
A'A = I, olur. Dolayisiyla, y* icin REML log-likelihood fonksiyonu (sabitlerin
g6z ard: edilmesiyle)®

1
lr(#:y") = —5{(n —p)loga® + log|K; 'K/ |}

1 (y* B K:&r),(y* B K:&r)
i 9.
2{ A (6.19.)
1 *,P* *
= —E{(n —p)loga? + log|K;'K;| +7 Jzy } (6.20.)

seklinde elde edilir. Burada, P* = I, — K (K}'K;) 1K} = A(A’A)"1A’ seklinde
olup, Esitlik (6.18.) ile Esitlik (6.20.) nin esdeger oldugu sdylenebilir.
Esitlik (6.19.) ile Esitlik (6.20.) arasindaki iligki,

O — K@) = (I — K (KKK )y™ = Py

ve (y* — K&)' (y* — K@) = y*'P*y* yardimiyla, gosterilmis olur.

Esitlik (6.20.) nin sirasiyla o2 ve k; ye gore tlrevlerinin alinmasiyla

O(diy) __(n—p) Y'Py

da? n 202 20% (621.)
dlg(d;y™) 1 y'Py”
— = ——Jtr(P*) — 6.22.
o, > r(P") = ( )

® 6.1 ve 6.2 inci alt boluminde elde edilen tahmin ediciler varyans bilesenlerinin bilindigi
varsayimi altinda elde edilmislerdi. 6.3 Uncu alt béliminde ise varyans bilesenlerinin
bilinmedigi varsayimi altinda tahmin ediciler elde edileceklerdir. Dolayisiyla, her iki alt
bolimdeki tahmin edicilerin birbirlerinden ayrilmasi amaciyla "~" yerine "~" semboli
kullanilmigtir,
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elde edilir.

Esitlik (6.21.) in sifira esitlenmesiyle ve P* yerine P* yazilmasiyla

o _ Y'Y _ O K@) (- K)

r =

n—p n—p
_ (y _X.gr)lﬁ_l(y _X.Er) (6 23 )
= —— 23,

olarak bulunur. 62, P* aracihgiyla & ya bagh oldugundan iteratif olarak elde
edilmelidir.

REML log-likelihood fonksiyonlarinin birinci dereceden tirevlerinin sifira
esitlenmesiyle (6.22.) ve (6.23.) gibi lineer olmayan esitlikler ortaya ¢ikmaktadir.
Bu nedenle, lineer olmayan bu esitliklerin ¢ozulmesi ve varyans bilesenlerinin
REML tahmin edicilerinin bulunmas: igin literatirdeki iteratif yontemlerden

yararlanilacaktir.

6.3.2. Tteratif Yontemler
Varyans bilesenlerinin REML tahmin edicileri sirasiyla NR ve EM

algoritmalar1 yardimyla elde edilecektir.

6.3.2.1. NR Algoritmasi

Esitlik (2.27.) de gosterildigi gibi, her bir NR iterasyonu gozlenen bilgi
matrisinin elemanlar1 ile REML log-likelihood fonksiyonunun hesaplanmasin:
gerektirir.

Esitlik (6.21.) ve (6.22.) de yer alan o2 ve k; icin REML log-likelihood

fonksiyonlari
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lg(d;y) _ o 1((n—p) y'Py"
ooz VONEF 1T T
Alg(d;y")

a—’cj—U(Kj)——E{tr(P) s }

ve gozlenen bilgi matrisinin elemanlari

_ y*’P*y*
lo(1gj, 1) = ——5—
_ y*IP*y*
IO(JZ'KJ) T 2g4
n— *IP* *
10(02’02)2_( P, Y'Py

20% g6
olarak bulunur.

6.4. Tahmin Edicilerin Karsilagtiriimasa
4.4 Uncu bolimde verilen g, fi(#) ve 5.2 inci bolumde verilen [y
yardimiyla  niin PCR ve r-k sinif 6n tahmin edicileri, sirasiyla,
A= LB+ M2,
=LB,+M'GZH (y — XPB,)
= QB +M'GZH 'y (6.24.)

ve

fr () = L'B (k) + M0, (£)
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= L'B.(k) + M'GZ'H™(y — XB,(#))
= QB.(R) + M'GZH 'y (6.25.)

olarak bulunur.

a, k), p, ve fp.(#£) verildikten sonra, f.(#) ile g, a(k), [,
karsilastirmalart mMMSE kriteri araciligiyla yapilacaktir.

Stulajter (1997) yardimuyla, Esitlik (6.24.) icin

mMSE(ﬂr) = E((ﬂr - ,u)(ﬁ, - ﬂ)’)
= Var(@,) + Var(x) + Bias(4,)Bias(4,)
—Cov(@,, 1) — Cov(u, fir) (6.26.)

olarak yazilir ve burada, Bias(fi,) = E (i, — 1) seklindedir.
Esitlik (6.16.) nin elde edilebilmesi amaciyla sirasiyla Var(i,), Var(w),
Bias(f,) ve Cov(fi,, 1) bulunacaktir.
Var(i,) = Var(QB, + M'GZ'H™'y)
= QVar(B)Q' + QCov(B,, y)H'ZGM
+M'GZ'H *Cov(y, B,)Q’
+M'GZ'H War(y)H 1 ZGM (6.27.)
biciminde olup,

Var(B,) = o*T. AT

Cov(B,,y) = o*T A7 T/ X'
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ile verilir.

Bias(ﬂ,) = E(ﬁr - .u)
=EQB, +M'GZ'H 'y — L' — M'u)
= QE(B,) + M'GZ'HE(y) — L'B — M'E(u)
=0 (E(f. - B)) = 9Bias(5) (6.28.)

seklinde elde edilir ve burada, Bias(f,) = (T,T; — L) dur.

Cov(fi,, ) = Cov(QB, + M'GZ'H Yy, L' + M 'u)
= QCov(B,, u)M + M'GZ'H Cov(y, u)M (6.29.)

biciminde olup,

Cov(B,,u) = o?T, A T/ X'H™1ZG
dir.

Esitlik (6.27.), (4.52.), (6.28.) ve (6.29.) un Esitlik (6.26.) da yerine
yazilmasiyla

mMSE (fi,) = QmMSE(8,)Q" + o?M'(G — GZ'H™1ZG)M (6.30.)

olarak elde edilir ve

mMSE(B,) = Var(B,) + Bias(B,)Bias(B)’
= O-ZTrA/TlTr, + (TrTr, - Ip).B.B’(TrTr, - Ip) (6-31-)
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seklindedir.

Stulajter (1997) yardimuyla, Esitlik (6.25.) icin

mMSE (A, (#)) = E((8, () — 1) (4, () — 1))
= Var(3,(£)) + Var(u) + Bias(g, (#))Bias (3, (£))
—~Cou @, (#). 1) — Cov( . i, (£)) (632)

olarak yazilir ve burada, Bias(fi, (%)) = E(i,(#) — u) seklindedir.
Esitlik (6.32.) nin elde edilebilmesi amaciyla sirasiyla Var(g,(#£)),
Var(u), Bias(fi, (%)) ve Cov(fi,(#), 1) bulunacaktr.

Var(i,(#)) = Var(QB.(£) + M'GZ'H™'y)
= QVar(B.(£))Q' + QCov(B,(£),y)H ' ZGM
+M'GZ'H *Cov(y, B,(#£))Q’
+M'GZ'H War(y)H ' ZGM (6.33.)

seklinde olup,
Var(B.(#)) = a2T.(A, + £1,) 1A (A, + £1.) 1T,
Cov(B,(£),y) = c*T.(A, + £1.)'T.X'

ile verilir.

Bias(i,(£)) = E (g, (#) — 1)
= E(QB, (k) + M'GZ'H 'y — L'B — M'u)
= QE(B,(£)) + M'GZ'HT'E(y) — L'B — M'E(w)
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= Q(E(B, () — B)) = QBias(B.(£)) (6.34.)

seklindedir ve Bias(B,(#£)) = (T,(A, + £1,)" A, T/ — I,)) 3 dir.

Cov(@,(#), 1) = Cov(QB,(f) + M'GZ'H ™"y, L'B + M)
= QCov(B,(£),u)M + M'GZ'H *Cov(y,u)  (6.35.)

biciminde olup, Cov(B,(#),u) = oT.(A, + £1.) T/ X'H~*ZG dir.

Esitlik (6.33.), (4.52.), (6.34.) ve (6.35.) in Esitlik (6.32.) de yerine

yazilmasiyla
mMSE (4,(#£)) = QmMSE (ﬁ,(k)) Q' +a2M'(G—GZ'HZG)M (6.36.)
olarak elde edilir ve
mMSE (B, (%)) = 62T (A, + £1,)" A (A, + £I)7'T;
+(Tr(/1r + ’klr)_IArTrl - Ip)
x BB (T, A (A, + £1)7 T} — 1) (6.37.)
seklindedir.
Benzer sekilde, Liu ve Hu (2013) tarafindan Esitlik (4.63.) ve Esitlik
(4.64.) elde edilmistir. Var(8) = 6*TA™'T’, Bias(f) = 0 ve

Var(B(#)) = o*T(A + £1,) 1 A(A + £1,) T

Bias(f(#£)) = (T(A+ £1,)"*AT")B
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olmak Uzere, Esitlik (4.65.) ve Esitlik (4.66.)

mMSE(B) = o?TA'T’ (6.38.)
ve

mMSE(B(#)) = 02T(A + £IL,)) *A(A + £1,) T’

+(T(A+ RL,) AT")BB(TA(A+ £L,)'T')  (6.39.)

formuna doénusdr.

Esitlik (6.30.), (6.36.), (4.63.) ve (4.64.) incelendiginde, mMSE (i,) ile
mMSE(fi,(£)) ve mMSE() ile mMSE(fi(#)) Karsilastirmalarinin sirasiyla
mMSE(B,) ile mMSE (B,(#£)) ve mMSE(B) ile mMSE (B (#)) Karsilastirmalarina
denk oldugu soylenebilir. Lineer regresyon modellerindeki Sarkar (1996) dan

yararlanilarak asagidaki mMSE karsilagtirmalar: ve hipotez testleri yapilacaktir.

6.4.1. r-k Simif Tahmin Edici ve BLUE
Esitlik (6.37.) ve Esitlik (6.38.) yardimiyla

mMSE(E) - mMSE(Er(’k)) = O-Z(TA_lT, - Tr(/lr + ’klr)_l/lr(/lr + ’klr)_lTr’)
_(Tr(/lr + ’klr)_lArTr, - p)
x BB (T, A (A, + £1)7 T} — 1) (6.40.)

elde edilir.

T.(A, + £1.)AT) — I, = T,T) — RT.(A, + £I) 7T — I,
= _(Tp—rTz;—r + /"’Tr(/lr + /"’Ir)_lTr,)
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olmas sebebiyle Esitlik (6.40.),

mMSE () — mMSE(B,(#)) = £*T.(A, + £1.)~1
x [02 (% I+ /1,-1) - T,’,B,B’T,] (A, + AL)'T!
+T,_ (02452, — Ty BB Ty | Tp—r
—RT (A + 1) T BT, Ty,
Ty Ty BB'T (A, + £1,)7T/

veya esdeger olarak

mMSE(B) — mMSE (B,(#)) =
T(F'(#)) [o24(£)™ = T'BR'TI(I(£))'T’ (6.41.)

seklinde yazilir. Burada,

1
F(/&) — %(Ar_'_’klr) 9
O_’ Ip—r

Ve

2 -1
A(R)t = (Grra) o
0’ AL,

ile verilir.
Esitlik (6.41.) in nnd bir matris olmas: ancak ve ancak o24(%£)~!—

T'BB'T ifadesinin nnd olmasiyla saglanabilir.
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a2A(#)™1 — T'BB'T ifadesinin nnd olmasi igin gerek ve yeter kosul, Rao

(1974) den yararlanarak, asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 6.1. B.(#) min B dan mMMSE kriterine gére daha Ustiin olmast icin gerek

ve yeter kosul

2 1
[.B,Tr (% Ir + Ar_l) Tr’.B + :BITp—rAP—rTZ;—rﬂ < O'2

esitsizliginin saglanmasidir.

6.4.2. r-k Stmf Tahmin Edici ve Ridge Tahmin Edici
Esitlik (6.37.) ve Esitlik (6.39.) yardimiyla

mMSE(B(#)) — mMSE (B,(£)) =
02Ty (Apy_y + ALy ) " Ay (A + A1) T),
+(T(a+ #1,) AT — 1) BB (TA(A + £1,) ' T" = 1)
+(T.(A, + £1.)7A, T — 1))
x BB (T A (A, + £1,)7'T) — 1)) (6.42.)

elde edilir.
Baksalary ve Trenkler (1991) teoremi (Bkz. Ek 3) geregince,

A=Ty (Apr + klp—r)_lAp—r(Ap—r + /‘Ip-r)_sz;—r*

ay = (T(A+&L,) AT~ 1,) B
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Ve

az; = (Tr(/lr + ’klr)_lArTr’ - p)ﬁ
olmak Uzere Esitlik (6.42.),
mMSE (ﬁ(k)) — mMSE (ﬁr(/&)) =cg?A+a,d]| —a, d,

formunda yazilir. Ayn1 zamanda A*, A nin Moore-Penrose tersini gostermek uizere,

AA* =T,_,T,_, olup,

1
AY = STy Aoy + Rl ) 152 (M + ALy )T

o?
nnd matrisi elde edilir. Baksalary ve Trenkler (1991) teoreminin (Bkz. Ek 3) (b)
sikki yardimiyla, § = 1 ve

a; —ay = =Ty (Ap_, + klp_,)_l/lp_r(/lp_r + klp_,)_lﬁ = A& olup, burada

1

;T

§=— p—r(/lp—r + ’klp—r)Tz;—rﬁ

bicimindedir ve (a, —a;)’A"(a, —a;) <0 elde edilir ve bu durum, bizi

asagidaki teoreme goturdr.

Teorem 6.2. B,(#£) nin B(#) dan mMSE kriterine gore daha Ustiin olmasi icin

gerek ve yeter kosul T, = O olmasidur.
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6.4.3. r-k Simf Tahmin Edici ve PCR Tahmin Edici

Esitlik (6.31.) ve Esitlik (6.37.) yardimiyla

mMSE(B,) — mMSE (B, (%)) =
o T.(A7Y — (A, + £1) 1A (A, + £1.) DT/
+(T,T/ — L)BB'(T, T, — 1)
—(T(A, + £1)7*A, T, — 1))
x BB (T A (A, + £1,)7'T, — I,,) (6.43.)

elde edilir.
Esitlik (6.43.) Un T, (A7 — (A, + £1.) A (A, + £1,) DT kismu

Tr(/lr_1 - (Ar + ’klr)_lAr(Ar + /"’Ir)_l)Tr’ =

2
R2T (A, + #1,)71 (% I+ /1,‘1) (A, + £1)7IT! (6.44.)
formunda yazilir ise nnd taniml1 bir matris oldugu goralir.

Esitlik (6.44.) nnd tanimli bir matris oldugu icin, Baksalary ve Trenkler
(1991) teoremi (Bkz. Ek 3) kullanilarak, B = A7 — (A, + £1,.) 1A, (A, + £1,)1

olmak tizere, A = ¢*T,BT, nnd tanimli matrisi elde edilir.

1
AT = ?T,B‘lT,’

iken AA* =T, T/ olur. Boylece, a; = (T, T/ —I,)B € R(A) ancak a; =0

oldugunda saglanir. Bu durum, Baksalary ve Trenkler (1991) teoreminin (Bkz. Ek

3) (c) sikka ile geligir. $ = 1 ve
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a; = (Tr(/lr + ’klr)_lArTr, - p)ﬁ =aq— ’kTr(Ar + /"’Ir)_lTr,ﬂ =a; +An

olup, burada

1 2 -1
__ - -1 1
n= /&O’Z [Tr(/lr_'_’klr) (/klr_'_/lr ) Trﬂ]

dir. Boylece, a, € R(A: a,) olup, Baksalary ve Trenkler (1991) teoreminin (Bkz.
Ek 3) (b) sikki kullanilir. a, = a; + An yardimyla (a, — a;)’'A (a; —a;) <0
kosulu n'AA~n < 0 seklinde yazilmasi: sonucunda n’AA* An = 0 olur ve

-1

! 2 — !
.BTr(%Ir"'Arl) ;B =0
kosulu ancak ve ancak T, 8 = 0 oldugunda saglanr.

Teorem 6.3. S.(£) nin B, den mMSE kriterine gore daha (stiin olmast igin gerek

ve yeter kosul T,/ 8 = 0 olmasidir.

6.5. Hipotez Testleri
Bu bolimde, Teorem 6.1, 6.2 ve 6.3 ile verilen kosullarin saglanip

saglanmadiklarinin kontroli igin t¢ adet hipotez testi 6nerilecektir:

~ ~ 1
(1) B~N(B,c?TATIT’) ve dolayisiyla, AY2T'B~N(AzT'B,0%l,) iken
Hy:B'TAT'B/6? <1 ile Hy:B'TAT'S/c*>1 hipotezi altinda p ve n—p

serbestlik dereceli merkezi olmayan F dagilim ile test edilebilir olup F; =

—B'T’;'B/p dir ve burada, 62 = (y — XB)'H™*(y — XB)/(n — p) dir.
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) I rpy— -1, rry—
2 ByprB) =T, (Ty_ X' H ' XT,,_, + #1,_,) T, X'H 'y
T' By (R)~N((Ty— X' H XT,_,
+ L, )Ty X'H'XB,0%(Ty_ X'H *XT,_,
+ L, ) Ay (Ty_ X' H *XT,_, + £I,_.)™")

iken Hy: Ty = 0 hipotezi altinda F dagilimu ile test edilebilir ve

U = By e (BT (T X' HXT,_, + £1,,_ ) 452,
X (Tp-r X"HT X Ty + £l )Ty Bp— (#)/ (p — 1)

olmak Uzere, F, = §~Fp_, n—p dir.

(3) B (%)

T'B.(B)~N(T.(T!X'H™1XT. + A1)~ T/ X' H=1XB, o 2(T/ X' H™XT,
+ A1) AT/ X HIXT, + £1,)71)

iken Hy: T,/ B = 0 hipotezi altinda F dagilimi ile test edilebilir ve
V =B (R)T (T X' HXT, + RI)AN(T/ X' H XT, + £1)T, B.(R)/r

. v .
olmak Uzere, F3 = =" Frnp dir.
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6.6. Uygulama: Ortodontik Blylyen Veri

Potthoff ve Roy (1964) tarafindan incelenen ve 3.4 {incu alt bélimde de
verilen ortodontik biliyuyen veriden yararlanilacaktir. Esitlik (3.20.) ile verilen
model altinda, R programinda yer alan nlme paketi ile Ime fonksiyonunun hibrid
yaklasimini kullanmasiyla, bu bélimde elde edilen sonuglarin daha iyi bir sekilde
algilanmasi saglanacaktir.

Temel bilesenlerin se¢iminde toplam degisim ylzdesi (percentage of the
total variability, PTV)

DYEY _
PTV =227 %100 , j=123
j=1/1]'

den yararlanilmistir ve PTV, keyfi olarak 0.99 olarak alinmastir.
Ozkale ve Can (2017) deki 4 nin segiminden yararlanilarak, ;2 = 9.5395

olmak uizere, £ = r62/p; B, = 5.2512 olarak hesaplanmustir.
Tahmin ve 6n tahmin edicilerin aldiklar: degerler ile SMSE kriterinin aldig:

degerler Cizelge 6.1 de verilmistir.

Gizelge 6.1 incelendiginde, f3,(£) mn sMSE kriteri altinda en stiin
performansa sahip oldugu goriillmektedir. £ = 5.2512 icin Teorem 6.1 ile verilen
kosul, 9.5090<6? = 9.5395 olarak hesaplanir ve béylece, f,(%) mn §, ye gore

mMSE kriteri altinda da daha Ustln oldugu gosterilmis olur.
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Cizelge 6.1. £ = 5.2512 i¢in tahmin ve 6n tahmin ediciler ile SMSE nin aldig:
degerler

4 3(k) 8, B, (k)

gy 2.0099 1.9088 1.8905 1.8796
By 18.0436 4.3878 -0.0302 -0.0203
3 —1.5642 -05543 -0.2419 -0.2311

T (k) iy i (k)
uy 07400 1.6637 1.8311 19303
ug  0.7400 1.6637 1.8311 1.9303
us 10514 1.9751 21425 22418
1y 1.2580 21827 23501 2.4494
ug 1.3628 22865 24539 25532
ug 14666 2.3903 25577 2.6570
uy 17T 2707 28602 29684
ug 1.7 27017 28692 29684
ug 1.2021 L9670  2.1056 2.1878
tigg 2.7742 1530 36777 31.75099
wyp 25047 3.4284 3.5058 3.6951
wyy  2.2071 32208 33882 34874
gy 37904 46741 48415 4.0407
s A.6546 5.6083 5.7758 5.8750
wyg  6.1379 T.0616 721 T.3283
upy —4.2564 07537 03793 03792
wg —1.7715 1.0549 1.9691 1.9690
wyg —1.7437 1.7500 28021 2.8020
ug —0.7026 0.3622 0.5551 (.6685
ugy —0.6736 21527 3.0670 3.0669
uga  (0.4101 19128 5459 5.0458
usg  —0.5001 1.8091 24614 25549
uwag  0.1161 29424 38567 3.8566
wog, 14370 4.9897 6.1228 6.1257
usg  1.5286 4.3549 5.2691 5.2691
ugy 32818 67845 TOIT6 TO175

B Bk A Bk
sMSE 56418 03605 00253 0.0250
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Farkl £ degerleri icin % ya kars: 8,(#), B (#) ve  nin SMSE degerlerinin

grafigi ile £ ya kars1 3,(#) ve B, nin SMSE degerlerinin grafigi sirasiyla Sekil 6.1

ve Sekil 6.2 de verilmistir. 3,(#) nin SMSE degerlerinin 0 a gok yakin degerlerden

olusmasi ve Sekil 6.1 in daha net bir sekilde gorulebilmesi amaciyla Sekil 6.1 iki
grafikten olusmaktadir.

Jkn 5
QI :
e | —_— geirat
it i == =riigp pdimr
1
1]

e 113

--‘h_' T
aR — L ] s
i ] 1 1 1 4 1L | . 4 B i | 13 14

k

Sekil 6.1. % ya kars1 3,(#), B (#) ve § nin SMSE degerlerinin grafigi

Sekil 6.1 incelendiginde, SMSE anlaminda £,(#) nin tim £ degerleri igin

B(£) ve B den daha ustiin olduklar: fakat £ degerleri arttikca £3,(#£) ile S(£) nin
aldiklart SMSE degerleri arasindaki farkin azaldig: ifade edilmektedir.
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R J T T T T T T T T

20264 — v —
-k class estimalor
00262+ oo POR estimalor =1
0025

Juisg

=hl=E

00256 - 4
0.0254

o.0g2 [ ]
0025 - -

M-
m
[
P
—
-
o
o

J.024g 2 =
a0 2 4

Sekil 6.2. £ ya kars1 B, (#) ve B, nin SMSE degerlerinin grafigi

Sekil 6.2 ye bakildiginda, SMSE kriteri altinda 0 < £ < 11.91 icin S.(#£)
nin B, den, 11.91 < £ < 20 icin ise B, nin B.(#) dan daha Ustin oldugu
gorilmektedir.

Bu uygulama calismasi bize, £ nin uygun secimi i¢in SMSE kriteri altinda

B.(#£) min B,, B(#) ve B dan daha istiin oldugunu gdstermektedir.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismanin konusunu, lineer karma modellerde parametre tahmini ve
sonug ¢ikarim olusturmaktadir.

Bu caligmada ilk olarak, lineer karma modeller, lineer karma modellerin
varsayimlari, lineer karma modellerde parametre tahminleri, tekrarli 6lciim verileri
icin model yapilandirma streci, literatiirde var olan varyans-kovaryans modelleri
ve bu varyans-kovaryans modelleri arasindan uygun olan modelin secim kriterleri
incelenmistir. Daha sonra, c¢oklu i¢ iliskinin lineer karma modeller Gzerindeki
etkileri ifade edilmistir. Coklu ic iliski olmasi durumunda lineer karma model
literatiiriinde var olan ridge tahmin ve 6n tahmin edicilere alternatif olarak mixed,
stokastik kisithi ridge, Liu, PCR ve r-k sinif tahmin ve 6n tahmin edicileri
Onerilmistir ve hem mMSE hem de sMSE kriterleri kullanilarak tahmin ve 6n
tahmin edicilerin performanslar1 karsilastirilmistir. R ve Matlab R2014a
programlarinin  kullaniimasiyla yapilan gercek veri analizleri ve similasyon
uygulamalariyla elde edilen sonuglarin daha iyi bir sekilde algilanmasi
saglanmustir.

Lineer karma modellerde ¢oklu ig iliski olmas: durumunda yeni tanimlanan
mixed ve stokastik kisith ridge, Liu, PCR ve r-k stnif tahmin ve 6n tahmin edicilere
alternatif olarak, jackknifed ridge veya stokastik kisith jackknifed ridge gibi bazi
yeni yanh tahmin ve 6n tahmin edicilerin tanimlanmasi gelecek calismalarin
konusunu olusturabilir. Benzer sekilde, yeni tanimlanan tahmin ve 6n tahmin
edicilerin, lineer karma model literatiriinde var olan tahmin ve ©on tahmin
edicileriyle iliskileri ortaya konulup, hem mMSE hem de sMSE kriterleri

kullanilarak tahmin edicilerin performanslar: karsilastirilabilir.
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EK 1. Ortodontik Buyuyen Verinin R kodlar

library(nime)

library(lattice)

data(Orthodont)

attach(Orthodont)

xyplot(distance~age|Subject,panel=function(x,y){
panel.Imline(x,y,type="I1")
panel.xyplot(x,y,col=1,pch=16)})

model<-

Ime(distance~age*Sex,data=Orthodont,random=~1|Subject,method="REML",

weights=varldent(form=~1|Sex))

summary(model)

anova(model)

fixed.effects(model)

random.effects(model)

model.y<-matrix(c(distance),108,1)

model.y

model.a <- Im(distance~age*Sex, data=Orthodont)

model.a

model.b <- Im(distance~(Subject-1), data=Orthodont)

model.b

model. X <- model.matrix(model.a)

model. X

model.Z <- model.matrix(model.b)

model.Z
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EK 2. Cizelge 3.5-3.8 Verilmesi

Cizelge 3.5. UN modelinin REML y6ntemi altindaki Matlab R2014a program
Giktisi

Ime=fitime(Orto,'Distance~1+Age+Sex+Age*Sex+(Age|Subject)','FitMethod','REML",
‘CovariancePattern’,'Full’)

Ime =

Linear mixed-effects model fit by REML
Model information:

Number of observations 108
Fixed effects coefficients 4
Random effects coefficients 54
Covariance parameters 4
Formula:

Distance ~ 1 + Age*Sex + (1 + Age | Subject)

Model fit statistics:

AlC BIC LogLikelihood Deviance

448.58 469.74 -216.29 432.58

Fixed effects coefficients (95% CIs):

Name Estimate SE tStat DF pValue Lower
‘(Intercept)’ 16.341 1.0185 16.043 104 6.8474e-30 14.321
‘Age’ 0.784 0.08599 9.1207 104 6.1787e-15 0.61383
'Sex_Female' 1.0321 1.5957 0.64679 104 0.51919 -2.1323
'‘Age:Sex_Female -0.3048 0.13474 -2.2624 104 0.02575 -0.57201

Random effects covariance parameters (95% CIs):
Group: Subject (27 Levels)

Namel Name2 Type Estimate  Lower Upper
'(Intercept)’ ‘(Intercept)’ 'std' 2.4055 1.0081 5.74
'‘Age' '(Intercept)’ ‘corr' -0.66762 -0.96045 0.32639
'‘Age’ '‘Age’ ‘std' 0.18035 0.058576  0.55525

Group: Error
Name Estimate Lower Upper
'‘Res Std' 131 1.0849 15819

[Var_ui,Var_epsilonij] = covarianceParameters(Ime)
Var_ui = 5.7864 -0.2896 Var_epsilonij=  1.7162
-0.2896 0.0325

Upper
18.36
0.954
4.1965

-0.0376
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Cizelge 3.6. UN(1) modelinin REML yontemi altindaki Matlab R2014a program
ciktist

Ime2=fitime(Orto,'Distance~1+Age+Sex+Age*Sex+(Age|Subject)','FitMethod','REML",
‘CovariancePattern’,'Diagonal’)

Ime2 =
Linear mixed-effects model fit by REML

Model information:

Number of observations 108

Fixed effects coefficients 4

Random effects coefficients 54

Covariance parameters 3
Formula:

Distance ~ 1 + Age*Sex + (1 + Age | Subject)

Model fit statistics:

AlC BIC LogLikelihood Deviance
447.15 465.66  -216.58 433.15
Fixed effects coefficients (95% CIs):
Name Estimate SE tStat DF pValue Lower Upper
‘(Intercept)’ 16.341 0.94087 17.368 104 1.6524e-32 14.475 18.206
'‘Age’ 0.784 0.079442 9.8735 104 1.2902e-16 0.62684  0.941
'Sex_Female' 1.0321 1.4741 0.70018 104 0.48538 -1.891 3.9552
'‘Age:Sex_Female' -0.3048 0.12446 -2.4492 104  0.015989 -0.551 0.0580

Random effects covariance parameters (95% CIs):
Group: Subject (27 Levels)

Namel Name2 Type Estimate Lower Upper
'(Intercept)’ ‘(Intercept)’ 'std' 1.5546 0.85834 2.8157
'‘Age’ '‘Age’ 'std’ 0.088017 0.023248  0.33323

Group: Error
Name Estimate Lower Upper
'‘Res Std' 1.3655 1.1628 1.6035

[Var_ui,Var_epsilonij] = covarianceParameters(Ime2)
Var_ui= 2.4168 0 Var_epsilonij= 1.8646
0 0.0077
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Cizelge 3.7. VC modelinin REML yodntemi altindaki Matlab R2014a program
ciktist

Ime3=fitime(Orto,'Distance~1+Age+Sex+Age*Sex+(Age|Subject)','FitMethod','REML",
‘CovariancePattern','Isotropic’)

Ime3 =
Linear mixed-effects model fit by REML

Model information:

Number of observations 108

Fixed effects coefficients 4

Random effects coefficients 54

Covariance parameters 2
Formula:

Distance ~ 1 + Age*Sex + (1 + Age | Subject)

Model fit statistics:

AlC BIC LogLikelihood Deviance
448.64 46451  -218.32 436.64

Fixed effects coefficients (95% CIs):
Name Estimate SE tStat DF pValue Lower Upper
‘(Intercept)’ 16.341 0.88894  18.382 104 1.8978e-34  14.578 18.103
‘Age’ 0.784 0.08855 8.8575 104 2.3767e-14 0.60877  0.959
'Sex_Female' 1.0321 1.3927 0.74108 104 0.46032 -1.7297 3.7939

'‘Age:Sex_Female' -0.3048 0.13874 -2.1971 104 0.030229 -0.57995 -0.0297

Random effects covariance parameters (95% CIs):

Group: Subject (27 Levels)
Namel Name2 Type Estimate Lower  Upper
‘(Intercept)' ‘(Intercept)’ 'std’ 0.15915 0.11538 0.2195

Group: Error
Name Estimate Lower Upper
'‘Res Std' 1.4152 1.2107 1.6543

[Var_ui,Var_epsilonij] = covarianceParameters(Ime3)
Var_ui = 0.0253 0 Var_epsilonij=  2.0029
0 0.0253
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Cizelge 3.8. CS modelinin REML yontemi altindaki Matlab R2014a program
ciktist

Ime4=fitime(Orto, Distance~1+Age+Sex+Age*Sex+(Age|Subject)','FitMethod','REML ",
‘CovariancePattern','CompSymm’)

Ime4 =
Linear mixed-effects model fit by REML

Model information:

Number of observations 108

Fixed effects coefficients 4

Random effects coefficients 54

Covariance parameters 3
Formula:

Distance ~ 1 + Age*Sex + (1 + Age | Subject)

Model fit statistics:

AlC BIC LogLikelihood Deviance

450.07 468.59  -218.04 436.07

Fixed effects coefficients (95% CIs):

Name Estimate SE tStat DF pValue Lower Upper
‘(Intercept)’ 16.341 0.88551 18.453 104 1.3931e-34 14585 18.097
‘Age’ 0.784 0.08699 9.0168 104 1.0521e-14 0.61187 0.956

'Sex_Female' 1.0321 1.3873 0.74395 104 0.45858 -1.719 3.7832
'‘Age:Sex_Female' -0.3048 0.13629 -2.2367 104 0.027443 -0.57509 -0.0345

Random effects covariance parameters (95% CIs):
Group: Subject (27 Levels)

Namel Name2 Type Estimate  Lower Upper
'(Intercept)’ ‘(Intercept)’ 'std' 0.14724  0.10684 0.20291
'‘Age' '(Intercept)’ ‘corr' 0.99999 -1 1

Group: Error
Name Estimate Lower Upper
'‘Res Std' 1.41 1.2064 1.6479

[Var_ui,Var_epsilonij] = covarianceParameters(Ime4)
Var_ui = 0.0217 0.0217 Var_epsilonijj=  1.9880
0.0217 0.0217

173




EK 3. Baksalary ve Trenkler Teoremi (Baksalary ve Trenkler, 1991)

{nxp N X% p tipinde kompleks matrisler kimesi ve H,, Hermityen matrisleri iceren
{nxn Nin alt kimesi olsun. Ayrica, L€ . Verilsin, L, R (L), g(L) gosterimleri
sirastyla L. nin eglenik transpozu, kolon uzay: ve genellestirilmis terslerin kiimesi
olsun. Simdi, A € H,, a; ve a; € {,x1 lineer bagimsiz, A~ € ¢(4) igin § =
[ai (I, — AA7) (I, — AA7)a M/ [ai(l, — AA™)" (I, — AA7)a;] ve fi; = ajA”a;,
i,j =12 olsun ve a; R (4) saglansin. Bu durumda, A +a,a; —a,a; nnd

taniml: bir matristir ancak ve ancak asagidaki kosullardan biri saglanirsa:

(a) A nnd tanimh bir matris, a; €R (4), a, €R (A) ve

(fir + D(f22 = 1) < Ifi2l%

(b) A nnd taniml bir matris, a; €R (A), a, €R (A:a,) ve
(az —$a;)"A™(ap — 3a;) < 1—[3]%;

(c) A =UAU* — §vv*, a; €R (A), a, €ER (A), v'a; #0ve
(fir+ 1D <0, (fzz = 1) <0, (fir + D)(f22 — 1) = If12)?

burada (U: v) altuniter matris, A pd kdsegen bir matris (U varken ortaya ¢ikan) ve

5 pozitif bir skalerdir. Ustelik, (a)-(c) kosullarimn tamami A~ € ¢(A4) seciminden

bagimsizdir.
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