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Doğrusal karma model, doğrusal regresyon modelinin genişletilmiş hali olarak 
düşünülebilir. Doğrusal regresyon modelinde sadece sabit etkiler yer alırken, doğrusal karma 
modellerde sabit etkilerin yanı sıra rasgele etkiler de bulunur. Bu çalışmada doğrusal karma 
model türlerine ve doğrusal karma modellerin parametre tahminlerine yer verilmiştir. 
Varyans bileşenlerinin tahmini için kullanılan en çok olabilirlik ve kısıtlı en çok olabilirlik 
yöntemleri ele alınmıştır. Doğrusal karma modellerde bağımlı değişkenin varyans-kovaryans 
matris yapısını belirleyen yöntemler detaylı olarak incelenmiş olup uygun model seçiminde 
bilgi kriterlerinden yararlanılmıştır. 

Doğrusal regresyon modelinde çoklu iç ilişki problemi ve onun istatistiksel sonuçlar 
üzerindeki etkisi çok iyi bilinmektedir. Benzer sonuçlar doğrusal karma modellerde yer alan 
sabit etkili parametrelerde de görülebilir. Bu çalışmada çoklu iç ilişki olması durumunda 
kullanılan tahmin yöntemlerinden kısıtlı ve ridge tahmin yöntemleri karma modele alternatif 
olarak verilmiştir. Sabit etkili ve rasgele etkili parametrelere kısıtlar getirilerek elde edilen 
tahminler BLUE ve BLUP ile kıyaslanmıştır. Ayrıca ridge karma model tahmin edicisinin 
karma model tahmin edicisinden matris hata kareler ortalaması anlamında üstün olması için 
gerek ve yeter koşulları veren bir teorem geliştirilmiştir. 

Çalışmanın uygulama bölümünde ise, sağlık alanındaki bir veri kümesi incelenmiş 
olup elde edilen teorik bulgular Matlab 2012, IBM SPSS Statistics 22 ve Excel programları 
yardımıyla analiz edilip yorumlanmıştır. Buna ek olarak çalışma Matlab 2012 programında 
uygulanan Monte Carlo simülasyon çalışması ile desteklenmiştir. 
 
Anahtar Kelimeler: Doğrusal Karma Model, Varyans Bileşeni, Ridge Karma Model,          

Kısıtlı Karma Model  
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Linear mixed model can be thought of as extended linear regression model. 
Although in linear regression model only fixed effects take place, in linear mixed models 
both fixed effects and random efffects occur. In this study, linear mixed model types and 
parameter estimates are featured. The maximum likelihood and restricted maximum 
likelihood methods to estimate variance components are discussed. In linear mixed models, 
methods that identify variance-covariance structure of dependent variable are examined in 
detail and information criterions are utilized to select the appropriate model. 

In linear regression model, multicolinearity problem and its impact on statistical 
results are well known. Similiar results can also be seen on fixed effect parameters that take 
place in linear mixed models. In this study, restricted and ridge estimation methods which 
are the estimation methods that are used in the case of multicollinearity are given as 
alternatives to linear mixed models. Estimates obtained by restricting fixed effects and 
random effects parameters are compared with BLUE and BLUP. Additionly, a theorem is 
developed that gives necessary and sufficient conditions for the ridge mixed model estimator 
to be superior to the mixed estimator. 

In practical part of the study, a set of data in health field is examined and the 
theorical findings that has been obtained are interpreted and analysed with the support of 
Matlab 2012, IBM SPSS Statistics 22 and Excel programs. In addition, the study was 
supported by Monte Carlo simulation study that was implemented on Matlab 2012 program. 
 
Key Words: Linear Mixed Models, Variance Component, Ridge Mixed Models, Restricted 

Mixed Models 
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1. GİRİŞ  
 

 Karma model tanımı ilk olarak Eisenhart (1947) tarafından önerilmiştir. 

Eisenhart (1947) ve Scheffe (1959) modelde yer alan değişken (faktör) düzeylerini 

tanımlayan parametrelerin seçim yöntemine göre sabit etkili veya rasgele etkili 

olabileceğini ileri sürmüştür. Buna göre faktörün düzeyleri, faktörün mümkün tüm 

düzeyleri arasından araştırmacı tarafından özel olarak belirleniyorsa veya tüm 

düzeyleri deneye alınıyorsa (cinsiyet vb.) sabit etki, araştırmacı tarafından rasgele 

olarak belirleniyorsa (kalıtımsal yapı vb.) rasgele etki adını alır. Eisenhart (1947) 

çalışmasında sabit etkili modeli Model I, rasgele etkili modeli Model II, hem sabit 

hem de rasgele etkileri içeren karma etkili modellere ise Model III adını vermiştir.  

 Doğrusal karma modellerin teorisi Fisher (1918) tarafından tanımlanan 

rasgele etkili modellerin teorisine dayanmaktadır. Rasgele etkili model ile ilgili ilk 

çalışmalar 19. yüzyılın ortalarında astronomi alanında yapılmıştır. Doğrusal karma 

model ile ilgili ilk çalışmalar ise 20. yüzyılın ortalarında genetik alanında yapılmıştır. 

 Henderson (1950) tarafından karma model eşitlikleri olarak bilinen sabit 

etkilerin en iyi doğrusal yansız tahmin edicisi (BLUE) ile rasgele etkilerin en iyi 

doğrusal yansız ön tahmin edicisi (BLUP) geliştirilmiştir. Henderson (1953) varyans 

bileşenlerinin tahmini için temel oluşturmuştur. Hartley ve Rao (1967) karma 

modelin matris formundan yararlanarak en çok olabilirlik yöntemi ile varyans 

bileşenlerinin tahminini elde etmiştir. Patterson ve Thompson (1971) varyans 

bileşenlerinin tahmininde kullanılan bir diğer metot olan kısıtlı en çok olabilirlik 

tahminini önermiştir. Olabilirlik metoduna dayanan yöntemler hesaplama açısından 

problem yarattığı için yavaş gelişme göstermiştir.  

 1970 lerin ortalarında, doğrusal karma model özellikle bölünmüş parseller 

deney düzenleri (split-plot) olmak üzere ziraat alanında uygulanmaya başlanmıştır 

(Brown ve Prescott, 1999). Verbyla ve Cullis (1990) uzun süreli veri seti üzerine 

karma modelde parametre tahmini için kısıtlı en çok olabilirlik yöntemini 

uygulamıştır. 1990 lardan itibaren ise biyoloji, sağlık, eğitim ve tarım alanlarında 

tercih edilen ve yaygın olarak kullanılan bir yöntemdir. 
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Doğrusal karma model birçok çalışmada uygulamalı olarak incelenmiştir. 

Henderson (1973), doğrusal karma modeli kullanarak bir sonraki hayvan ırkı için 

verimli döl verecek ebeveynlerin seçimine yönelik bir çalışma yapmıştır. Fay ve 

Herriot (1979), 1970 yılında nüfus ve konut sayımında küçük kentlere ait kişi başına 

düşen geliri tahmin etmek için doğrusal karma modeli kullanmıştır. Laird ve Ware 

(1982), hava kirliliğinin akciğer fonksiyonları üzerine etkisini araştıran bir analiz 

yapmıştır. Baltimore uzun süreli çalışmasında akciğer fonksiyonunun yaş ile nasıl 

değiştiğini doğrusal karma model yardımıyla tespit etmiştir (Shock ve ark. 1984). 

Bernardo (1996), doğrusal karma modelden ve doğal ebeveynler arasındaki genetik 

ilişkiden yararlanarak tekil-çapraz verimliliğini BLUP ile rapor etmiştir.    

Bu çalışma on bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm, giriş bölümüdür. Bu 

bölümde doğrusal karma modelin tanımına, önceki çalışmalara, yapılan çalışmaların 

uygulamalarına yer verilmiştir. İkinci bölümde, doğrusal karma modelin gösterimi ve 

doğrusal karma model türleri ele alınmıştır. Üçüncü bölümde, doğrusal karma 

modelin tahmin yöntemleri detaylı olarak incelenmiştir. Dördüncü bölümde, varyans 

bileşenleri tahmin yöntemlerinden en çok olabilirlik ve kısıtlı en çok olabilirlik 

yöntemlerine yer verilmiş olup bu bölüm sonunda iki yöntem karşılaştırılmıştır. 

Beşinci bölümde, uzun süreli karma modellerde varyans-kovaryans matris yapısının 

modellenmesi amacıyla kullanılan varyans-kovaryans modelleri incelenmiştir. Bilgi 

kriterleri yardımıyla en uygun varyans-kovaryans modeli seçilmiştir. Altıncı 

bölümde, rT =b  kısıtlaması altında EKK tahmin edicinin elde edilmesine benzer 

mantıkla doğrusal karma modelinin hem rasgele etkili hem de sabit etkili 

parametrelerine kısıt getirilmiştir. Yedinci bölümde, açıklayıcı değişkenler arasındaki 

ilişkiyi -çoklu iç ilişki- dikkate alan ridge karma model tanımlanmış olup doğrusal 

karma model ile ridge karma modelin matris hata kareler ortalaması kriterine göre 

karşılaştırılmasına değinilmiştir. Sekizinci bölümde, uzun süreli karma modeller 

üzerine bir uygulama IBM SPSS Statistics 22, Matlab 2012 ve Excel programları 

yardımıyla analiz edilmiştir. Elde edilen sonuçlar değerlendirilmiştir. Dokuzuncu 

bölümde, yedinci bölümde teorik olarak elde edilen sonuçları örneklendirmek için bir 

simülasyon çalışması yapılmış ve elde edilen sonuçlar değerlendirilmiştir. Onuncu 
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bölüm ise sonuçlar ve öneriler bölümüdür. Bu bölümde çalışmanın tamamını 

özetleyen bir değerlendirme yapılmıştır.      



1. GİRİŞ                                                                                                       Funda CAN 

4 

 

 



2. DOĞRUSAL KARMA MODEL                                                            Funda CAN 

5 

2. DOĞRUSAL KARMA MODEL 

  

 Doğrusal karma modeli anlayabilmenin en iyi yolu doğrusal regresyon 

analizini hatırlamaktan geçer. Genel olarak çoklu doğrusal regresyon modeli, 

 
 eb += Xy                                                                                                   (2.1) 

 

şeklinde ifade edilir. Burada y  1´n  boyutlu bağımlı değişken vektörü, X  pn ´  

boyutlu sabit etkilere ilişkin tasarım matrisi, b  1´p  boyutlu sabit etkilere ilişkin 

parametreler vektörü ve e  1´n  boyutlu rasgele hataların vektörüdür. Rasgele hata 

vektörü ),0(~ 2
nIN ese  dağılımına sahiptir. 

 (2.1) modelinde parametre vektörünün sabit olduğu kabul edilir. Ancak bu 

katsayılardan bazılarının rasgele olabileceği göz ardı edilmemelidir. Bu durum 

genellikle gözlemler arasında ilişki olduğunda ortaya çıkmaktadır. Örneğin, tıbbi 

çalışmalarda çoğu zaman gözlemler farklı zamanlarda aynı birey üzerinden toplanır. 

Bu durumda aynı bireyden alınan gözlemler arasında ilişki olduğunu varsaymak 

mümkündür. Benzer şekilde, eğitim ile ilgili yapılan araştırmalarda aynı öğrenciden 

alınan test puanları birbiriyle ilişkili olabilir. Veri yapısında yer alan tekrarlı 

ölçümlerin birbiri ile ilişkisiz ve homojen varyansa sahip olduğu varsayımına 

dayanan doğrusal modeller bu problemi çözmede yetersiz kalmaktadır. Gözlemler 

arasında ilişki olması durumunda hatalı modellemeye neden olan doğrusal regresyon 

modeli yerine doğrusal karma model tercih edilir. Dolayısıyla (2.1) modeline rasgele 

etki terimlerinin eklenmesiyle, doğrusal karma model elde edilir. 

 Genel olarak doğrusal karma bir model, 

 

 eab ++= ZXy                   (2.2) 

 

olarak ifade edilir. Burada y  1´n  boyutlu bağımlı değişken vektörü, X  pn ´  

boyutlu sabit etkilere ilişkin tasarım matrisi, b  1´p  boyutlu sabit etkilere ilişkin 
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parametreler vektörü, Z  qn´  boyutlu rasgele etkilere ilişkin tasarım matrisi, a  

1´q  boyutlu rasgele etkilere ilişkin parametreler vektörü ve e  1´n  boyutlu rasgele 

hataların bir vektörüdür. y  gözlemlenebilir rasgele vektör, a  ve e  ise 

gözlemlenemeyen rasgele vektörlerdir. (2.2) modelinde 0=Z  ve nICov 2)( ese =  

iken çoklu doğrusal regresyon modeli elde edilir (Jiang, 2007).  

 Doğrusal karma modelde yer alan a  ve e  rasgele vektörleri için temel 

varsayımlar, 

i) Rasgele etkiler ve hatalar "0" ortalamalıdır: 0)(,0)( == ea EE  
ii) a  ile e  karşılıklı olarak bağımsızdır ve her ikisi de sonlu varyansa sahiptir:  

 

 ,)(,)(,0),( RVarGVarCov === eaea  

 

burada G  ve R  bilinen pozitif tanımlı matrislerdir. 

iii) Kovaryans matrisleri bilinmeyen varyans bileşenleri içermektedir. 

 

olarak ifade edilir ve normallik varsayımı ile birlikte ),0(~ GNa  ve ),0(~ RNe  nın 

varyans-kovaryans matrisi, 

 

 
ú
û

ù
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é

nxn

qxq

R
G

V
0

0
e
a

                                                             (2.3) 

 

ile gösterilir. a  ve e  için belirtilen varsayımlardan y  bağımlı değişken vektörünün 

ortalama vektörünü ve varyans-kovaryans matrisini belirlemek mümkündür. Bağımlı 

değişken vektörünün beklenen değeri, 

  

 

 
b

eab
eab

X
EZEX

ZXEyE

=
++=
++=

)()(
)()(

                                                                          (2.4) 
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ve varyansı, 

 

 
VRZGZ
ZXVaryVar

=+=
++=

'
)()( eab                                                                         (2.5) 

 

olarak bulunur. Dolayısıyla normallik varsayımı ile birlikte doğrusal karma model 

için y  bağımlı değişken ),(~ VXNy b  dağılımına sahiptir. Buradan, a  ve y  nin 

birinci ve ikinci momentlerinden faydalanarak, 

 

 

'
')',(

)',()'',(
])'(,[)',(

GZ
ZCov

CovZCov
ZXCovyCovC

=
=

+=
++==

aa
eaaa

eabaa

                                                 (2.6) 

 

elde edilir. a  ve y  rasgele değişkenleri,
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ö
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é
ú
û

ù
ê
ë

é
ú
û

ù
ê
ë

é
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CG

X
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y '
,

0
~

b
a

                            (2.7) 

 
çok değişkenli dağılıma sahiptir. 

 

2.1. Doğrusal Karma Model Türleri 
  
 Doğrusal karma modellerinin farklı türleri ve bu türlerin sınıflandırılması için 

farklı yöntemler bulunmaktadır. Bu sınıflandırma yöntemlerinden biri normallik 

varsayımının sağlanıp sağlanmadığıdır. Normallik varsayımını sağlayan modeller, 

normallik varsayımını sağlamayan modellere nazaran modellemede daha esnektir.  

 Doğrusal karma modeller gauss ve gauss olmayan doğrusal karma modeller 

olmak üzere iki sınıfa ayrılır (Jiang, 2007). 
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2.1.1. Gauss Doğrusal Karma Modeller 
 
 Gauss doğrusal karma modellerinde, (2.2) eşitliğinde yer alan rasgele 

etkilerin ve hataların normal dağılıma sahip olduğu varsayılır. Bu varsayıma göre 

doğrusal karma modelin bazı özel türlerine yer verilecektir. 

 

1. Varyans Bileşenleri Modeli 
 

Doğrusal karma modelde,  

 

å
=

=

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

=
r

i
ii

r

r ZZZZ
1

2

1

1 ]...[ a

a

a
a

a
M

 

 
ifadesi yerine yerleştirildiğinde (2.2) eşitliği ile verilen doğrusal karma model 

 

 eab ++= å
=

r

i
iiZXy

1
                                                                                 (2.8) 

 

olarak elde edilir. Burada rZZ ,...,1  bilinen matrislerdir. raa ,...,1  ise ri ,...,1=  için 

rasgele etkiler vektörüdür. i"  için 0)( =iE a , 
iqii IVar 2)( sa =  ve hi ¹  için 

0),( ' =hiCov aa  dır. e  hata terimi ise 0)( =eE , nIVar 2)( ese =  ve 0)',( =ea iCov  

varsayımlarına sahiptir. ia  ve e  karşılıklı olarak bağımsızdır. Burada varyans 

bileşenlerinin kümesi 22
1

2 ,...,, rsss e  dır. Hartley ve Rao (1967) ise varyans 

bileşenlerini H  matrisi cinsinden aşağıdaki gibi ifade etmiştir. Buna göre, 
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olmak üzere bağımlı değişken vektörünün varyans-kovaryans matrisi,  

 

 
åå

==

=+=+==
r

i
iiin

r

i
iiin HZZIZZIyVarV

1

2'2

1

2'2 )()( eee sgsss                      (2.9) 

 

şeklinde ifade edilir. Burada rii
i ,...,12

2

==
es

s
g  olup varyans bileşen oranları adını 

alır. Dolayısıyla y  bağımlı değişkenin ortalama vektörü bXyE =)(  ve varyans-

kovaryans matrisi HyVar 2)( es=  olmak üzere ),(~ 2 HXNy esb  dağılımına sahiptir 

(Searle ve ark., 1992). 

 

2. Uzun Süreli (Longitudinal) Model  
 
 Uzun süreli modeller genellikle uzun süreli verilerin analizinde kullanıldığı 

için bu adı almıştır (Diggle ve ark., 1996). Uzun süreli modellerde gözlemler, her bir 

gruba karşılık gelen bir rasgele etki (veya rasgele etkilerin bir vektörü) ile bağımsız 

gruplara bölünür. Uygulamada bu gruplar, uzun süreli çalışmalarda yer alan farklı 

bireylere karşılık gelebilir. Ayrıca rasgele etkilere ek olarak, her bir grubun içinde 

ilişki olabilir. (2.2) modelinde yer alan X  veya Z  (veya her ikisi) matrisleri bu 

modelde genellikle zamana bağlı değişkenlerden oluşur.  

Laird ve Ware (1982), genel uzun süreli modeli 



2. DOĞRUSAL KARMA MODEL                                                            Funda CAN 

10 

miZXy iiiii ,.....,1=++= eab              (2.10) 

 

olarak tanımlamışlardır. Burada )',...,( 1 iinii yyy =  1´in  boyutlu gözlemlerin vektörü, 

)',...,( 1 iinii xxX =  pni ´  boyutlu sabit etkilere ilişkin tasarım matrisi, )',...,( 1 pbbb =  

1´p  boyutlu sabit etkilere ilişkin parametreler vektörü, )',...,( 1 iinii zzZ =  qni ´  

boyutlu rasgele etkilere ilişkin tasarım matrisi, )',...,( 1 iqii aaa =  1´q  boyutlu rasgele 

etkilere ilişkin parametreler vektörü ve )',...,( 1 iinii eee =  1´in boyutlu rasgele 

hataların bir vektörüdür. ia  ile ie  bağımsız olup sırasıyla ),0(~ ii GNa  ve 

),0(~ ii RNe  dağılımlarına sahiptir. Burada å
=

=
m

i
inn

1
 dir. Belirtilen varsayımlar 

altında, m
iic

m
iid

m
iic

m
iic ZZXXyy 1111 }{,}{,}{,}{ ==== ==== aa  ve m

iic 1}{ == ee  olmak 

üzere (2.10) modeli (2.2) modelinin özel bir halidir (Bkz. Ek 1). Bu durumda y  

bağımlı değişken vektörü, )',(~ RZGZXNy +b  dağılımına sahiptir.  

 Uzun süreli model kapsamında rasgele kesen terimli model ve rasgele kesen 

terim ve eğimli model incelenebilir. (2.10) eşitliğinde yer alan ia  i_inci deneğe ait 

rasgele etkilere ilişkin parametre tek bir rasgele değişkenden oluşuyorsa rasgele 

kesen terimli model adını alır ve 

 

 iijiijij njXy ,...,1' =++= eab                                                      (2.11) 

 

şeklinde ifade edilir. Burada ia  ile ije  bağımsız olup sırasıyla ),0(~ 2
asa Ni  ve 

),0(~ 2se Nij  dağılımlarına sahiptir. (2.11) eşitliğine göre y  bağımlı değişkenin 

varyansı, 
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dır. ijy  ve iky  bağımlı değişkenleri arasındaki kovaryans ise 

 

 

2
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),(),(
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eaea

eabeab
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=

++=
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ii

ikiiji

ikiikijiijikij

Cov
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elde edilir.  

 Rasgele kesen terim ve eğimli model, rasgele kesen terimli modelin 

genişletilmiş halidir. Bu modelde yer alan rasgele etkilere ilişkin parametreler, 1ia  

i _inci deneğin birinci rasgele etkisi ve 2ia  i _inci deneğin tekrarlı ölçümlerinin 

alındığı zaman faktörü olmak üzere iki rasgele değişkenden oluşur ve (2.10) eşitliği, 

 

 iijijiiijij njtXy ,...,121
' =+++= eaab                                             (2.12) 

 

olarak ifade edilir. ijt  i _inci denekten alınan j _ inci bağımlı değişkene karşılık 

gelen zamanı gösterir. 1ia , 2ia  ile ie  bağımsız olup sırasıyla ),0(~ 111 GNia , 

),0(~ 222 GNia  ve ),0(~ 2se Nij  dağılımlarına sahiptir. (2.12) eşitliğine göre y  
bağımlı değişkenin varyansı, 

 

 
222

,
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2
2

211
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2211
2
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ssss

eaaaa

eaa

aaaa +++=

+++=

++=
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ijiijiiiji

ijijiiij

tt

VarVartCovtVar
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olarak elde edilir. ijy  ve iky  bağımlı değişkenleri arasındaki kovaryans ise 

 

 2
,,

2
221211

)()(),( aaaaaa ssss ikijikijikijikij ttttttyyCov +++++=  

dir. 
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3. Marjinal Model 
 
 Normallik varsayımı altında (2.10) ile verilen uzun süreli modelde 

iii Z eae +=*  olarak alındığında, 

 

 miXy iii ,...,1* =+= eb  

 

marjinal model elde edilir (West ve ark., 2007). Burada iiii RGZZV += '  olmak üzere, 

),0(~*
ii VNe  dağılımına sahiptir. Doğrusal karma modelde, G  ve iR  matrislerinin 

pozitif tanımlı olması gerekir. Marjinal modelde ise iV  matrisinin pozitif tanımlı 

olması yeterlidir. Belirtilen varsayımlar altında ),(~ '
iiiii RGZZXNy +b  dağılımına 

sahiptir. 

 

4. Hiyerarşik Model 
  

 Bayesian bakış açısına göre, doğrusal karma modeller üç aşamalı hiyerarşik 

bir yapıya sahiptir. İlk aşamada, rasgele etkiler verilmişken gözlemlerin dağılımı 

tanımlanır. İkinci aşamada, parametreler verilmişken rasgele etkilerin dağılımı 

tanımlanır. Son aşamada ise, parametreler için önsel dağılım varsayımı yapılır. 

Normallik varsayımı altında bu aşamalar belirlenebilir. Doğrusal karma model ile 

Bayesian hiyerarşik model arasındaki tek fark önsel dağılımdır (Jiang, 2007). 

 Hiyerarşik verilere; bitki, hayvan veya insanların büyüme eğrileri, farklı 

okullarda eğitim gören öğrencilerin sınav puanları vb. durumlar örnek gösterilebilir. 

Farklı okullarda eğitim gören öğrencilerin sınav puanları iki seviyeli veri yapısında 

olup hiyerarşik veri yapılarına genişletilebilir.  

 

Örneğin; 

 10 şehir 

         ®  Her şehirde 5 okul 
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  ®  Her okulda 2 sınıf 

       ®  Her sınıfta 5 öğrenci 

          ®  Her öğrenciden alınan iki farklı sınav puanı 

hiyerarşik veri yapısındadır.  
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3. DOĞRUSAL KARMA MODELLERDE PARAMETRE TAHMİNLERİ 
 

 Doğrusal regresyon modelinde sabit etkilere ilişkin parametreler vektörünün 

tahmini en küçük kareler (EKK) ve en çok olabilirlik (ML) yöntemleri ile elde 

edilebiliyordu. Doğrusal karma modele rasgele etki terimlerinin ilave edilmesi ile 

parametre tahminleri daha karmaşık bir hale gelir. Doğrusal regresyon modelinde b  

ve 2s  tahmin edilirken, doğrusal karma modelinde b  ve 2s  nin tahminlerine ek 

olarak a  ve varyansın bilinmediği durumlarda ise G  ve R  tahmin edilir. Rasgele 

etkiler, doğrusal karma modelinde rasgele değişkenlere karşılık geldiği için bu 

etkilerin tahminlerine ön tahmin, tahmin edicilerine ise ön tahmin edici adı verilir 

(McCulloch ve Searle, 2001). Rasgele etkilere ilişkin parametreler vektörünü ifade 

eden a  nın ön tahmininin elde edilmesinde en iyi ön tahmin edici (BP), en iyi 

doğrusal ön tahmin edici (BLP), en iyi doğrusal yansız ön tahmin edici (BLUP)1 ve 

Henderson (1953) tarafından geliştirilen karma model eşitliklerinden elde edilen 

tahmin ediciler gibi çeşitli ön tahmin ediciler kullanılır. 

 

3.1. En İyi Ön Tahmin Edici (BP) 
 

 a  verildiğinde y  rasgele değişken vektörünün çok değişkenli koşullu normal 

dağılımı (2.7) eşitliği yardımıyla,  
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ab

aaaaaa

GCX
EVaryCovyEyE

 

ve ZGC =' iken, 

 

 ab
abaa

ZX
ZGGXyE

+=
+== -1

1)(
                                                                     (3.1)                                                             

           

                                                           
1 BLUP da a ve b  birlikte tahmin edilir. 



3. DOĞRUSAL KARMA MODELLERDE PARAMETRE TAHMİNLERİ            
                                                                                                                   Funda CAN 

16 
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bulunur (Bkz. Ek 2). 'GZC =  olmak üzere, 

 

 [ ]'
]'[)( 1

1

ZGZV
GZZGGVyVar

-=
-== -aa

                                                               (3.2) 

 

elde edilir. (2.5) eşitliği dikkate alınırsa, 

 

 RyVar == )( 1aa  

 

şeklinde elde edilir. Dolayısıyla a  verildiğinde y  rasgele değişken vektörünün 

koşullu dağılımı ),(~ RZXNy aba +  olarak bulunur. a  ve y  rasgele 

değişkenlerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu )()(),( aaa fyfyf =  olmak 

üzere, 
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                                                       (3.3)        

 

elde edilir (Bkz. Ek 3).  

 ),( ayf , a  ve y  rasgele vektörlerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu ve 

a  nın ön tahmin edicisi a~  olmak üzere ön tahminin hata kareler ortalaması, 
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 òò -=- aaaaaa dydyfE ),()~()~( 22                                                         (3.4) 

 

dır. Hata kareler ortalamasını en küçük yapan değere en iyi ön tahmin edici adı 

verilir. Burada bahsedilen "en iyi" ifadesi varyansın en küçük olması anlamında 

değil, hata kareler ortalamasının en küçük olması anlamına gelir. Varyans sabit bir 

değere göre değişimi ifade eder. a  ise sabit bir değer olmadığı için (3.4) eşitliğinde 

yer alan ifade a~  nın varyansı değildir. Bu nedenle sabit etkilere ilişkin parametreler 

vektörünün tahmininde en küçük varyans kriteri kullanılırken, rasgele etkilere ilişkin 

parametreler vektörünün ön tahmini için en küçük hata kareler ortalaması kullanılır. 

Dolayısıyla (3.4) eşitliğini en küçük yapacak a~  nın en iyi ön tahmin edicisi, 

 

 )()/(~ 1 baa XyCVyE -== -                                                                       (3.5) 

 

olarak elde edilir. Burada )/( yE a , y  verildiğinde a  nın koşullu beklenen değeridir 

(Bkz. Ek 2). y  verildiğinde a  nın varyansı ise, 

 

 ')/( 1CCVGyVar --=a  

 

olarak bulunur (McCulloch ve Searle, 2001). 

 (3.5) eşitliğinin hata kareler ortalamasını en küçük yaptığı aşağıdaki gibi 

gösterilebilir. )/(0 yE aa =  olsun. )~()'~()~( 2 aaaaaa --=- EE  ifadesine 0a  

teriminin eklenip çıkartılması ile, 
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elde edilir. Burada amaç )~()'~( aaaa --E  yı en küçük yapan a~  değerini bulmaktır. 

(3.6) eşitliğinde yer alan 3. terim a~  yı içermediği için göz ardı edilebilir. 2. terim ise 

)/(0 yE aa a= olduğu için, 

 

 
0)}()'~{(
)]}/([)'~{(

]}/)()'~[({)()'~(

000

00

0000

=--=

--=

--=--

aaaa

aaaa

aaaaaaaa

a

a

y

y

y

E
yEE

yEEE

 

 

bulunur. Böylece (3.6) eşitliği, 

 

 aaaaaaaaa ~)'~()'~()~()'~( 00 +--=-- EE  dan bağımsız terim 

 

şeklinde gösterilir. Burada )~()'~( aaaa --E  ifadesi negatif olamayacağı için en 

küçük değeri sıfır olur. Dolayısıyla 0
~ aa =  eşitliğinden en iyi ön tahmin edici, 

)/(~ yE aa = , elde edilir. 

 En iyi ön tahmin edicinin özelliklerinden biri de, y  rasgele vektörüne göre 

yansız olmasıdır. ),( ayf , y  ve a  nın ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu; 

)/( yf a , y  verildiğinde a  nın olasılık yoğunluk fonksiyonu; aE  ve aV , 

a dağılımına ait sırasıyla beklenen değer ve varyans olmak üzere, 
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dır. Buna göre yE , y  rasgele vektörüne göre beklenen değeri göstermek üzere en iyi 

ön tahmin edicinin beklenen değeri, 

 

 )()]/([)~( / aaa a EyEEE yyy ==                  

 

şeklinde ifade edilir. Burada bahsedilen yansızlık ifadesi literatürde var olan 

parametre tahmininin yansızlığı tanımından farklıdır. Sabit etkilere ilişkin 

parametreler vektörü b  nın yansız bir tahmin edicisi olabilmesi için 0)ˆ( =- bbE  

olmalıdır. Burada b  değeri sabit olduğu için bb =)ˆ(E  dır. Rasgele etkilere ilişkin 

parametreler vektörü a  nın yansız ön tahmin edicisi ise ön tahmin edici değeri ile 

gerçek değer arasındaki farkın beklenen değerinin sıfıra eşit olması olarak tanımlanır. 

Bu durum 0)~( =- aaE  şeklinde gösterilir. Burada a  rasgele vektör olduğu için 

)()~( aa EE =  olarak ifade edilir.  

 Ön tahmin edicinin diğer bir özelliği ise, ön tahmin hatası olan )~( aa -  nın 

varyansının, y  verildiğinde a  nın varyansının beklenen değerine eşit olmasıdır. Bu 

durumda, 

 

 )]/([)~( yVarEVar y aaa =-                  (3.7) 

 

dır. Ayrıca, 

 

 )~()',~( aaa VarCov =  ve )',()',~( yCovyCov aa =                                      (3.8) 

 

elde edilir. )]/([)]/([)( ygEVarygVarEgVar yy +=  eşitliği yardımıyla (3.7) eşitliği 

bulunur (Bkz. Ek 4). Burada aa -= ~g  olarak alınırsa, 

 

 
)]/()/~([]}/)~[({

]}/)~[({]}/)~[({)~(
yEyEVaryVarE

yEVaryVarEVar

yy

yy

aaaa

aaaaaa

-+-=

-+-=-
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elde edilir. )/(~)/~( yEyE aaa ==  eşitliğinden yararlanarak, 

 

 

'

]'[

)]/([
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bulunur. (3.8) eşitliğinde verilen ifadeler ise, 

 

  )]/(),/([)]/,/([),( yhEygECovyhygCovEhgCov yy +=   

 

eşitliği (Bkz. Ek 4) yardımıyla elde edilir. Burada a~=g  ve 'a=h  iken, 

 

 )]/'(),/~([)]/',/~([)',~( yEyECovyyCovECov yy aaaaaa +=  

 

şeklindedir. Eşitlikte verilen ilk terim, )/( ya  ile beklenen değeri aa ~)/( =yE  

arasındaki kovaryans olduğundan sıfıra eşittir. Bu durumda, 
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elde edilir. (3.8) eşitliğinde verilen ikinci ifade ise, 

 

 )]/'(),/([)]/',/([)',( yyEyECovyyyCovEyCov yy aaa +=  

 

şeklinde bulunur (Bkz. Ek 4). Eşitlikte verilen ilk terim, )/( ya  ile sabit olan yy /'  

arasındaki kovaryans olduğundan sıfıra eşittir. Buna göre, 

 

  )',~()]/'(),/([)',( yCovyyEyECovyCov yy aaa ==  

 

elde edilir (Searle ve ark., 1992).  

 

3.2. En İyi Doğrusal Ön Tahmin Edici (BLP) 
 

 En iyi ön tahmin edicinin y  ye göre doğrusal olması zorunlu değildir. a  nın 

en iyi ön tahmin edicisini elde etmek için, a  nın ön tahmin edicisi a~  nın, y  nin 

doğrusal bir fonksiyonu olduğu varsayılır. a  1´q  boyutlu bir vektör, B  ise nq ´  

boyutlu bir matris olmak üzere, 

 

 Bya +=a~                     (3.9) 

 

olsun. En iyi doğrusal ön tahmin ediciyi belirlemek için, )~()'~( aaaa --E  ifadesini 

en küçük yapan a  vektörü ve B  matrisi bulunur. En küçük değeri elde etmek için 

hata kareler ortalamasının, sırasıyla a  vektörü ve B  matrisine göre türevi alınıp 

sıfıra eşitlenir.  

(3.9) eşitliği )~()'~( aaaa --= Eq  ifadesinde yerine yazılırsa, 

 

 )()'( aa -+-+= ByaByaEq  
 

elde edilir. Bu durumda, 
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)'()'()''()''()('2)('2'
)]()'[()('2)('2'

)]()'[()('2)'(
)]()'()('2'[

)()'(

aaaaa
aaa

aaa
aaa

aa

EByEByEByByEEayBEaaa
ByByEEayBEaaa

ByByEByEaaaE
ByByByaaaE

ByaByaEq

+--+-+=
--+-+=

--+-+=
--+-+=

-+-+=

 

                                                                                                                               (3.10) 

 

şeklindedir. VyVar =)(  ve yyE m=)(  olmak üzere Ek 5 ten, 

 

 yy BBBVBtrByByE mm ')'()''( '+=                                                             (3.11) 

 

olarak bulunur. amaa === )(,')',( ECGZyCov  ve yyE m=)(  olmak üzere (3.10) 

eşitliğinde verilen diğer karesel formlar Ek 5 yardımıyla, 

  

 aa mmmma ')''(')'()''( '' BGZBtrBCBtrByE yy +=+=                             (3.12) 

 

 yy BBZGtrBBCtrByE mmmma aa
'' )()'()'( +=+=                                      (3.13) 

 

 aa mmaa ')()'( += GtrE                                                                             (3.14) 

 

olarak bulunur. (3.12), (3.13) ve (3.14) eşitlikleri (3.10) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

 

 
aaa

aa

mmmm

mmmmmm
''

''

)()(

')''(')'('2'2'

++--

--++-+=

GtrBBZGtr

BGZBtrBBBVBtraBaaaq

y

yyyy  

 

elde edilir. Bu ifadenin a  vektörüne göre türevi alınıp sıfıra eşitlenirse, 

 

 0222 =-+=
¶
¶

amm yBa
a
q  
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 yBa mma -=                                                                                            (3.15) 

 

ve B  matrisine göre türevi alınıp sıfıra eşitlenirse, 

 

 0'''')''(2'2 =----+++=
¶
¶

yyyyyyy GZGZBBVa
B
q

mmmmmmmmm aa         (3.16) 

 

elde edilir (Bkz. Ek 6). (3.15) eşitliğinde yer alan ifade (3.16) eşitliğinde yerine 

yazılırsa, 

 

 
1'0'22

0'''')''(2')(2

-=Þ=-=
¶
¶

=----+++-=
¶
¶

VGZBGZBV
B
q

GZGZBBVB
B
q

yyyyyyyy mmmmmmmmmmm aaa

                   (3.17) 

 

bulunur. (3.15) ve (3.17) de elde edilen a  vektörü ve B  matrisi kullanılarak en iyi 

doğrusal ön tahmin edici, 

 

 )(''~ 11
yy yVGZyVGZBBya mmmma aa -+=+-=+= --  

 

şeklindedir. 'GZC =  olmak üzere, 

 

 )(~ 1
yyCV mma a -+= -                                                                             (3.18) 

 

olarak verilir. Dikkat edilirse (3.18) ile bulunan ifade 0=am  ve bm Xy =  iken (3.5) 

te verilen en iyi ön tahmin ediciye eşittir. Buna göre en iyi doğrusal ön tahmin 

edicinin beklenen değeri, 
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a

a

a

a

m
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])([

)]([)~(

1

1

1
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y

y

CV

yECV

yCVEE

                                                                 (3.19) 

 

dır. Burada )~()( ama a EE ==  olduğu için en iyi doğrusal ön tahmin edici yansız bir 

ön tahmin edicidir. a~  nın varyansı ise, 

 

 

'
')(

)]([

)]([)~(

1

11

1

1

CCV
CVyVarCV

yCVVar

yCVVarVar

y

y

-

--

-

-

=
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-=

-+=

m

mma a

                                                           (3.20) 

 

olarak elde edilir (Searle ve ark., 1992). 

 

3.3. En İyi Doğrusal Yansız Ön Tahmin Edici (BLUP) 
 

 Rasgele modellerde en iyi ön tahmin edici ve en iyi doğrusal ön tahmin edici 

ile rasgele etkiye sahip değişkenlerin tahmini yapılır. Hem sabit hem de rasgele 

etkilerin tahminini birlikte elde edebilmek amacıyla en iyi doğrusal yansız ön tahmin 

edici geliştirilmiştir. (2.2) de verilen doğrusal karma model için Henderson (1984) ve 

Searle ve ark. (1992), 0)( =aE  iken b  ve a  yı birlikte içeren rasgele vektörü,  

 

 ab += 'Lw                   (3.21) 

 

olarak ifade etmiştir. Burada 'L  pq ´  boyutlu bilinen herhangi bir matris, b'L  

tahmin edilebilir bir fonksiyondur. Rasgele ve sabit etkilerin her ikisini içeren w  
rasgele değişkeni için elde edilen tahmine ön tahmin edici denir. w~  ön tahmin edici 

olmak üzere aşağıda verilen özellikleri sağlar.  
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1) En iyi: Hata kareler ortalaması )~()'~( wwwwE --  yı en küçük yapan değerdir. 

2) Doğrusal: Byaw +=~  ifadesi y ’nin doğrusal bir fonksiyonudur. 

3) Yansızlık: )()~( wEwE =  iken w~  yansızdır.  

 

En iyi, doğrusal ve yansız ön tahmin edici w~  elde edilmek istensin. w  rasgele 

değişkeninin beklenen değeri (3.21) eşitliği yardımıyla, 

 

bab ')'()( LLEwE =+=                                                                          (3.22) 

 

elde edilir. Dolayısıyla w  ve y  nin dağılımı, 

 

 
þ
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olmak üzere ön tahmin edici w~  nın beklenen değeri ise, 

 

 bBXaByaEwE +=+= )()~(               (3.23) 

 

dır. w~  nın yansız bir ön tahmin edici olması )()~( wEwE =  eşitliğinin sağlanması ile 

mümkündür. Dolayısıyla (3.22) ve (3.23) eşitliklerinden, 

 

 bb BXaL +='                                                                                         (3.24) 

 

elde edilir. (3.24) de 0=a  iken BXL ='  dir. Bu durumda ön tahmin edici ise Byw =~  

olarak ifade edilir. Dolayısıyla, 

 

 b  yansızdır 'LBX =Û  
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dır. 'LBX =  kısıtını sağlayan ve )~()'~( wwwwE --  ifadesini en küçük yapan w~  

değeri w  nın en iyi doğrusal yansız ön tahmin edicisidir. Bu durumda, 

 

 
BCGBVB

yBCovVarByBVarLByVar
wwwwEwwVar

2'
)',(2)(')()'(

)~()'~()~(

-+=
-+=--

--=-
aaab  

 

fonksiyonunu 'LBX =  kısıtı altında en küçük yapan değeri bulmak için Lagrange 

çarpanı m  kullanılarak, 

 

 )''('22'),( LBXmBCGBVBmBf -+-+=              (3.25) 

 

yardımcı fonksiyonu yazılır. (3.25) eşitliğinin sırasıyla B ve m ’ye türevi alınıp sıfıra 

eşitlenir. Böylece )~()'~( wwwwE --  ifadesini en küçük yapan B  ve m  değerleri 

belirlenir.  

 

 02''2),(022'2),(
=-=

¶
¶

=+-=
¶

¶ LBX
m

mBfXmCVB
B

mBf  

 

 
XmVCVB

LBXXmCVB
11'

'''
-- -=

=-=
 

 

XmVCVB 11' -- -= , LBX =''  eşitliğinde yerine yazılırsa, 

 

 LXmVXCVX =- -- 11 ''  

 

ve )'( 1 XVX -  in tersinin olduğu (nonsingular) varsayımı altında, 

 

 LXVXCVXXVXm 11111 )'()'()'( ----- -=               (3.26) 
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bulunur. )'( 1 XVX -
 ifadesinin tersinin olmadığı (singular) durumlarda Searle ve ark. 

(1992) m  çarpanını, LXVXCVXXVXm ----- -= )'()'()'( 111  şeklinde göstermiştir. 

m  çarpanı XmVCVB 11' -- -=  ifadesinde yerine yerleştirildiğinde, 

 

 LXVXXVCVXXVXXVCVB -------- +-= )'(')'(' 111111                       (3.27) 

 

elde edilir. En iyi doğrusal yansız ön tahmin edici Byw =~ , 

 

 
yVXXVXLyVXXVXXyCV

yVXXVXLyVXXVXXCVyCVw
11111

111111

')'(']')'([
')'('')'(~

-------

--------

+-=

+-=
            (3.28) 

 

olarak bulunur. bX  nın genelleştirilmiş en küçük kareler yöntemi ile bulunan en iyi 

doğrusal yansız tahmin edicisi, 

 

 yVXXVXXX 11 ')'(ˆ ---=b                                                                       (3.29) 

 

şeklinde ifade edilir. Bu durumda (3.28) de verilen en iyi doğrusal ön tahmin edici, 

 

 )ˆ('ˆ'~ 1 bb XyVCLw -+= -                                                                          (3.30) 

 

elde edilir. Burada yVXXVX 11 ')'(ˆ ---=b  ve )ˆ(~ 1 ba XyCV -= -  dır. 

 w  nın ön tahmin edicisi w~  iki bölümden oluşur. İlk kısım b'L  nın en iyi 

doğrusal yansız tahmin edicisi b̂'L  dan ikinci kısım ise 0)( =aE  iken bX  yerine 

b̂X  alınarak bulunan a  nın en iyi doğrusal ön tahmin edicisi )ˆ(' 1 bXyVC --  dan 

oluşur.  

 )~(wVar  nın elde edilmesini sağlayan bazı varyans-kovaryans eşitlikleri 

aşağıda verilmiştir: 
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)~(aVar yı elde etmek için y  ve b̂X  arasındaki kovaryans bulunmalıdır. Dolayısıyla, 
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dır. Bu ifade )~(aVar  eşitliğinde yerine yazılırsa,  
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elde edilir. Buna göre 1111 ')'( ----- -= VXXVXXVVP  nn ´  boyutlu simetrik 

matris ve 'GZC =  olmak üzere, 

 

 
PZGGZ

ZGVXXVXXIVGZVar
'

]')'([')~( 1111

=
-= ----a                                                (3.32) 

 

bulunur.
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                 (3.33) 

 

(3.31), (3.32) ve (3.33) eşitlikleri yardımıyla,   

                                                                                                         

'')'(')'('
)'~,ˆ'(2)~()ˆ'(

)~ˆ'()~(

11111 CVXXVXXCVCCVLXVXL
LCovVarLVar

LVarwVar

------- -+=

++=

+=

abab

ab

                

 (3.34) 

 

şeklinde elde edilir. 
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                                        (3.37) 

 

 )'~,()',~()()~()~( wwCovwwCovwVarwVarwwVar --+=-  

 

Bu ifadede )~(wVar , (3.34) eşitliğinde verilmişti. )(wVar  ve )',~( wwCov  terimleri ise 

sırasıyla, 

 

 GVarLVarwVar ==+= )()'()( aab  
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bulunur. Yukarıda elde edilen eşitliklerin )~( wwVar -  da yerine yazılmasıyla, 
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olur. (3.31), (3.36) ve (3.37) nin yerine yazılması ile 
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elde edilir. 
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3.4. Henderson ın Karma Model Eşitlikleri 
  

Henderson ve ark. (1959), en iyi doğrusal yansız tahmin edici BLUE )( bX  ve 

en iyi doğrusal ön tahmin edicisi BLUP )(a  yı eşanlı olarak veren bir denklem 

sistemi geliştirmiştir. Normallik varsayımı altında Ek 2 den 

),(~)/( RZXNyf aba +  bulunur. Bu durumda a  ve y  nın ortak olasılık yoğunluk 

fonksiyonu (3.3) eşitliğine denk olur. Henderson ve ark. (1959), (3.3) eşitliğini 

olabilirlik fonksiyonu olarak tanımlamıştır. Dolayısıyla bu fonksiyonu en büyük 

yapan parametre tahminlerinin bulunması için önce fonksiyonun logaritmasının 

alınması gerekir. 
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                   (3.38) 

Daha sonra ise b  ve a  vektörlerine göre türevini alınıp sıfıra eşitlenir. 
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 yRXZRXXRX 111 ''' --- =+ ab                                               (3.39) 

 

 
0])(

)''('2'2[
2
1),(ln

11

1111

=++

+++--=
¶

¶

--

----

a

ab
a

a

GG

ZRZZRZXRZyRZyf
    

 



3. DOĞRUSAL KARMA MODELLERDE PARAMETRE TAHMİNLERİ            
                                                                                                                   Funda CAN 

32 

 yRZGZRZXRZ 1111 ''' ---- +=+ aab                                              (3.40) 

 

(3.39) ve (3.40) eşitliklerinin matris gösterimi b  ve a  yerine tahmin edicileri b̂  ve 

a~  nın yazılması ile, 
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é
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---

--

yRZ
yRX

GZRZXRZ
ZRXXRX

1

1

111

11

'
'

~
ˆ

''
''

a
b             (3.41) 

 

olarak ifade edilir. Elde edilen bu eşitliklere Henderson ın karma model eşitlikleri adı 

verilir.  

(3.41) nin ikinci eşitliğinde yer alan a~  değeri çekilerek (3.39) eşitliğinde 

yerine yazılırsa, 

 

 yRXXyRZGZRZZRXXRX 1111111 ')ˆ(')'('ˆ' ------- =-++ bb               

 

şeklinde elde edilir. Gerekli düzenlemelerden sonra,  

 

yRZGZRZZRRXXRZGZRZZRRX 111111111111 ')'('ˆ')'(' ------------ +-=+- b    (3.42) 

                                                  

olur (Bkz. Ek 7). y  bağımlı değişken vektörünün varyansı RZGZV += '  nın Schur 

Tümleyeni yöntemine göre tersi alınırsa, 

 

 11111111 ')'()'( -------- +-=+= RZGZRZZRRRZGZV              (3.43) 

 

bulunur. Bu durumda (3.42) dan, b̂  sabit etkilere ilişkin parametreler vektörü, 

 

 yVXXVX 111 ')'(ˆ ---=b                 (3.44) 
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elde edilir (Searle ve ark., 1992). Burada )'( 1 XVX -  ifadesi singüler olmayan bir 

yapıya sahiptir. (3.44) eşitliğine göre b̂ , b  nın genelleştirilmiş en iyi tahmin 

edicisine (BLUE) eşittir.  

 (3.41) in ikinci eşitliğine göre a  nın en iyi ön tahmin edicisi, 

 

 )ˆ(')'(~ 1111 ba XyRZGZRZ -+= ----               (3.45) 

 

olarak bulunur. Schur Tümleyeni yöntemine göre 111 )'( --- + GZRZ  ifadesi, 

 

 ZGVGZGZGZGZRGZGGZRZ 11111 ')'(')'( ----- -=+-=+           (3.46) 

 

olmak üzere (3.46) eşitliği (3.45) da yerine yazılırsa, 

 

 )ˆ('')ˆ('~ 111 bba XyRZGZVGZXyRGZ ---= ---  

 

elde edilir. Burada (2.5) eşitliğine göre RVZGZ -='  olduğu için, 

 

 

)ˆ('

)ˆ(')ˆ(')ˆ('

)ˆ()(')ˆ('~

1

11111

111

b

bbb

bba

XyVGZ

XyRRVGZXyVRVGZXyRGZ

XyRRVVGZXyRGZ

-=

-+---=

----=

-

-----

---

 

 

şeklinde elde edilir. (2.6) da verilen 'GZC =  eşitliği yerine yazılırsa, 

 

 )ˆ(~ 1 ba XyCV -= -                 (3.47) 

 

bulunur. (3.44) eşitliği dikkate alındığında, 
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yVXXVXXVVC

yVXXVXXICV
yVXXVXXyCV

]')'([
]')'([

]')'([~

11111

1111

1111

-----

----

----

-=

-=

-=a

             (3.48) 

 

olarak ifade edilir.  

 Bölüm 4.3 te a  nın en iyi doğrusal ön tahmin edicisi )ˆ(~ 1 ba XyCV -= -  

şeklinde elde edilmişti. Burada a~ , hata kareler ortalamasını en küçük yapan değer, 

y  bağımlı değişken vektörünün doğrusal bir fonksiyonu ve ön tahmin değeri ile 

gerçek değer arasındaki farkın beklenen değerinin sıfır olması gibi özellikleri 

sağladığı için en iyi doğrusal yansız ön tahmin edicidir (Searle ve ark., 1992). 

 Henderson ve ark. (1959), (3.41) de verilen b̂  değerinin genelleştirilmiş en 

küçük kareler çözümüne ve Henderson (1973) ise a~  değerinin (3.47) de verilen ön 

tahmin ediciye eşit olduğunu ispatlamıştır (Bkz. Ek 8). 
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4. VARYANS BİLEŞENLERİNİN TAHMİNİ 
 

 Doğrusal karma modellerde rasgele etkilere karşılık gelen parametrelerin ön 

tahmin edicisi a~  ile sabit etkilere karşılık gelen parametrelerin tahmin edicisi b̂  nın 

elde edilebilmesi için bağımlı değişken vektörü y  nin varyans-kovaryans matrisi V  

nin bilinmesi gerekir. V  bilinmiyor ise, RZGZV += '  eşitliğindeki a  nın varyansı 

G  ve hata varyansı R  nin tahmin edilmesi gerekir. V  yi oluşturan bu iki matrisin 

tahminine varyans bileşenlerinin tahmini denir. 

 Doğrusal karma modellerde varyans bileşenlerinin tahmini için en sık 

kullanılan yöntemler, en çok olabilirlik (ML) ve kısıtlı en çok olabilirlik (REML) dir. 

Her iki yöntem de büyük örneklem özelliklerine sahip olup normallik varsayımını 

sağlar. 

 Bu bölümde, (2.8) de verilen varyans bileşenleri modeli için, en çok 

olabilirlik yöntemi ile tahmin edilecek parametreler b , 2
es  ve ri ,...,1=  için 2

is  iken 

kısıtlı en çok olabilirlik yöntemi ile tahmin edilecek parametreler ise 2
es  ve ri ,...,1=  

için 2
is  dir.  

 

4.1. En Çok Olabilirlik (ML) Yöntemi 
 
 En çok olabilirlik yöntemi, Hartley ve Rao (1967) tarafından önerilmiştir. En 

çok olabilirlik yönteminin uygulanabilmesi için X  ve ri ,...,1=  iken iZ  tasarım 

matrislerinin tam ranklı, pXrank =)(  ve ii qZrank =)( , olduğu ve verilerin çok 

değişkenli normal dağılıma sahip olduğu varsayılır. Genellikle varyans analizinde 

her bir bağımlı değişken vektörü y , i_inci rasgele etkinin bir düzeyi ile ilişkilidir. Bu 

yüzden iZ  tasarım matrisinin her satırının bir elemanı 1, diğer 1-iq  elemanı 0 

değerini alır. Dolayısıyla Hartley ve Rao (1967), ii ZZ '  nin ii qq ´  boyutlu köşegen bir 

matris formunda olduğunu belirtmiştir.  
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 nq == 00 ,ea  ve nIZ =0  olmak üzere (2.8) eşitliği, 

 

 å
=

+=
r

i
iiZXy

0
ab                    (4.1) 

 

olarak ifade edilir. Burada i"  için 0)( =iE a , 
iqii IVar 2)( sa =  ve hi ¹  için 

0),( ' =hiCov aa  dır. e  hata terimi ise nIVarE 2)(,0)( esee ==  ve 0)',( =ea iCov  

olarak tanımlanır. Buna göre 1́ny  bağımlı değişken vektörünün ortalama vektörü 

bX  ve varyans-kovaryans matrisi åå
==

=+=
r

i
iii

r

i
niii ZZIZZV

0

2'

1

22' sss e  olarak elde 

edilir. Normallik varsayımı altında, 

 

 

)()(
2
1

2/12/

1'

)2(
1)(

bb

p

XyVXy

n
e

V
yf

--- -

=                 (4.2) 

 

olarak tanımlanan (4.2) eşitliği, b  sabit etkilere ilişkin parametreler vektörü ile V  

varyans bileşenleri matrisinin parametrelerinin bir fonksiyonu olarak düşünülebilir. 

  

 
)()'(

2
1

2/12/

1

)2(
1)/,(

bb

p
b

XyVXy

n
e

V
yVLL

--- -

==                (4.3) 

 

(4.3) de verilen L  fonksiyonunu maksimize edebilmek için, bu fonksiyonun 

logaritması alındıktan sonra },...,1,0,00;:),{( 222 rive ii =³>¥<<-¥=W ssbsb e  

da verilen parametrelere göre türevi alınıp sıfıra eşitlenir. 

 

 )()'(
2
1ln

2
1)2ln(

2
)/,(ln 1 bbpb XyVXyVnyVL -----= -               (4.4) 
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Böylece (4.4) de verilen log-olabilirlik fonksiyonunun b  ya göre türevi Ek 6 nın (a) 

ve (b) özelliğinden, 

 

0'')/,(ln 11 =+-=
¶

¶ -- b
b
b XVXyVXyVL                  (4.5) 

 

bulunur. )/,(ln yVL b  fonksiyonunun rii ,...,1,02 =s  ye göre türevini almak için 

önce V  varyans-kovaryans matrisinin 2
is  ye göre türevi alınır. 

 

 riZZV
ii

i

,...,1,0'
2 ==

¶
¶
s

                     (4.6) 

 

Buna göre (4.4) eşitliğinin rii ,...,1,02 =s  ye göre türevi Ek 6 nın (d) özelliğinden, 

 

 0)()'(
2
1)(

2
1)/,(ln 1'1'1

2 =--+-=
¶

¶ --- bb
s
b XyVZZVXyZZVtryVL

iiii
i

     (4.7) 

 

elde edilir. (4.5) ve (4.7) eşitliklerinden elde edilen en çok olabilirlik eşitlikleri 

sırasıyla, 

 

 0ˆˆ'ˆ' 11 =- -- bXVXyVX                  (4.8) 

 

 riXyVZZVXyZZVtr iiii ,...,1,00)ˆ(ˆˆ)'ˆ()ˆ( 1'1'1 ==--- --- bb             (4.9) 

 
şeklinde olur. (4.9) eşitliğini daha basit bir formda ifade etmek için P  nn´  boyutlu 

simetrik matrisine gerek duyulur ve aşağıdaki gibi ifade edilir: 

 

 1111 ')'( ----- -= VXXVXXVVP               (4.10) 
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(4.8) eşitliği dikkate alındığında (4.10) eşitliği, 

 

 yPXyV ˆ)ˆ(ˆ 1 =-- b                 (4.11) 

 
olarak elde edilir. Böylece (4.8) ve (4.9) da verilen en çok olabilirlik denklemleri, 

 

 yVXXVX 11 ˆ'ˆˆ' -- =b                  (4.12) 

 

ve )ˆ( '1
ii ZZVtr -  ifadesi 1)1( ´+r  boyutlu bir sütun vektör olmak üzere Ek 1 deki 

gösterimlerin kullanılması ile, 

 

 r
iiic

r
iiic yPZZPyZZVtr 0

'
0

'1 }ˆˆ'{)}ˆ({ ==
- =                 (4.13) 

 

elde edilir. (4.13) eşitliğinde verilen 1ˆ -V  ifadesi, varyans bileşenlerine göre doğrusal 

olmadığı için çözümü zordur. Bu nedenle (4.13) eşitliğine ilişkin tahminleri elde 

etmek için iteratif yöntemler uygulanır. Ancak bu yöntemler kullanılırken bir veya 

birden fazla parametre değeri negatif çıkabilmektedir. Varyans bileşenlerinin negatif 

tahmin problemini ortadan kaldırabilmek amacıyla Thompson (1962) bir algoritma 

geliştirmiştir. Bu algoritmaya göre negatif varyans değerine sahip rasgele etkilere 

ilişkin parametre modelden çıkarılır. İndirgenmiş model üzerinden tekrar tahmin 

yapılır. Ancak yeni varyans bileşenlerinin tahmini kontrol edilmelidir. Negatif 

varyans değerine sahip tahminler için prosedür tekrarlanır.  

 

4.1.1. Hartley- Rao Formu 
 
 Hartley ve Rao (1967) olabilirlik fonksiyonunu H  matrisi cinsinden ifade 

etmiştir. Buna göre (2.9) eşitliğine göre 1-V  matrisi,  

 

 211 / es-- = HV                  (4.14) 
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dır. Hartley-Rao (1967) formu kullanılarak tahmin edilecek parametreler b , 2
es  ve 

ri ,...,1,0=  için ig  dir.  

0=i  olmak üzere 22
0 ess =  ve IZ =0  varsayımı altında (4.13) eşitliği, 

 

 yPyVtr 21 ˆ')ˆ( =-                 (4.15) 

 
olarak ifade edilir. (4.11) eşitliği (4.15) te yerine yazılırsa, 

 

 )ˆ(ˆ)'ˆ()ˆ( 21 bb XyVXyVtr --= --               (4.16) 

 

bulunur. (4.14) eşitliğinde verilen 1-V  ifadesi (4.16) da yerine yazılıp gerekli 

düzenlemeler yazılırsa, 

 

 221 ˆ/)ˆ(ˆ)'ˆ()ˆ( esbb XyHXyHtr --= --              (4.17) 

 

elde edilir. Böylece (4.17) eşitliğinden 2
es  nin tahmini,  

 

 
)ˆ(

)ˆ(ˆ)'ˆ(ˆ
1

2
2

-

- --
=

Htr
XyHXy bb

s e                (4.18) 

 

olur.  

0=i  dan farklı olduğu durumlar için, (4.13) eşitliğinin her iki tarafı 2ˆ is  

ifadesi ile çarpılır ve tüm i  değerleri için toplanırsa, 

 

å å
= =

- =
r

i

r

i
iiiiii yPZZPyZZVtr

1 1

2'2'1 ˆ)ˆ(ˆ')ˆˆ( ss                  (4.19) 
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elde edilir. (4.11), (4.14) eşitliği ve å
=

-=-=
r

i
iii IHIVZZ

1

222' )( ee sss  ifadesi 

yardımıyla (4.19) eşitliği, 

 

 )ˆ(ˆˆ)ˆ(ˆ)'ˆ(]ˆ)ˆ(ˆˆ[ 211221 bsbss eee XyHIHHXyIHHtr ---=- -----                (4.20) 

 

olarak bulunur. (4.20) eşitliği yeniden düzenlenirse, 
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1

2
2112

Htr
XyHXyHtrXyHXyn bb

sbbs ee     (4.21) 

olarak elde edilir.  

(4.18) eşitliğinde verilen 2ˆ es  ifadesi (4.21) eşitliğinde yerine yazılırsa, bu 
eşitliğin sağ tarafında yer alan ifade sıfıra eşit olur. Buna göre, 

 

 
n

XyHXy
Htr
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2 bbbb

s e
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           (4.22) 

 

şeklinde bulunur. Bu durumda Hartley ve Rao (1967) ya göre en çok olabilirlik 

denklemleri, 

 

 yVXXVX 11 ˆ'ˆˆ' -- =b                 (4.23) 

 

0=i  için 

 

 nXyHXy /)ˆ(ˆ)'ˆ(ˆ 12 bbs e --= -               (4.24) 

 

ve ri ,...1=  için  
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 r
iiic

r
iiic XyHZZHXyZZHtr 1

21'1
1

'1 }ˆ/)ˆ(ˆˆ)'ˆ({)}ˆ({ =
--

=
- --= esbb           (4.25) 

 

olarak bulunur. Ancak bu tahmin edicilerin en çok olabilirlik tahmin edicisi olması 

için Hessian2 matrisinin negatif tanımlı bir matris olması ve (4.4) eşitliği için verilen 

parametre kümesini sağlaması gerekir. Buna göre (4.4) eşitliğinin b  ve 2
is  

parametrelerine göre ikinci dereceden türevi Ek 6 dan, 

 

 XVXl 1
2

'
'
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¶¶
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bb

                 (4.26)
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 )(' 1'1
2

2

b
sb

XyVZZVXl
ii

i

--=
¶¶

¶ --               (4.28) 

 

olarak elde edilir. Buna göre Hessian matrisi, H,  
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(4.29) 

olur. 
 

                                                           

2  nn
ji xx

f
x

f
´¶¶

¶
=

¶
¶ )(

2

2

2

 olarak tanımlı matris fonksiyonuna f  fonksiyonunun Hessian matrisi denir. 
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4.1.2. En Çok Olabilirlik Tahmin Edicilerinin Asimptotik Varyans-Kovaryans               
Matrisleri 

 
 En çok olabilirlik yöntemi büyük örneklem özelliğine sahiptir. Bu yöntem 

kullanılarak elde edilen tahminlerin asimptotik varyans-kovaryans matrisleri her 

zaman mevcuttur. Asimptotik varyans-kovaryans matrisi, bilgi matrisinin tersine 

eşittir ve bu matris b  ve 2s  parametreleri için, 
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şeklinde ifade edilir. Ek 5 den, 

 

XVXXVXElE 11
' ')'()( -- ==- bb                 (4.31) 
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(4.33) 

 

olarak elde edilir. Buna göre (4.30) da verilen bilgi matrisi, 
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dır. Bilgi matrisinin tersi ise parametre tahminlerinin varyans-kovaryans matrisine 

eşittir: 
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(4.35) 

 

Bu tahmin edicilerin asimptotik varyans-kovaryans matrisleri ¥®n  iken,  

 

 11 )'()ˆ( --® XVXVar b                          (4.36) 

 

 0)ˆ,ˆ( 2 ®sbKov                 (4.37) 

 

 1
0,

'1'12 ])}([{2)ˆ( -
=

--® r
jijjiim ZZVZZVtrVar s              (4.38) 

 
olur (Searle ve ark., 1992). 

 

4.2. Kısıtlı En Çok Olabilirlik (REML) Yöntemi 
 

Kısıtlı en çok olabilirlik yöntemi, Thompson (1962) tarafından geliştirilmiş 

olup Patterson ve Thompson (1971) tarafından doğrusal karma modellere 

uyarlanmıştır. 

 Genel olarak, en çok olabilirlik yönteminde, yanlı ve en küçük varyansa sahip 

olmayan tahminler elde edildiği veya varyans bileşenlerinin tahmininin parametre 
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tahminlerinden daha önemli olduğu durumlarda kısıtlı en çok olabilirlik yöntemi 

tercih edilir. 

 Kısıtlı en çok olabilirlik yönteminde, sabit etkili parametreyi içermeyen y  

nin doğrusal kombinasyonlarının, yk ' , olabilirlik fonksiyonu en büyük yapılır. 

Dolayısıyla, (2.2) modelinde b  terimini yok etmek amacıyla model herhangi bir k  

vektörü ile çarpılır: 

 

 *''' ab ZkXkyk +=                  (4.39) 

 

elde edilir. Burada ea =0  olmak üzere )'...( 10
*

raaaa =  formundadır. (4.39) 

eşitliğinin sabit etkili parametre vektörü b  yı içermemesi için, 

 

0' =bXk  b"  için                             (4.40) 

 

kısıtı getirilir. Buna göre, 

 

 0' =Xk                  (4.41) 

 

dır. Böylece X  matrisinin sütunlarına dik bir k  vektörü elde edilir (Bkz. Ek 10). 

 

Teorem: (Searle ve ark., 1992) X  pn´  boyutlu ve rankı r  olan bir matris olmak 

üzere, 0' =Xk  kısıtını sağlayan rn -  tane doğrusal bağımsız 'k  vektörü vardır. 

rn -  tane doğrusal bağımsız 'k  vektörü 'K  matrisinin satırları olmak üzere, 'K  

rn -  tam satır rankına sahip olduğunda, 

 

 0' =XK                             (4.42) 

 

şeklinde ifade edilir. Ayrıca bazı C  matrisleri için MCK ''=  olarak gösterilir. 
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Teorem: (Searle ve ark., 1992) 'K  tam satır rankına sahip bir matris olmak üzere 

0' =XK  ise ve V  pozitif tanımlı bir matris olmak üzere, PKVKKK =- ')'( 1  olarak 

ifade edilir. Burada P  nn ´  boyutlu simetrik matris olup (4.10) eşitliğinde 

verilmiştir. 

 

İspat: ')'( 1 KKKKKK -+ =  ve ')'( XXXXXX -+ =  matrisleri simetrik ve 

idempotent matrislerdir. (4.42) de verilen kısıt sağlanmak üzere 0=+ XKK  ve 

0=+ KXX  eşitlikleri yazılabilir. Böylece +XX  ve +KK  matrisleri cinsinden 

tanımlanan T  matrisi, ++ --= KKXXIT , simetrik ve idempotent bir matris olup 

izi, 

 

 

0
)(

)()()()()()'( 2

=
---=

--=
--=== ++

XX

KX

rnrn
rrn

KKtrXXtrItrTtrTtrTTtr

           (4.43) 

 

olarak bulunur. (4.43) de 0)'( =TTtr  olması 0=T  iken mümkündür. Böylece,  

 

 ++ =- KKXXI                  (4.44) 

 

eşitliği elde edilir.  

 V  pozitif tanımlı bir matris iken her zaman 22/1 )(VV =  eşitliğini sağlayan 

simetrik bir 2/1V  matrisi vardır. 0)'( 2/12/1 =- XVKV  ve 0' =XK  olduğundan K  

matrisi yerine KV 2/1 , X  matrisi yerine XV 2/1-  alınması sonucunda (4.44) 

eşitliğinde gerekli düzenlemelerin yapılmasıyla, 

 

 
')'(')'(
')'(')'(

')'()'(

11111

2/112/12/112/1

1

KVKKKVXXVXXVVP
VKVKKKVVXXVXXVI

KKKKXXXXI
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=-=
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ispat tamamlanır. 

 y  bağımlı değişken vektörünün ),(~ VXNy b  dağılımına sahip olduğu 

varsayımından ve (4.42) kısıtından yararlanarak yK '  vektörünün dağılımı 

)',0(~' VKKNyK  dır. y  vektörünün doğrusal bir kombinasyonu olan, yK '  

vektörünün olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

 
)'()'()''(

2
1

2/12/)(

1

')2(
1)'/'(

yKVKKyK

rn
e

VKK
VKKyKf

--

-
=

p
            (4.45) 

 

VKK '  nın bir fonksiyonu olarak düşünülebilir. Dolayısıyla yK '  vektörünün kısıtlı 
olabilirlik fonksiyonu, 

 

)'()'()''(
2
1

2/12/)(

1

')2(
1)'/'(

yKVKKyK

rnR e
VKK

yKVKKL
--

-
=

p
                              (4.46) 

 

şeklinde elde edilir. (4.46) da verilen RL  fonksiyonunu maksimize edebilmek için, 

bu fonksiyonun logaritması daha sonra da ]...[ 22
1

2
0

2
rssss =  varyans bileşenlerine 

göre türevi alınıp sıfıra eşitlenir. 

 

 
)'()')('(

2
1

'ln
2
1)2ln(

2
)()'/'(ln

1 yKVKKKy

VKKrnyKVKKLl RR

--

-
-

-== p
                            (4.47) 

 

(4.47) eşitliği, (4.10) da verilen P  matrisi cinsinden yazılırsa, 

 

 PyyVKKrnyKVKKLl RR '
2
1'ln

2
1)2ln(

2
)()'/'(ln --

-
-== p           (4.48) 
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elde edilir. (4.48) eşitliğinin parametre kümesi, 

 

 },...,1,0,0:{ 22 rii =³=W ss   

 

dir. (4.48) te verilen kısıtlı olabilirlik fonksiyonunun rii ,...,1,02 =s  ye göre türevi 

alınır: 

 

 riyKVKKL

i

R ,...,1,00)'/'(ln
2 ==

¶
¶

s
             (4.49) 

 

(4.49) eşitliğinin 2
is  ye göre türevini almak için önce P  matrisinin 2

is  ye göre 

türevi alınır. Buna göre (4.6) eşitliği ve Ek 6 dan, 
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          (4.50) 

 

elde edilir. (4.48) eşitliğinde verilen VKK 'ln  ifadesinin 2
is  ye göre türevi ise (4.6) 

eşitliği ve Ek 6 yardımıyla, 

 

 

riKZZKVKKtr

VKKVKKtrVKK
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ii

,...,1,0]')'[(

)'()'('ln
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2
1

2

==

ú
û

ù
ê
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é
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¶
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¶
¶

-

-

ss              (4.51) 

 

olur. Sonuç olarak ri ,...,1,0=  olmak üzere (4.50) ve (4.51) eşitliklerinden, 
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0'

2
1)(

2
1

'
2
1]')'[(

2
1

''

''1
2

=+-=

--=
¶
¶ -

PyZPZyZPZtr

PyZPZyKZZKVKKtrl

iiii

iiii
i

R

s             (4.52) 

 

şeklinde bulunur. Gerekli işlemler yapıldığında, 

 

 riyPZZPyZZPtr iiii ,...,1,0ˆˆ')ˆ( '' ==              (4.53) 

 

elde edilir. Burada 1111 ˆ')ˆ'(ˆˆˆ ----- -= VXXVXXVVP  dır. P̂  matrisinde yer alan 1ˆ -V  

ifadesi, varyans bileşenlerine göre doğrusal olmadığı için çözümü zordur. Bu nedenle 

(4.53) eşitliğine ilişkin tahminleri elde etmek için iteratif yöntemler uygulanır.  

 (4.53) eşitliği (4.13) te verilen en çok olabilirlik eşitliği ile 

karşılaştırıldığında, sağ tarafta verilen ifadeler birbirine eşitken sol taraftakiler 

birbirinden farklıdır. Yani, 1ˆ -V  matrisinin yerini burada P̂  matrisi almıştır (Searle 

ve ark., 1992). 

 

4.2.1. Kısıtlı En Çok Olabilirlik Tahmin Edicilerinin Asimptotik Varyans- 
Kovaryans Matrisleri 

 

Bilgi matrisi için, (4.48) eşitliğinde verilen Rl  fonksiyonunun varyans 

bileşenlerine göre ikinci dereceden türevi, 
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(4.54) 
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dır. Ek 5 den (4.54) eşitliğinin negatif beklenen değeri, 

 

 
rjiPXZPZZPZX

PVZPZZPZtrZPZZPZtrlE

iijj

iijjiijj
ji
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,...,1,0,''
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¶¶

¶
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bb

ss             (4.55)          

 

bulunur. 0=PX  olduğu için (4.55) eşitliği, 

 

 )()(
2
1)( ''''

22

2

PVPZPZZZtrZPZZPZtrlE iijjiijj
ji

R +-=
¶¶

¶
-

ss
           (4.56) 

 

şeklindedir. PPVP =  iken gerekli işlemler yapıldığında, 

 

 )(
2
1)( ''

22

2

iijj
ji

R ZPZZPZtrlE =
¶¶

¶
-

ss
                 (4.57) 

 

elde edilir. 2ˆ Rs , 2ŝ  nin kısıtlı en çok olabilirlik tahmin edicisi olmak üzere, 

 

 1
0,

''122 ])}([{2)]([)ˆ( -
=

- @@ r
jijjiimR ZPZZPZtrIVar ss              (4.58) 

 

bulunur. Kısıtlı en çok olabilirlik tahmin edicilerinin asimptotik varyans-kovaryans 

matrisleri ¥®n  iken, 

 

 1
0,

''2 ])}([{2)ˆ( -
=® r

jijjiimR ZPZZPZtrVar s                  (4.59) 

 

olur. Dikkat edilirse, en çok olabilirlik tahmin edicilerinin asimptotik varyans-

kovaryans matrisleri ile kısıtlı en çok olabilirlik tahmin edicilerinin asimptotik 
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varyans-kovaryans matrisleri benzer yapıdadır. Ancak ML yönteminde kullanılan 
1-V  matrisi yerine REML de P  matrisi kullanılır (Searle ve ark., 1992).    

 

4.3. En Çok Olabilirlik ile Kısıtlı En Çok Olabilirlik Yöntemlerinin 
Karşılaştırılması 

 
 Her iki yöntem de, normallik varsayımı altında büyük örneklem özelliklerine 

sahiptir. Ancak en çok olabilirlik yöntemi kullanılarak elde edilen tahminler 

asimptotik olarak daha etkindir ve asimptotik olarak normal dağılırlar. Ayrıca bu 

tahmin edicilerin birçoğu asimptotik olarak yansızdır. 

 En çok olabilirlik yöntemi ve kısıtlı en çok olabilirlik yöntemi hesaplama 

güçlüğü açısından değerlendirildiğinde benzerlik gösterir. Her ikisi de varyans 

bileşenlerine göre doğrusal olmayan bir yapı gösterir. Dolayısıyla bu yöntemlerin 

tahminlerini elde etmek için iteratif yöntemler uygulanır. 

 Kısıtlı en çok olabilirlik yönteminde; sabit etkili parametreyi içermeyen y  

nin doğrusal kombinasyonları ile tahmin yapılırken, en çok olabilirlik yöntemi sabit 

etkili parametrelerin tahmin edilmesine de olanak sağlar.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5. UZUN SÜRELİ KARMA MODELLERDE VARYANS-KOVARYANS                                                                                                                             
YAPISININ MODELLENMESİ                                                                 Funda CAN 

51 

5. UZUN SÜRELİ KARMA MODELLERDE VARYANS-KOVARYANS 
YAPISININ MODELLENMESİ 

 
Doğrusal karma modellerin farklı tipleri vardır. Bunlardan biri Bölüm 2 de 

detaylı bahsedilen uzun süreli modellerdir. Uzun süreli modeller genellikle uzun 

süreli verilerin analizinde kullanıldığı için bu adı almıştır (Diggle ve ark., 1996). 

Uzun süreli veriler, aynı birim kümesi üzerinden farklı zaman noktalarında tekrarlı 

ölçümlerin alındığı verilerdir. 

Genel olarak uzun süreli bir karma modelde rasgele etkilerin ),0(~ 2
qi IN asa  

ve hata teriminin ise ),0(~ 2
inij IN ese  birbirinden bağımsız rasgele değişkenler 

olduğu kabul edilir (Harville, 1977; Searle ve ark., 1992). Ancak aynı deney birimi 

üzerinden tekrarlı ölçümlerin alınması sonucu ortaya çıkan ilişkili veri yapısının göz 

ardı edilmeden modele dahil edilmesi gerekir (Verbeke ve Molenberghs, 2000). 

Aynı deney biriminden tekrarlı gözlemlerin alındığı uzun süreli verilerde 

ilişkili veri yapısı ortaya çıkar. İlişkili veri yapısını göz önüne alan uygun varyans-

kovaryans yapısının belirlenmesi parametre tahmini ve model kurulumu açısından 

önemlidir. Çünkü varyans-kovaryans yapısının seçimi parametre tahminlerini ve 

modelden yapılan yorumları doğrudan etkilemektedir. Uygun varyans-kovaryans 

yapısının seçimi etkinliği arttırmaktadır (Fitzmaurice ve ark., 2004).  

Literatürde aynı deney birimi üzerinden alınan tekrarlı ölçümler arasındaki 

ilişkiyi dikkate alan pek çok varyans-kovaryans matris yapısı geliştirilmiştir. 

Jennrich ve Schluchter (1986) uzun süreli veriler için varyans-kovaryans modelleri 

üzerine çalışmıştır. Pourahmadi (1999) varyans-kovaryans yapısının modellemesi 

için esnek bir yaklaşım sunmuştur. Doğrusal karma modelllerde varyans-kovaryans 

matrisinin seçimi üzerine Grady ve Helms (1995), Robertson (1996), Wolfinger 

(1996) ve Littell ve ark. (2000) tarafından daha kapsamlı çalışmalar mevcuttur.  

 Doğrusal karma modellerde tekrarlı ölçüm olması durumunda ortaya çıkan 

ilişkili veride varyans-kovaryans matris yapısının modellenmesi amacı doğrultusunda 

her bir deney birimi farklı birer bloklama değişkeni olarak alınmak üzere, her bir 

bloklama değişkeni için tekrarlı ölçümlerden oluşan veri kendi içinde ilişkili olup 
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belli bir varyans-kovaryans matris yapısına sahiptir. niVi ,...,1=  i  inci deney birimi 

üzerinden alınan tekrarlı ölçümler arasındaki varyans-kovaryans matris yapısını 

belirtmek üzere (2.5) eşitliğinde verilen y  bağımlı değişken vektörünün varyans-

kovaryans matrisi, 
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1

O
                             (5.1) 

 

formundadır. (5.1) ile verilen V  matrisinin köşegen olmayan matris blokları farklı 

deney birimleri üzerinden alınan tekrarlı ölçümlerin birbiri ile ilişkisiz olduğunu 

göstermektedir. Tekrarlı ölçüm çalışmalarında temel varsayım farklı deney birimleri 

üzerinden alınan gözlemlerin birbiri ile ilişkisiz, aynı deney birimi üzerinden alınan 

ölçümlerin ise birbiri ile ilişkili olmasıdır. Bu durumda aynı deney birimi üzerinden 

alınan tekrarlı ölçümler belli varyans-kovaryans matris yapılarına sahip olmaktadır 

(Wolfinger, 1996; Bagiella ve ark., 2000; Fitzmaurice ve ark., 2004; İyit, 2008). 

 Bu bölümde aynı deney birimi üzerinden alınan tekrarlı ölçümler için (5.1) 

eşitliğinde verilen V  matrisinin modellenmesi amacıyla iV  i  inci deney birimi için 

iy  bağımlı değişken vektörünün varyans-kovaryans matris yapısının Çizelge 5.1. de 

verilen 16 farklı varyans-kovaryans modeli aracılığıyla modellenmesi üzerine 

çalışılacaktır.   

 

5.1. Toeplitz (TOEP) Varyans-Kovaryans Modeli 
 
 TOEP varyans-kovaryans modeline göre aynı deney birimi üzerinden alınan 

tekrarlı ölçüm çiftleri eşit zaman aralıklarında iken aynı korelasyon değerine sahiptir. 

Varyans-kovaryans matrisi Toeplitz formunda ise köşegen elemanları her zaman 

noktasında aynıdır ve 2s  ile ifade edilir. Buna göre tüm i  ve j  ler için 

kkjiij yyCorr r=+ ),( ,  olmak üzere,  
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şeklinde ifade edilir. Toeplitz sadece eşit zaman aralıklarında alınan ölçümler için 

kullanılır (Fitzmaurice ve ark., 2004; Ye, 2005). 

 

5.2. Birinci Dereceden Otoregresif [AR(1)] Varyans-Kovaryans Modeli 
 
 Uzun süreli çalışmalarda birbirine yakın zamanlarda alınan gözlem değerleri 

arasında korelasyon değerinin daha kuvvetli olduğu görülmüştür. Bu durumu dikkate 

alan AR(1) varyans-kovaryans yapısı zaman noktaları arasındaki süre arttıkça 

korelasyon değerlerinin üstel olarak azaldığı varsayımına dayanmaktadır. AR(1) 

varyans-kovaryans matrisi tüm i  ve j  ler için k
kjiij yyCorr r=+ ),( ,  olmak üzere, 
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formundadır ve 0³r  dır. AR(1), Toeplitz varyans-kovaryans modelinin özel bir 

durumudur. AR(1), Toeplitz de olduğu gibi sadece eşit zaman aralıklarında alınan 

ölçümler için kullanılır (Fitzmaurice ve ark., 2004). 

 

5.3. Birinci Dereceden Anti-Bağımlı [ANTE(1)] Varyans-Kovaryans Modeli 
  
 Aynı deney birimi üzerinden alınan tekrarlı ölçümler için verilen varyans-

kovaryans matrisinde köşegen elemanları farklı varyans değerlerine sahip ve 

korelasyon yapısı zamanla değişiyor ise AR(1) ve Toeplitz varyans-kovaryans yapısı 

yetersiz kalmaktadır. Bu durumda ANTE(1) varyans-kovaryans modeli tercih edilir. 



5. UZUN SÜRELİ KARMA MODELLERDE VARYANS-KOVARYANS                                                                                                                             
YAPISININ MODELLENMESİ                                                                 Funda CAN 

54 

Aynı deney birimi üzerinden alınan tekrarlı ölçüm çiftleri arasındaki kovaryans, 

varyans bileşenleri ile korelasyon değerlerinin çarpımına eşit olmak üzere, 
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şeklinde ifade edilir. Burada 2
is  i _inci deneğin varyansı, kr  ise 0 iken k _ıncı 

değişkene ait otokorelasyonu ifade eder (Macchiavelli ve Arnold, 1994). 

 

5.4. Heterojen Birinci Dereceden Otoregresif [ARH(1)] Varyans-Kovaryans 
Modeli 

 
 ARH(1) varyans-kovaryans matrisinde köşegen üzerinde yer alan farklı 

zaman noktalarında alınan tekrarlı gözlemlerin varyansı birbirinden farklıdır. 

Tekrarlı ölçüm çiftleri arasındaki korelasyon değerleri üstel olarak azalır. Aynı deney 

birimi üzerinden alınan gözlem çiftleri arasındaki zaman arttıkça korelasyon 

azalıyorsa bu yapı tercih edilebilir. ARH(1) varyans-kovaryans matrisi, 
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formundadır (Wolfinger, 1996; Davidian, 2007). 
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5.5. ARMA(1,1) Varyans-Kovaryans Modeli 
 

 ARMA(1,1) birinci dereceden otoregresif hareketli ortalama yapısını 

belirlemekte olup herhangi iki bağımlı değişken arasındaki ilişki otoregresif ve 

hareketli ortalama parametrelerine bağlıdır.  
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dır. Burada r  otoregresif parametre, f  hareketli ortalama bileşeni ve 2s  ise hata 

varyansıdır (Fuller, 1976). 

 

5.6. Bileşik Simetri (CS) Varyans-Kovaryans Modeli 
 
 Bileşik simetri, tekrarlı ölçümlerin analizinde kullanılan ilk varyans-

kovaryans modellerinden biridir.  

Aynı deney birimi üzerinden alınan tekrarlı ölçümlerin homojen varyans-

kovaryans yapısına sahip olduğu varsayımına dayanır. Dolayısıyla aynı deney birimi 

üzerinden alınan tüm tekrarlı ölçüm çiftleri arasındaki korelasyon değerleri de 

birbirine eşit olur. 
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formundadır. Burada 2s , deney birimleri içerisindeki tekrarlı ölçümlerin varyansı ve 
2
as  ise deney birimleri içerisindeki tekrarlı ölçümler arasındaki kovaryansı ifade eder  

(Fitzmaurice ve ark., 2004). 
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5.7. Bileşik Simetri Korelasyonlu (CSR) Varyans-Kovaryans Modeli 
 
 Bileşik simetri korelasyonlu varyans-kovaryans matrisine göre aynı denekten 

alınan tüm ölçüm çiftleri arasındaki korelasyon aynıdır ve 
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şeklinde ifade edilir. Her zaman noktasında aynı varyans değerine sahiptir (IBM 

SPSS Statistics 22). 

 

5.8. Heterojen Bileşik Simetri (CSH) Varyans-Kovaryans Modeli 
 
 CSH varyans-kovaryans matrisinin köşegen elemanları farklı varyans 

parametreleri içerdiği için heterojen varyans-kovaryans yapısına sahiptir. CSH 

modelinde tüm tekrarlı ölçüm çiftleri arasındaki korelasyon değerleri ise eşit olup,  
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şeklinde gösterilir (Wolfinger, 1996). 

 

 

5.9. Köşegen [UN(1)] Varyans-Kovaryans Modeli 
 
 Aynı deney birimi üzerinden alınan tekrarlı ölçümlerin birbiri ile ilişkisiz ve 

heterojen varyansa sahip olduğu varsayımına dayanır ve  
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matris formundadır (Dawson ve ark., 1997).

 
 
5.10. Birinci Dereceden Faktör Analitik [FA(1)]  Varyans-Kovaryans Modeli 

 

 Birinci dereceden faktör analitik varyans-kovaryans modeline göre 2
jl  ; 'LL  

; tt ´  boyutlu matrisinin ve 2
js  j _inci zamanda alınan tekrarlı ölçümlerin varyans 

bileşenleri D  matrisinin köşegen elemanları olmak üzere, 
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D+LL'  formunda tanımlanır (Jennrich ve Schluchter, 1986; Wolfinger, 1996; İyit, 

2008). 

 

5.11. Heterojen Birinci Dereceden Faktör Analitik [FAH(1)] Varyans-
Kovaryans Modeli 

  
Heterojen birinci dereceden faktör analitik modeli aynı deney birimi 

üzerinden alınan tekrarlı ölçümlerin heterojen varyans-kovaryans yapısına sahip olup 

iki parametrelidir. Buna göre, 

 



5. UZUN SÜRELİ KARMA MODELLERDE VARYANS-KOVARYANS                                                                                                                             
YAPISININ MODELLENMESİ                                                                 Funda CAN 

58 

 

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

+
+

+
+

4
2
4342414

343
2
32313

24232
2
212

1413121
2
1

d
d

d
d

lllllll
lllllll
lllllll
lllllll

 
 

olarak ifade edilir (IBM SPSS Statistics 22). 

 
5.12. Huynh-Feldt (HF) Varyans-Kovaryans Modeli 

 
 HF yaryans-kovaryans modeli Huynh ve Feldt (1970) tarafından önerilmiştir. 

Heterojen bileşik simetri yapısına benzerdir. HF yaryans-kovaryans matrisi, 
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formundadır. Burada l  kovaryans parametresidir.  

 

5.13. Varyans Bileşenleri (VC) Varyans-Kovaryans Modeli  

 
 VC varyans-kovaryans modelinde aynı deney birimleri üzerinden alınan 

tekrarlı ölçümlerinin birbiriyle ilişkisiz ve homojen varyansa sahip olup, 
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şeklinde gösterilir (Dawson ve ark., 1997). 

 

5.14. Heterojen Toeplitz (TOEPH) Varyans-Kovaryans Modeli 
 
 Heterojen Toeplitz modeline göre köşegen üzerinde farklı varyans değerlerini 

içerir. Eşit zaman aralıklarında bulunan tekrarlı ölçüm çiftleri aynı korelasyon 

değerine sahip olup,  
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formunda gösterilir (Wolfinger, 1996). 

 

5.15. Yapısal Olmayan (UN) Varyans-Kovaryans Modeli 

 
 Yapısal olmayan varyans-kovaryans matrisi farklı varyanslar ve kovaryanslar 

içerir. Her bir zaman noktası için bir tane olmak üzere n  tane farklı varyansı ve her 

bir zaman çifti için farklı kovaryansları gösterir. Yapısal olmayan varyans-kovaryans 

modeli genellikle dengeli ve örneklem ölçümünün küçük olduğu veri yapısında 

tercih edilir. Yapısal olmayan varyans-kovaryans matrisi,  
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olarak ifade edilir (Fitzmaurice ve ark., 2004). 
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5.16. Yapısal Olmayan Korelasyonlu (UNR) Varyans-Kovaryans Modeli 
 

 Yapısal olmayan korelasyonlu varyans-kovaryans matrisinin tüm varyans ve 

korelasyon değerlerinin farklı olduğu varsayımına dayanır ve 
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şeklinde ifade edilir.  

 Aynı deney birimi üzerinden alınan tekrarlı ölçümler için elde edilen tüm 

varyans-kovaryans yapılarını özetleyen tablo t  deney birimi üzerinden alınan tekrarlı 

ölçüm sayısını göstermek üzere Çizelge 5.1. de verilmiştir.  
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Çizelge 5.1. Tekrarlı ölçümler için kullanılan varyans-kovaryans yapıları 

 
 

 Doğrusal karma modellerde veri yapısındaki değişkenliğin Çizelge 5.1. ile 

verilen varyans-kovaryans modelleri kullanılarak modellenmesinin sağladıgı en 

önemli avantaj; doğrusal modellerde varsayım bozulması olarak nitelendirilen veri 

yapısındaki heterojenliği giderebilmek için uygun dönüşümlerin yapılmasına ihtiyaç 

duyulmamasıdır (Wolfinger, 1996; İyit, 2008). Çizelge 5.1. de verilen varyans-

kovaryans modelleri dengeli uzun süreli tekrarlı ölçüm verileri için uygundur ve 

çoğunun eşit zaman aralıklı ölçüm çiftlerini içeren tekrarlı veriler için kullanılması 

önerilir (Fitzmaurice ve ark., 2004). 
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Uygun Varyans-Kovaryans Modelinin Seçimi 
  
 Tekrarlı ölçümlerde varyans-kovaryans yapısını modelleyen pek çok yöntem 

vardır. Uygun varyans-kovaryans yapısının belirlenmesi parametre tahmini ve model 

kurulumu açısından önemlidir. Çünkü varyans-kovaryans yapısının seçimi parametre 

tahminlerini ve modelden yapılan yorumları doğrudan etkilemektedir. Varyans-

kovaryans yapısının belirlenmesine yardımcı olan yöntemler mevcuttur. Bu 

yöntemlerden biri farklı zamanlarda gözlemler arasındaki korelasyon yapısını 

gösteren grafikler diğer yöntem ise modelleri karşılaştıran bilgi kriterleridir (IC). 

Bilgi kriterleri iç içe olmayan modellerin karşılaştırılmasında sık kullanılan bir 

yöntemdir (Fitzmaurice ve ark., 2004).  

 Uygun varyans-kovaryans modelinin seçimi amacıyla kullanılan bilgi 

kriterleri, Akaike Bilgi Kriteri (AIC) (Akaike, 1974), Schwarz Bayesian Bilgi Kriteri 

(BIC) (Schwarz, 1978), Bozdogan Bilgi Kriteri (CAIC) (Bozdogan, 1987) ile 

Hurvich ve Tsai Bilgi Kriteri (AICC) (Hurvich ve ark., 1989) olmak üzere 

sıralanabilir. 

 Doğrusal karma modellerde uygun varyans-kovaryans modelinin 

belirlenebilmesi amacıyla öne sürülen modelleri karşılaştırmada kullanılan bilgi 

kriterleri l  maksimum kısıtlı log-olabilirlik fonksiyonunun değeri, d  parametre 

sayısı, n  gözlem sayısı olmak üzere Çizelge 5.2. de verilmiştir.  

 

  Çizelge 5.2. Model seçiminde kullanılan bilgi kriterleri 

   Formül           Referans 

   AIC            dl 22 +-         Akaike (1974) 

   BIC            ndl log2 +-         Schwarz (1978) 

   CAIC          )1(log2 ++- ndl        Bozdogan (1987) 

   AICC          )1/(22 --+- dndnl        Hurvich ve Tsai (1989) 

 

 Çizelge 5.2. ye göre en iyi varyans-kovaryans modeli için sıfıra yakın değeri 

veren bilgi kriterine göre seçilir (Littell ve ark., 2000). 
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6. KISITLI KARMA MODEL 
 
 Doğrusal karma modellerde, sabit etkili parametrelere ve rasgele etkili 

parametrelere kısıt getirilebilir. Literatürde doğrusal karma modellere getirilen 

kısıtlar ile ilgili yayınlanmış pek fazla kaynak yoktur. Ancak Edwards ve ark. (2001), 

doğrusal karma modelin sabit ve rasgele etkili parametrelerine aynı anda kısıt 

getirmiştir. Li (2011) ise, doğrusal kısıt altında uzun süreli modellerin parametre 

tahminlerine değinmiştir. Bu bölümde yukarıda bahsedilen kısıtlara ek olarak yeni 

bir kısıt çalışmasına yer verilecektir. 

 Uzun süreli model (2.10) eşitliğinde ifade edilmişti. Li (2011), uzun süreli 

model için b  nın tahmini problemini ele almıştır. b  üzerinde J  doğrusal 

kısıtlamanın olduğu varsayılsın: 
 

 rT =b                    (6.1) 

 

Burada r  1´J  boyutlu bir vektör, T  pJ ´  boyutlu rankı J  olan bilinen bir 

matristir. Bu durumda (6.1) kısıtlaması verilmişken (2.10) modelindeki b  nın 

tahmini ile ilgilenilir. Li (2011), ')'( 1 ZZZZPZ
-=  projeksiyon matris olmak üzere 

(2.10) modelini her iki taraftan ZZ PIP -=^  ifadesi ile çarparak modeli rasgele etki 

parametresinden arındırmıştır. Böylece (2.10) modeli, 
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olarak elde edilir. (6.2) modeli görüldüğü gibi (2.1) de verilen doğrusal regresyon 

modeli yapısındadır. Dolayısıyla en küçük kareler tahmin edicinin elde edilmesine 

benzer mantıkla rT =b  kısıtlaması altında hata kareler toplamı minimum yapılır. 

Yani l  Lagrange çarpanı olmak üzere,  
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 )('2)()'(),( rTXPyPXPyP ZZZZ -+--= ^^^^ blbblbq  

 

fonksiyonunun sırasıyla b  ve l  ya göre türevi alındığında (6.3) ve (6.4) de verilen 

normal denklemleri elde edilir: 

  

 0=-=
¶
¶ rTb
l
q   

 rT =b                    (6.3) 

 

Burada (6.3) eşitliği kısıtın sağlandığını gösterir 

 

 0'2'2'' ''' =++--=
¶
¶

^^^^^^ lb
b
q TXPPXyPPXyPPX

ZZZZZZ
 

  

 0'2)('2 ' =+-- ^^^ lb TXPyPPX ZZZ  

 

ve ^ZP , simetrik ve idempotent bir matris olduğundan, 

 

 yPXTXPX ZZ ^^ =+ ''' lb                  (6.4) 

 

dır. (6.3) ve (6.4) te verilen normal denklemlerinin matris gösterimi, 
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olarak ifade edilir. (6.5) eşitliğinin sol tarafında verilen parçalanmış matrisin tersinin 

olduğu varsayımı altında ve pPXrank Z =^ )'(  ile JLrank =)(  olmak üzere Ek 9 

dan, 
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(6.6)                                                               

          

elde edilir. Bu durumda (6.5) eşitliğinden b  ve l  nın tahmin edicileri aşağıdaki gibi 

bulunur. 
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yPXXPX ZZ ^^
-= ')'(ˆ 1b  olmak üzere (6.7) eşitliğinden Lb̂  tahmin edicisi, 
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ve l̂  değeri ise, 

 

 )ˆ(]')'([ˆ 11 rTTXPXT Z -= --
^ bl                (6.9) 

 

şeklinde elde edilir. 

Edwards ve ark. (2001), Li (2011) nin çalışmasından farklı olarak (2.10) modelinin 

hem rasgele etkili hem de sabit etkili parametrelerine,  
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kısıtlarını getirmiştir. Burada 1R  pc ´1  boyutlu 11)( cRrank =  ve 2R  qc ´2  boyutlu 

22 )( cRrank =  olan matrisler, 1r  ise 11 ´c  boyutlu bir vektördür. Burada 11 rR =b  

kısıtı tutarlı denklem sistemlerini gerektirir. Rasgele etkiler için yapılan 

miR i ,....,2,102 ==a  kısıtı ise her zaman tutarlıdır. 

 Edwards ve ark. (2001), (6.10) eşitliğinde verilen kısıtlar altında (2.10) ile 

verilen modelin iRRRRR iiii
ZXy eab ++=  formunda yazılabileceğini ve dolayısıyla 

kısıtlı parametre tahmininin doğrusal karma modelde kullanılan yöntemler ile 

yapılabileceğini ifade etmişlerdir.  

 (6.1) ve (6.10) eşitliklerinde verilen kısıtlara ek olarak, bu bölümde yeni bir 

kısıt çalışmasına yer verilecektir. Henderson ve ark. (1959), en iyi doğrusal yansız 

tahmin edici BLUE )( bX  ve en iyi doğrusal ön tahmin edicisi BLUP )(a  yı eşanlı 

olarak veren bir denklem sistemi geliştirmiştir. Bu bölümde normallik varsayımı 

altında a  ve y  nin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonundan yola çıkarak Henderson 

ve ark. (1959) nın çalışması genişletilmiştir.  

a  ve y  nin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu (3.3) eşitliğinde verilmişti. 

Henderson ve ark. (1959), (3.3) eşitliğinde verilen ifadeyi olabilirlik fonksiyonu 

olarak tanımlamıştır. Bu fonksiyona (6.1) kısıtı ve  

 

 lL =a                    (6.11) 

 

şeklinde ikinci bir kısıt getirildiği varsayılsın. Burada l  1´J  boyutlu bir vektör ve 

L  pJ ´  boyutlu rankı J  olan bilinen bir matristir. Bu fonksiyonu en büyük yapan 

parametre tahminlerinin bulunması için önce fonksiyonun logaritmasının alınır. l  ve 

m  Lagrange çarpanı olmak üzere (3.38) eşitliğinde verilen ),(ln ayf  nın 

kullanılması ile,   
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dır. Bu fonksiyonun sırasıyla lab ,,  ve m  ye göre türevlerini alındığında, 

 

 0'''' 111 =+-- --- TZRXXRXyRX lab                     (6.12) 

 

 0'''' 1111 =+--- ---- mLGZRZXRZyRZ aab              (6.13) 

 

 0=- rTb                        (6.14) 

 

 0=- lLa                          (6.15) 

 

normal denklemleri elde edilir. (6.12) eşitliğinden, 

 

 lab ')'()(')'( 11111 TXRXZyRXXRX ----- --=                     (6.16) 

 
elde edilir. (6.16) eşitliği sol taraftan T  matrisi ile çarpılırsa, 

 

 lab ')'()(')'( 11111 TXRXTZyRXXRXTT ----- --=              (6.17) 

 

olur. (6.14) eşitliğinden, 

 

 rZyRXXRXTTXRXT --= ----- )(')'(')'( 11111 al            (6.18) 

 

bulunur. (6.18) eşitliğinden l  değeri, 
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 ])(')'([]')'([ 111111 rZyRXXRXTTXRXT --= ------ al                        (6.19) 

 

dir. Bu değer (6.16) eşitliğinde yerine yazılırsa, 
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şeklinde elde edilir. (3.41) in ilk eşitliğinde verilen )(')'(ˆ 111 ab ZyRXXRX -= ---  

olduğu için (6.20) eşitliği,  

 

 )ˆ(]')'([')'(ˆ~ 11111 rTTXRXTTXRXR --= ----- bbb               (6.21) 

 

bulunur. Benzer şekilde (6.13) eşitliği ile a  değeri, 

 

 mLGZRZXyRZGZRZ ')'()(')'( 1111111 ------- ++-+= ba                    (6.22) 

 

elde edilir. (6.22) eşitliği sol taraftan L  matrisi ile çarpılırsa, 

 

 mLGZRZLXyRZGZRZLL ')'()(')'( 1111111 ------- ++-+= ba            (6.23) 

 

olur. (6.15) eşitliğinden m  değeri, 

 

 )](')'([]')'([ 11111111 bXyRZGZRZLlLGZRZLm -+-+= --------         (6.24) 

 

şeklinde elde edilir. Bu değer (6.22) eşitliğinde yerine yazılırsa, 
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bulunur. (3.41) in ikinci eşitliğinde verilen )ˆ(')'(~ 1111 ba XyRZGZRZ -+= ----  

olduğu için, 

 

 ]~[]')'([')'(~~ 1111111 lLLGZRZLLGZRZR -++-= ------- aaa                (6.26) 

 

şeklinde ifade edilir. lL =a~  kısıtlaması doğru iken Ra~  tahmin edicisi yansızdır aksi 

halde yanlıdır.  
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7. RİDGE KARMA MODEL  

(2.1) modeli için en küçük kareler tahmin edici yXXX ')'(ˆ 1-=b  dır. Çoklu 

iç ilişki olması durumunda EKK hala yansızdır fakat varyansı çok büyüktür. Bu 

nedenle, gerçek değerinden uzaklaşır. Bu problemi ortadan kaldırmak için önerilen 

tahmin prosedürleri yanlı tahmin edicilerin ortaya çıkmasına ve bunların 

incelenmesine neden olmuştur. 

Bu bölümde orijinal olarak Henderson ın karma model eşitlikleri fikri, uzun 

süreli verilerde ilişkili veri yapısını dikkate alan ridge karma modele uygulanmıştır. 

Ayrıca ridge karma model tahmin edicisinin karma model tahmin edicisinden matris 

hata kareler ortalaması anlamında üstün olması için gerek ve yeter koşulları veren bir 

teorem geliştirilmiştir. 

 Ridge karma model tahminleri elde edilirken Bölüm 3.4 altında incelenen 

Henderson ın karma model eşitliklerinden yararlanılmıştır. (2.2) eşitliği ve 

varsayımları dikkate alınsın. II p
2* s=  olmak üzere ),0(~' *INe  varsayımı ile 

birlikte '0 eb += k  eşitliği (2.2) modeli ile, 
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şeklinde genişletilebilir. Bu model ise ú
û

ù
ê
ë

é
= *

*

0
0
I

R
R  olmak üzere  

 

  **** eab ++= ZXy  , ),0(~ ** RNe  

 

yazılabilir. a  ve y  rasgele değişkenlerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu, 
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olarak ifade edilir. Bu fonksiyonu en büyük yapan parametre tahminlerinin 

bulunması için önce fonksiyonun logaritması alınır. 
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(7.1) eşitliğindeki )()'( ***1**** abab ZXyRZXy ---- -  ifadesi aşağıdaki şekilde 

düzenlenebilir: 

 

.')()'(

)(]')'([

0
0

000
0

00
)()'(

1

1

*

1.'

1

*

'

***1****

bbabab

b
ab

bab

b
ab

b
ab

abababab

kZXyRZXy

k
ZXyRkZXy

k
ZXy

I
R

k
ZXy

Z
Ik

Xy
I

RZ
Ik

Xy
ZXyRZXy

+----=

ú
û

ù
ê
ë

é

-
--

---=

ú
û

ù
ê
ë

é
-

--
ú
û

ù
ê
ë

é
ú
û

ù
ê
ë

é
-

--
=

ú
û

ù
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
ú
û

ù
ê
ë

é
ú
û

ù
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=----

-

-

-

-

-

 

Böylece k Lagrange çarpanı olmak üzere, 
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elde edilir. (7.2) fonksiyonun sırasıyla b  ve a  ya göre türevini aldığımızda, 
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yRXZRXkIXRX 111 '')'( --- =++ ab                 (7.3) 

ve 

 

yRZGZRZXRZ 1111 ')'(' ---- =++ ab                      (7.4) 

 

normal denklemleri elde edilir. (7.3) ve (7.4) eşitliklerinin matris gösterimi b  ve a  

yerine tahmin edicileri kb
~  ve ka~  nın yazılması ile, 
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olarak gösterilir. (7.5) nın ikinci eşitliğinde yer alan ka~  değeri, 

 

 )~(')'(~ 1111
kk XyRZGZRZ ba -+= ----                        (7.6) 

 

şeklinde elde edilir. Bu değer (7.3) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

 

 yRXXyRZGZRZZRXkIXRX kk
1111111 ')~(')'('~)'( ------- =-+++ bb        (7.7)  

 

bulunur. y  bağımlı değişken vektörünün varyansı RZGZV += '  nın Schur 

Tümleyeni yöntemine göre tersinin kullanılması ile elde edilen 1-V  ifadesi (3.43) 

eşitliğinde verilmişti. Bu ifade, (7.7) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

 

 0')'(~ 111 ³+= --- kyVXkIXVXkb                          (7.8) 

bulunur. 

 (3.46) eşitliğinin kullanılması ile (7.6) eşitliği, 
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)~('
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                       (7.9) 

 

şeklinde elde edilir. 

 

7.1. Doğrusal Karma Model ve Ridge Karma Model Tahmin Edicilerinin    
MSEM Kriterine Göre Karşılaştırılması 

 
Pek çok tahmin edici olması nedeniyle bunların karşılaştırması ile ilgilenilir. 

*f  ve **f , f  nin herhangi iki tahmin edicisi olsun. Bu bölümde, 

)()( *** fMSEMfMSEM -  farkının negatif olmayan tanımlı bir matris olması için 

gerek ve yeter koşulu veren bir teorem geliştirilmiştir. 

(2.2) modeli için spRL ´Î  ve smqRM ´Î  olmak üzere, 

 

 ab ''),( MLMLf +=                (7.10) 

 

eşitliği ile verilen sabit ve rasgele etkilerin lineer kombinasyonu olan fonksiyonun 

tahmini ile ilgilenelim. Bilindiği gibi bir tahmin edici için MSE  matrisi )(MSEM , 

ilgili tahmin edicinin varyansı ile yanlılığının kareleri toplamına eşittir. Bu durumda 
*f  tahmin edicisinin MSE  matrisi, 

 

)]'()][([)(
])')([(),(

***

***

fBiasfBiasffVar
ffffEffMSEM

+-=

--=
                             (7.11) 

 

elde edilir.  

 Hem sabit hem de rasgele etkileri içeren ve (7.10) ile verilen ),( MLf  tahmin 

edilsin. Buna göre doğrusal karma model tahmin edicisi ab ~'~'),(~ MLMLf +=  ve 
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ridge karma model tahmin edicisi ise kkk MLMLf ab ~'~'),(~
+=  olur. Burada b

~  ve 

a~  tahmin edicileri sırasıyla (3.44) ve (3.47) eşitliklerinde, kb
~  ve ka~  tahmin 

edicileri ise (7.8) ve (7.9) eşitliklerinde verilmiştir. ),( MLf , ),(~ MLf  ve ),(~ MLfk  

sembollerini kısaltmak amacıyla bu ifadelerin yerine sırasıyla f , f~  ve kf~  

kullanacağız. 

 G  ve R  nin bilindiği varsayımı altında, ff k -
~  nın varyans-kovaryans 

matrisi, 

 

}'']')'''(''{[)~( 1111 ab MLyVXTXVGZMLVGZMVarffVar kk ---+=- ----    (7.12)  

 

dır. Burada pk kIXVXT += -1'  dır. '''' 1 WXVGZML =- -
 ve VyVar =)(  ifadeleri 

(7.12) eşitliğinde yerine yerleştirilirse,  
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elde edilir. )~( kfBias  ise, 
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olarak elde edilir. (7.13) ve (7.14) eşitliklerinin kullanılması ile kf~  için (7.11) 

eşitliği, 
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şeklinde ifade edilir. Burada 112111 ''~ ----- += kkkkk TTkXTVXTF bb  dir. 

 Dikkat edilirse, 0=k  iken ),(~ MLf  ifadesi en iyi doğrusal yansız ön tahmin 

edici (BLUP) dır. 
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     (7.16) 

 

elde edilir. Burada 11 )'(~ --= XVXF  dir. 

Teorem: 1=s  iken )~()~( kfMSEMfMSEM -  farkının negatif olmayan tanımlı bir 

matris olması için gerek ve yeter koşul 1]2)'[(' 111 £+ --- bb pI
k

XVX  eşitsizliğinin 

gerçekleşmesidir. 

İspat: f~  ve kf~ , f  nin herhangi iki tahmin edicisi olmak üzere 

)~()~( kfMSEMfMSEM -=D  farkı negatif olmayan tanımlı bir matris ise kf~  tahmin 

edicisi f~  tahmin edicisinden matris MSE  anlamında iyi olduğu söylenir. Buna göre 

(7.15) ve (7.16) eşitlikleri arasındaki fark, 
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olur. 111111 )'(])'[( ------ =- kk TXVXkTXVX  ifadesinin kullanılması ile D  farkı, 
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olarak tanımlanır. ZGMVXTXVXkWWTXVXXVGZkM kk
11111111 ')'(')'('' -------- -  

ifadesinde W  nin yerine yazılması ile, ´--- 111 )'('' XVXXVGZkM  

ZGMVXXVXTkLLT kk
11111 ')'(' ----- -  elde edilir. Buna göre (7.17) eşitliği, 

 

WFFWZGMVXXVXTkLLTXVXXVGZkM kkk )~~('')'(')'('' 11111111 -+-=D --------

 
 

elde edilir. LTXVXXVGZkM k
1111 )'('' ----  ve ZGMVXXVXTkL k

1111 ')'(' ----  

değişmeli matrisler ise veya 1=s  ise D  ifadesi, 

 

 WFFW k )~~(' -=D                    (7.18) 

 

olduğu anlamına gelir. Buna göre kFF ~~ -  ifadesi, 
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bb

bb
               (7.19) 

 

şeklinde bulunur. 1=s  varsayımı altında kf~  tahmin edicisinin f~  tahmin edicisinden 

matris MSE  anlamında iyi olması için gerek ve yeter koşul Farebrother (1976) 

teoreminin kullanılması ile elde edilmiştir (Bkz. Ek 11). Böylece ispat tamamlanmış 

olur. 

 Theobald (1974) ve Farebrother (1976) nin çalışmalarından yola çıkarak, 

(7.18) eşitliğinde verilen D  nın pozitif tanımlı olması için yeter koşul verilebilir. 

(7.18) eşitliğini dikkate alırsak, '2
bb-pI

k
 pozitif tanımlı ise D  ifadesi de pozitif 

tanımlı olur. Böylece kf~  nın f~  üzerinde matris MSE  kriterine göre üstün olması 

için yeter koşul '/2 bb<k  dır.  

 Özel olarak; 0ºM , b'Lf =  ve f  değerinin tahmini problemi ile b'L  nın 

tahmini eşdeğerdir. Bu özel durum, (7.15) ve (7.16) eşitliklerinde tanımlanan MSE  
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matrislerini sırasıyla LFL k
~'  ve LFL ~'  ifadelerine dönüştürür. Böylece, 1=s  

varsayımı altında kL b
~'  nın b'L  üzerinde üstün olması için gerek ve yeter koşul 

matris MSE  anlamında yukarıda yer alan teoremde verilmiştir. 

 Bu bölümde iki tahmin edicinin matris MSE  anlamında karşılaştırılmasına 

ek olarak, rasgele etki için karma model ve ridge karma model tahmin edicilerinin 

karşılaştırılmasına yer verilecektir. Buna göre, 
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 baa 11')~( --=- kk XTVkGZBias  
 

dikkate alınması ile, 

 

 GZGVGZZGVXFXVGZMSE kk +-= --- 111 ''~'),~( aa  
 

elde edilir. Ayrıca, 

 

 GZGVGZZGVXFXVGZMSE +-= --- 111 ''~'),~( aa  
 

olduğu için a~  ve ka~  nın matris MSE  farkı, 
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şeklinde bulunur. Dikkat edilirse (7.20) eşitliği, ka~  nın a~  ya göre matris MSE  

kriterine göre üstün olması için gerek ve yeter koşulun yukarıda verilen teorem 

olduğunu gösterir.  

 

7.2. k Yanlılık Parametresinin Seçimi 

 
 Ridge regresyonda k  nın seçimi için pek çok prosedür regresyon 

katsayılarının tahmininde önemli bir gelişme olacak şekilde önerilir. Bu 

prosedürlerin bazıları tahmin bazıları ise ön tahmin için önerilen metotlardır. Hoerl 

ve Kennard (1970), k  nın seçimi için ridge trace yöntemini önermiştir. Ayrıca k  nın 

seçimi için Mallows (1973), McDonald ve Galarneu (1975), Golub ve ark. (1979), 

Craven ve Wahba (1979) vb. yöntemler geliştirmiştir. 

 Yanlı tahmin edicilerdeki yanlılık parametreleri, ya tahminler daha durağan 

olacak şekilde ya da ön tahminlerde bir ilerleme olacak şekildedir. Ridge 

regresyonda k  daha çok katsayıların tahmininde bir gelişme olacak şekilde seçilir. 

Fakat model ön tahmin amaçlı kullanılıyorsa k  nın seçimi için ön tahmin amaçlı 

kriterler kullanılır. Bu kriterlerden biri Golub ve ark. (1979) tarafından önerilen 

genelleştirilmiş çapraz geçerlilik (GCV) istatistiğidir. Bu bölümde, doğrusal karma 

modeller için GCV yi minimum yapacak ridge parametresinin seçimine dayalı bir ön 

tahmin verilecektir.    

 Ridge karma modeli için gözlenen iy  değerlerine karşılık gelen iy~  

uydurulmuş değerlerin vektörü, 
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elde edilir. Burada 1111 ')'([ ---- +--= VXkIXVXXIRVIS nn  dır. Buna göre 

ridge karma model için GCV, 
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 21 ]/)(1/[)~()~()( nStryyyynkGCV --¢-= -    

                                                                               

şeklinde gösterilir. Burada )~()~( yyyy -¢-  karma hata kareler toplamı iken 

nStr /)(1-  modelin serbestlik derecesidir. 

 Ridge tahmin edici k  yanlılık parametresine bağlıdır ve k  nın seçimi tahmin 

edicinin performansını etkiler. k  arttıkça tahminler küçülür ve belli bir k  değerinden 

sonra durağan (stable) olurlar. Burada amaç, ridge tahminlerinin durağan olduğu en 

küçük uygun k  değerinin seçimidir. Ancak ridge karma modeli için, )(kGCV  yi 

minimum yapan ridge parametresinin kapalı bir formu bulunmamaktadır. Bu yüzden 

k  yanlılık parametresinin elde edilmesinde iterasyon yöntemi uygulanır. 

 Bölüm 7.1 de öngörüsel olarak, kb
~  nın matris MSE  kriterine göre b  dan 

üstün olması için bir k  var ise ka~  ve kf~  matris MSE  kriterine göre ka  ve kf  dan 

üstün olacak şekilde bir k  her zaman vardır sonucuna varırız. Burada Hoerl ve 

Kennard (1970) ın önerdiği ridge tahmin ediciye benzer olarak kb
~  nın skaler MSE  

değerini minimum yapacak bir k  değeri önerilebilir. Böyle bir k  değerini elde 

etmek için rasgele etkilerin açıkça tanımlanmadığı marjinal model ele alındığında, 

 

 ),0(~, VNZuuXy eab +=+=                             (7.21) 

  

olur. Burada V  pozitif tanımlı olduğu için 'NNV =  olacak şekilde singüler olmayan 

simetrik bir N  matrisi vardır. (7.21) eşitliğinin her iki tarafı  1-N  ile çarpılırsa, 

XNXyNy 1*1* , -- ==  uNu 1* -=  ve nIuVar =)( *   olmak üzere *** uXy += b  

elde edilir. 

 Modele ait varsayımları sadeleştirmek için doğrusal modellerde genellikle 

kanonik form kullanılır. XVXXX 1** '' -=  matrisi simetrik olmak üzere ortogonal 

bir P  matrisi vardır öyle ki pIPPPP == ''  ve ),...,('' 1
**

pdiagPXXP ll=L=  dır. 

Burada il , ** ' XX  nın özdeğeridir. Böylece marjinal model, PXX *
* =  ve bg 'P=  
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iken *
*

* uXy += g  olarak tekrar yazılabilir. Buna göre, ),...,( 1 pkkdiagK =  iken 

yVXKXVXK
111 ')'(~ --- +=b  nın skaler hata kareler ortalaması, 
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olarak elde edilir. ig  kanonik formda ridge regresyon katsayılarının tahmini olmak 

üzere pik ii ,...,1/1 2 == g  genelleştirilmiş ridge tahmin edicinin skaler MSE  

değerini minimum yapar. Doğrusal regresyon için Hoerl ve ark. (1975) nın önerisi 

göz önüne alındığında, ik  değerlerinin harmonik ortalaması bb '/pk = , optimal k  

değerini verir. Optimal k  değeri bilinmeyen b  katsayısına bağlıdır ve Hoerl ve 

Kennard (1970) e göre k  nın tahmini b  yerine b
~  nın kullanılması ile elde edilir. 
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8. SAYISAL ÖRNEK 
 

Doğrusal karma modellerde tekrarlı ölçüm olması durumunda ortaya çıkan 

ilişkili veride varyans-kovaryans matris yapısının modellenmesi amacı doğrultusunda 

her bir deney birimi farklı birer bloklama değişkeni olarak alınmak üzere, her bir 

bloklama değişkeni için tekrarlı ölçümlerden oluşan veri kendi içinde ilişkili olup 

belli bir varyans-kovaryans matris yapısına sahiptir. Tekrarlı ölçüm çalışmalarında 

temel varsayım farklı deney birimleri üzerinden alınan gözlemlerin birbiri ile 

ilişkisiz, aynı deney birimi üzerinden alınan ölçümlerin ise birbiri ile ilişkili 

olmasıdır. Bu durumda aynı deney birimi üzerinden alınan tekrarlı ölçümler belli 

varyans-kovaryans matris yapılarına sahip olmaktadır (Bagiella ve ark. 2000, 

Wolfinger 1996, Fitzmaurice ve ark. 2004, İyit, 2008). 

 Bölüm 7 de, tekrarlı ölçümler için doğrusal karma modellerde varyans-

kovaryans matris yapısının modellenmesi amacıyla kullanılan 16 farklı varyans-

kovaryans modelleri ile model seçim kriterleri detaylı olarak açıklanmıştı. Bu 

bölümde ise doğrusal karma modelin özel durumları olan rasgele kesen terimli 

modeli ve rasgele kesen ve eğimli modeli sahip oldukları varsayımlar dikkate 

alınarak sahip olabilecekleri varyans-kovaryans modelleri incelenmiş ve dört kriter 

[Akaike Bilgi Kriteri (AIC), Hurvich ve Tsai Bilgi Kriteri (AICC), Bozdogan Bilgi 

Kriteri (CAIC) ve Schwarz Bayesian Bilgi Kriteri (BIC)] aracılığıyla uygun model 

seçilmiştir.  

Erişkin bir bireyde her biri ortalama 150 gram ağırlığında bir çift böbrek 

bulunur. Böbrekler, insan organizmasında en iyi korunmuş organlardır. Böbrekte 

kalp debisinin, % 20-30 unun yönlendiği yoğun bir damar ağı vardır. Beden ağırlığı 

70 kg olan bir insanda 1 dakikada böbrekten geçen kan miktarı yaklaşık 1200 ml/dk 

dır. Vücutta iç ortamın normal durumunun korunması çok önemlidir. İç ortamın 

kimyasal yapısının değişmez tutulması, büyük ölçüde akciğerler ve böbrekler 

tarafından yapılır. Böbrekler, vücut sıvı elektrolit dengesini düzenler. Kanın osmotik 

basıncını sabit tutmak için değişik miktarda elektrolit atılmasını sağlayarak vücudu 

zararlı maddelerden temizlerler. Metabolizma sonucu meydana gelen artık 

maddelerden üre, ürik asit, kreatinin gibi toksik maddelerin atılmasını sağlarlar. Aynı 



8. SAYISAL ÖRNEK                                                                                 Funda CAN 

84 

zamanda vücut için gerekli olan maddelerin geri emilimini sağlayarak da (glikoz, 

aminoasit gibi) madde kaybını önlerler. Yine vücudun normal asit-baz dengesinin 

düzenlenmesine yardımcı olurlar (Yöntem ve Odabaş, 2009). 

Böbreklerin çalışmasının yavaşlaması veya durmasına bağlı olarak kanda 

bulunan su, tuz ve diğer minerallerin dengesinin bozulmasına böbrek yetmezliği adı 

verilir. Böbrek yetmezliği akut ve kronik olarak iki şekilde kendini belli eder. Akut 

böbrek yetmezliği böbreklerin görevlerine çok kısa bir süre ara verdiği ve geriye 

dönüşünün mümkün olduğu böbrek yetmezliğidir. Zamanında, erken tanı ile tedavi 

yapıldığı takdirde kişinin böbrekleri normal olarak çalışmaya devam edebilir. Kronik 

böbrek yetmezliğinde ise durum daha ciddi bir hal almaktadır 

(http://belirtilerinelerdir.com/bobrek-yetmezligi-belirtileri-nelerdir/). 

Kronik böbrek yetmezliği genellikle son döneme kadar belirti vermediği için 

hastalığın belirlenmesi ancak yapılacak idrar ve kan testleri ile mümkün olur. Üre, 

kreatinin ve potasyum özellikle böbrek fonksiyonlarının değerlendirilmesinde önemli 

bir ölçüt olarak kullanılan biyokimyasal değerlerdir. Üre, kreatinin ve potasyum 

değerlerindeki büyük artışlar akut ya da kronik böbrek yetersizliklerinde olmaktadır 

(http://www.medikalakademi.com.tr/kronik-bobrek-yetmezligi-baslangic-belirtileri-

tani-tedavisi/).  

Vücutta birikmiş üre, kreatinin gibi zararlı maddelerin ve aşırı suyun bir 

membran aracılığıyla vücuttan uzaklaştırılması işlemine diyaliz adı verilir. İlerlemiş 

böbrek yetmezliği tedavisinde kullanılır. Diyaliz tedavisi, bozulmuş böbrek 

işlevlerinin bir kısmını düzenleyerek yaşamın devam etmesini sağlar. Diyaliz, 

hemodiyaliz ve peritondiyaliz olmak üzere ikiye ayrılır. Hemodiyaliz, bir makine 

aracılığı ile hastanın kanının özel bir filtreden süzdürüldüğü, zararlı maddelerin 

temizlenmesi ve temizlenen kanın hastaya geri verildiği bir tedavi şeklidir.  

Peritondiyalizi, kanı zararlı atıklardan temizlemek için hastanın kendi karın zarının 

bir filtre gibi işlev görmesi yöntemidir. İnsanın kendi karın zarının kullanıldığı 

diyaliz şekline peritondiyalizi denir (http://www.kocdiyaliz.com.tr/; 

https://www.abbott.com.tr). 

Bu bölümde, yukarıda verilen bu bilgilerin ışığı altında bir sağlık kuruluşu 

tarafından böbrek yetmezliği teşhisi konan ve 12 ay )12,...,1,...,(
121 =tt  boyunca 

http://belirtilerinelerdir.com/bobrek-yetmezligi-belirtileri-nelerdir/)
http://www.medikalakademi.com.tr/kronik-bobrek-yetmezligi-baslangic-belirtileri
http://www.kocdiyaliz.com.tr/;
https://www.abbott.com.tr)
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düzenli olarak tedaviye gelen 200 hastaya ilişkin geçmişe dönük inceleme yapılarak 

kandaki üre, kreatinin ve potasyum değerlerine ilişkin elde edilen tekrarlı ölçüm 

verileri kullanılmıştır. Bu klinik çalışmada, “hemodiyaliz” tedavisi gören hasta sayısı 

100 ve “peritondiyaliz” tedavisi gören hasta sayısı 100 olmak üzere, toplam 200 

hasta incelenmiş ve hastaların diyaliz öncesi ve sonrası kan örnekleri alınmıştır. 12 

aya ait diyaliz sonrası üre değerlerine ilişkin ölçüm değerleri aynı deney birimi 

üzerinden belli zaman aralıkları ile alınan bağımlı değişkene ait gözlem değerleri 

olup tekrarlı ölçümleri oluşturur. Bağımlı değişken üzerinde etkili olabileceği 

düşünülen diyaliz öncesi üre, kreatinin ve potasyum değerleri ile tedavi türü (1: 

hemodiyaliz, 0: peritondiyaliz) açıklayıcı değişken olarak adlandırılmaktadır. 

Tekrarlı ölçümler ile yapılan bu çalışmada diyaliz öncesi ve sonrası üre, kreatinin ve 

potasyum değerlerinin alındığı hastalar denek olarak ifade edilir. 

Çalışmaya alınan 200 denek, böbrek yetmezliği teşhisi konmuş hastalar 

arasından rasgele seçildiğinden, denek faktörünün bağımlı değişken üzerindeki etkisi 

rasgele etki olup diyaliz öncesi üre, kreatinin ve potasyum değerleri ile tedavi türü 

(1: hemodiyaliz, 0: peritondiyaliz) sabit etki olarak ifade edilir. 

 

8.1. Rasgele Kesen Terimli Modelde Varyans-Kovaryans Yapısının 

Modellenmesi 
 

 Rasgele kesen terimli model (2.11) eşitliğinde verilmişti. iy  i_inci denek 

üzerinden tedaviyi takip eden 12 aylık üre çıkış değerlerine ilişkin tekrarlı ölçümlerin 

oluşturduğu bağımlı değişken olmak üzere, 
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şeklinde gösterilir. Mevcut veri için uzun süreli model,  

 

200,...,2,1=++= iZXy iiiii eab  

 

olarak yazılır. Burada iX  i_inci deneğe ait sabit etkilere ilişkin 12x5 boyutlu tasarım 

matrisi, b  sabit etkilere ilişkin 5x1 boyutlu parametreler vektörü, iZ  i_inci deneğe 

ait rasgele etkilere ilişkin 12x1 boyutlu tasarım matrisi, ia  i_inci deneğe ait rasgele 

etkilere ilişkin parametre ve ie  i_inci deneğe ait rasgele hataların 12x1 boyutlu bir 

vektörüdür. Modeldeki rasgele etkiler ),0(~ 2
qi IN asa  ve hata terimi ise 

),0(~ 2
ini IN ese  birbirinden bağımsız rasgele değişkenler olduğu kabul edilmiştir. 

 (2.11) eşitliğinde verilen rasgele kesen terimli model, aynı deney birimi 

üzerinden alınan tekrarlı ölçümlerin homojen varyans-kovaryans yapısına sahip 

olduğu varsayımına dayanır. Bu yüzden mevcut 16 varyans-kovaryans modelleri 

arasından sadece bileşik simetri (CS) varyans-kovaryans modeline uygundur 

(Crowder and Hand, 1990). Bileşik simetri varyans-kovaryans modelinde tekrarlı 

ölçüm çiftlerinin aynı korelasyona sahip olduğu varsayılır. Buna göre _i denek için 

iy  bağımlı değişken vektörünün varyans-kovaryans matrisi,  
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olarak gösterilir. Burada 2
as  i_inci deneğe ait rasgele etkilere ilişkin varyans ve 2

es  

ise i_inci deneğe ait rasgele hataların varyansıdır.  

 Çizelge 12.1. de veri yapısındaki heterojenliğin modellenmesinde iy  bağımlı 

değişken vektörünün varyans-kovaryans matrisinin tahminleri yer almaktadır. 

Rasgele kesen terimli için aynı deney birimi üzerinden alınan tekrarlı ölçümler 

arasındaki bileşik simetri varyans-kovaryans matrisinin ML tahmini, 
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olarak elde edilir.  

 Rasgele kesen terimli modelinde tekrarlı ölçüm çiftleri aynı korelasyon 

değerine sahiptir. Modele dahil edilen denek etkisinin bağımlı değişkenin 

yapısındaki toplam değişimi açıklama oranı, 

 22

2
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a
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=                                (8.2) 

 

formülü ile hesaplanır ve (8.2) eşitliği sınıf içi korelasyon adını alır (Diggle ve ark. 

2002, Fitzmaurice ve ark. 2004). Buna göre 4055.0ˆ =MLr  ve 4081.0ˆ =REMLr  olmak 

üzere denek etkisinin bağımlı değişkenin yapısındaki toplam değişimi açıklama oranı 

sırasıyla yaklaşık %40 ve %41 dir.  

 Aynı deney birimine ait tekrarlı ölçümlerin sabit varyans ve kovaryans 

değerleri ile birbirine eşit korelasyon değerlerine sahip oldugu varsayımı üzerine 

dayanan rasgele kesen terimli model yapısının tekrarlı ölçüm verilerinin 
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modellenmesi için kullanımı pekte elverişli gözükmemektedir. Bu yüzden bir sonraki 

aşamada toplam kolesterol düzeylerine ilişkin tekrarlı ölçüm verilerinin istatistiksel 

analizinde aynı deney birimi üzerinden alınan tekrarlı ölçümlerin sahip olduğu bu 

ilişkili veri yapısı üzerine hiçbir kısıtlayıcı varsayım koymadan, varyans-kovaryans 

matris yapısının çok esnek olarak modellenmesine imkan tanıyan (2.12) eşitliği ele 

alınacaktır (İyit, 2008). 

 

8.2. Rasgele Kesen Terim ve Eğimli Modelde Varyans-Kovaryans Yapısının 

Modellenmesi 
  

 iy  i_inci denek üzerinden tedaviyi takip eden 12 aylık üre çıkış değerlerine 

ilişkin tekrarlı ölçümlerin oluşturduğu bağımlı değişken olmak üzere rasgele kesen 

terim ve eğimli modeli, 
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şeklinde gösterilir. Mevcut veri için uzun süreli model,  

 

200,...,2,1=++= iZXy iiiii eab  

 

olarak yazılır. Burada iX  i_inci deneğe ait sabit etkilere ilişkin 12x5 boyutlu tasarım 

matrisi, b  sabit etkilere ilişkin 5x1 boyutlu parametreler vektörü, iZ  i_inci deneğe 

ait rasgele etkilere ilişkin 12x2 boyutlu tasarım matrisi, ia  i_inci deneğe ait rasgele 

etkilere ilişkin 2x1 boyutlu parametre vektörü ve ie  i_inci deneğe ait rasgele 

hataların 12x1 boyutlu bir vektörüdür. Burada 1ia  i_inci deneğin bağımlı değişken 

üzerindeki birinci rasgele etkisini ve 2ia  ise i_inci deneğin zaman değişkeninin 
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k_ıncı düzeyine göre )12,...,1( =k  bağımlı değişken üzerindeki ikinci rasgele etkisini 

temsil etmektedir.  

 ia  ve ie  birbirinden bağımsız rasgele değişkenler olmak üzere, 
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varsayımı altında rasgele kesen terim ve eğimli modelinde iy  bağımlı değişken 

vektörü, 

 

 200,...,1),(~ ' =+= iRGZZVXNy iiiiii b                (8.4) 

 

dağılımına sahiptir. Rasgele kesen terim ve eğimli modelde, i_inci deney birimi 

üzerinden alınan bağımlı değişkene ilişkin varyans-kovaryans matris yapısının 

modellenmesi üzerine kısıtlayıcı bir varsayım bulunmamaktadır. Aynı deney birimi 

üzerinden alınan tekrarlı ölçümler için (8.4) eşitliğinde verilen V  matrisinin 

modellenmesi amacıyla iV  i _inci deney birimi için iy  bağımlı değişken vektörünün 

varyans-kovaryans matris yapısı 16 farklı varyans-kovaryans modeli aracılığıyla 

modellenmiş olup Çizelge 12.3. de verilmiştir.  

 Rasgele kesen ve terim ve eğimli model yapısında yer alan rasgele etkilere 

ilişkin kovaryans parametrelerinin ML ve REML tahmin değerleri 16 farklı varyans-

kovaryans modeli için Çizelge 12.1. de verilmiştir.  

 (8.4) eşitliğinde verilen iV  i_inci denek için bağımlı değişken vektörüne 

ilişkin varyans-kovaryans matrisinin modellenmesinde kullanılan G  modelde yer 

alan rasgele etkilere ilişkin varyans-kovaryans matrisi ile iR  i_inci denek için hata 

terimi vektörüne ilişkin varyans-kovaryans matrisi ML ve REML için Çizelge 12.2. 

de verilmiştir.   

 Bağımlı değişkene ilişkin tekrarlı ölçüm verileri arasındaki değişimi ele 

almak amacıyla ele alınan 16 farklı varyans-kovaryans modelini karşılaştırabilmek 
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amacıyla AIC, BIC, CAIC ile AICC olmak üzere dört kriterin hesaplanan değerleri 

ML ve REML için ayrı ayrı Çizelge 12.4. de verilmiştir. Çizelge 12.2. de tekrarlı 

ölçüm verileri için elde edilen varyans-kovaryans modelleri arasından uygun 

kovaryans modeli belirlenirken yukarıda adı geçen dört kriterden en küçük değeri 

veren dikkate alınmıştır. Buna göre Çizelge 12.2. den sırasıyla ML ve REML 

kovaryans parametre tahmin yöntemleri için en küçük değerleri 17.857,7480 ve 

17.862,2580 olmak üzere AIC vermiştir. En uygun varyans-kovaryans modeli 

ANTE(1) olarak belirlenmiştir.  

Uzun süreli verilere de, ilişkili veriler gibi yaklaşılabilir. Yani, ilişkili 

verilerin analizi için ileri sürülen yaklaşımlar uzun süreli veriler için de kullanılabilir. 

Çünkü aynı birim kümesi üzerinden aynı değişken için alınan tekrarlı ölçümlerin 

ilişkili olması muhtemeldir. Bağımlı değişkenlerin veya bağımsız değişkenlerin 

zaman boyunca alınan kendi ölçümleri içinde, aynı zaman noktasında alınan bağımlı 

ve bağımsız değişkenlerin ölçümleri arasında, bağımlı değişkenler arasında veya 

bağımsız değişkenler arasında ilişki söz konusu olabilir. Uzun süreli verilerin 

analizinde bu ilişkiler dikkate alınmalıdır (Roy ve Khattree, 2005; Song, 2007; 

Bahçecitapar, 2012). 

Çoklu iç ilişkinin var olup olmadığını belirleyen yöntemlerden biri koşul 

sayısıdır. Mevcut veride sabit etkilere karşılık gelen açıklayıcı değişkenler arasındaki 

koşul sayısı 9000.2 olarak bulunmuştur ve veri kümesinde şiddetli çoklu iç ilişki 

tespit edilmiştir. Bu bölümde önerilen ridge karma model incelenerek bu sorun 

aşılmaya çalışılmıştır. 

 Bu çalışmada, Eliot ve ark. (2011) tarafından önerilen ve uzun süreli verilerde 

ilişkili veri yapısını dikkate alan ridge karma model incelenmiştir. Ancak orijinal 

olarak ridge karma model tahminleri elde edilirken Henderson ın karma model 

eşitliklerinden yararlanılmıştır. Buna ek olarak, ridge karma model tahmin edicisinin 

karma model tahmin edicisinden matris hata kareler ortalaması anlamında üstün 

olması için gerek ve yeter koşulları veren bir teorem geliştirilmiştir. 

Tahmin edicilerin performanslarının karşılaştırması ortalama hata kareler 

ortalaması hesaplanarak gerçekleştirilmiştir. Ortalama kareler ortalaması 

hesaplanırken doğrusal karma modellerde parametre ve varyans bileşenleri tahmin 
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yöntemlerinden en çok olabilirlik ve kısıtlı en çok olabilirlik yöntemleri 

kullanılmıştır.  

Ridge tahmin edici k  yanlılık parametresine bağlıdır ve k  nın seçimi tahmin 

edicinin performansını etkiler. Çizelge 8.1. ve Çizelge 8.2. da sırasıyla en çok 

olabilirlik ve kısıtlı en çok olabilirlik yöntemlerine göre elde edilen tahmin değerleri 

yer almaktadır. Çizelge 8.1. ve Çizelge 8.2. de BLUP, ik  değerlerinin harmonik 

ortalaması ve )(kGCV  yi minimum yapan k  değerine göre elde edilen parametre 

tahmin değerleri ve hata kareler ortalaması verilmiştir. ik  değerlerinin harmonik 

ortalaması bb '/pk =  formülü ile )(kGCV  yi minimum yapan k  değeri ise 

10 ££ k  aralığı içerisinden 0.01 lik artışlarla seçilmiştir.  

 

Çizelge 8.1. En Çok Olabilirlik (ML) Yöntemine Göre Elde Edilen Tahmin Değerleri 
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Çizelge 8.2. Kısıtlı En Çok Olabilirlik (REML) Yöntemine Göre Elde Edilen Tahmin         
Değerleri 

 

 

Çizelge 8.1. ve Çizelge 8.2. ye göre )(kGCV  yi minimum yapan k  değerine 

göre elde edilen hata kareler ortalama değerleri 0239.0'/ == bbpkh  tahmin 

değerlerine nazaran yüksek çıkmıştır. Her iki çizelgeden elde edilen değerler 

birbirine çok yakın çıkmıştır. 

Sonuç olarak, teorik sonuçlar yansız ridge tahmin edicinin diğer tahmin 

edicilerden hata kareler ortalaması anlamında her zaman iyi olmadığını 

göstermektedir. Hangi tahmin edicinin daha iyi olduğu k  nın seçimine bağlıdır. 

Örneğin hk  alırsak ridge tahmin edici doğrusal karma model tahmin edicisinden hata 

kareler ortalaması anlamında daha iyi olduğu görülür. 

Şekil 8.1 ve Şekil 8.2 sırasıyla ML ve REML yöntemleri için k  ya karşı 

skaler hata kareler ortalaması grafiğidir. Buna göre ML ve REML her ikisi için de k  

nın çok küçük değerleri için ridge karma tahmin edicisinin karma tahmin edicisine 

göre daha iyi olduğu görülür. 
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Şekil 8.1. ML için k ya karşı skaler hata kareler ortalaması (SMSE) 
 

 
Şekil 8.2. REML için k ya karşı skaler hata kareler ortalaması (SMSE) 

 

Sayısal örnekte, ridge karma tahmin edicisinin karma tahmin edicisine göre 

belli k  değerlerinde hata kareler ortalaması anlamında daha iyi olduğunu 

göstermektedir. Hangi tahmin edicinin iyi olduğu bilinmeyen b  ve 2s  

parametrelerine ve k  nın seçimine bağlıdır. Bu parametrelerin uygun seçimleri ile 

ridge karma tahmin edicisi hata kareler ortalaması anlamında iyi tahmin edicilerden 

biri olarak ele alınabilir.  
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9. SİMÜLASYON ÇALIŞMASI 
 

Bu bölümde, teorik olarak açıklanan doğrusal karma model ve ridge karma 

modele ilişkin tahmin edicilerin hata kareler ortalamasına göre performansları 

Matlab 2012 programı yardımıyla simülasyon çalışması yapılarak karşılaştırılmıştır. 

Burada, 

i) Deneklerin sayısı 30=m , sabit etkilere ilişkin parametre sayısı 3=p  ve rasgele 

etkilere ilişkin parametre sayısı 2=q  dir, her bir denekten alınan gözlem sayısı ise 

5=in  

ii) Deneklerin sayısı 60=m , sabit etkilere ilişkin parametre sayısı 3=p  ve 

rasgele etkilere ilişkin parametre sayısı 2=q , her bir denekten alınan gözlem sayısı ise 

10=in  

olmak üzere iki durum için simülasyon çalışması tekrarlanmıştır. 

Sabit etkilere karşılık gelen çoklu iç ilişkili açıklayıcı değişkenleri oluşturmak 

amacıyla McDonald ve Galarneau (1975) tarafından önerilen prosedür uygulanmıştır.  

 

 pknjmiwwx ipijijkijk ,...,1,....,1,....,1)1( )1(
2/12 ===+-= +gg         (9.1) 

 

Burada ijw  standart normal dağılıma sahip yapay rasgele sayılar ve 2g  ise herhangi 

iki açıklayıcı değişken arasındaki ilişkiyi ifade etmektedir. Ayrıca açıklayıcı 

değişkenler standartlaştırılmıştır. Yani XX '  ilişki matrisi formundadır. 

Bu çalışmada açıklayıcı değişkenler arasında kuvvetli ilişki olması istendiği 

için 95.0,90.0,80.0,70.0=g ve 99.0  alınmıştır. ijlz  rasgele etkilere karşılık gelen 

parametreler ql ,...,1=  olmak üzere )2,2(-U  düzgün dağılımdan üretilmiştir. 

Newhouse ve Oman (1971) ve McDonald ve Galarneau (1975) b  nın XX '  

matrisinin en büyük özdeğerine karşılık gelen normalleştirilmiş özvektör olarak 

alındığında MSE  nin minimum olduğunu belirtmiştir. Dolayısıyla b  vektörü, 

XVX 1' -  matrisinin en büyük özdeğerine karşılık gelecek şekilde üretilmiştir. 
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Modeldeki rasgele etkiler ),0(~ 2
qi IN asa  ve hata terimi ise ),0(~ 2

inij IN ese  

birbirinden bağımsız normal dağılımdan üretilmişlerdir. Simülasyon 1,5.0,1.02 =as  

ve 1,5.0,1.02 =es  olmak üzere tüm kombinasyonlarda tekrarlanmıştır. Deneme 

sayısı 500=N  olarak seçilmiştir. Bağımlı değişkene dayalı gözlemler, 

 

iijijqiqijiijppijij njmizzxxy ,...1,...,1...... 1111 ==++++++= eaabb  

 

olacak şekilde üretilmiştir.  

Simülasyon çalışması sırasında yanlılık parametresi k  nın seçiminde Bölüm 

7 de verilen hk̂  ve GCVk  kullanılmıştır. Çizelge 9.1. ve Çizelge 9.3. de verilen hk̂  

değerleri, optimal k  değerini veren harmonik ortalama bb '/pk = , değerine 

karşılık gelmektedir. Çizelge 9.2. ve Çizelge 9.4. de k  değerleri ise 100 ££ k  aralığı 

içerisinden 1 lik artışlarla belirlenmiş olup )(kGCV  yı minimum yapan k  değeri 

seçilmiştir. Genellikle )(kGCV  yi minimum yapan k  değerleri )10,0(  aralığında 

iken bazı durumlarda k  değeri 10  olarak bulunmuştur. Bu durum sezgisel olarak 

)(kGCV  yi minimum yapan k  değerlerinin 10  dan büyük olduğu sonucunu 

doğurmuştur. Ancak standart olarak k  değerleri 100 ££ k  aralığından seçilmiştir.   

Tahmin edicilerin performanslarının karşılaştırması ortalama (average) hata 

kareler ortalaması hesaplanarak gerçekleştirilmiştir. Herhangi bir b
~  ve a~  tahmin 

edicileri için bu ölçümler, 

 

)~()'~(
500
1)~( )(

500

1
)( bbbbb --= å

=
r

r
rAMSE     

                        

ve 

 

)~()'~(
500
1)~( )(

500

1
)( aaaaa --= å

=
r

r
rAMSE    
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formülleri yardımıyla hesaplanmıştır. Burada )(
~

rb  ve )(
~

ra  , denemenin r _inci 

çıktısında sırasıyla b  ve a  nın tahminleridir.  

 Çizelge 9.1.- 9.4. için simülasyon çalışması sonucu elde edilen bulgular 

aşağıda özetlenmiştir. 
2
as  sabit ve 2

es  1.0  den 1 e kadar artarken her iki tahmin edicinin MSE  

değerleri artmıştır. Ancak bu artış, büyük k  değerleri için sabit etkilere ilişkin ridge 

karma model tahminlerinde dikkat çekici değildir. Karma ridge model tahmin 

edicileri karma tahmin edicilerine göre daha hızlı artış göstermektedir. 2
es  sabit ve 

2
as  nın 1.0  den 1 e kadar artarken, rasgele etkilere ilişkin her iki tahmin edici de 

artar. 
2g  artarken, ridge karma modelde sabit etkilere ilişkin elde edilen MSE  

değerleri artar. g  değerleri modeldeki açıklayıcı değişkenleri etkilediği için hem hk̂  

hem de GCVk  değerleri için 2
as  ve 2

es  sabit iken tahmin edicilerin MSE  tahmin 

değerleri farklıdır. Ancak 2g , ridge karma tahmin edicilere ve karma modellerde ise 

sadece rasgele etkilere ilişkin tahmin edicilere ait MSE  değerlerini sistemli olarak 

etkilemez. 2g  artarken, b
~  ve kb

~  arasındaki fark artar. 

22 , ea ss  ve 2g sabit, in  değeri 5  den 10  a kadar artarken her iki model için 

rasgele etkilere ilişkin MSE  tahmin değerleri azalır. 

Genel olarak Çizelge 9.1.-9.4. e göre, kb
~  nın b  dan, ka~  nın a  dan MSE  

kriterine göre daha iyi performans gösterdiği gözlenmiştir. Genel olarak hem sabit 

etkiler hem de rasgele etkilere ilişkin ridge tahmin ediciler daha iyi performans 

göstermektedir. Ayrıca MSE  değerlerindeki artış ridge karma tahmin edicilerde sabit 

etkilere ilişkin karma tahmin edicilere göre daha hızlıdır. 

Bu çalışmada elde edilen sonuçlar örneklem büyüklüğüne )(n , değişkenler 

arası ilişkiye )( 2g  ve rasgele değişkenlerin varyansına )( 22
ea ss ve  göre ridge karma 

modelin doğrusal karma modele göre üstün olduğunu göstermektedir. 
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Yeni bir tahmin edicinin diğer tahmin edicilerden daha iyi bir tahmin yöntemi 

olması beklenir. Bu beklenti yapılan simülasyon çalışması ile yaklaşık olarak 

gözlenmiştir. 

 
Çizelge 9.1. 30,5 == mni ve hk̂  iken tahmin edilen MSE  değerleri 
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Çizelge 9.2. 30,5 == mni ve GCVk  iken tahmin edilen MSE  değerleri 
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Çizelge 9.3. 60,10 == mni ve hk̂  iken tahmin edilen MSE  değerleri 
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Çizelge 9.4. 60,10 == mni ve GCVk  iken tahmin edilen MSE  değerleri 
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10. SONUÇ VE ÖNERİLER 
 
 Bu çalışmada doğrusal karma modelin tanımı, önceki çalışmaları, yapılan 

çalışmaların uygulamaları, doğrusal karma modelin gösterimi ve doğrusal karma 

model türleri ele alınmıştır. Doğrusal karma modelin tahmin yöntemleri detaylı 

olarak incelenmiştir. Varyans bileşenleri tahmin yöntemlerinden en çok olabilirlik ve 

kısıtlı en çok olabilirlik yöntemlerine yer verilmiş olup bu bölüm sonunda iki yöntem 

karşılaştırılmıştır. Uzun süreli karma modellerde varyans-kovaryans matris yapısının 

modellenmesi amacıyla kullanılan varyans-kovaryans modelleri incelenmiştir. Bilgi 

kriterleri yardımıyla en uygun varyans-kovaryans modeli seçilmiştir. rT =b  

kısıtlaması altında EKK tahmin edicinin elde edilmesine benzer mantıkla doğrusal 

karma modelinin hem rasgele etkili hem de sabit etkili parametrelerine kısıt 

getirilmiştir. 

Bu çalışmada orijinal olarak Henderson ve ark. (1959) ın karma model 

eşitlikleri fikri, uzun süreli verilerde ilişkili veri yapısını dikkate alan ridge karma 

modele uygulanmıştır. Ayrıca ridge karma model tahmin edicisinin karma model 

tahmin edicisinden matris hata kareler ortalaması anlamında üstün olması için gerek 

ve yeter koşulları veren bir teorem geliştirilmiştir. Uzun süreli karma modeller, 

gerçek veri uygulaması üzerine IBM SPSS Statistics 22, Matlab 2012 ve Excel 

programları yardımıyla analiz edilmiştir ve Monte Carlo simülasyon çalışması 

yapılmıştır. Elde edilen sonuçlar doğrultusunda gerek simülasyon gerekse gerçek 

veri analizi belli k  değerlerinde ridge karma tahmin edicisinin karma tahmin 

edicisine göre hata kareler ortalaması anlamında daha iyi olduğunu göstermiştir. 

Bu çalışmaya paralel olarak çoklu iç ilişki problemini ortadan kaldıracak 

alternatif tahmin yöntemleri geliştirilebilir.  
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EK 1. Matris ve Vektörlerin Gösterimleri (Searle ve ark., 1992) 

 

rrX ´,  boyutlu bir matris ise, 
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1, ´rX  boyutlu bir sütun vektörü ise, 
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rX ´1,  boyutlu satır vektörü ise, 
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rrX ´,  boyutlu köşegen bir matris ise, 
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olarak gösterilir. 
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EK 2. Çok Değişkenli Koşullu Normal Dağılım (Searle ve ark., 1992) 

 

 X , normal dağılım gösteren bir vektör olsun. ),(~ VNX m  iken, 
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çok değişkenli dağılıma sahip olmak üzere, 

 

i) 1X  in marjinal dağılımı, 

 

 ),(~ 1111 VNX m  
 

ii) 1
21

1
22121111 )( ---= VVVVW  olmak üzere  2X  verildiğinde 1X  in koşullu dağılımı, 
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şeklinde elde edilir. 
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EK 3. Çok Değişkenli Rasgele Vektörün Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu 

(Rencher, 2002) 

 

 )',...,( 21 pyyyy =  çok değişkenli rasgele vektör olsun. m , 1´p  boyutlu 

herhangi bir vektör ve å  pp ´  boyutlu pozitif tanımlı matris olmak üzere 

),(~ SmNy  dağılımına sahip olsun. y 'nin olasılık yoğunluk fonksiyonu, 
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olarak ifade edilir. 
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EK 4. Koşullu Birinci ve İkinci Moment (Searle ve ark., 1992) 

 

 g  ve y  herhangi iki rasgele değişken olsun. g  ve y  rasgele değişkenlerinin 

ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu ),( ygf , koşullu olasılık yoğunluk fonsiyonu 

)/( ygf  olmak üzere g  nin beklenen değeri )(gE  ve yE , y  ye göre beklenen 

değer olsun. Bu durumda, 

 

 )]/([)( ygEEgE y=  

ve 

 )]/([)]/([)( ygEVarygVarEgVar yy +=  
 

olur. Burada )(gVar , h  herhangi bir rasgele değişken olmak üzere gh =  iken 

aşağıda verilen eşitliği sağlar. 
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g  nin beklenen değeri ise, 
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elde edilir. Burada g  yerine )]()][([ hEhgEg --  yazılırsa ),( hgCov  bulunur. 
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Bu eşitlikte son terim, )/( ygE  ve )(gE  ifadeleri parantez dışındaki 

beklenen değere göre sabit olduğu için sıfır olur. 
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Benzer şekilde ),( hgCov  eşitliğinde yer alan üçüncü terim de sıfıra eşit olur. 
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Böylece, 
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elde edilir. gh =  iken bu ifade )(gV  eşitliğine dönüşür. 
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EK 5. Karesel Formların Beklenen Değeri (Rencher, 2002) 

a. m,y  ortalamalı ve S  kovaryansına sahip bir rasgele vektör olmak üzere ve 

A sabitlerin simetrik matrisi olmak üzere, 

 

 mm AAtrAyyE ')()'( +S=  
 

dır. 

 

b. 1, ´py  boyutlu; 1, ´qX  boyutlu iki vektör; qpyx ´S ,  boyutlu bir matris ve 

pqA ´,  boyutlu sabitlerin matrisi olmak üzere,  

 

 yxyx AAtrAyXE mm ')()'( +S=  

dır. 
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EK 6. Matris Türevleri (Searle ve ark., 1992) 

a. 1, ´na  boyutlu sabitlerin bir vektörü olmak üzere, 
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dır. 

b. nnA ´,  boyutlu simetrik bir matris olmak üzere, 
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elde edilir.  

c. AX ,  ve P  herhangi bir matris; a  ve b  herhangi bir vektör olmak üzere,
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dır.  
 
d. A matrisi IAA =-1  koşulunu sağlamak üzere tekil olmayan bir matris olmak üzere, 

A  kare matrisinin elemanları t  skalerinin fonksiyonları olsun. A  matrisinin 

determinantının türevi, 
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dır. A  matrisinin tersinin türevi ise, 11
1
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EK 7. Schur Tümleyeni (Searle ve ark., 1992) 

 CBA ,,  ve D  sırasıyla pqqppp ´´´ ,,  ve qq ´  boyutlu matrisler ve tekil 

olmayan parçalanmış bir matrisin tersi, 
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olmak üzere, 11 )( --- BCAD  matrisi A  nın Schur Tümleyeni ile ilgili olarak sayısal 

sonuçlar vermiştir. Bunlardan ilki, 
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dır. Yukarıda verilen eşitliğin sağ tarafı 11 )( --- BCAD  ile çarpılarak eşitlik 

doğrulanabilir. Benzer olarak A  matrisi yerine A-  matrisi alınarak, 
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bulunur. 
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EK 8. Henderson (1975) ın Karma Model Eşitlikleri Yardımıyla b̂  ve a~  

Değerlerinin Elde Edilmesi 
 

 Henderson ın karma model eşitlikleri (5.43) te, 
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olarak ifade edilmişti. Henderson ve ark. (1959), (1) ile verilen matris formundan b̂  

değerinin genelleştirilmiş en küçük kareler çözümüne eşit olduğunu ispatlamıştır. 

İspat aşağıdaki ifadenin denk olduğunu göstermekle ilgilidir.  
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Henderson (1973) ise (1) eşitliğinde verilen a~  değerinin )ˆ(' 1 bXyVGZ --  ya eşit 

olduğunu ispatlamıştır. Bu ispatı yapabilmek için aşağıdaki eşitliğin denk olduğunu 

göstermiştir. 
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(1) eşitliğinin sol tarafında verilen matrisin tersi,  
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olmak üzere Ek 9 dan 22c  alt matrisi,  
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dır. Burada 1
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veya (6) eşitliği dikkate alınırsa, 
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elde edilir. (10) eşitliğinin sağ tarafında verilen matrislerin çarpılmasıyla, 
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bulunur. (11) eşitliğine göre b̂ , 
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elde edilir. a~  eşitliğinde ise 22c  alt matrisi yerine yazılırsa, 
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elde edilir. (15) eşitliğinde verilen 11111 ')'( ----- - RXXRXXRR  ifadesinin 1-R  e 

eşit olduğu Schur Tümleyeni yardımıyla bulunur. XRCRXBXRXA 111 ,',' --- ===  

ve 1-= RD olmak üzere Ek 7 den, 
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EK 9. Parçalanmış Matrisin Tersi (Rao ve Toutenburg, 1995) 

 nnn =+ 21  iken E  11 nn ´ , F  21 nn ´ , G  12 nn ´  ve H  22 nn ´  boyutlu 

matrisler olmak üzere ú
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EK 10. X Matrisinin Sütunlarına Dik Olan Vektörler (Searle ve ark., 1992) 

 'k , 0' =Xk  eşitliğini sağlayan herhangi bir vektör olsun. 0' =kX  ve 
doğrusal denklemlerin çözümü teorisinden (Searle, 1982) c  herhangi bir vektör 
olmak üzere cXXIk ]')'([ --=  olarak yazılabilir. Burada X  matrisinin 

genelleştirilmiş tersi ')'( XXXX -- =  olduğu için k  vektörünün transpozu 

]')'(['' XXXXIck --=  şeklinde yazılır. Ayrıca +- = XXXXXX ')'(   olduğu için 

]['' +-= XXIck  a eşittir. G , )'( XX  in genelleştirilmiş tersi olmak üzere 
+- -=-=-= XXIXXXXIXGXIM ')'('  olarak tanımlanırsa 'k  vektörü 

M cinsinden Mck ''=  şeklinde yazılır. 
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EK 11. Teorem (Farebrother, 1976) 

A  nn ´  boyutlu pozitif tanımlı bir matris, b  1´n  boyutlu sıfırdan farklı 

sütun vektörü ve d  pozitif bir sabit olsun. Buna göre 'bbdA -  pozitif (veya yarı 

pozitif) tanımlıdır ancak ve ancak dbAb £-1'  ise. 
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EK 12 

Çizelge 12.1. Rasgele etkilere ilişkin varyans-kovaryans parametre tahminleri 

Alt Sınır Üst Sınır

ML 88,32 2,66 33,15 <0,000 83,25 93,70
REML 88,43 2,67 33,13 <0,000 83,35 93,82

ML 60,24 6,81 8,85 <0,000 48,28 75,17
REML 60,96 6,91 8,82 <0,000 48,81 76,14

ML 39,41 2,66 14,79 <0,000 34,52 44,99
REML 39,42 2,67 14,77 <0,000 34,52 45,01

ML 60,24 6,81 8,85 <0,000 48,28 75,17
REML 60,96 6,91 8,82 <0,000 48,81 76,14

ML 48,91 0,00 - - - -
REML 49,01 0,00 - - - -

ML 29,45 7,40 3,98 <0,000 18,00 48,18
REML 41,79 7,50 5,57 <0,000 29,40 59,41

ML 58,87 6,81 8,65 <0,000 46,93 73,84
REML 46,65 6,91 6,75 <0,000 34,88 62,37

ML 0,34 0,00 - - - -
REML 3,58 0,00 - - - -

ML 40,00 15,88 2,52 <0,012 18,37 87,10
REML 46,23 0,00 - - - -

ML 52,48 12,21 4,30 <0,000 33,26 82,81
REML 43,01 2,29 18,79 <0,000 38,75 47,74

ML 0,21 0,13 1,66 <0,047 -0,05 0,44
REML 0,13 0,05 2,46 <0,014 0,03 0,23

Model Yapısı

Rasgele Kesen 
Terimli Model

Rasgele Kesen 
Terim ve 

Eğimli Model

% 95 Güven Aralığı
Kovaryans 

Parametresi
Kovaryans Parametre 
Tahmin Yöntemleri Tahmin Standart 

Hata
Kovaryans

Yapısı

Varyans Bileşenleri 
(VC)

Bileşik Simetri (CS)

Walz Z Sig.

Toeplitz

Bileşik Simetri (CS)

2
es

2
as

2
es

2
es

2
1s

2
2s

2
es

2s

r

2s

1r
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Çizelge 12.1. (devamı) 

Alt Sınır Üst Sınır

ML 30,99 7,74 4,01 <0,000 19,00 50,55
REML 30,37 7,83 3,88 <0,000 18,31 50,35

ML 58,71 6,99 8,40 <0,000 46,48 74,14
REML 59,44 7,10 8,37 <0,000 47,04 75,12

ML 0,14 0,04 3,21         <0,001 0,05 0,22
REML 0,13 0,04 3,21         <0,001 0,05 0,22

ML 19,43 0,00 - - - -
REML 19,21 0,00 - - - -

ML 38,95 0,00 - - - -
REML 39,64 0,00 - - - -

ML 68,75 9,66 7,12 <0,000 52,20 90,55
REML 69,02 9,67 7,14 <0,000 52,45 90,84

ML 0,09 0,03 2,83 <0,005 0,03 0,15
REML 0,09 0,03 2,79 <0,005 0,03 0,15

ML 17,81 0,00 - - - -
REML 17,90 0,00 - - - -

ML 55,67 4,74 11,74 <0,000 47,11 65,78
REML 56,60 4,86 11,65 <0,000 47,84 66,97

ML 42,85 5,72 7,50 <0,000 32,99 55,66
REML 42,54 5,69 7,48 <0,000 32,74 55,29

ML 0,02 0,03 0,65 <0,519 -0,03 0,07
REML 0,01 0,03 0,50 <0,615 -0,04 0,06

Model Yapısı

Rasgele Kesen 
Terim ve 

Eğimli Model

% 95 Güven Aralığı
Kovaryans 

Parametresi

AR(1)

Kovaryans Parametre 
Tahmin Yöntemleri

Tahmin Standart 
Hata

Kovaryans
Yapısı

Walz Z Sig.

CSH

TOEPH

2
es

r

2s

2
es

2
1s

2
2s

r

2
es

2
1s

2
2s

r
 

 



 

132 

Çizelge 12.1. (devamı) 

Alt Sınır Üst Sınır

ML 0,00 0,00 - - - -
REML 0,00 0,00 - - - -

ML 12,44 0,00 - - - -
REML 52,12 6,20 8,41 <0,000 41,28 65,80

ML 12,84 0,00 - - - -
REML 81,74 8,92 9,16 <0,000 65,99 101,23

ML -0,69 0,00 - - - -
REML 0,12 0,02 4,98 <0,000 0,07 0,16

ML 45,09 4,93 9,15 <0,000 36,40 55,86
REML 45,22 4,96 9,12 <0,000 36,48 56,07

ML 49,93 0,00 - - - -
REML 50,14 0,00 - - - -

ML 39,98 7,11 5,62 <0,000 28,22 56,66
REML 40,08 7,16 5,60 <0,000 28,25 56,88

ML 43,26 4,11 10,53 <0,000 35,20 51,31
REML 43,24 4,14 10,43 <0,000 35,11 51,36

ML 19,15 25,61 0,75 <0,455 1,39 263,27
REML 19,07 43,06 0,44 <0,658 0,23 1595,20

ML 59,08 7,45 7,93 <0,000 46,14 75,65
REML 59,81 7,57 7,90 <0,000 46,68 76,65

ML 73,76 29,36 2,51 <0,000 33,81 160,93
REML 73,92 47,29 1,56 <0,118 21,10 258,99

ML -0,17 0,09 -1,85 <0,064 -0,35 0,01
REML -0,17 0,09 -1,86 <0,063 -0,35 0,01

Model Yapısı

Rasgele Kesen 
Terim ve 

Eğimli Model

% 95 Güven Aralığı
Kovaryans 

Parametresi
Kovaryans Parametre 
Tahmin Yöntemleri

Tahmin Standart 
Hata

Kovaryans
Yapısı

Walz Z Sig.

ARH(1)

HF

ANTE(1)

2
es

2
1s

2
2s

r

2
es

2
1s

2
2s

l

2
es

2
1s

2
2s

r
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Çizelge 12.1. (devamı) 

Alt Sınır Üst Sınır

ML 24,61 6,36 3,87 <0,000 14,83 40,83
REML 24,26 6,42 3,78 <0,000 14,44 40,76

ML 1,49 1,01 1,48 <0,140 -0,49 3,47
REML 1,33 1,01 1,31 <0,189 -0,65 3,31

ML 0,18 1,11 0,16 <0,871 -1,99 2,35
REML 0,23 1,11 0,21 <0,833 -1,94 2,41

ML 51,19 5,76 8,89 <0,000 41,06 63,81
REML 51,71 5,82 8,88 <0,000 41,47 64,49

ML 34,08 114,93 0,30 <0,767 0,05 25276,53
REML 23,58 53,38 0,44 <0,659 0,28 1991,42

ML 1,43 159,38 0,01 <0,993 -310,95 313,80
REML 1,38 65,90 0,02 <0,983 -127,78 130,54

ML 0,88 112,15 0,01 <0,994 -218,93 220,68
REML 0,94 48,71 0,02 <0,985 -94,52 96,41

ML 43,51 368,68 0,12 <0,906 0,00 709088527,31
REML 44,51 152,71 0,29 <0,771 0,05 37054,15

ML 47,55 0,00 - - - -
REML 57,56 0,00 - - - -

ML 52,58 10,94 4,81 <0,000 34,97 79,06
REML 52,63 10,95 4,81 <0,000 35,01 79,13

ML 53,98 6,06 8,90 <0,000 43,31 67,27
REML 54,62 6,16 8,87 <0,000 43,79 68,13

ML 31,02 14,30 2,17 <0,030 12,56 76,59
REML 31,00 14,31 2,17 <0,030 12,54 76,62

Rasgele Kesen 
Terim ve 

Eğimli Model

Model Yapısı

% 95 Güven Aralığı
Kovaryans 

Parametresi
Kovaryans Parametre 
Tahmin Yöntemleri Tahmin Standart 

Hata
Kovaryans

Yapısı Walz Z Sig.

FA(1)

FAH(1)

UN(1)

2
es

1l

2l

d

2
es

1l

2l

1d

2d

2
es

2
1s

2
2s
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Çizelge 12.1. (devamı) 

Alt Sınır Üst Sınır

ML 57,99 4,39 13,22 <0,000 50,00 67,25
REML 57,94 4,39 13,20 <0,000 49,95 67,22

ML 40,07 4,61 8,69 <0,000 31,98 50,21
REML 40,33 4,65 8,67 <0,000 32,16 50,56

ML 0,34 0,00 - - - -
REML 0,35 0,00 - - - -

ML 29,25 7,24 4,04 <0,000 18,01 47,52
REML 29,25 7,26 4,03 <0,000 17,99 47,57

ML 90,58 15,55 5,83 <0,000 64,70 126,81
REML 91,19 15,62 5,84 <0,000 65,18 127,58

ML 101,53 22,29 4,55 <0,000 66,03 156,14
REML 101,47 22,33 4,54 <0,000 65,92 156,20

ML -47,43 14,87 -3,19 <0,000 -76,57 -18,29
REML -47,40 14,90 -3,18 <0,000 -76,61 -18,20

ML 31,98 0,00 - - - -
REML 25,46 0,00 - - - -

ML 48,16 0,00 - - - -
REML 66,38 0,00 - - - -

ML 50,61 8,49 5,96 <0,000 36,43 70,31
REML 49,11 7,08 6,94 <0,000 37,03 65,15

ML -0,09 0,00 - - - -
REML -0,15 0,00 - - - -

Rasgele Kesen 
Terim ve 

Eğimli Model

Model Yapısı

UNR

UN

% 95 Güven Aralığı
Kovaryans 

Parametresi
Kovaryans Parametre 
Tahmin Yöntemleri Tahmin Standart 

Hata
Kovaryans

Yapısı Walz Z Sig.

ARMA(1,1)

2
es

f

2
1s

2
es

2
1s

2
2s

2
12s

2
es

2
1s

2
2s

21r
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Çizelge 12.2. Rasgele etkilere ve hata terimine ilişkin varyans-kovaryans matrislerinin tahminleri 
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Çizelge 12.2. (devamı) 
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Çizelge 12.2. (devamı) 
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Çizelge 12.2. (devamı) 
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Çizelge 12.2. (devamı) 
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Çizelge 12.2. (devamı) 
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Çizelge 12.2. (devamı) 
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Çizelge 12.2. (devamı) 
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Çizelge 12.3. iy  bağımlı değişken vektörünün varyans-kovaryans matrisinin tahminleri 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
Ra

sg
el

e 
K

es
en

 T
er

im
 v

e 
Eğ
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li 

M
od
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Varyans Bileşenleri (VC) 
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
Ra

sg
el

e 
K

es
en
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
Ra
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el

e 
K

es
en
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
Ra
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el

e 
K

es
en
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
Ra
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el
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en
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
Ra
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en
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M
od

el
 

Heterojen Toeplitz (TOEPH) 
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
Ra
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el

e 
K
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en
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Eğ

im
li 
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Heterojen Birinci Dereceden Otoregresif [ARH(1)] 
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
Ra

sg
el

e 
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en
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e 
Eğ

im
li 
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el
 

Birinci Dereceden Anti-Bağımlı [ANTE(1)] 
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
Ra
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
Ra
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el

e 
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en
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Heterojen Birinci Dereceden Faktör Analitik 
[FAH(1)] 
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
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[Köşegen UN(1)] 
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
Ra
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Yapısal Olmayan Korelasyonlu (UNR) 
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Çizelge 12.3. (devamı) 

Model Yapısı Kovaryans Yapısı 
200,...,1=iVi için bağımlı değişkene ilişkin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi 
Ra
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Yapısal Olmayan (UN) 
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Çizelge 12.4. Uygun varyans-kovaryans yapısının seçimi 

 



 

160 

Çizelge 12.4. (devamı) 
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Çizelge 12.4. (devamı) 

 


