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Dogrusal karma model, dogrusal regresyon modelinin genisletilmis hali olarak
diistiniilebilir. Dogrusal regresyon modelinde sadece sabit etkiler yer alirken, dogrusal karma
modellerde sabit etkilerin yani sira rasgele etkiler de bulunur. Bu ¢alismada dogrusal karma
model tiirlerine ve dogrusal karma modellerin parametre tahminlerine yer verilmistir.
Varyans bilesenlerinin tahmini i¢in kullanilan en ¢ok olabilirlik ve kisith en ¢ok olabilirlik
yontemleri ele alinmigtir. Dogrusal karma modellerde bagimli degiskenin varyans-kovaryans
matris yapisini belirleyen yontemler detayli olarak incelenmis olup uygun model se¢iminde
bilgi kriterlerinden yararlanilmistir.

Dogrusal regresyon modelinde ¢oklu i¢ iliski problemi ve onun istatistiksel sonuglar
tizerindeki etkisi ¢ok iyi bilinmektedir. Benzer sonuglar dogrusal karma modellerde yer alan
sabit etkili parametrelerde de goriilebilir. Bu ¢alismada ¢oklu i¢ iliski olmast durumunda
kullanilan tahmin yontemlerinden kisith ve ridge tahmin yontemleri karma modele alternatif
olarak verilmigtir. Sabit etkili ve rasgele etkili parametrelere kisitlar getirilerek elde edilen
tahminler BLUE ve BLUP ile kiyaslanmistir. Ayrica ridge karma model tahmin edicisinin
karma model tahmin edicisinden matris hata kareler ortalamas1 anlaminda {istiin olmasi i¢in
gerek ve yeter kosullar1 veren bir teorem gelistirilmistir.

Calismanin uygulama boliimiinde ise, saglik alanindaki bir veri kiimesi incelenmis
olup elde edilen teorik bulgular Matlab 2012, IBM SPSS Statistics 22 ve Excel programlar1
yardimiyla analiz edilip yorumlanmistir. Buna ek olarak ¢alisma Matlab 2012 programinda
uygulanan Monte Carlo simiilasyon ¢aligmasi ile desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal Karma Model, Varyans Bileseni, Ridge Karma Model,
Kisith Karma Model
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Linear mixed model can be thought of as extended linear regression model.
Although in linear regression model only fixed effects take place, in linear mixed models
both fixed effects and random efffects occur. In this study, linear mixed model types and
parameter estimates are featured. The maximum likelihood and restricted maximum
likelihood methods to estimate variance components are discussed. In linear mixed models,
methods that identify variance-covariance structure of dependent variable are examined in
detail and information criterions are utilized to select the appropriate model.

In linear regression model, multicolinearity problem and its impact on statistical
results are well known. Similiar results can also be seen on fixed effect parameters that take
place in linear mixed models. In this study, restricted and ridge estimation methods which
are the estimation methods that are used in the case of multicollinearity are given as
alternatives to linear mixed models. Estimates obtained by restricting fixed effects and
random effects parameters are compared with BLUE and BLUP. Additionly, a theorem is
developed that gives necessary and sufficient conditions for the ridge mixed model estimator
to be superior to the mixed estimator.

In practical part of the study, a set of data in health field is examined and the
theorical findings that has been obtained are interpreted and analysed with the support of
Matlab 2012, IBM SPSS Statistics 22 and Excel programs. In addition, the study was
supported by Monte Carlo simulation study that was implemented on Matlab 2012 program.

Key Words: Linear Mixed Models, Variance Component, Ridge Mixed Models, Restricted
Mixed Models
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1. GIRIS Funda CAN

1. GIRiS

Karma model tanimi ilk olarak Eisenhart (1947) tarafindan Onerilmistir.
Eisenhart (1947) ve Scheffe (1959) modelde yer alan degisken (faktdr) diizeylerini
tanimlayan parametrelerin se¢im yOntemine gore sabit etkili veya rasgele etkili
olabilecegini ileri stirmiistiir. Buna gore faktoriin diizeyleri, faktoriin miimkiin tim
diizeyleri arasindan aragtirmaci tarafindan ©zel olarak belirleniyorsa veya tiim
diizeyleri deneye aliniyorsa (cinsiyet vb.) sabit etki, arastirmaci tarafindan rasgele
olarak belirleniyorsa (kalitimsal yap1 vb.) rasgele etki adin1 alir. Eisenhart (1947)
caligmasinda sabit etkili modeli Model I, rasgele etkili modeli Model II, hem sabit
hem de rasgele etkileri iceren karma etkili modellere ise Model III adin1 vermistir.

Dogrusal karma modellerin teorisi Fisher (1918) tarafindan tanimlanan
rasgele etkili modellerin teorisine dayanmaktadir. Rasgele etkili model ile ilgili ilk
caligmalar 19. ylizyilin ortalarinda astronomi alaninda yapilmistir. Dogrusal karma
model ile ilgili ilk caligmalar ise 20. yiizyilin ortalarinda genetik alaninda yapilmuistir.

Henderson (1950) tarafindan karma model esitlikleri olarak bilinen sabit
etkilerin en iyi dogrusal yansiz tahmin edicisi (BLUE) ile rasgele etkilerin en iyi
dogrusal yansiz 6n tahmin edicisi (BLUP) gelistirilmistir. Henderson (1953) varyans
bilesenlerinin tahmini i¢in temel olusturmustur. Hartley ve Rao (1967) karma
modelin matris formundan yararlanarak en ¢ok olabilirlik yontemi ile varyans
bilesenlerinin tahminini elde etmistir. Patterson ve Thompson (1971) varyans
bilesenlerinin tahmininde kullanilan bir diger metot olan kisithh en c¢ok olabilirlik
tahminini 6nermistir. Olabilirlik metoduna dayanan yontemler hesaplama agisindan
problem yarattid1 i¢in yavas gelisme gostermistir.

1970 lerin ortalarinda, dogrusal karma model 6zellikle bdliinmiis parseller
deney diizenleri (split-plot) olmak iizere ziraat alaninda uygulanmaya baslanmistir
(Brown ve Prescott, 1999). Verbyla ve Cullis (1990) uzun siireli veri seti {izerine
karma modelde parametre tahmini i¢in kisitlh en ¢ok olabilirlik yontemini
uygulamigtir. 1990 lardan itibaren ise biyoloji, saglik, egitim ve tarim alanlarinda

tercih edilen ve yaygin olarak kullanilan bir yontemdir.
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Dogrusal karma model birgok c¢alismada uygulamali olarak incelenmistir.
Henderson (1973), dogrusal karma modeli kullanarak bir sonraki hayvan irki i¢in
verimli dol verecek ebeveynlerin se¢imine yonelik bir calisma yapmustir. Fay ve
Herriot (1979), 1970 yilinda niifus ve konut sayiminda kii¢iik kentlere ait kisi bagina
diisen geliri tahmin etmek i¢in dogrusal karma modeli kullanmistir. Laird ve Ware
(1982), hava kirliliginin akciger fonksiyonlar: iizerine etkisini arastiran bir analiz
yapmustir. Baltimore uzun siireli ¢aligmasinda akciger fonksiyonunun yas ile nasil
degistigini dogrusal karma model yardimiyla tespit etmistir (Shock ve ark. 1984).
Bernardo (1996), dogrusal karma modelden ve dogal ebeveynler arasindaki genetik
iligkiden yararlanarak tekil-capraz verimliligini BLUP ile rapor etmistir.

Bu calisma on boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, girig boliimiidiir. Bu
boliimde dogrusal karma modelin tanimina, dnceki ¢alismalara, yapilan ¢alismalarin
uygulamalarina yer verilmistir. Ikinci boliimde, dogrusal karma modelin gosterimi ve
dogrusal karma model tiirleri ele almmustir. Ugiincii boliimde, dogrusal karma
modelin tahmin yontemleri detayli olarak incelenmistir. Dordiincii boliimde, varyans
bilesenleri tahmin yontemlerinden en ¢ok olabilirlik ve kisitli en ¢ok olabilirlik
yontemlerine yer verilmis olup bu boliim sonunda iki yontem karsilastirilmistir.
Besinci boliimde, uzun siireli karma modellerde varyans-kovaryans matris yapisinin
modellenmesi amaciyla kullanilan varyans-kovaryans modelleri incelenmistir. Bilgi
kriterleri yardimiyla en uygun varyans-kovaryans modeli secilmistir. Altinci

bolimde, 7b = r kisitlamasi altinda EKK tahmin edicinin elde edilmesine benzer

mantikla dogrusal karma modelinin hem rasgele etkili hem de sabit etkili
parametrelerine kisit getirilmistir. Yedinci boliimde, agiklayict degiskenler arasindaki
iliskiyi -¢oklu i¢ iliski- dikkate alan ridge karma model tanimlanmis olup dogrusal
karma model ile ridge karma modelin matris hata kareler ortalamasi kriterine gore
karsilastirilmasina deginilmistir. Sekizinci boliimde, uzun siireli karma modeller
tizerine bir uygulama IBM SPSS Statistics 22, Matlab 2012 ve Excel programlari
yardimiyla analiz edilmistir. Elde edilen sonuglar degerlendirilmistir. Dokuzuncu
boliimde, yedinci boliimde teorik olarak elde edilen sonuglar1 6rneklendirmek igin bir

simiilasyon calismas1 yapilmis ve elde edilen sonuglar degerlendirilmistir. Onuncu



1. GIRIS Funda CAN

boliim ise sonucglar ve Oneriler bolimidiir. Bu bolimde calismanin tamamini

Ozetleyen bir degerlendirme yapilmistir.
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2. DOGRUSAL KARMA MODEL

Dogrusal karma modeli anlayabilmenin en iyi yolu dogrusal regresyon

analizini hatirlamaktan geger. Genel olarak ¢oklu dogrusal regresyon modeli,

y=2Xb+e @.1)

seklinde ifade edilir. Burada y »~ 1 boyutlu bagimh degisken vektori, X n~ p
boyutlu sabit etkilere iligkin tasarim matrisi, b p~ 1 boyutlu sabit etkilere iliskin

parametreler vektorii ve €  n” 1 boyutlu rasgele hatalarin vektoriidiir. Rasgele hata
vektorii € ~ N(0,s.1,) dagilimina sahiptir.

(2.1) modelinde parametre vektoriinlin sabit oldugu kabul edilir. Ancak bu
katsayilardan bazilarinin rasgele olabilecegi gbz ardi edilmemelidir. Bu durum
genellikle gdzlemler arasinda iliski oldugunda ortaya c¢ikmaktadir. Ornegin, tibbi
caligmalarda ¢cogu zaman gozlemler farkli zamanlarda ayn1 birey iizerinden toplanir.
Bu durumda ayni bireyden alinan gdzlemler arasinda iligki oldugunu varsaymak
miimkiindiir. Benzer sekilde, egitim ile ilgili yapilan aragtirmalarda ayni 6grenciden
alman test puanlar birbiriyle iliskili olabilir. Veri yapisinda yer alan tekrarh
Olctimlerin birbiri ile iliskisiz ve homojen varyansa sahip oldugu varsayimina
dayanan dogrusal modeller bu problemi ¢dzmede yetersiz kalmaktadir. Gozlemler
arasinda iliski olmasi durumunda hatali modellemeye neden olan dogrusal regresyon
modeli yerine dogrusal karma model tercih edilir. Dolayisiyla (2.1) modeline rasgele
etki terimlerinin eklenmesiyle, dogrusal karma model elde edilir.

Genel olarak dogrusal karma bir model,
y=Xb+Za+e (2.2)

olarak ifade edilir. Burada y »n” 1 boyutlu bagimli degisken vektori, X n” p

boyutlu sabit etkilere iligkin tasarim matrisi, b p~ 1 boyutlu sabit etkilere iligskin
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parametreler vektorii, Z n~ g boyutlu rasgele etkilere iligkin tasarim matrisi, a
g~ 1 boyutlu rasgele etkilere iligkin parametreler vektorii ve e n” 1 boyutlu rasgele
hatalarin  bir vektoriidiir. y gozlemlenebilir rasgele vektdor, a ve € ise
gdzlemlenemeyen rasgele vektorlerdir. (2.2) modelinde Z=0 ve Cov(e)=s;I,

iken ¢oklu dogrusal regresyon modeli elde edilir (Jiang, 2007).
Dogrusal karma modelde yer alan a ve € rasgele vektorleri i¢in temel
varsayimlar,

i) Rasgele etkiler ve hatalar "0" ortalamalidir: E(@)=0, E(e)=0

i1) @ ile e karsilikli olarak bagimsizdir ve her ikisi de sonlu varyansa sahiptir:

Cov@a,e)=0, Var(@) =G, Var(e) = R,

burada G ve R bilinen pozitif tanimli matrislerdir.

1i1) Kovaryans matrisleri bilinmeyen varyans bilesenleri igermektedir.

olarak ifade edilir ve normallik varsayimui ile birlikte a ~ N(0,G) ve e ~ N(0,R) nin

varyans-kovaryans matrisi,

sl 6G 0
S i=e i (2.3)
eu @0 R,

ile gosterilir. @ ve € igin belirtilen varsayimlardan y bagimli degisken vektoriiniin

ortalama vektoriinii ve varyans-kovaryans matrisini belirlemek miimkiindiir. Bagimli

degisken vektoriiniin beklenen degeri,

E(y)= E(Xb +Za +e)
= Xb + ZE@@) + E(e) (2.4)
= Xb



2. DOGRUSAL KARMA MODEL Funda CAN

ve varyansl,

Var(y) =Var(Xb + Za +e)

(2.5)
=ZGZ*R=V

olarak bulunur. Dolayisiyla normallik varsayimi ile birlikte dogrusal karma model
icin y bagimh degisken y~ N(Xb,V) dagilimina sahiptir. Buradan, & ve y nin

birinci ve ikinci momentlerinden faydalanarak,

C=Cov(a,y")=Covla,(Xb + Za +e)']
=Cov(a,a'z')+Cov(a,e')

(2.6)
=Cov(a,a'")Z'
=GZ'
elde edilir. a ve y rasgele degiskenleri,
86e uéG Cud
~Negoibe pi @7
eXby €C Ug

cok degiskenli dagilima sahiptir.

2.1. Dogrusal Karma Model Tiirleri

Dogrusal karma modellerinin farkl tiirleri ve bu tiirlerin siniflandirilmasi igin
farkli yontemler bulunmaktadir. Bu siniflandirma yontemlerinden biri normallik
varsayiminin saglanip saglanmadigidir. Normallik varsayimini saglayan modeller,
normallik varsayimini saglamayan modellere nazaran modellemede daha esnektir.

Dogrusal karma modeller gauss ve gauss olmayan dogrusal karma modeller

olmak tizere iki sinifa ayrilir (Jiang, 2007).
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2.1.1. Gauss Dogrusal Karma Modeller

Gauss dogrusal karma modellerinde, (2.2) esitliginde yer alan rasgele
etkilerin ve hatalarin normal dagilima sahip oldugu varsayilir. Bu varsayima gore

dogrusal karma modelin bazi 6zel tiirlerine yer verilecektir.
1. Varyans Bilesenleri Modeli

Dogrusal karma modelde,

éa, U

éa ua

fa,l g
Za=[z, .. Z]t U=qZa,

enu i=1

e
ga,

ifadesi yerine yerlestirildiginde (2.2) esitligi ile verilen dogrusal karma model

y=Xb+QZa, +e (2.8)

i=1

olarak elde edilir. Burada Z,,...,Z, bilinen matrislerdir. a,,...,a, ise i = 1,...,r icin
rasgele etkiler vektoriidir. "' i¢in E@,)=0, Var(@,) =s/I , Ve ith igin

Cov(a,,a,)=0 dir. e hata terimi ise E(e)=0, Var(e)=s’I, ve Cov(a,e')=0

n

varsayimlarina sahiptir. &, ve € karsilikli olarak bagimsizdir. Burada varyans

2
,

bilesenlerinin kiimesi s;,s/,..,s; dir. Hartley ve Rao (1967) ise varyans

bilesenlerini / matrisi cinsinden asagidaki gibi ifade etmistir. Buna gore,
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e Var(a) Cov(@,;,a,) L COV(ali’aqi)u
é u
sCov(@,;,a,, Var(a,, L Cov(@@,.a,)
G = Contay = ECOVEwR)  Var@,) CREWY
¢ I I O N u

€ u
gCov(a,.,a,,) Cov(a,,a,) L Var@,) §

ésf/, 0 L 0 U
e " (
80 s3I, L 0 4
-8 (
e O 0y
€ 2

0 o LsH

olmak iizere bagimli degisken vektoriinilin varyans-kovaryans matrisi,

V=Var(y)=sl,+ & Z2Zs?=s2(,+QZZy,)=s’H (2.9)

[ 2l i)
i=1 i=1

L . s’ .
seklinde ifade edilir. Burada ¢, =—5 i=1,...,r olup varyans bilesen oranlar1 adim
S

e

alir. Dolayisiyla y bagimh degiskenin ortalama vektori E(y)=Xb ve varyans-
kovaryans matrisi Var(y)=s H olmak iizere y ~ N(Xb,s’H) dagilimina sahiptir

(Searle ve ark., 1992).
2. Uzun Siireli (Longitudinal) Model

Uzun siireli modeller genellikle uzun siireli verilerin analizinde kullanildig:
icin bu ad1 almistir (Diggle ve ark., 1996). Uzun siireli modellerde gézlemler, her bir
gruba karsilik gelen bir rasgele etki (veya rasgele etkilerin bir vektorii) ile bagimsiz
gruplara boliintir. Uygulamada bu gruplar, uzun stireli ¢alismalarda yer alan farklhi
bireylere karsilik gelebilir. Ayrica rasgele etkilere ek olarak, her bir grubun i¢inde
iligki olabilir. (2.2) modelinde yer alan X veya Z (veya her ikisi) matrisleri bu
modelde genellikle zamana bagh degiskenlerden olusur.

Laird ve Ware (1982), genel uzun siireli modeli
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y,=Xb+Za, +e, i=l...,m (2.10)

olarak tanimlamislardir. Burada y, =(y,,...,,, )’ n,~ 1 boyutlu gdzlemlerin vektori,

X, =(xy,.., X, )" n;~ p boyutlu sabit etkilere iliskin tasarrm matrisi, b =(b,,...,b,)'

p~ 1 boyutlu sabit etkilere iliskin parametreler vektorii, Z, =(z,,....2, ) 1, ¢
boyutlu rasgele etkilere iligkin tasarim matrisi, &, = (@,,,..,8,)" ¢~ 1 boyutlu rasgele
etkilere iliskin parametreler vektori ve e, =(e e, ) n ~lboyutlu rasgele

1929 ip,

hatalarin bir vektoridiir. a, ile e, bagimsiz olup swrasiyla a, ~ N(0,G,) ve

e, ~N(0,R,) dagilimlarina sahiptir. Burada n= é_ni dir. Belirtilen varsayimlar
i=l

alnda, y={.y ., X ={ X1, Z={,Z} ., a={a,}. ve e={e,}. olmak
tizere (2.10) modeli (2.2) modelinin 6zel bir halidir (Bkz. Ek 1). Bu durumda y
bagimli degisken vektorii, y ~ N(Xb,ZGZ'+R) dagilimina sahiptir.

Uzun siireli model kapsaminda rasgele kesen terimli model ve rasgele kesen
terim ve egimli model incelenebilir. (2.10) esitliginde yer alan @, 1 _inci denege ait
rasgele etkilere iliskin parametre tek bir rasgele degiskenden olusuyorsa rasgele

kesen terimli model adin1 alir ve

y;, =X;b+a, +e, j=1,.,n (2.11)

seklinde ifade edilir. Burada a, ile e, bagimsiz olup sirasiyla @, ~ N(0,s 2) ve
e, ~N (0,s?) dagilimlarmna sahiptir. (2.11) esitligine gére y bagiml degiskenin

varyansl,
Var(y;) = Var(X,fjb +a, +e,)

=Var(a, te;)

=s’+s’

10
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dir. y; ve y, bagimli degiskenleri arasindaki kovaryans ise

Cov(y,,y,) = Cov(X;b +a, +e, X, b +a, +e,)

jj’
=Cov(a, te;,a, te,)
=Cov(a,,a,;)
=s’

elde edilir.
Rasgele kesen terim ve egimli model, rasgele kesen terimli modelin

genisletilmis halidir. Bu modelde yer alan rasgele etkilere iliskin parametreler, &,
i _inci denegin birinci rasgele etkisi ve a,, i inci denegin tekrarli dl¢limlerinin

alindig1 zaman faktorii olmak tizere iki rasgele degiskenden olusur ve (2.10) esitligi,

y; =X;b+a, +a,r, +e, j=1,.,n (2.12)

olarak ifade edilir. #; i_inci denekten alinan j _ inci bagimli degiskene karsilik
gelen zamani gosterir. a,,, a,, ile e, bagimsiz olup swrasiyla a, ~ N(0,G,,),
a, ~N(@0,G,) ve e, ~N (0,s°) dagilimlarma sahiptir. (2.12) esitligine gore y

bagimli degiskenin varyansi,

Var(}’g/) = Var(ail +ai2ti/' +eij)
=Var(a,)+ 2t,.jCov(<'il,.1 ,a,)+ t;Var(aiz) + Var(e,.j)
=S; +24,S, ., *1;S. +s’

gy ansa, gy~ a

olarak elde edilir. y; ve y, bagimli degiskenleri arasindaki kovaryans ise

—c?2 2
Cov(yg/’yik) _Sal + (tij +tik)sal,a2 + (tg/ +tik)sal,az +ti/tiksa2

dir.

11
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3. Marjinal Model

Normallik varsayimi altinda (2.10) ile verilen uzun siireli modelde

e, = Za, +e, olarak alindiginda,

y,=X,b+e; i=1..,m

marjinal model elde edilir (West ve ark., 2007). Burada V, = Z,GZ, + R, olmak lizere,
e, ~N(0,V,) dagilimina sahiptir. Dogrusal karma modelde, G ve R, matrislerinin
pozitif tanimli olmas1 gerekir. Marjinal modelde ise V, matrisinin pozitif tanimli
olmast yeterlidir. Belirtilen varsayimlar altinda y, ~ N(X,b,Z,GZ, + R,) dagilimina

sahiptir.

4. Hiyerarsik Model

Bayesian bakis acisina gore, dogrusal karma modeller {i¢ agsamali hiyerarsik
bir yapiya sahiptir. Ik asamada, rasgele etkiler verilmisken gdzlemlerin dagilimi
tanimlanir. Ikinci asamada, parametreler verilmisken rasgele etkilerin dagilimi
tanimlanir. Son asamada ise, parametreler i¢in Onsel dagilim varsayimi yapilir.
Normallik varsayimi altinda bu asamalar belirlenebilir. Dogrusal karma model ile
Bayesian hiyerarsik model arasindaki tek fark onsel dagilimdir (Jiang, 2007).

Hiyerarsik verilere; bitki, hayvan veya insanlarin biiyiime egrileri, farkl
okullarda egitim gbéren 6grencilerin simnav puanlar1 vb. durumlar 6rnek gosterilebilir.
Farkli okullarda egitim géren dgrencilerin simav puanlar iki seviyeli veri yapisinda

olup hiyerarsik veri yapilarina genisletilebilir.
Ornegin;

10 sehir
® Her sehirde 5 okul

12
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® Her okulda 2 sinif
® Her simifta 5 6grenci
® Her 6grenciden alinan iki farkli sinav puani

hiyerarsik veri yapisindadir.

13
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3. DOGRUSAL KARMA MODELLERDE PARAMETRE TAHMINLERI

Dogrusal regresyon modelinde sabit etkilere iliskin parametreler vektoriiniin
tahmini en kiiclik kareler (EKK) ve en ¢ok olabilirlik (ML) yontemleri ile elde
edilebiliyordu. Dogrusal karma modele rasgele etki terimlerinin ilave edilmesi ile

parametre tahminleri daha karmasik bir hale gelir. Dogrusal regresyon modelinde b

ve S’ tahmin edilirken, dogrusal karma modelinde b ve S* nin tahminlerine ek

olarak a ve varyansin bilinmedigi durumlarda ise G ve R tahmin edilir. Rasgele
etkiler, dogrusal karma modelinde rasgele degiskenlere karsilik geldigi i¢in bu
etkilerin tahminlerine 6n tahmin, tahmin edicilerine ise on tahmin edici ad1 verilir
(McCulloch ve Searle, 2001). Rasgele etkilere iliskin parametreler vektoriinii ifade
eden @ nin 6n tahmininin elde edilmesinde en iyi 6n tahmin edici (BP), en iyi
dogrusal 6n tahmin edici (BLP), en iyi dogrusal yansiz 6n tahmin edici (BLUP)' ve
Henderson (1953) tarafindan gelistirilen karma model esitliklerinden elde edilen

tahmin ediciler gibi ¢esitli 6n tahmin ediciler kullanilir.
3.1. En iyi On Tahmin Edici (BP)

a verildiginde y rasgele degisken vektoriiniin ¢ok degiskenli kosullu normal

dagilimi (2.7) esitligi yardimyla,

E(y/a=a,) = E(y)+Cov(y,a)Var@)] '[a- E@)]
=Xb+C'G'(@a-0)
ve C'=ZG iken,

E(y/a=a,)=Xb+ZGG'a

3.1
=Xb +Za 3-1)

'BLUP da & ve b birlikte tahmin edilir.

15
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Var(y/a =a,) = {Var(y) - Cov(y,a)[Var@)]"' Cov(a, y')}
=V -C'G'C]
bulunur (Bkz. Ek 2). C = GZ' olmak iizere,
Var(y/a =a,)=[V - ZGG"'GZ'] (32)

=V -zGz
elde edilir. (2.5) esitligi dikkate alinirsa,
Var(y/a =a,)= R

seklinde elde edilir. Dolayisiyla a verildiginde y rasgele degisken vektoriiniin
kosullu dagilimi  y/a ~N(Xb+Za,R) olarak bulunur. a ve y rasgele
degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f(y,a)= f(y/a)f(@) olmak

uzere,

f(y.a)= g;e_(y’m‘za)"rl(J"Xb'za)/2gg;e—a@"a/zg

’ > n 1/2 ue 7 ,

‘%[(Y‘Xb‘Za)'R’I(y-Xb—Za)+a'G’Ia]
e
fra)= — )
Slntq 1/2) 172
)[Rl

elde edilir (Bkz. Ek 3).

f(y,a), a ve y rasgele vektorlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ve

a nin 6n tahmin edicisi & olmak tizere 6n tahminin hata kareler ortalamasi,

16
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E@-2a)* =j)@-a)’ f(y.a)dyvda (3.4)

dir. Hata kareler ortalamasin1 en kii¢iik yapan degere en iyi 6n tahmin edici adi
verilir. Burada bahsedilen "en 1yi" ifadesi varyansin en kii¢iik olmasi anlaminda
degil, hata kareler ortalamasinin en kiigiik olmast anlamina gelir. Varyans sabit bir
degere gore degisimi ifade eder. @ ise sabit bir deger olmadig1 i¢in (3.4) esitliginde
yer alan ifade & nin varyansi degildir. Bu nedenle sabit etkilere iliskin parametreler
vektoriiniin tahmininde en kii¢lik varyans kriteri kullanilirken, rasgele etkilere iliskin
parametreler vektoriiniin 6n tahmini i¢in en kiiciik hata kareler ortalamasi kullanilir.

Dolayisiyla (3.4) esitligini en kiigiik yapacak & nin en iyi 6n tahmin edicisi,
a=E@l/y)=CV-'(y-Xb) (3.5)

olarak elde edilir. Burada E(a/y), y verildiginde a nin kosullu beklenen degeridir

(Bkz. Ek 2). y verildiginde @ nin varyansi ise,

Var@/y)=G-CV'C'

olarak bulunur (McCulloch ve Searle, 2001).
(3.5) esitliginin hata kareler ortalamasimi en kiiciik yaptigi asagidaki gibi

gosterilebilir. a, =E@/y) olsun. E@-a)’=E@-a)(@-a) ifadesine a,

teriminin eklenip ¢ikartilmas: ile,

E@-a)@-a)=E@-a,+ta,-a)@-a,+ta,-a)
=E@-a,)@-a,+2E@-a,)(@,-a) (3.6)
+E(ao _a)'(ao _a)

17
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elde edilir. Burada ama¢ E(& -a)'(@ -a) 1 en kiiciik yapan & degerini bulmaktir.
(3.6) esitliginde yer alan 3. terim & y1 icermedigi i¢in goz ard1 edilebilir. 2. terim ise

a, = E,(a/y)oldugu icin,

E@-a,)(@,-a)=E{E[@-a,)@,-a)/ yl}
=E{@-a,)a,-E£.@/y
= E){(aN _ao)'(ao _ao)} =0

bulunur. Boylece (3.6) esitligi,
E@-a)@-a)=E@-a,) (@ -a,)+a danbagimsiz terim

seklinde gosterilir. Burada E(& -a)'(& -a) ifadesi negatif olamayacagi i¢in en
kiigiik degeri sifir olur. Dolayisiyla & =a, esitliginden en iyi 6n tahmin edici,
a=E(@/y),elde edilir.

En 1yi 6n tahmin edicinin 6zelliklerinden biri de, y rasgele vektoriine gore
yansiz olmasidir. f(y,a), y ve a nm ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;
f@/y), y verildiginde a nm olasihbk yogunluk fonksiyonu; E, ve V,,

a dagilimina ait sirasiyla beklenen deger ve varyans olmak iizere,

Ela] =ypaf (v,a)dady
=00/ @/y)f(y)dady
olpaf @/ y)dalf (y)dy

=0E@/y)f(y)dy
=E [E@/y)]

18
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dir. Buna gore E, y rasgele vektoriine gore beklenen degeri gostermek tizere en iyi

on tahmin edicinin beklenen degeri,
E,@)=E[E,, (@/y)]=E@)

seklinde ifade edilir. Burada bahsedilen yansizlik ifadesi literatiirde var olan

parametre tahmininin yansizlifi tanimindan farklidir. Sabit etkilere iliskin

parametreler vektorii b nin yansiz bir tahmin edicisi olabilmesi i¢in £ (b - b)=0

olmalidir. Burada b degeri sabit oldugu i¢in £ (5) = b dir. Rasgele etkilere iligkin

parametreler vektorii @ nin yansiz 6n tahmin edicisi ise on tahmin edici degeri ile
gercek deger arasindaki farkin beklenen degerinin sifira esit olmasi olarak tanimlanir.

Bu durum E@ -a) =0 seklinde gosterilir. Burada a rasgele vektor oldugu igin

E@) = E(@) olarak ifade edilir.

On tahmin edicinin diger bir 6zelligi ise, 6n tahmin hatasi olan (& -a) nin

varyansinin, » verildiginde @ nin varyansinin beklenen degerine esit olmasidir. Bu

durumda,

Var@ -a)=E [Var(@/ y)] (3.7)
dir. Ayrica,

Cov(@,a') =Var(&) ve Cov(&,y') = Cov(a,y') (3.8)

elde edilir. Var(g) = E [Var(g/y)]+Var [E(g/y)] esitligi yardimiyla (3.7) esitligi

bulunur (Bkz. Ek 4). Burada g =& -a olarak alinirsa,

Var@-a) = E {Var[@ -a)/ yl} + Var {E[@ -a)/ y]}
=E {Var[@-a)/yl}+Var [E@/y)-E@/y)]

19
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elde edilir. E(&/y)=a = E(a/y) esitliginden yararlanarak,

Var@-a)=E {Var[@-a)/y]} +Var, (0)
=E {E[@-a)"/yl}- E,{E[@-a)"/ ]}
=E {E[@°-2aa+a’)/y]}-E [E@/y)-E@/y)
=E{E@’/y-28a/y+a’/y)}
=E{[E@/y)]/y-2E[(E@/y)a)/ y)]+E@*/y)}
=E{[E@/y)’ -2E@/y)E@/y)+E@’/y)}
=E{E@°/y)-[E@/ )]’}
=E [Var(@/y)]
=E,[G-CVC]
=G-crc

bulunur. (3.8) esitliginde verilen ifadeler ise,
Cov(g,h)=E [Cov(g/y,h/y)]+ Cov [E(g/y), E(h/y)]

esitligi (Bkz. Ek 4) yardimiyla elde edilir. Burada g =& ve 2 =a' iken,

Cov(@,a')= E [Cov@/y,a'l y)]+ Cov [E@/y),E@'/ y)]

seklindedir. Esitlikte verilen ilk terim, (a/y) ile beklenen degeri E(@/y)=4a

arasindaki kovaryans oldugundan sifira esittir. Bu durumda,

Cov@,a') = Cov [E@/y),E@'/y)]
=Cov, (@,a") = Var(@)
=Var[Xb + CV ™' (y - Xb)]
=CV ™ War(y - XoV'C'
=Ccr'c

20



3. DOGRUSAL KARMA MODELLERDE PARAMETRE TAHMINLERI
Funda CAN

elde edilir. (3.8) esitliginde verilen ikinci ifade ise,

Cov(@,y') = E [Cov@l/ y,y'/ y)]+ Cov [E@/ ), E(y'/ y)]

seklinde bulunur (Bkz. Ek 4). Esitlikte verilen ilk terim, (a / y) ile sabit olan '/ y

arasindaki kovaryans oldugundan sifira esittir. Buna gore,

Cov(@,y') = Cov [E@/y),E(y'/ y)] = Cov,(@,)")

elde edilir (Searle ve ark., 1992).

3.2. En lyi Dogrusal On Tahmin Edici (BLP)

En iyi 6n tahmin edicinin y ye gdre dogrusal olmasi zorunlu degildir. a nin
en iyi 6n tahmin edicisini elde etmek igin, a nin 6n tahmin edicisi & nin, y nin
dogrusal bir fonksiyonu oldugu varsayilir. @ ¢~ 1 boyutlu bir vektér, B ise ¢ n

boyutlu bir matris olmak iizere,

a=a+By (3.9
olsun. En iyi dogrusal 6n tahmin ediciyi belirlemek i¢in, E(@ -a)'(& - a) ifadesini
en kiigiik yapan a vektorii ve B matrisi bulunur. En kiiclik degeri elde etmek icin
hata kareler ortalamasinin, sirasiyla a vektorii ve B matrisine gore tiirevi alinip
sifira esitlenir.

(3.9) esitligi g = E(& -a)'(@ - a) ifadesinde yerine yazilirsa,

g=E(a+By-a)(a+By-a)

elde edilir. Bu durumda,
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q =E(atBy-a)(atBy-a)
= Ela'a+2a'(By-a)+(By-a)'(By-a)]
=E(a'a)+2a'E(By-a)+ E[(By-a)'(By-a)]
=a'a+2a'BE(y)-2a'E(@)+ E[(By-a)(By-a)]
=a'a+22a'BE(y)-2a'E(@)+E(y'B'By)-E(y'B'a)-E@'By)+ E@'a)

(3.10)

seklindedir. Var(y) =V ve E(y)=m, olmak iizere Ek 5 ten,

E(y'B'By)=tr(B'BV)+m B'Bm, (3.11)

olarak bulunur. Cov(@,y')=GZ'=C,E(@)=m, ve E(y)=m, olmak lizere (3.10)

esitliginde verilen diger karesel formlar Ek 5 yardimiyla,

E(y'B'a)=tr(B'C)+m, B'm, =tr(B'GZ')+m B'm, (3.12)
E(@'By) =t(BC')+m,Bm, = 1r(BZG)+m,Bm, (3.13)
E@'a)=tr(G)+m, 'm, (3.14)

olarak bulunur. (3.12), (3.13) ve (3.14) esitlikleri (3.10) esitliginde yerine yazilirsa,

g=a'a+2a'Bm, -2a'm, +u(BVB')+m B'Bm, -tr(B'GZ")-m B'm,
- tr(BZG) - m Bm  +ur(G)+m,m,

elde edilir. Bu ifadenin a vektoriine gore tiirevi alinip sifira esitlenirse,

g

1 =2a+2Bm -2m, =0
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a=m, -Bm, (3.15)

ve B matrisine gore tlirevi alinip sifira esitlenirse,
ﬂ—q—z m 2BV +B(m m '+m m ') -GZ'-m,m '-GZ'-m,m '=0 3.16
ﬂB_ay (yy yy) a'ly ally © (3.16)

elde edilir (Bkz. Ek 6). (3.15) esitliginde yer alan ifade (3.16) esitliginde yerine

yazilirsa,
ﬂ —_ ' ' 1 1 ' ' | —
'n_;]g =2(m, - Bm )m '+2BV + B(m m 'tm m ') - GZ'-m,m '-GZ'-m,m '= 0
%:2BV—2GZ':O P B=GZ'V"

(3.17)

bulunur. (3.15) ve (3.17) de elde edilen a vektorii ve B matrisi kullanilarak en 1yi

dogrusal 6n tahmin edici,

a=a+By=m, -Bm +GZ'V'y=m +GZV ' (y-m)
seklindedir. C = GZ' olmak iizere,

a=m, +Cril(y-m) (3.18)
olarak verilir. Dikkat edilirse (3.18) ile bulunan ifade m, =0 ve m = Xb iken (3.5)

te verilen en 1yl On tahmin ediciye esittir. Buna gore en iyi dogrusal 6n tahmin

edicinin beklenen degeri,
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E@)=E[m, +CV ' (y-m,)]
=m, +CV'[E(y)-m,] (3.19)
=m, +CV7'(m, -m) '

:ma

dir. Burada E(@)=m, = E(&) oldugu i¢in en iyi dogrusal 6n tahmin edici yansiz bir

On tahmin edicidir. & nin varyanst ise,

Var(@) =Var[m, +CV ' (y - m,)]
=Var[CV ' (y - m,)]
=CV War(y)V'C'
=Ccr'C

(3.20)

olarak elde edilir (Searle ve ark., 1992).

3.3. En lyi Dogrusal Yansiz On Tahmin Edici (BLUP)

Rasgele modellerde en iyi 6n tahmin edici ve en iyi dogrusal 6n tahmin edici
ile rasgele etkiye sahip degiskenlerin tahmini yapilir. Hem sabit hem de rasgele
etkilerin tahminini birlikte elde edebilmek amaciyla en 1yi dogrusal yansiz 6n tahmin
edici gelistirilmistir. (2.2) de verilen dogrusal karma model i¢in Henderson (1984) ve

Searle ve ark. (1992), E(@) =0 iken b ve a y1 birlikte iceren rasgele vektorti,
w=L'b +a (3.21)

olarak ifade etmistir. Burada L' ¢~ p boyutlu bilinen herhangi bir matris, L'b

tahmin edilebilir bir fonksiyondur. Rasgele ve sabit etkilerin her ikisini i¢ceren w

rasgele degiskeni icin elde edilen tahmine 6n tahmin edici denir. w 6n tahmin edici

olmak tizere asagida verilen 6zellikleri saglar.

24



3. DOGRUSAL KARMA MODELLERDE PARAMETRE TAHMINLERI
Funda CAN

1) En iyi: Hata kareler ortalamas1 E(w - w)'(W-w) y1 en kiigiik yapan degerdir.
2) Dogrusal: w = a+ By ifadesi y ’nin dogrusal bir fonksiyonudur.

3) Yansizhk: E(w) = E(w) iken w yansizdur.

En iyi, dogrusal ve yansiz 6n tahmin edici w elde edilmek istensin. w rasgele

degiskeninin beklenen degeri (3.21) esitligi yardimiyla,

E(w)=E(L'b+a)=L'b (3.22)

elde edilir. Dolayisiyla w ve y nin dagilima,

ewl 16L'bU G CUl
ST S S
6vi TeXb  gC' V)

olmak tizere 6n tahmin edici w nin beklenen degeri ise,

E(W)=E(a+By)=a+ BXb (3.23)

dir. W nin yansiz bir 6n tahmin edici olmas1 E(w) = E(w) esitliginin saglanmasi ile

miimkiindiir. Dolayisiyla (3.22) ve (3.23) esitliklerinden,

L'b =a+BXb (3.24)

elde edilir. (3.24) de a=0 iken L'= BX dir. Bu durumda 6n tahmin edici ise w = By

olarak ifade edilir. Dolayistyla,

b yansizdir U BX =L'

25



3. DOGRUSAL KARMA MODELLERDE PARAMETRE TAHMINLERI
Funda CAN

dir. BX =L' kisitim1 saglayan ve E(w-w)'(w-w) ifadesini en kiigiik yapan w

degeri w nin en iyi dogrusal yansiz 6n tahmin edicisidir. Bu durumda,

Var(w - w) = E(w-w)' (W -w)
Var(By - L'b -a) = BVar(y)B'+Var(a) - 2BCov(a, y')
= BVB'+G -2BC

fonksiyonunu BX = L' kisit1 altinda en kiigiik yapan degeri bulmak i¢in Lagrange

carpant m kullanilarak,

f(B,m)=BVB'+G -2BC +2m'(X'B'-L) (3.25)

yardime1 fonksiyonu yazilir. (3.25) esitliginin sirasiyla B ve m ’ye tiirevi alinip sifira

esitlenir. Boylece E(w-w)'(w-w) ifadesini en kiigiik yapan B ve m degerleri

belirlenir.
WAB-m) _ yyp-2c+2xm=0 VM - xp-21=0
1B Tim
VBv:C_Xm X'B':L

B'=V'C-V"'Xm

B'=V"'C-V"'Xm, X'B'= L esitliginde yerine yazilirsa,

XV 'C-XV'Xm=L

ve (X'V'X) in tersinin oldugu (nonsingular) varsayim altinda,

m=XV'X)"(XV'C)-(XV'X)'L (3.26)
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bulunur. (X'V "' X) ifadesinin tersinin olmadig (singular) durumlarda Searle ve ark.
(1992) m ¢arpanm, m =(X'V'X) (X'V'C)-(X'V'X) L seklinde gdstermistir.

m carpan1 B'=V'C -V ™' Xm ifadesinde yerine yerlestirildiginde,

B=V'C-V'X(XV'X)y XV 'C+V'X(X'V'X) L (3.27)

elde edilir. En iyi dogrusal yansiz 6n tahmin edici w = By,

W=CVly-CV'X(XV'X) XV 'y+ L' X' VX)) X'V 'y

(3.28)
=CV ' [y- XXV X))y XV Y+ DXV X)XV y

olarak bulunur. Xb nin genellestirilmis en kiigiik kareler yontemi ile bulunan en iyi

dogrusal yansiz tahmin edicisi,

Xb = X(XVX)yXxVy (3.29)

seklinde ifade edilir. Bu durumda (3.28) de verilen en iyi dogrusal 6n tahmin edici,

Ww=L'b+CV ' (y-Xb) (3.30)

elde edilir. Burada b = (X'V'X)" X'V'y ve & =CV '(y - Xb) dur.
w nin &n tahmin edicisi W iki béliimden olusur. ilk kisim L'b nm en iyi
dogrusal yansiz tahmin edicisi L'b dan ikinci kisim ise £(@)=0 iken Xb yerine

Xb alinarak bulunan a nmn en iyi dogrusal 6n tahmin edicisi C'V"'(y - Xb) dan
olusur.
Var(w) nmn elde edilmesini saglayan bazi varyans-kovaryans esitlikleri

asagida verilmistir:
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Var(L'b) = L'Var(b)L
=L'Var{(X'V'X) XV 'ylL
=L'(XV'X)y XV ' X)XV'X) L
=L'(XV'X)L

(3.31)

Var(@) =Var[CV ™' (y - X5)]
=CV " War(y - Xo)V™'C'
= CV " War(y) + Var(Xb) - 2Covy,(Xb ) |}V "'C'

Var(&) y1 elde etmek i¢in y ve Xb arasindaki kovaryans bulunmalidir. Dolayisiyla,

Co{y,(Xb)'] = Cov{y,[X(X'V'X) X'V "'y]}
=Cov(y,y W' X(XV'X) X'
=1V X(XV'X) X'
= XXV X)X

dir. Bu ifade Var (@) esitliginde yerine yazilirsa,

Var@) =CV'[V+ X(XV'X) X'-2X(X'V'X)y X'V 'C'
=CVyV-XxX'v'x)yxwy'c
=crvi'c-cr'x(xXvixy xvc

elde edilir. Buna goére P=V"'-V'X(X'V'X) " X'V™' n" n boyutlu simetrik

matris ve C = GZ' olmak tzere,

Var(@)=GZ'V'[I - X(X'V'X)"' X'V 'ZG
=GZ'PZG

(3.32)

bulunur.
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Cov(L'b,&") = CoviL'(X'V'X) X'V 'y,[CV ™ (y - Xb)]'}
=L'(X'V'X) X'V 'Coy,(y- X)W 'C'
=L'(XV'X) XV 'Coviy,[y-X(XV'X) XV 'yWw'C
=L'(XV'X)y XV 'Cov(y, I -V'X(XV'X) X' 'C
=L'XV'X)y XVVI-V'X(XVIX) x|
=L'(XV'X)y XV'C-L'XV'X)y XV XXV'X) XVC
=L'XV'X)y xv'C-L'(XV'x)xv'c
=0

(3.33)

(3.31), (3.32) ve (3.33) esitlikleri yardimiyla,

Var(w) = Var(L'b +&)
=Var(L'D) + Var(&) + 2Cov(L'b,&")
=L'(XV'X)y L+cv'C-cr'Xx(X'vx)y xv'c
(3.34)

seklinde elde edilir.

Cov(@,a') = Cov[CV ™ (y - Xb),a']
=CV'CoV[(y - Xb),a']
=CV'Cov{[y - X(X'V'X) X'V 'yl,a"}
=CV'I-XX'V'X) X'V ]Cov(y,a")
=CV'I-XXV'X)xv'ic
=Var@)

(3.35)

Var(@ -a) =Var(@) +Var(@@) - 2Cov(@,a")
=Var@) +Var(@) - 2Var(@)
=Var@) - Var@)
=G-GZ'PZG

(3.36)
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Cov(L'b,a') = Cov[L'(X'V'X) X'V 'y,a']
=L'(X'V'X) X'V 'Cov(y,a") (3.37)
=L'(XV'X)y xv'c

Var(w - w) = Var(w) + Var(w) - Cow(w,w") - Con(w,w")

Bu ifadede Var(w), (3.34) esitliginde verilmisti. Var(w) ve CoW(w,w') terimleri ise

sirastyla,

Var(w)=Var(L'b +a)=Var@)=G

Cov(in,w') = CoV[L'b +&,(L'b +a)']
= Cov(L'b,b'L)+ Cov(L'b,a") + Cov(&,b'L) + Cov(a,a'")
= Cov(L'b.a') + Var(&)

bulunur. Yukarida elde edilen esitliklerin Var(w - w) da yerine yazilmasiyla,

Var(w-w) = Var(L'b) +Var(&) - Cov(L'b,a") - Var(&)
-Cov(a, B'L)

olur. (3.31), (3.36) ve (3.37) nin yerine yazilmasi ile
Var(w-w) = Var(L'b) - Var(@ -a) - Cov(L'b,a') - Cov(a,b'L)
=L'(XV'X) L-G+GZ'PZG-L'(X'V'X) XV'C

-CVT'X(XVTX) L

elde edilir.
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3.4. Henderson 1n Karma Model Esitlikleri

Henderson ve ark. (1959), en iyi dogrusal yansiz tahmin edici BLUE (Xb) ve
en iyi dogrusal 6n tahmin edicisi BLUP (&) y1 esanli olarak veren bir denklem

sistemi  gelistirmigtir. ~ Normallik ~ varsayim:  altinda Ek 2 den

f(y/a)~ N(Xb + Za,R) bulunur. Bu durumda a ve y nin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu (3.3) esitligine denk olur. Henderson ve ark. (1959), (3.3) esitligini

olabilirlik fonksiyonu olarak tanimlamistir. Dolayisiyla bu fonksiyonu en biiyiik
yapan parametre tahminlerinin bulunmasi i¢in once fonksiyonun logaritmasinin

alinmas1 gerekir.

Inf(y,a) = —%[(y _Xb-Za)R(y-Xb-Za)+a'G'a] —ﬂzfl)lnﬂp)
~Linfr) - Ll
2 2
= —%[y'R'ly -2y'R'Xb -2y'R'Za+b'X'R"' Xb
+2b'X'R"'Za+a'Z'R"'Za +a'G‘1a]—(n;2q)ln(2p)

~Linf&) - Ll
2 2

(3.38)
Daha sonra ise b ve a vektorlerine gore tiirevini alinip sifira esitlenir.
Jinf(n2) _ —l(—2X'R'1y+ 2X'R'Xb+2X'R"'Za)=0
b 2
X'R'Xo+X'R'Za=X'R"y (3.39)

W /(y.2) ln:;(y’a) = —%[—2Z'R'1y +2Z'R"'Xb +(Z'R"'Z+Z'R"'Z)a
a
+(G'+GMHal=0
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Z'R'Xb+Z'R"'Za=G'a+Z'R"y (3.40)

(3.39) ve (3.40) esitliklerinin matris gosterimi b ve a yerine tahmin edicileri b ve

a nin yazilmasi ile,

6X'R™'X X'R'Z  UEHU_EX'R'yl
€ . . LU G=e T (3.41)
8Z'R'X  Z'R'Z+Gjedy BZ'R7y

olarak ifade edilir. Elde edilen bu esitliklere Henderson 1in karma model esitlikleri ad1
verilir.

(3.41) nin ikinci esitliginde yer alan & degeri ¢ekilerek (3.39) esitliginde
yerine yazilirsa,

X'R'Xo+X'R'Z(ZR'Z+G ™)' ZR'(y-Xb)= X'R'y
seklinde elde edilir. Gerekli diizenlemelerden sonra,

XR'-R'ZZR'Z+GY'ZR' X0 =XR"-R'ZZR'Z+G")'ZR"y (3.42)

olur (Bkz. Ek 7). y bagiml degisken vektoriiniin varyans1 V' = ZGZ'+R nin Schur

Tilimleyeni yontemine gore tersi alinirsa,

V'=(ZGZ'+R)'=R"'-R'Z(Z'R"'Z+G")"'Z'R" (3.43)

bulunur. Bu durumda (3.42) dan, b sabit etkilere iliskin parametreler vektori,

b=XV'X)'xV'y (3.44)
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elde edilir (Searle ve ark., 1992). Burada (X'V"'X) ifadesi singiiler olmayan bir

yaptya sahiptir. (3.44) esitligine gore b, b nm genellestirilmis en 1yl tahmin

edicisine (BLUE) esittir.

(3.41) in ikinci esitligine gére a nin en iyi 6n tahmin edicisi,
a&=(Z'R'Z+G")"'Z'R™\(y - Xb)
olarak bulunur. Schur Tiimleyeni yontemine gére (Z'R™'Z+G™")™" ifadesi,
(ZR'Z+G"Y'=G-GZ'(R+ZGZ"Y)'2G=G-GZ'V''ZG
olmak tizere (3.46) esitligi (3.45) da yerine yazilirsa,
&=GZ'R'(y-Xb)-GZ'V'ZGZ'R'(y - Xb)
elde edilir. Burada (2.5) esitligine gore ZGZ'=V - R oldugu igin,
&=GZ'R'(y-Xb)-GZ'V'(V -R)R™'(y - Xb)
=GZ'R(y-Xb)-GZ'VVR(y- Xb)+GZ'V'RR™(y - Xb)
=GZ'V'(y - Xb)
seklinde elde edilir. (2.6) da verilen C = GZ' esitligi yerine yazilirsa,
a=Ccrv'(y-Xxb)

bulunur. (3.44) esitligi dikkate alindiginda,
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a=Cr'ly-XXv'x)'xv'yl
=CV I -XXV'X)' XV 'y (3.48)
=Cr -V XX VX)XV y

olarak ifade edilir.

Boliim 4.3 te @ min en iyi dogrusal 6n tahmin edicisi & = CV~'(y - Xb)
seklinde elde edilmisti. Burada &', hata kareler ortalamasini en kii¢iik yapan deger,
y bagimh degisken vektoriiniin dogrusal bir fonksiyonu ve 6n tahmin degeri ile
gercek deger arasindaki farkin beklenen degerinin sifir olmasi gibi 6zellikleri
sagladigi i¢in en iyi dogrusal yansiz 6n tahmin edicidir (Searle ve ark., 1992).

Henderson ve ark. (1959), (3.41) de verilen b degerinin genellestirilmis en

kiiglik kareler ¢oziimiine ve Henderson (1973) ise & degerinin (3.47) de verilen 6n

tahmin ediciye esit oldugunu ispatlamistir (Bkz. Ek 8).

34



4. VARYANS BILESENLERININ TAHMINI Funda CAN

4. VARYANS BILESENLERININ TAHMINIi

Dogrusal karma modellerde rasgele etkilere karsilik gelen parametrelerin 6n
elde edilebilmesi i¢in bagimli degisken vektorii y nin varyans-kovaryans matrisi V'
nin bilinmesi gerekir. V' bilinmiyor ise, V = ZGZ'+R esitligindeki & nin varyansi
G ve hata varyanst R nin tahmin edilmesi gerekir. /' yi olusturan bu iki matrisin
tahminine varyans bilesenlerinin tahmini denir.

Dogrusal karma modellerde varyans bilesenlerinin tahmini i¢in en sik
kullanilan yontemler, en ¢ok olabilirlik (ML) ve kisitli en ¢ok olabilirlik (REML) dir.
Her iki yontem de biiyiik 6rneklem 6zelliklerine sahip olup normallik varsayimini
saglar.

Bu bdliimde, (2.8) de verilen varyans bilesenleri modeli i¢in, en ¢ok

olabilirlik yontemi ile tahmin edilecek parametreler b , Se2 ve i =1,...,r i¢in S iken
kisitl en ¢ok olabilirlik yontemi ile tahmin edilecek parametreler ise s ve i =1,...,r

i¢in s/ dir.

4.1. En Cok Olabilirlik (ML) Yontemi

En ¢ok olabilirlik yontemi, Hartley ve Rao (1967) tarafindan 6nerilmistir. En
cok olabilirlik yonteminin uygulanabilmesi i¢in X ve i=1...,r iken Z, tasarim
matrislerinin tam rankli, rank(X)=p ve rank(Z,)=gq,, oldugu ve verilerin ¢ok
degiskenli normal dagilima sahip oldugu varsayilir. Genellikle varyans analizinde
her bir bagimli degisken vektorii y, 1 inci rasgele etkinin bir diizeyi ile iliskilidir. Bu
yizden Z, tasarim matrisinin her satirmin bir elemam 1, diger ¢, -1 elemani 0
degerini alir. Dolayisiyla Hartley ve Rao (1967), Z,Z, nin ¢, ~ g, boyutlu kdsegen bir

matris formunda oldugunu belirtmistir.
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a, =e,q, =n ve Z, =1, olmak tizere (2.8) esitligi,

y=xb+3Za, @.1)

i=0

olarak ifade edilir. Burada ''i i¢in E(a,)=0, Var@,)=s’I , Ve ith igin

Cov(a;,a,)=0 dir. e hata terimi ise E(€)=0, Var(e)=s.I, ve Cov(@,e')=0

l

olarak tanimlanir. Buna gore y -, bagiml degisken vektoriiniin ortalama vektorii

Xb ve varyans-kovaryans matrisi V= QZZs2+s2l =QZZs? olarak elde

[ g
i=1 i=0

edilir. Normallik varsayimi altinda,

1 ——
f(y):we S(r=ab) 77! (y-xb) 4.2)

olarak tanimlanan (4.2) esitligi, b sabit etkilere iliskin parametreler vektorii ile 7

varyans bilesenleri matrisinin parametrelerinin bir fonksiyonu olarak diisiiniilebilir.

1 _
1 (= 4D)V 7 (y-4b)

1/2
4

L=L(b,V/y)=—— ¢
(2p)”

(4.3)

(4.3) de verilen L fonksiyonunu maksimize edebilmek icin, bu fonksiyonun
logaritmasi alindiktan sonra W = {(b,s%): -¥ < b, <¥; Se2 >0 ve Sf 20,i=0,,..,7r}

da verilen parametrelere gore tlirevi alinip sifira esitlenir.

InL(b,V/y)= —gln(2p) - %ln|V| —%(y - Xb) V' (y - Xb) (4.4)
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Boylece (4.4) de verilen log-olabilirlik fonksiyonunun b ya gore tiirevi Ek 6 nin (a)

ve (b) 6zelliginden,

fInL(b,V/y) _

b -XV'y+ XV Xb =0 4.5)

bulunur. InL(b,V /y) fonksiyonunun s’ i=0,1,..,7r ye gore tiirevini almak icin
i ye g

once V varyans-kovaryans matrisinin S’ ye gore tiirevi alinir.

W 2z izol..r (4.6)
ﬂsz 1 1

Buna gore (4.4) esitliginin s” i =0,1,...,r ye gore tiirevi Ek 6 nin (d) dzelliginden,
fInL(b,V/y)_ 1

L -—tr(V'Z,Z)+ l(y -X0)YV'ZZV ' (y-Xb)=0 (4.7)
s, 2 2

elde edilir. (4.5) ve (4.7) esitliklerinden elde edilen en ¢ok olabilirlik esitlikleri

sirastyla,
XV 'y-X7V'Xb=0 48)
tr(V"'2,2)-(y-X0)YV ' ZZV ' (y-Xb)=0 i=0l..r (4.9)

seklinde olur. (4.9) esitligini daha basit bir formda ifade etmek i¢cin P n~ n boyutlu

simetrik matrisine gerek duyulur ve asagidaki gibi ifade edilir:

P=V' -V XXV X)XV (4.10)
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(4.8) esitligi dikkate alindiginda (4.10) esitligi,
V' (y-Xb)=Py (4.11)
olarak elde edilir. Boylece (4.8) ve (4.9) da verilen en ¢ok olabilirlik denklemleri,
XV 'xXb=Xx7V"y (4.12)

ve tr(I}'lZ,.Z;) ifadesi (»+1)” 1 boyutlu bir siitun vektér olmak tizere Ek 1 deki

gosterimlerin kullanilmasi ile,

(V' ZZ)) ey = { ' PZ,Z Py}, (4.13)

elde edilir. (4.13) esitliginde verilen V! ifadesi, varyans bilesenlerine gore dogrusal
olmadig1 i¢in ¢6ziimii zordur. Bu nedenle (4.13) esitligine iliskin tahminleri elde
etmek i¢in iteratif yontemler uygulanir. Ancak bu yontemler kullanilirken bir veya
birden fazla parametre degeri negatif ¢ikabilmektedir. Varyans bilesenlerinin negatif
tahmin problemini ortadan kaldirabilmek amaciyla Thompson (1962) bir algoritma
gelistirmistir. Bu algoritmaya gore negatif varyans degerine sahip rasgele etkilere
iliskin parametre modelden ¢ikarilir. Indirgenmis model {izerinden tekrar tahmin
yapilir. Ancak yeni varyans bilesenlerinin tahmini kontrol edilmelidir. Negatif

varyans degerine sahip tahminler i¢in prosediir tekrarlanir.
4.1.1. Hartley- Rao Formu

Hartley ve Rao (1967) olabilirlik fonksiyonunu /A matrisi cinsinden ifade

etmistir. Buna gore (2.9) esitligine gore V™' matrisi,

Vv'=H"'/s; (4.14)
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dir. Hartley-Rao (1967) formu kullanilarak tahmin edilecek parametreler b, s; ve
i=0,,...,r igin g, dir.

i =0 olmak iizere S_; =S ve Z, =1 varsayim altinda (4.13) esitligi,
r(V =y Py (4.15)
olarak ifade edilir. (4.11) esitligi (4.15) te yerine yazilirsa,

(VY= (y - X0)V 2 (y - Xb) (4.16)

bulunur. (4.14) esitliginde verilen V™' ifadesi (4.16) da yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yazilirsa,

r(H™")=(y-Xb)H?(y-Xb)/S2 (4.17)

elde edilir. Boylece (4.17) esitliginden s nin tahmini,

2 (y-Xb)yH(y-Xb)

S, —
tr(H™)

(4.18)

olur.
i=0 dan farkli oldugu durumlar igin, (4.13) esitliginin her iki tarafi S’
ifadesi ile garpilir ve tiim i degerleri i¢in toplanirsa,
518 'L 2 - '@ 2\ D
r(V-aQZzZs;)=y'P@QZZs;)Py (4.19)

i~
i=1 i=1
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elde edilir. (4.11), (4.14) esitligi ve QZZs’=V-si=(H-I)s? ifadesi

i=1

yardimiyla (4.19) esitligi,

r{H'S(H-D32=(y-Xb)YH " (H - DH 'S (y - Xb) (4.20)

olarak bulunur. (4.20) esitligi yeniden diizenlenirse,

n - N —- Xb)H2(y-Xb)U
nS2 = (y - XBYH (y- XB) (1o 2 - O ARV = AD),

. 421
8 r(H™) 0

olarak elde edilir.

(4.18) esitliginde verilen S ifadesi (4.21) esitliginde yerine yazilirsa, bu

esitligin sag tarafinda yer alan ifade sifira esit olur. Buna gore,

y-Xb)H?(y-Xb) _ (y-Xb)H '(y- Xb)

§2 - (
) tr(H™) n

(4.22)

seklinde bulunur. Bu durumda Hartley ve Rao (1967) ya gore en ¢ok olabilirlik

denklemleri,

XV 'Xb=XxV"y (4.23)
i =0 i¢in

$2=(y-Xb)H'(y-Xb)/n (4.24)

ve i =1,..r i¢in
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Lor(H'ZZ)Y =4, (v-X0YH "' Z,Z,H ™ (y - Xb)/S 2}, (4.25)

olarak bulunur. Ancak bu tahmin edicilerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi olmasi

icin Hessian” matrisinin negatif tanimli bir matris olmasi ve (4.4) esitligi i¢in verilen
parametre kiimesini saglamasi gerekir. Buna gore (4.4) esitliginin b ve s’

parametrelerine gore ikinci dereceden tiirevi Ek 6 dan,

ﬂzl _ 177 -1
g XY X (4.26)
1% _1 -1 -1 ' 117 -1 -l "l
—ﬂSfﬂSj —Etr(V ZZV Zij)—(y—Xb)V 2LV ZZYV (y - Xb)(4.27)
1‘[21 — 177 -1 '17-1
bys > ==XV ZZV (y-AXDb) (4.28)

olarak elde edilir. Buna gore Hessian matrisi, H,

- X'V'X -XV'ZzZV ' (y-Xb) U
—€ u
1= o L 22v2 7)== XbYV 22V 2 2V (v - Xb)l
8 sim ) r( i j j) (v ) i 4 (v )
(4.29)
olur.
, Tf _ 1S , , , , o
0 = (ﬂx o ),-, olarak tanimli matris fonksiyonuna f* fonksiyonunun Hessian matrisi denir.
iy
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4.1.2. En Cok Olabilirlik Tahmin Edicilerinin Asimptotik Varyans-Kovaryans

Matrisleri

En cok olabilirlik yontemi biiylik 6rneklem 6zelligine sahiptir. Bu yontem
kullanilarak elde edilen tahminlerin asimptotik varyans-kovaryans matrisleri her

zaman mevcuttur. Asimptotik varyans-kovaryans matrisi, bilgi matrisinin tersine

esittir ve bu matris b ve S? parametreleri igin,

ébu_ Ehe e U
Ig g=-Eé I (4.30)
&S glszb' lSZSZH
seklinde ifade edilir. Ek 5 den,
-E(l,)=EXV'X)=XV"'X (4.31)
—E(lbsg)=X'V"ZiZ,fV"E(y—Xb)=O i=0,l,..,r (4.32)

1 , , , ,
By = - ur(VZZY "2, Z)+ El(y - X0YVTZ,ZV 72,2V (y - Xb)]

1 ) " , B I [
- _Efr(V lZiZiV leZj) + oV 1ZiZiV 1ZjZ.iV ‘Cov(y - Xb)]
+E(y=Xo)V'ZZV"'Z,Z V" E(y - Xb)
1 ) o , B — [
= _EIV(V lZl-ZiV leZ.i) +ulV 1ZiZiV 1ZJ'ZJ'V 7]
1 - ' - ' . .
=5 '2,2V"'2,Z)) i,j=0L....r

(4.33)

olarak elde edilir. Buna gore (4.30) da verilen bilgi matrisi,
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o XX 0 U
éb 0 3 p
Ig Zgzg 1 e 3 (4.34)
&S0 8 0 E{mtr(V Z,ZV Zij)}i,jZOG

dir. Bilgi matrisinin tersi ise parametre tahminlerinin varyans-kovaryans matrisine

esittir:

b U 2 ¢b up XV X)! 0 )

Varg 0@kle 0z =¢ R

eS 0 &S g e 0 2[{mﬁ’(V ZiZiV Zij)}i,j:o] o]
(4.35)

Bu tahmin edicilerin asimptotik varyans-kovaryans matrisleri » ® ¥ iken,

Var(b)® (X'V'X)™! (4.36)
Kov(b,$2)®0 (4.37)
Var(S*)®2[{, (V' Z,ZV ' Z,Z )} ] (4.38)

olur (Searle ve ark., 1992).

4.2. Kisith En Cok Olabilirlik (REML) Yontemi

Kisith en ¢ok olabilirlik yontemi, Thompson (1962) tarafindan gelistirilmis
olup Patterson ve Thompson (1971) tarafindan dogrusal karma modellere
uyarlanmistir.

Genel olarak, en ¢ok olabilirlik yonteminde, yanli ve en kiiciik varyansa sahip

olmayan tahminler elde edildigi veya varyans bilesenlerinin tahmininin parametre

43



4. VARYANS BILESENLERININ TAHMINI Funda CAN

tahminlerinden daha onemli oldugu durumlarda kisitli en c¢ok olabilirlik yontemi
tercih edilir.

Kisith en ¢ok olabilirlik yonteminde, sabit etkili parametreyi igermeyen y
nin dogrusal kombinasyonlarinin, %'y, olabilirlik fonksiyonu en biiyiik yapilir.
Dolayisiyla, (2.2) modelinde b terimini yok etmek amaciyla model herhangi bir k&

vektori ile carpilir:

Ky=k'Xo+k'za’ (4.39)

elde edilir. Burada a, =e olmak iizere a =@, a, .. a,)" formundadir. (4.39)

esitliginin sabit etkili parametre vektorii b y1 icermemesi igin,

k'Xb =0 ""b i¢in (4.40)

kisit1 getirilir. Buna gore,

KX =0 (4.41)

dir. Boylece X matrisinin stitunlarina dik bir & vektorii elde edilir (Bkz. Ek 10).

Teorem: (Searle ve ark., 1992) X n~ p boyutlu ve ranki » olan bir matris olmak

tizere, k'X =0 kisitim1 saglayan »n - r tane dogrusal bagimsiz k' vektori vardir.
n-r tane dogrusal bagimsiz k' vektorii K' matrisinin satirlar1 olmak iizere, K'
n - r tam satir rankina sahip oldugunda,

K'X=0 (4.42)

seklinde ifade edilir. Ayrica baz1 C matrisleri icin K'= C'M olarak gosterilir.
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Teorem: (Searle ve ark., 1992) K' tam satir rankina sahip bir matris olmak tizere
K'X =0 ise ve V pozitif tamml1 bir matris olmak iizere, K(K'VK)™"'K'= P olarak

ifade edilir. Burada P »n~ n boyutlu simetrik matris olup (4.10) esitliginde

verilmistir.

fspat: KK'=K(K'K)'K' ve XX'=X(X'X) X' matrisleri simetrik ve
idempotent matrislerdir. (4.42) de verilen kisit saglanmak iizere KK'X =0 ve

XX'K =0 esitlikleri yazilabilir. Bdylece XX* ve KK* matrisleri cinsinden

tanimlanan 7 matrisi, 7 =7 - XX - KK, simetrik ve idempotent bir matris olup

171,

tr(ITTY =tr(T*)=tr(T) =tr(I) - tr(XX ") - tr(KK")

=n-ry - 1%

(4.43)

=n-ry-(n-ry)

=0

olarak bulunur. (4.43) de t(TT") =0 olmasi1 7 =0 iken miimkiindiir. Boylece,

I-XX*=KK* (4.44)

esitligi elde edilir.
V' pozitif taniml1 bir matris iken her zaman ¥ = (V"*)* esitligini saglayan
simetrik bir ¥'"? matrisi vardir. (V'2K)V "?*X =0 ve K'X =0 oldugundan K

matrisi yerine V'?K, X matrisi yerine ¥ /?X almmasi sonucunda (4.44)

esitliginde gerekli diizenlemelerin yapilmastyla,
I-X(X'X) X=K(K'K)'K'

I-V'"XXV'X)y XV =y"2KKVK)"'K'V"?
P= V—l _ V—lX(XvV—lX)—XqV—l = K(KvVK)—lKv
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ispat tamamlanir.

y bagimh degisken vektoriinin y~N(Xb,V) dagilimina sahip oldugu
varsayimindan ve (4.42) kisitindan yararlanarak K'y vektoriiniin  dagilimi
K'y~N(0,K'VK) dir. y vektoriiniin dogrusal bir kombinasyonu olan, K'y

vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 - KK (K')

n-r)/2 2 €
(2p)"""*|K'VK]|

f(K'y/K'VK) = (4.45)

K'VK mnin bir fonksiyonu olarak diistiniilebilir. Dolayisiyla K'y vektoriiniin kisith
olabilirlik fonksiyonu,

1 —%(K';»)'(K'VK)“(K'y)

L. (K'VK/K'y)= e
R (2p )(n-;~)/2|K.VK|1/2

(4.46)

seklinde elde edilir. (4.46) da verilen L, fonksiyonunu maksimize edebilmek i¢in,

2 2

bu fonksiyonun logaritmasi daha sonra da s* =[S, s/ ...s’] varyans bilesenlerine

gore tlirevi alinip sifira esitlenir.

l,=InL (K'VK/K'y) = -(”—;r)ln(zp) —%ln|K'VK|

{ (4.47)
-E(J/'K)(K'VK)'1 (K'y)
(4.47) esitligi, (4.10) da verilen P matrisi cinsinden yazilirsa,
f— |l |l f— (n - r) 1 |l 1 '
l,=InL,(K'VK/K'y)=- 5 In(2p) —51n|1< VK|- >V Py (4.48)
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elde edilir. (4.48) esitliginin parametre kiimesi,

W={s’:5s730,i=0,L...,r}

dir. (4.48) te verilen kisith olabilirlik fonksiyonunun s’ i=0,1,...,7 ye gore tiirevi

alinir:

InL,(K'VK/K'y) _0
s’

1

i=0,,...,7 (4.49)

(4.49) esitliginin s ye gore tirevini almak igin énce P matrisinin S ye gore

tiirevi alinir. Buna gore (4.6) esitligi ve Ek 6 dan,

1P _ ﬂK(K'VK)"K' _ ﬂ(K'VK)"
= =K
s ? s ? s ?

1 1 1

K'

LJIKVK'
! ; (K'VK)'K
’V (4.50)
—K(K'VK)"K'.l;T—ZK(K'VK)'IK'
S’

1

~K(K'VK)

1w
:

=-pP P=-PZ.Z.P

elde edilir. (4.48) esitliginde verilen 1n|K '"VK | ifadesinin S ye gore tiirevi ise (4.6)

esitligi ve Ek 6 yardimiyla,

|l
2

L K VK)U
1s? ¢ (4.51)

=t{(K'VK)'K'ZZ K]  i=0L,...r

In|K'VK| = tra(K'VK)
é

olur. Sonug olarak i =0,1,...,” olmak tizere (4.50) ve (4.51) esitliklerinden,
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ﬂ% :-%WKKWKy%?;ZJj-%yPLZJy
Ts; (4.52)
=-lwgzzg+lypzzjy=0
2 2
seklinde bulunur. Gerekli islemler yapildiginda,
tr(PZ,Z)) = y'PZ,Z Py i=0,1,..7 (4.53)

elde edilir. Burada P=V "' -V ' X(X'V"'X) X'V dir. P matrisinde yer alan V'
ifadesi, varyans bilesenlerine gore dogrusal olmadigi i¢in ¢6ziimii zordur. Bu nedenle
(4.53) esitligine iligskin tahminleri elde etmek igin iteratif yontemler uygulanir.

(4.53) oesitligi (4.13) te verilen en c¢ok olabilirlik esitligi ile
karsilastirildiginda, sag tarafta verilen ifadeler birbirine esitken sol taraftakiler

birbirinden farklidir. Yani, V™! matrisinin yerini burada P matrisi almistir (Searle
y

ve ark., 1992).

4.2.1. Kisith En Cok Olabilirlik Tahmin Edicilerinin Asimptotik Varyans-

Kovaryans Matrisleri

Bilgi matrisi i¢in, (4.48) esitliginde verilen /, fonksiyonunun varyans

bilesenlerine gore ikinci dereceden tiirevi,

1L,
1s/1°

1 o 1 S S
= (PZ,Z,PZ 7)==y PZ,Z,PZZ Py -y PZZ,PZ,Z Py

tr(PZ,Z PZZ))-y'PZ Z ,PZZPy

N | —

(4.54)
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dir. Ek 5 den (4.54) esitliginin negatif beklenen degeri,

11,
ﬂsfﬂsj

1 ' ' ' '
- E( ) = —Etr(PZjZJ.PZiZl_)+tr(PZijPZl.Z,.PV)

(4.55)
-b'X'PZ,Z PZ,Z,PXb i,j=0L..,r

bulunur. PX =0 oldugu i¢in (4.55) esitligi,

1’1
s s’

1 U " ' "
- E( )= = r(PZ,Z,PZ,2))+ 1r(Z,Z,PZ,Z,PVP) (4.56)

seklindedir. PVP = P iken gerekli islemler yapildiginda,

Tl

-F
(Js71s?

1 L
)= (PZ,Z,PZ,2) (4.57)

elde edilir. S2, S nin kisith en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi olmak iizere,

Var($3) @[I(s)]™ @ 2[{,,r(PZ,Z,PZ,Z)}; -] (4.58)

i,j=0

bulunur. Kisith en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin asimptotik varyans-kovaryans

matrisleri n» ® ¥ iken,

Var(S) ® 2[4,,ir(PZ,Z,PZ,Z )}, 1" (4.59)

i,j=0

olur. Dikkat edilirse, en cok olabilirlik tahmin edicilerinin asimptotik varyans-

kovaryans matrisleri ile kisith en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin asimptotik
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varyans-kovaryans matrisleri benzer yapidadir. Ancak ML yonteminde kullanilan

V™! matrisi yerine REML de P matrisi kullanilir (Searle ve ark., 1992).

43. En Cok Olabilirlik ile Kisith En Cok Olabilirlik Yontemlerinin

Karsilastirilmasi

Her iki yontem de, normallik varsayimi altinda biiyiik 6rneklem 6zelliklerine
sahiptir. Ancak en c¢ok olabilirlik yontemi kullanilarak elde edilen tahminler
asimptotik olarak daha etkindir ve asimptotik olarak normal dagilirlar. Ayrica bu
tahmin edicilerin bircogu asimptotik olarak yansizdir.

En cok olabilirlik yontemi ve kisith en ¢ok olabilirlik yontemi hesaplama
giicligii acisindan degerlendirildiginde benzerlik gosterir. Her ikisi de varyans
bilesenlerine gore dogrusal olmayan bir yap1 gosterir. Dolayisiyla bu yontemlerin
tahminlerini elde etmek i¢in iteratif yontemler uygulanir.

Kisith en ¢ok olabilirlik yonteminde; sabit etkili parametreyi igermeyen y

nin dogrusal kombinasyonlar1 ile tahmin yapilirken, en ¢ok olabilirlik yontemi sabit

etkili parametrelerin tahmin edilmesine de olanak saglar.
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5. UZUN SURELI KARMA MODELLERDE VARYANS-KOVARYANS
YAPISININ MODELLENMESI

Dogrusal karma modellerin farkli tipleri vardir. Bunlardan biri Boliim 2 de
detayli bahsedilen uzun siireli modellerdir. Uzun siireli modeller genellikle uzun
stireli verilerin analizinde kullanildig: i¢in bu adi almistir (Diggle ve ark., 1996).
Uzun stireli veriler, ayn1 birim kiimesi {izerinden farkli zaman noktalarinda tekrarl

Ol¢timlerin alindig1 verilerdir.

Genel olarak uzun siireli bir karma modelde rasgele etkilerin @, ~ N(0,S 21 .)
ve hata teriminin ise e, ~ N(0,s i ,,) birbirinden bagimsiz rasgele degiskenler

oldugu kabul edilir (Harville, 1977; Searle ve ark., 1992). Ancak ayn1 deney birimi
tizerinden tekrarl 6l¢iimlerin alinmasi sonucu ortaya ¢ikan iligkili veri yapisinin géz
ard1 edilmeden modele dahil edilmesi gerekir (Verbeke ve Molenberghs, 2000).

Ayni deney biriminden tekrarli gozlemlerin alindigi uzun siireli verilerde
iliskili veri yapisi ortaya ¢ikar. Iliskili veri yapisin1 géz Oniine alan uygun varyans-
kovaryans yapisinin belirlenmesi parametre tahmini ve model kurulumu agisindan
onemlidir. Ciinkli varyans-kovaryans yapisinin se¢imi parametre tahminlerini ve
modelden yapilan yorumlari dogrudan etkilemektedir. Uygun varyans-kovaryans
yapisinin se¢imi etkinligi arttirmaktadir (Fitzmaurice ve ark., 2004).

Literatiirde ayni deney birimi iizerinden alinan tekrarli dl¢iimler arasindaki
iliskiyi dikkate alan pek cok varyans-kovaryans matris yapist gelistirilmistir.
Jennrich ve Schluchter (1986) uzun siireli veriler i¢in varyans-kovaryans modelleri
lizerine ¢alismistir. Pourahmadi (1999) varyans-kovaryans yapisinin modellemesi
icin esnek bir yaklagim sunmustur. Dogrusal karma modelllerde varyans-kovaryans
matrisinin se¢imi iizerine Grady ve Helms (1995), Robertson (1996), Wolfinger
(1996) ve Littell ve ark. (2000) tarafindan daha kapsamli ¢aligmalar mevcuttur.

Dogrusal karma modellerde tekrarli 6l¢iim olmasi durumunda ortaya cikan
iligkili veride varyans-kovaryans matris yapisinin modellenmesi amaci dogrultusunda
her bir deney birimi farkli birer bloklama degiskeni olarak alinmak iizere, her bir

bloklama degiskeni i¢in tekrarli dlglimlerden olusan veri kendi i¢inde iliskili olup
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belli bir varyans-kovaryans matris yapisina sahiptir. V; i =1,...,n i inci deney birimi
tizerinden alinan tekrarlt Ol¢limler arasindaki varyans-kovaryans matris yapisini
belirtmek iizere (2.5) esitliginde verilen y bagimlhi degisken vektoriiniin varyans-

kovaryans matrisi,

&, 0 0 04
8 (
0 ¥V, 0 o0

y=¢ : u (5.1)
E0 0 O ou
8 (
50 0 0 Vg

formundadir. (5.1) ile verilen V' matrisinin kdsegen olmayan matris bloklar1 farkl
deney birimleri tizerinden alinan tekrarli olglimlerin birbiri ile iliskisiz oldugunu
gostermektedir. Tekrarli 6l¢ciim ¢aligmalarinda temel varsayim farkli deney birimleri
tizerinden alinan gozlemlerin birbiri ile iligkisiz, ayn1 deney birimi iizerinden alinan
Olciimlerin ise birbiri ile iligkili olmasidir. Bu durumda ayni deney birimi iizerinden
aliman tekrarli 6lgtimler belli varyans-kovaryans matris yapilarina sahip olmaktadir
(Wolfinger, 1996; Bagiella ve ark., 2000; Fitzmaurice ve ark., 2004; Iyit, 2008).

Bu boliimde ayni1 deney birimi {izerinden alinan tekrarli 6l¢iimler icin (5.1)

esitliginde verilen /' matrisinin modellenmesi amaciyla ¥, i inci deney birimi icin
v, bagiml degisken vektoriiniin varyans-kovaryans matris yapisinin Cizelge 5.1. de

verilen 16 farkli varyans-kovaryans modeli araciligiyla modellenmesi iizerine

caligilacaktir.

5.1. Toeplitz (TOEP) Varyans-Kovaryans Modeli

TOEP varyans-kovaryans modeline gore ayn1 deney birimi iizerinden alinan
tekrarl 6l¢tim ciftleri esit zaman araliklarinda iken ayni korelasyon degerine sahiptir.

Varyans-kovaryans matrisi Toeplitz formunda ise kdsegen elemanlari her zaman

2

noktasinda aymidir ve s° ile ifade edilir. Buna gore tim i ve j ler i¢in

Corr(y;,y, i) = T, olmak iizere,
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61 r. r, 1yl
e u
s 28 r, 1 r3 rzu
er, 1, 1or
¢ U
er3 r, r 1 u

seklinde ifade edilir. Toeplitz sadece esit zaman araliklarinda alinan 6l¢iimler i¢in

kullanilir (Fitzmaurice ve ark., 2004; Ye, 2005).
5.2. Birinci Dereceden Otoregresif [AR(1)] Varyans-Kovaryans Modeli

Uzun siireli ¢aligmalarda birbirine yakin zamanlarda alinan gézlem degerleri
arasinda korelasyon degerinin daha kuvvetli oldugu goériilmiistiir. Bu durumu dikkate
alan AR(1) varyans-kovaryans yapisi zaman noktalar1 arasindaki siire arttikca

korelasyon degerlerinin {istel olarak azaldigi varsayimina dayanmaktadir. AR(1)

varyans-kovaryans matrisi tiim ¢ ve j leri¢in Corr(y;,y, ;) = r* olmak iizere,

el r r* r’l
8 U
BF 1o rzu
s?€ .
er> 'r 1 rlUu
8 U
gr’ r’ r 14

formundadir ve r 30 dir. AR(1), Toeplitz varyans-kovaryans modelinin 6zel bir

durumudur. AR(1), Toeplitz de oldugu gibi sadece esit zaman araliklarinda alinan

Olciimler i¢in kullanilir (Fitzmaurice ve ark., 2004).

5.3. Birinci Dereceden Anti-Bagimh [ANTE(1)] Varyans-Kovaryans Modeli
Ayni deney birimi {lizerinden alinan tekrarli dl¢limler i¢in verilen varyans-

kovaryans matrisinde kosegen elemanlari farkli varyans degerlerine sahip ve

korelasyon yapis1 zamanla degisiyor ise AR(1) ve Toeplitz varyans-kovaryans yapisi

yetersiz kalmaktadir. Bu durumda ANTE(1) varyans-kovaryans modeli tercih edilir.
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Ayni deney birimi iizerinden alman tekrarli 6lgiim ¢iftleri arasindaki kovaryans,

varyans bilesenleri ile korelasyon degerlerinin ¢arpimina esit olmak tizere,

2

é Sl stlrl S3Slr1r2 S4Slrlr2r3l;|
g S,5,r, Sz2 S;S,r, S,S,rr;
gS3S]r]I’2 s,s,r, s? s4s;r3 3
68481 r|r2r3 S4SZr2r3 S4S3r3 S4 g

seklinde ifade edilir. Burada s i inci denegin varyansi, r, ise 0 iken k 1inci

degiskene ait otokorelasyonu ifade eder (Macchiavelli ve Arnold, 1994).

5.4. Heterojen Birinci Dereceden Otoregresif [ARH(1)] Varyans-Kovaryans
Modeli

ARH(1) varyans-kovaryans matrisinde kosegen {lizerinde yer alan farkl
zaman noktalarinda alinan tekrarli gozlemlerin varyansi birbirinden farkhidir.
Tekrarl1 6l¢lim ciftleri arasindaki korelasyon degerleri iistel olarak azalir. Ayn1 deney
birimi lizerinden almman gozlem c¢iftleri arasindaki zaman arttikga korelasyon

azaliyorsa bu yap1 tercih edilebilir. ARH(1) varyans-kovaryans matrisi,

S}

¢ s; s,s,r s,;s,r’ s,sr’i
gszslr s; S.S,r s4szr23
gSSSlrz 3332r2 s? s4sz3rt}J
6S.S\I" S,S,I" S,S,r S: 4§

formundadir (Wolfinger, 1996; Davidian, 2007).
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5.5. ARMA(1,1) Varyans-Kovaryans Modeli

ARMA(1,1) birinci dereceden otoregresif hareketli ortalama yapisini
belirlemekte olup herhangi iki bagimli degisken arasindaki iliski otoregresif ve

hareketli ortalama parametrelerine baglidir.

e1 f fr fril
Szg f o1 f fr
efr £ 1 fU
€. (
gfr- fr f 1]

dir. Burada r otoregresif parametre, T hareketli ortalama bileseni ve S° ise hata

varyansidir (Fuller, 1976).

5.6. Bilesik Simetri (CS) Varyans-Kovaryans Modeli

Bilesik simetri, tekrarli Ol¢limlerin analizinde kullanilan ilk varyans-
kovaryans modellerinden biridir.

Ayn1 deney birimi {izerinden alinan tekrarli 6l¢iimlerin homojen varyans-
kovaryans yapisina sahip oldugu varsayimina dayanir. Dolayisiyla ayn1 deney birimi
tizerinden aliman tiim tekrarli Olglim ¢iftleri arasindaki korelasyon degerleri de

birbirine esit olur.

[’}
S

és’+s; s, s, s, U
é 5 5 U
8 S. S +Sa S, S, (
v 5 5 .
g S. S. S°+s; S, ﬁ
6 Sa Sa Sa Sz+s§g

formundadir. Burada S *, deney birimleri igerisindeki tekrarli dlgiimlerin varyansi ve

s ise deney birimleri igerisindeki tekrarli 8l¢iimler arasindaki kovaryansi ifade eder

(Fitzmaurice ve ark., 2004).
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5.7. Bilesik Simetri Korelasyonlu (CSR) Varyans-Kovaryans Modeli

Bilesik simetri korelasyonlu varyans-kovaryans matrisine gére ayni denekten

alinan tiim 6l¢iim ¢iftleri arasindaki korelasyon aynidir ve

¢l r r ry
é 1
r 1 r r;
s’€ u
er r 1 ru
e U
gr r r 1y

seklinde ifade edilir. Her zaman noktasinda ayni varyans degerine sahiptir (IBM

SPSS Statistics 22).
5.8. Heterojen Bilesik Simetri (CSH) Varyans-Kovaryans Modeli

CSH varyans-kovaryans matrisinin kosegen elemanlar1 farkli varyans
parametreleri igerdigi icin heterojen varyans-kovaryans yapisina sahiptir. CSH

modelinde tiim tekrarl 6l¢iim ciftleri arasindaki korelasyon degerleri ise esit olup,

€ s’ s,sr s;sr s,sri
e 2 I
8S,S,r S; S;S,I S,8,Iy
X N 7
23331r S;S,r s, s4s3r3

X 2 vi
6S,S,r s,s,r s,s,r s; j

seklinde gosterilir (Wolfinger, 1996).

5.9. Kosegen [UN(1)] Varyans-Kovaryans Modeli

Ayn1 deney birimi lizerinden alinan tekrarli 6l¢iimlerin birbiri ile iliskisiz ve

heterojen varyansa sahip oldugu varsayimina dayanir ve

56



5. UZUN SURELI KARMA MODELLERDE VARYANS-KOVARYANS
YAPISININ MODELLENMESI Funda CAN

és’ 0 0 01U
e 2 u
(:90 S, 0 0
€0 0 s; oU
é !
80 0 0 s}

matris formundadir (Dawson ve ark., 1997).
5.10. Birinci Dereceden Faktor Analitik [FA(1)] Varyans-Kovaryans Modeli

Birinci dereceden faktor analitik varyans-kovaryans modeline gore Ii ; LL'

; ¢t boyutlu matrisinin ve Sf j _inci zamanda alinan tekrarli 6l¢timlerin varyans

bilesenleri D matrisinin kdsegen elemanlar1 olmak iizere,

el s’ 0 0 O0U
€y ( 8 U
4 20 s2 0 0y
g 2L:l[ll I2 I3 I4 +€ : 2 L:l
€I3L:| ?O 0 S3 Otﬁl
et : 0
elai 60 0 0 siy

LL'+D formunda tanimlanir (Jennrich ve Schluchter, 1986; Wolfinger, 1996; lyit,
2008).

5.11. Heterojen Birinci Dereceden Faktor Analitik [FAH(1)] Varyans-
Kovaryans Modeli

Heterojen birinci dereceden faktor analitik modeli aym1 deney birimi
tizerinden alian tekrarli 6l¢limlerin heterojen varyans-kovaryans yapisina sahip olup

iki parametrelidir. Buna gore,
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§12+d, LI, LI L
LI, B+d, L1, 11,
LI, L1, P+d, 1L
I4I1 I4I2 I4I3 Ii+d4g

@>(D> (D> (D> (D
[ et ami e\ e\ el

olarak ifade edilir (IBM SPSS Statistics 22).

5.12. Huynh-Feldt (HF) Varyans-Kovaryans Modeli

HF yaryans-kovaryans modeli Huynh ve Feldt (1970) tarafindan onerilmistir.

Heterojen bilesik simetri yapisina benzerdir. HF yaryans-kovaryans matrisi,

2

A 2 2 2 2 N
2 s’ Si¥S: y SiTS: gy SitS.
8 : 2 2 2 i
2 2 2 2 2 2
8S; tS, 2 S, tS; S, *tS, U
R
¢s; +s; S;+s; 2 s;+s; U
ol o 22735 ) S 23 724
g 2 2 2 U
A 2+SZ S2+SZ S2+S2 ’
€S. ¥S. 1 S27Ss4 | S3TSs g2 U
E 2 2 2 ! i

formundadir. Burada | kovaryans parametresidir.

5.13. Varyans Bilesenleri (VC) Varyans-Kovaryans Modeli

VC varyans-kovaryans modelinde ayni deney birimleri iizerinden alinan

tekrarl1 6l¢iimlerinin birbiriyle iliskisiz ve homojen varyansa sahip olup,

61 0 0 0Q
é I
260 10 0y
8 0 1 0l
e u
0 0 0 1

58



5. UZUN SURELI KARMA MODELLERDE VARYANS-KOVARYANS
YAPISININ MODELLENMESI Funda CAN

seklinde gosterilir (Dawson ve ark., 1997).
5.14. Heterojen Toeplitz (TOEPH) Varyans-Kovaryans Modeli
Heterojen Toeplitz modeline gore kdsegen iizerinde farkli varyans degerlerini

icerir. Esit zaman araliklarinda bulunan tekrarli Olglim ¢iftleri ayni1 korelasyon

degerine sahip olup,

é 812 SZSIrl S3slr2 S4slr3l‘;|

8 ) (
§S,S,1, S S;S,I, S,S,Iy
v S y
gssslrz S;S,r, S; s,s;r
& 2
gs,S,r; S,S,r, S,S;r S, 1

formunda gosterilir (Wolfinger, 1996).

5.15. Yapisal Olmayan (UN) Varyans-Kovaryans Modeli

Yapisal olmayan varyans-kovaryans matrisi farkli varyanslar ve kovaryanslar
icerir. Her bir zaman noktasi i¢in bir tane olmak iizere n tane farkli varyansi ve her
bir zaman ¢ifti i¢in farkli kovaryanslar1 gosterir. Yapisal olmayan varyans-kovaryans
modeli genellikle dengeli ve 6rneklem o6l¢iimiiniin kiiciik oldugu veri yapisinda

tercih edilir. Yapisal olmayan varyans-kovaryans matrisi,

¢S, S, S;; sy
E 5 (
S, S, Sy Sy
N 5 ;
gSIS Sy S; 3343
% 2 Y
8S14 S, Si3 Suf

olarak ifade edilir (Fitzmaurice ve ark., 2004).
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5.16. Yapisal Olmayan Korelasyonlu (UNR) Varyans-Kovaryans Modeli

Yapisal olmayan korelasyonlu varyans-kovaryans matrisinin tim varyans ve

korelasyon degerlerinin farkli oldugu varsayimina dayanir ve

2

g S| S,8,I, S;S,r; s,s,ryl
2
8S,S, Iy, S, S;S,I; S,S,Fy|

A 2 ’
gs3slr31 S3SZr32 S3 S4S3r43l;l
2

és4slr4l S482"-42 S4S3r43 S4 g

seklinde ifade edilir.

Ayn1 deney birimi iizerinden alinan tekrarli 6l¢iimler i¢in elde edilen tiim
varyans-kovaryans yapilarini 6zetleyen tablo ¢ deney birimi {izerinden alinan tekrarl

Olclim sayisin1 gostermek iizere Cizelge 5.1. de verilmistir.
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Cizelge 5.1. Tekrarli 6l¢iimler i¢in kullanilan varyans-kovaryans yapilari

Varyans-Kov?ryans Parametre Sayisi (J.7") _inci elemani Varyans-Kov?ryans Parametre Sayisi (J.7") _inci elemani
Modeli Modeli
o’ (j=J" ol (=7
TOEP t c’:“’l_._l (e 7Y UN(1) t 0 (=)
o’ G=7" L+d (=7
AR(1) 2 T FA(1) 4l
I G=h NS
o} =7 " o
ANTE(1) 21 e O FAH(1) 2t Ard; G=0)
oo, [Ie: G=JY AR =i
Ewminy i N
o! (i=7" o} G=7"
ARH(1) 1 o HF t+l o
ou:-ov-,ol":'":l (F=7" (g;+0:)/2-4 (G=7"
ARMA(1,1) 3 g: i (/=77 Ve 1 o (="
a2 gpVY (=0 0 (j= "
cs 2 o+ (=) TOEPH 21 7 (sz{)
1= 7Y G0y =T
ol ] 2 P
CSR 2 i (=79 UN tt+1)/2 7 [“_f J,)
op (J#JY o (=)
o} G=4" o} G=7"
CSH t+1 oo G 7 UNR Ht+1)/2 ’ o
O =S T 0 i Pt pyut iy (T # T

Dogrusal karma modellerde veri yapisindaki degiskenligin Cizelge 5.1. ile

verilen varyans-kovaryans modelleri kullanilarak modellenmesinin sagladigi en

Oonemli avantaj; dogrusal modellerde varsayim bozulmasi olarak nitelendirilen veri

yapisindaki heterojenligi giderebilmek icin uygun doniisiimlerin yapilmasina ihtiyag¢

duyulmamasidir (Wolfinger, 1996; Iyit, 2008). Cizelge 5.1. de verilen varyans-

kovaryans modelleri dengeli uzun siireli tekrarli 6l¢lim verileri i¢in uygundur ve

cogunun esit zaman aralikli 6l¢iim ciftlerini iceren tekrarli veriler i¢in kullanilmasi

Onerilir (Fitzmaurice ve ark., 2004).
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Uygun Varyans-Kovaryans Modelinin Se¢imi

Tekrarli dl¢limlerde varyans-kovaryans yapisini modelleyen pek ¢ok yontem
vardir. Uygun varyans-kovaryans yapisinin belirlenmesi parametre tahmini ve model
kurulumu agisindan 6nemlidir. Cilinkii varyans-kovaryans yapisinin se¢imi parametre
tahminlerini ve modelden yapilan yorumlari dogrudan etkilemektedir. Varyans-
kovaryans yapisinin belirlenmesine yardimci olan ydntemler mevcuttur. Bu
yontemlerden biri farkli zamanlarda go6zlemler arasindaki korelasyon yapisini
gosteren grafikler diger yontem ise modelleri karsilagtiran bilgi kriterleridir (IC).
Bilgi kriterleri i¢ i¢ce olmayan modellerin karsilastirilmasinda sik kullanilan bir
yontemdir (Fitzmaurice ve ark., 2004).

Uygun varyans-kovaryans modelinin se¢imi amaciyla kullanilan bilgi
kriterleri, Akaike Bilgi Kriteri (AIC) (Akaike, 1974), Schwarz Bayesian Bilgi Kriteri
(BIC) (Schwarz, 1978), Bozdogan Bilgi Kriteri (CAIC) (Bozdogan, 1987) ile
Hurvich ve Tsai Bilgi Kriteri (AICC) (Hurvich ve ark.,, 1989) olmak iizere
siralanabilir.

Dogrusal karma modellerde uygun varyans-kovaryans modelinin
belirlenebilmesi amaciyla One siirilen modelleri karsilastirmada kullanilan bilgi
kriterleri / maksimum kisitli log-olabilirlik fonksiyonunun degeri, d parametre

sayisi, n gozlem sayist olmak iizere Cizelge 5.2. de verilmistir.

Cizelge 5.2. Model se¢iminde kullanilan bilgi kriterleri

Formiil Referans
AIC -2/+2d Akaike (1974)
BIC -2l+dlogn Schwarz (1978)
CAIC -2l+d(logn+1) Bozdogan (1987)
AICC -2l+2dn/(n-d -1) Hurvich ve Tsai (1989)

Cizelge 5.2. ye gore en iyi varyans-kovaryans modeli i¢in sifira yakin degeri

veren bilgi kriterine gore secilir (Littell ve ark., 2000).
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6. KISITLI KARMA MODEL

Dogrusal karma modellerde, sabit etkili parametrelere ve rasgele etkili
parametrelere kisit getirilebilir. Literatiirde dogrusal karma modellere getirilen
kisitlar ile ilgili yayinlanmis pek fazla kaynak yoktur. Ancak Edwards ve ark. (2001),
dogrusal karma modelin sabit ve rasgele etkili parametrelerine aym1 anda kisit
getirmistir. Li (2011) ise, dogrusal kisit altinda uzun siireli modellerin parametre
tahminlerine deginmistir. Bu boliimde yukarida bahsedilen kisitlara ek olarak yeni
bir kisit calismasina yer verilecektir.

Uzun siireli model (2.10) esitliginde ifade edilmisti. Li (2011), uzun siireli

model igin b nin tahmini problemini ele almistir. b {izerinde J dogrusal

kisitlamanin oldugu varsayilsin:
b =r (6.1)

Burada r J 71 boyutlu bir vektor, T J~ p boyutlu ranki J olan bilinen bir
matristir. Bu durumda (6.1) kisitlamasi verilmisken (2.10) modelindeki b nin
tahmini ile ilgilenilir. Li (2011), P, = Z(Z'Z)™'Z' projeksiyon matris olmak iizere
(2.10) modelini her iki taraftan P,. = I - P, ifadesi ile ¢arparak modeli rasgele etki

parametresinden arindirmigtir. Boylece (2.10) model,

P.y=P.Xo+P,Za+P,.e

VA VA V4 VA
— ' -1 7
=P, Xb+(I-Z(2'Z)"2")Za + P e (6.2)
=P, Xb+Pe

olarak elde edilir. (6.2) modeli goriildiigii gibi (2.1) de verilen dogrusal regresyon
modeli yapisindadir. Dolayisiyla en kiiclik kareler tahmin edicinin elde edilmesine

benzer mantikla 7b = kisitlamasi altinda hata kareler toplam1 minimum yapilir.

Yani I Lagrange carpani olmak iizere,
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q(b,1)= (P,.y - P,- Xb)'(P,.y - P,- Xb) +21'(TD - 1)

fonksiyonunun sirasiyla b ve 1 ya gore tiirevi alindiginda (6.3) ve (6.4) de verilen

normal denklemleri elde edilir:

T[_q: =0
11
— 6.3)

Burada (6.3) esitligi kisitin saglandigini gosterir

ﬂq — ' p' ' p' ' p' [N -
qb = X PPy = X' PPyt 2X PP XD 271 20

-2X'P,.(P,.y-P,.Xb)+2T'1 =0
ve P,.,simetrik ve idempotent bir matris oldugundan,
X'P.Xb+T'l =X'P .y (6.4)

dir. (6.3) ve (6.4) te verilen normal denklemlerinin matris gosterimi,

7

EX'P.X T'Uéblu éX'P .yl
&7 0= 7 6.5)
e T Oogehy ¢ r g

olarak ifade edilir. (6.5) esitliginin sol tarafinda verilen parcalanmis matrisin tersinin

oldugu varsayimi altinda ve rank(X'P,.)=p ile rank(L)=J olmak tizere Ek 9

dan,
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eX'P.X TW

¢ 7 ol

e u

KX P X)YU-T[TXP.X)"T'"TXP.X)"} (XP.X)"'T'[T(XP,.X)"T']"U

=@ - i i u

§ [T(X'P,.X)"T'T"'T(X'P, X)" -[T(X'P,.X)"T"']" i
(6.6)

elde edilir. Bu durumda (6.5) esitliginden b ve 1 nin tahmin edicileri asagidaki gibi
bulunur.

7

8=gXPZAX)_I {I-TIRX BX) TTTX B, X)X By + T[T PZAX)_IT']_lr}g 6.7)
G 6 [TX' ].} X‘)“ Tv]-l X [2 NX)_I X f}y—[f( X@AAX)_IT']_IJ/Q .

-(X'P.X)"'T'T(X'P,.X)"'T']"'T'b +(X'PZAX)'IT'[T(X'PZAX)'IT']'lr(6 3)
-(X'P.X)"'T'[T(X'P,. X)"T']"(Ib - r) .

ve | degeri ise,

I =[T(X'P,.X)"' T (Tb - r) (6.9)

seklinde elde edilir.

Edwards ve ark. (2001), Li (2011) nin ¢alismasindan farkli olarak (2.10) modelinin
hem rasgele etkili hem de sabit etkili parametrelerine,

Rb=n

6.10
Ra, =0 (6.10)
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kisitlarint getirmistir. Burada R, ¢,” p boyutlu rank(R))=c, ve R, ¢, g boyutlu
rank(R,) = ¢, olan matrisler, r, ise ¢, "1 boyutlu bir vektordiir. Burada R b =r,
kisitt tutarli denklem sistemlerini gerektirir. Rasgele etkiler ic¢in yapilan
R,a, =0 i=1,2,....,m kisit1 ise her zaman tutarhdir.

Edwards ve ark. (2001), (6.10) esitliginde verilen kisitlar altinda (2.10) ile
verilen modelin y, =X b, +Z,a, +e, formunda yazilabilecegini ve dolayisiyla

kisitli parametre tahmininin dogrusal karma modelde kullanilan yontemler ile
yapilabilecegini ifade etmislerdir.

(6.1) ve (6.10) esitliklerinde verilen kisitlara ek olarak, bu boliimde yeni bir
kisit caligmasina yer verilecektir. Henderson ve ark. (1959), en iyi dogrusal yansiz
tahmin edici BLUE (Xb) ve en iyi dogrusal 6n tahmin edicisi BLUP (@) y1 esanl
olarak veren bir denklem sistemi gelistirmistir. Bu boliimde normallik varsayimi
altinda @ ve y nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan yola ¢ikarak Henderson
ve ark. (1959) nin ¢alismas1 genisletilmistir.

a ve y nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu (3.3) esitliginde verilmisti.
Henderson ve ark. (1959), (3.3) esitliginde verilen ifadeyi olabilirlik fonksiyonu

olarak tanimlamistir. Bu fonksiyona (6.1) kisit1 ve

La=I (6.11)

seklinde ikinci bir kisit getirildigi varsayilsin. Burada / J~ 1 boyutlu bir vektor ve
L J~ p boyutlu ranki J olan bilinen bir matristir. Bu fonksiyonu en biiyiik yapan

parametre tahminlerinin bulunmasi i¢in 6nce fonksiyonun logaritmasinin alinir. 1 ve

m Lagrange carpant olmak tizere (3.38) esitliginde verilen Inf(y,a) nm

kullanilmasi ile,
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Inf(y,a)= -%[y'R"y -y'R'Xb-y'R"'Za-b'X'R'y+b'X'R™' Xb

+b'X'R"'Za-a'Z'R'y+a'Z'R'Xb+a'Z'R"'Za+a'G'a]

_(n;zq)ln(zp) -%1H|R| ‘%IH|GI+ I'(To -r)+m'(La -1)

dir. Bu fonksiyonun sirasiyla b,a,l ve m ye gore tiirevlerini alindiginda,

X'R'y-X'R'Xb-X'R"'Za+1T'=0

Z'R'y-Z'R"'Xo -Z'R"'Za -G 'a+mL'=0

b -r=0

La-/=0

normal denklemleri elde edilir. (6.12) esitliginden,

b=(X'R"'"X)'"X'R'(y-Za)-(X'R"'X)"'T'l

elde edilir. (6.16) esitligi sol taraftan 7" matrisi ile ¢arpilirsa,

To=T(X'R"'X)'X'R'(y-Za)-T(X'R"'X)"'TI

olur. (6.14) esitliginden,

TX'R'X)'T'I=T(X'R'X)"'X'R'(y-Za)-r

bulunur. (6.18) esitliginden 1 degeri,
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I=[T(X'R'X)"'T'T'[T(X'R'X)"'X'R"'(y-Za) -r] (6.19)
dir. Bu deger (6.16) esitliginde yerine yazilirsa,

b=X'R"X)"X'R"(y-Za) (6.20)
-(X'R'X)'T[TX' R X)'TT'[T(X'R'X)" X' R (y-Za)-r]

seklinde elde edilir. (3.41) in ilk esitliginde verilen b = (X'R™'X)"' X'R™'(y - Za)

oldugu igin (6.20) esitligi,

b,=b-(X'R'X)'T[T(X'R'X)"'T']"(Tb - r) (6.21)
bulunur. Benzer sekilde (6.13) esitligi ile & degeri,

a=(Z'R"'"Z+GNH'ZR Y (y-Xb)+(Z'R'Z+G ) 'L'm (6.22)
elde edilir. (6.22) esitligi sol taraftan L matrisi ile ¢arpilirsa,

La=L(Z'R'Z+G ") '"Z'R'(y-X0)+L(Z'R'Z+G ") 'L'm (6.23)
olur. (6.15) esitliginden m degeri,

m=[L(Z'R'Z+G Y 'L''[I-L(Z'R'Z+G ") "' Z'R"'(y - Xb)] (6.24)
seklinde elde edilir. Bu deger (6.22) esitliginde yerine yazilirsa,

a=Z'R"'"Z+G"HYY'ZR'(y-X0)-(ZR'Z+G™)

(6.25)
L[L(Z'R'Z+GH'L'T'[L(Z'R'Z+G Y 'ZR'(y - Xb) -]
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bulunur. (3.41) in ikinci esitliginde verilen & = (Z'R™'Z+G ™)' Z'R™'(y - X5)

oldugu i¢in,
a,=a-Z'R'Z+GH'L'[L(Z'R'Z+GH'L''[LA -] (6.26)

seklinde ifade edilir. L& =1/ kisitlamasi dogru iken &, tahmin edicisi yansizdir aksi

halde yanlidir.
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7. RIDGE KARMA MODEL

(2.1) modeli i¢in en kiiciik kareler tahmin edici b = (X'X)"' X'y dir. Coklu
i¢ iliski olmasi durumunda EKK hala yansizdir fakat varyansi ¢ok biiyiiktiir. Bu
nedenle, gercek degerinden uzaklasir. Bu problemi ortadan kaldirmak i¢in onerilen
tahmin prosediirleri yanli tahmin edicilerin ortaya c¢ikmasimma ve bunlarin

incelenmesine neden olmustur.

Bu boéliimde orijinal olarak Henderson 1n karma model esitlikleri fikri, uzun
stireli verilerde iliskili veri yapisin1 dikkate alan ridge karma modele uygulanmaistir.
Ayrica ridge karma model tahmin edicisinin karma model tahmin edicisinden matris
hata kareler ortalamasi anlaminda tistlin olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar1 veren bir

teorem gelistirilmistir.
Ridge karma model tahminleri elde edilirken Bolim 3.4 altinda incelenen

Henderson 1 karma model esitliklerinden yararlanilmistir. (2.2) esitligi ve

varsayimlar1 dikkate alinsin. 7 p* =s’] olmak iizere €'~ N(0,/") varsaymmi ile
birlikte 0 = kb +e' esitligi (2.2) modeli ile,
éyu_e X u eZu_ eel

A = A ,b+A ‘a+ta o
e e e €.
gof  &Vkry  gof  Ee'l

) g et e . . eR 0u
seklinde genisletilebilir. Bu model ise R = éO I*Q olmak {izere
e u

y =Xb+Za+e ,e ~N(O,R")

yazilabilir. @ ve y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,
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-% [(y* -X'b-Za)R 'y -X"b -z*a)+a'G"a]

h(y,a)=2

l(n+p+q)

5 £11/2
(2p) R |G

|1/2

olarak ifade edilir. Bu fonksiyonu en biiyilk yapan parametre tahminlerinin

bulunmasi i¢in dnce fonksiyonun logaritmast alinir.

mMy@):—%Kf—Afb—Z%YR”Qf—A”b—Z%)+aG*a]
(7.1)

—@igiﬂm@m-—mR*-;qq

(7.1) esitligindeki (y"'-X'b-Z"a)R™'(y -X'b-Z"a) ifadesi asagidaki sekilde

dizenlenebilir:

* * * * X Z u R 0 e X Z l:l
(y _Xb_Za)lR—l(y Xb Za) eEyo E\/— 0 E 0 e U Eyo E O E 0 f
kI 0fZiue0 Iueoﬂ \flg gﬂ

¢y - Xb - Zay éR"! Ouey Xb - Zay
¢ i %0 % Vb |
éR'(y - Xb - Za)l
i -+kb H
=(y-Xb-Za)R"'(y-Xb-Za)+kb'b.

=[(y-Xb-Za) -kb']s

Boylece k Lagrange carpani olmak iizere,

Inh(8) == {(y = Xb - Za) R (y - Xb - Za) +a'G"a + b'b]
(1.2)
In(2p) - —Jn

_(ntptq) _lmq
2 2

elde edilir. (7.2) fonksiyonun sirasiyla b ve a ya gore tiirevini aldigimizda,
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(X'R'X+kI)b + X'R"'Za = X'R'y (7.3)

Ve
Z'R'Xb+(Z'R'Z+G HYa=2Z'R"y (7.4)

normal denklemleri elde edilir. (7.3) ve (7.4) esitliklerinin matris gosterimi b ve a

yerine tahmin edicileri b, ve &, nimn yazilmasi ile,

8(X'R™'X +KkI) X'R'Z Uép U éX'R'yl
6 y ¥ - T (7.5)
8 Z'R°X (Z'R"Z+G )jga,q eZ'R y{

olarak gosterilir. (7.5) nin ikinci esitliginde yer alan &, degeri,

a =(Z'R'Z+G"Y'ZR\(y - Xb,) (7.6)

seklinde elde edilir. Bu deger (7.3) esitliginde yerine yazilirsa,

X'R'X+kDb, + X'R"'Z(ZR'Z+G ) 'ZR'(y-X0)=X'R'y  (7.7)
k k

bulunur. y bagimh degisken vektoriiniin varyanst V =ZGZ'+R nin Schur

Tiimleyeni yontemine gore tersinin kullanilmas ile elde edilen V™' ifadesi (3.43)

esitliginde verilmisti. Bu ifade, (7.7) esitliginde yerine yazilirsa,

b, =(XV'X+kD)'X'V'y k30 (7.8)
bulunur.

(3.46) esitliginin kullanilmasi ile (7.6) esitligi,
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a, =GZ'R'(y-Xb,)-GZ'V'ZGZ'R™(y - Xb,)
=GZ'R'(y-Xb,)-GZ'V'(V -R)R'(y - Xb,) (7.9)
=GZ'V'(y- Xb,)

seklinde elde edilir.

7.1. Dogrusal Karma Model ve Ridge Karma Model Tahmin Edicilerinin
MSEM Kriterine Gore Karsilastirilmasi

Pek ¢ok tahmin edici olmasi nedeniyle bunlarin karsilastirmasi ile ilgilenilir.

%

f° ve f7, f nin herhangi iki tahmin edicisi olsun. Bu béliimde,

MSEM(f")- MSEM (™) farkinin negatif olmayan tanimli bir matris olmasi igin

gerek ve yeter kosulu veren bir teorem gelistirilmistir.

(2.2) modeli i¢in LTR”* ve M TR™ * olmak iizere,
f(L,M)=Lb+M'a (7.10)

esitligi ile verilen sabit ve rasgele etkilerin lineer kombinasyonu olan fonksiyonun
tahmini ile ilgilenelim. Bilindigi gibi bir tahmin edici i¢in MSE matrisi (MSEM),
ilgili tahmin edicinin varyansi ile yanliliginin kareleri toplamina esittir. Bu durumda

f" tahmin edicisinin MSE matrisi,

MSEM (f", /) = El(f" - (/"= /)]

* * * (7.11)
=Var(f" - f)+[Bias(f ][ Bias(f )]

elde edilir.

Hem sabit hem de rasgele etkileri igeren ve (7.10) ile verilen f(L, M) tahmin

edilsin. Buna gore dogrusal karma model tahmin edicisi f(L,M )= L'b+M'&a ve

74



7. RIDGE KARMA MODEL Funda CAN

ridge karma model tahmin edicisi ise ﬁ(L,M )=L Hk +M'a, olur. Burada b ve
a tahmin edicileri sirasiyla (3.44) ve (3.47) esitliklerinde, Hk ve &, tahmin
edicileri ise (7.8) ve (7.9) esitliklerinde verilmistir. f(L, M), f(L,M) ve f.(L,M)
sembollerini kisaltmak amaciyla bu ifadelerin yerine sirasiyla f ,/7 ve ﬂ
kullanacagiz.

G ve R nin bilindigi varsayimi altinda, ?k - f nin varyans-kovaryans

matrisi,
Var(f, - ) =Var{[M'GZ'V " +(L'-M'GZ'V ' X)T.' X'V ]y - L'b - M'a} (7.12)

dir. Burada T, = X'V'1X+k1p dir. L'-M'GZ'V'X =W' ve Var(y)=V ifadeleri

(7.12) esitliginde yerine yerlestirilirse,

Var(f, - f) = M'GZ'V"'ZGM + M'GZ'V " XT'W
+W'T' X'V'ZGM +W'T' X'V XT'W (7.13)
+M'GM -2(W'T,' X'V + M'GZ'V ") ZGM

elde edilir. Bias(f,) ise,

Bias(f,) = -L'T'kb + M'GZ'V "' XT kb

(7.14)
=-W'T kb

olarak elde edilir. (7.13) ve (7.14) esitliklerinin kullanilmasi ile fk icin (7.11)

esitligi,

MSEM(f,,f) =M'GM - M'GZ'V "' ZGM + M'GZ'V "' XT'W

_ (7.15)
-W'T' XV ZGM + W' EW
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seklinde ifade edilir. Burada F, =T, X'V "' XT' + kT 'bb 'T;”" dir.
Dikkat edilirse, £ =0 iken j?(L,M ) ifadesi en iyi dogrusal yansiz 6n tahmin
edici (BLUP) dir.

MSEM(f, f)=M'GM - M'GZ'V "' ZGM
+M'GZ' VXX V' X)W -W( X'V X)XV ZGM
+W'FW (7.16)

elde edilir. Burada F = (X'V"'X)™" dir.
Teorem: s =1 iken MSEM (?) - MSEM (?k) farkinin negatif olmayan tanimli bir

matris olmasi igin gerek ve yeter kosul b'[(X'V'X)™" + ZI ,17'b £1 esitsizliginin

gerceklesmesidir.
ispat: f ve ?k, f  nin herhangi iki tahmin edicisi olmak {izere
D = MSEM (?) - MSEM (7,{) farki negatif olmayan tanimli bir matris ise ]7,( tahmin

edicisi f tahmin edicisinden matris MSE anlaminda iyi oldugu sdylenir. Buna gore

(7.15) ve (7.16) esitlikleri arasindaki fark,

D=M'GZ'V'X[(X'V'X)" -T'W-w"
MXVIX) -TIXV T ZGM + W (F - EO)W

olur. [(X'V'X)"' =T, 1=k(X'V"'X)"'T" ifadesinin kullanilmasi ile D fark,

D=kM'GZV'X(XV'X)'T.'W - kW' (X'V'X)"

. ~  ~ (7.17)
T'X'V'ZGM +W'(F - F)W
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olarak tanimlanir. kM'GZ'V“X(X'V'lX)-lTk-IW _ kW'(XvV—lX)—] Tk—]XvV—IZGM
ifadesinde W  nin  yerine yazilmasi ile, KM'GZV'X(X'V'X)"”

T'L-kL'T'(XV'X)"' X' V'ZGM elde edilir. Buna gore (7.17) esitligi,
D=kM'GZV'X(XV'X)'T'L-kL'T,"(X'V'X)"' X'V'ZGM + W' (F - F))W

elde edilir. kM'GZVI'X(XV'X)'T/'L ve kL'T'(X'V'X)'X'V'ZGM

degismeli matrisler ise veya s =1 ise D ifadesi,
D=W'(F-F )W (7.18)
oldugu anlamina gelir. Buna gore F- ﬁk ifadesi,

F-F =(XV'X)" -T'XV'XT " -k*T'bb'T,”!

2-1 -1 a4, 2 -1 (7'19)
= KT [(X'V 7' X) +le - bb'|7;

seklinde bulunur. s =1 varsaymmu altinda ]71{ tahmin edicisinin f tahmin edicisinden

matris MSE anlaminda iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Farebrother (1976)
teoreminin kullanilmasi ile elde edilmistir (Bkz. Ek 11). Boylece ispat tamamlanmis

olur.
Theobald (1974) ve Farebrother (1976) nin calismalarindan yola ¢ikarak,

(7.18) esitliginde verilen D nin pozitif tanimli olmasi1 i¢in yeter kosul verilebilir.
(7.18) esitligini dikkate alirsak, %] , —bb" pozitif tanimli ise D ifadesi de pozitif
tanimli olur. Boylece fk nin f iizerinde matris MSE kriterine gore listiin olmasi
i¢in yeter kosul £ < 2/bb "' dir.

Ozel olarak; M ©0, f=L'b ve f degerinin tahmini problemi ile L'b nmn

tahmini esdegerdir. Bu 6zel durum, (7.15) ve (7.16) esitliklerinde tanimlanan MSE
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matrislerini sirasiyla L'ﬁkL ve L'FL ifadelerine donistiiriir. Boylece, s=1

varsayimi altinda L'k;k nin L'b iizerinde iistiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

matris MSE anlaminda yukarida yer alan teoremde verilmistir.
Bu bdliimde iki tahmin edicinin matris MSE anlaminda karsilastirilmasina
ek olarak, rasgele etki i¢in karma model ve ridge karma model tahmin edicilerinin

karsilastirilmasina yer verilecektir. Buna gore,

Var@, -a) =Var(GZ'V''(I - XT.' X'V ")y -a)
=GZV(XT' XV XT' X'V -1)ZG+G

Ve

Bias(@, -a) = kGZ'V "' XT"b

dikkate alinmasi ile,

MSE@,,a)=GZ'V'XF,X'V'2G-GZ'V'ZG+G

elde edilir. Ayrica,

MSE@&,a)=GZ'V'XEX'V'ZG-GZ'V'ZG+G

oldugu i¢in & ve &, nin matris MSE farki,

D, = MSE@&,a)- MSE@&, ,a)

— 177 -1 -1 2 177 -1 -1 2 ' -1 vry7-1 (7‘20)
= GZ'V U XT KX (X'V ' X)™ + 2K - k*bb [T X'V ' 2G
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seklinde bulunur. Dikkat edilirse (7.20) esitligi, &, mn & ya gore matris MSE

kriterine gore Ustlin olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun yukarida verilen teorem

oldugunu gosterir.
7.2. k Yanhlk Parametresinin Sec¢imi

Ridge regresyonda k& mnin se¢imi i¢in pek c¢ok prosediir regresyon
katsayilarinin tahmininde Onemli bir gelisme olacak sekilde Onerilir. Bu
prosediirlerin bazilari tahmin bazilar1 ise 6n tahmin i¢in 6nerilen metotlardir. Hoerl
ve Kennard (1970), & nin se¢imi i¢in ridge trace yontemini onermistir. Ayrica & nin
secimi i¢in Mallows (1973), McDonald ve Galarneu (1975), Golub ve ark. (1979),
Craven ve Wahba (1979) vb. yontemler gelistirmistir.

Yanli tahmin edicilerdeki yanlilik parametreleri, ya tahminler daha duragan
olacak sekilde ya da oOn tahminlerde bir ilerleme olacak sekildedir. Ridge
regresyonda k daha cok katsayilarin tahmininde bir gelisme olacak sekilde segilir.
Fakat model 6n tahmin amacli kullaniliyorsa £ nin se¢imi i¢in 6n tahmin amach
kriterler kullanilir. Bu kriterlerden biri Golub ve ark. (1979) tarafindan Onerilen
genellestirilmis ¢apraz gecerlilik (GCV) istatistigidir. Bu boliimde, dogrusal karma
modeller icin GCV yi minimum yapacak ridge parametresinin segimine dayali bir 6n
tahmin verilecektir.

Ridge karma modeli igin gozlenen y, degerlerine karsilik gelen Y,

uydurulmus degerlerin vektorii,

y= Xb~k +Za,
=S XXVI'X+kDT XV +ZGZV ', - X(XV'X+kD)™" X'V 'Ly
={I,-RV[I,-X(XV'X+k)" XV "'}y
= Sy

elde edilir. Burada S=17,-RV'[I, - X(X'V'X+kI)" X'V"' dir. Buna gore

ridge karma model i¢in GCV,
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GCV(ky=n"'(y - )My - ¥)/[L-tr(S)/n]’

seklinde gosterilir. Burada (y-79)i(y-y) karma hata kareler toplami iken
1 -#r(S)/n modelin serbestlik derecesidir.

Ridge tahmin edici & yanlilik parametresine baglidir ve £ nin se¢imi tahmin
edicinin performansini etkiler. & arttik¢a tahminler kiiciiliir ve belli bir £ degerinden
sonra duragan (stable) olurlar. Burada amag, ridge tahminlerinin duragan oldugu en
kiigiik uygun k& degerinin se¢imidir. Ancak ridge karma modeli icin, GCV (k) yi
minimum yapan ridge parametresinin kapali bir formu bulunmamaktadir. Bu yilizden

k yanlhilik parametresinin elde edilmesinde iterasyon yontemi uygulanir.

Bolim 7.1 de ongoriisel olarak, ka nin matris MSE kriterine gére b dan

tistiin olmasi igin bir £ var ise &, ve ﬂ matris MSE kriterine gore a, ve f, dan
istlin olacak sekilde bir & her zaman vardir sonucuna variriz. Burada Hoerl ve
Kennard (1970) 1n 6nerdigi ridge tahmin ediciye benzer olarak Hk nin skaler MSE

degerini minimum Yyapacak bir & degeri Onerilebilir. Boyle bir & degerini elde

etmek i¢in rasgele etkilerin agik¢a tanimlanmadigl marjinal model ele alindiginda,
y=Xb+u, u=Za+e~N(,JV) (7.21)

olur. Burada V' pozitif taniml1 oldugu i¢cin ¥ = NN' olacak sekilde singiiler olmayan
simetrik bir N matrisi vardir. (7.21) esitliginin her iki tarafi N ile carpilirsa,
Y =N'"9 X" =N'X u =N"'u ve Var(u’)=1, olmak iizere y =X b +u’
elde edilir.

Modele ait varsayimlar1 sadelestirmek i¢in dogrusal modellerde genellikle
kanonik form kullanihir. X' X" = X'V"'X matrisi simetrik olmak iizere ortogonal

bir P matrisi vardir 6yle ki P'P=PP'=1, ve P' X' X P=L=diag(l,,..., 1,) dir.

Burada 1., X' X" nin 6zdegeridir. Boylece marjinal model, X, = X P ve g = P'b
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iken y = X.g +u  olarak tekrar yazilabilir. Buna gére, K = diag(k,,....,k,) iken

HK =(XV'X+K )'1 Xyt y nin skaler hata kareler ortalamasi,

SMSE(b,,b) = MSE(b,,b) = tr(F,)
—_ g Ii +kizgi2
i=1 (Ii +k)2

olarak elde edilir. g, kanonik formda ridge regresyon katsayilarinin tahmini olmak
lizere k, =1/9 i=1,.,p genellestirilmis ridge tahmin edicinin skaler MSE

degerini minimum yapar. Dogrusal regresyon i¢in Hoerl ve ark. (1975) nin 6nerisi

g6z oOnitine alindiginda, &, degerlerinin harmonik ortalamasi k = p/b'b , optimal &
degerini verir. Optimal &k degeri bilinmeyen b katsayisina baglidir ve Hoerl ve

Kennard (1970) e gore k& nin tahmini b yerine b nin kullanilmast ile elde edilir.
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8. SAYISAL ORNEK

Dogrusal karma modellerde tekrarli 6l¢lim olmasi durumunda ortaya ¢ikan
iligkili veride varyans-kovaryans matris yapisinin modellenmesi amaci dogrultusunda
her bir deney birimi farkli birer bloklama degiskeni olarak alinmak {izere, her bir
bloklama degiskeni i¢in tekrarli dlglimlerden olusan veri kendi i¢inde iliskili olup
belli bir varyans-kovaryans matris yapisina sahiptir. Tekrarli 6l¢lim ¢alismalarinda
temel varsayim farkli deney birimleri iizerinden aliman goézlemlerin birbiri ile
iliskisiz, ayn1 deney birimi iizerinden alinan Olgiimlerin ise birbiri ile iliskili
olmasidir. Bu durumda ayni deney birimi iizerinden alinan tekrarli dl¢iimler belli
varyans-kovaryans matris yapilarina sahip olmaktadir (Bagiella ve ark. 2000,
Wolfinger 1996, Fitzmaurice ve ark. 2004, Iyit, 2008).

Bolim 7 de, tekrarli Olglimler i¢in dogrusal karma modellerde varyans-
kovaryans matris yapisinin modellenmesi amaciyla kullanilan 16 farkli varyans-
kovaryans modelleri ile model se¢im kriterleri detayli olarak aciklanmisti. Bu
boliimde ise dogrusal karma modelin 6zel durumlart olan rasgele kesen terimli
modeli ve rasgele kesen ve egimli modeli sahip olduklar1 varsayimlar dikkate
aliarak sahip olabilecekleri varyans-kovaryans modelleri incelenmis ve dort kriter
[Akaike Bilgi Kriteri (AIC), Hurvich ve Tsai Bilgi Kriteri (AICC), Bozdogan Bilgi
Kriteri (CAIC) ve Schwarz Bayesian Bilgi Kriteri (BIC)] araciligiyla uygun model
secilmistir.

Erigkin bir bireyde her biri ortalama 150 gram agirliginda bir c¢ift bobrek
bulunur. Bobrekler, insan organizmasinda en iyi korunmus organlardir. Bobrekte
kalp debisinin, % 20-30 unun ydnlendigi yogun bir damar ag1 vardir. Beden agirlig1
70 kg olan bir insanda 1 dakikada bobrekten gecen kan miktar1 yaklasik 1200 ml/dk
dir. Viicutta i¢ ortamm normal durumunun korunmasi ¢ok onemlidir. I¢ ortamin
kimyasal yapisinin degismez tutulmasi, biiyiik Olgiide akcigerler ve bobrekler
tarafindan yapilir. Bobrekler, viicut sivi elektrolit dengesini diizenler. Kanin osmotik
basincini sabit tutmak i¢in degisik miktarda elektrolit atilmasin1 saglayarak viicudu
zararli maddelerden temizlerler. Metabolizma sonucu meydana gelen artik

maddelerden iire, iirik asit, kreatinin gibi toksik maddelerin atilmasini saglarlar. Ayn
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zamanda viicut i¢in gerekli olan maddelerin geri emilimini saglayarak da (glikoz,
aminoasit gibi) madde kaybini onlerler. Yine viicudun normal asit-baz dengesinin
diizenlenmesine yardimci olurlar (Yontem ve Odabas, 2009).

Bobreklerin caligmasinin yavaslamasi veya durmasina bagli olarak kanda
bulunan su, tuz ve diger minerallerin dengesinin bozulmasina bobrek yetmezligi adi
verilir. Bobrek yetmezligi akut ve kronik olarak iki sekilde kendini belli eder. Akut
bobrek yetmezligi bobreklerin gorevlerine ¢ok kisa bir siire ara verdigi ve geriye
doniisiiniin miimkiin oldugu bobrek yetmezligidir. Zamaninda, erken tani ile tedavi
yapildig: takdirde kisinin bobrekleri normal olarak ¢alismaya devam edebilir. Kronik
bobrek  yetmezliginde ise durum daha ciddi  bir hal almaktadir

(http://belirtilerinelerdir.com/bobrek-yetmezligi-belirtileri-nelerdir/).

Kronik bobrek yetmezligi genellikle son doneme kadar belirti vermedigi igin
hastaligin belirlenmesi ancak yapilacak idrar ve kan testleri ile miimkiin olur. Ure,
kreatinin ve potasyum 6zellikle bobrek fonksiyonlarinin degerlendirilmesinde onemli
bir 6lgiit olarak kullanilan biyokimyasal degerlerdir. Ure, kreatinin ve potasyum
degerlerindeki bliyiik artiglar akut ya da kronik bobrek yetersizliklerinde olmaktadir

(http://www.medikalakademi.com.tr/kronik-bobrek-yetmezligi-baslangic-belirtileri-

tani-tedavisi/).

Viicutta birikmis iire, kreatinin gibi zararli maddelerin ve asir1 suyun bir
membran araciligiyla viicuttan uzaklastirilmasi islemine diyaliz adi verilir. ilerlemis
bobrek yetmezligi tedavisinde kullanilir. Diyaliz tedavisi, bozulmus bdbrek
islevlerinin bir kismini diizenleyerek yasamin devam etmesini saglar. Diyaliz,
hemodiyaliz ve peritondiyaliz olmak iizere ikiye ayrilir. Hemodiyaliz, bir makine
aracilif1 ile hastanin kanimin 6zel bir filtreden siizdiiriildiigli, zararli maddelerin
temizlenmesi ve temizlenen kanin hastaya geri verildigi bir tedavi seklidir.
Peritondiyalizi, kan1 zararli atiklardan temizlemek i¢in hastanin kendi karin zarinin
bir filtre gibi islev gdrmesi yontemidir. Insanin kendi karm zarinm kullanildig

diyaliz sekline peritondiyalizi denir (http://www.kocdiyaliz.com.tt/;

https://www.abbott.com.tr).

Bu boéliimde, yukarida verilen bu bilgilerin 15181 altinda bir saglik kurulusu

tarafindan bobrek yetmezligi teshisi konan ve 12 ay (¢,...,¢ =1,..,12) boyunca
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diizenli olarak tedaviye gelen 200 hastaya iliskin ge¢gmise doniik inceleme yapilarak
kandaki iire, kreatinin ve potasyum degerlerine iliskin elde edilen tekrarli 6l¢tiim
verileri kullanilmigtir. Bu klinik ¢alismada, “hemodiyaliz” tedavisi gbren hasta sayisi
100 ve “peritondiyaliz” tedavisi goren hasta sayist 100 olmak iizere, toplam 200
hasta incelenmis ve hastalarin diyaliz dncesi ve sonrasi kan 6rnekleri alinmigtir. 12
aya ait diyaliz sonrasi iire degerlerine iligkin 6l¢iim degerleri ayn1 deney birimi
tizerinden belli zaman araliklar ile alinan bagimli degiskene ait gézlem degerleri
olup tekrarli olgiimleri olusturur. Bagimli degisken iizerinde etkili olabilecegi
diisiiniilen diyaliz Oncesi iire, kreatinin ve potasyum degerleri ile tedavi tiirti (1:
hemodiyaliz, 0: peritondiyaliz) aciklayici degisken olarak adlandirilmaktadir.
Tekrarli 6l¢iimler ile yapilan bu ¢aligmada diyaliz 6ncesi ve sonrast iire, kreatinin ve
potasyum degerlerinin alindig1 hastalar denek olarak ifade edilir.

Calismaya alinan 200 denek, bobrek yetmezligi teshisi konmus hastalar
arasindan rasgele secildiginden, denek faktoriiniin bagimli degisken tizerindeki etkisi
rasgele etki olup diyaliz Oncesi lire, kreatinin ve potasyum degerleri ile tedavi tiirii

(1: hemodiyaliz, 0: peritondiyaliz) sabit etki olarak ifade edilir.

8.1. Rasgele Kesen Terimli Modelde Varyans-Kovaryans Yapisinin

Modellenmesi

Rasgele kesen terimli model (2.11) esitliginde verilmisti. y, i inci denek

lizerinden tedaviyi takip eden 12 aylik iire ¢ikis degerlerine iligkin tekrarli Slgiimlerin

olusturdugu bagimli degisken olmak iizere,

giirecikisy €l tiregiris kreatiningiris potasyumgiris tedavitirii ; b
Sw o Y=g ! ! I
e u-€ e e
Qurecikisy §1  iiregiris  kreatiningiris  potasyumgiris  tedavitiirii; 4gb, Y 8.1)

day g,
el e u . _ . _

+ @Ml}ai +§ [ u i=12,.,200 =0,
Bl Eeiafl
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seklinde gosterilir. Mevcut veri i¢in uzun siireli model,

vi=Xb+Za, +e, i=12,..,200

olarak yazilir. Burada X, 1 _inci denege ait sabit etkilere iligkin 12x5 boyutlu tasarim
matrisi, b sabit etkilere iliskin 5x1 boyutlu parametreler vektorii, Z, i _inci denege
ait rasgele etkilere iliskin 12x1 boyutlu tasarim matrisi, @, 1 _inci denege ait rasgele
etkilere iliskin parametre ve €, 1 _inci denege ait rasgele hatalarin 12x1 boyutlu bir

vektoriidiir. Modeldeki rasgele etkiler a, ~ N(0,S21 ,) ve hata terimi ise

e. ~N(@,s.1 ,,) birbirinden bagimsiz rasgele degiskenler oldugu kabul edilmistir.

(2.11) esitliginde verilen rasgele kesen terimli model, ayni1 deney birimi
tizerinden alinan tekrarli ol¢iimlerin homojen varyans-kovaryans yapisina sahip
oldugu varsayimina dayanir. Bu yiizden mevcut 16 varyans-kovaryans modelleri
arasindan sadece bilesik simetri (CS) varyans-kovaryans modeline uygundur
(Crowder and Hand, 1990). Bilesik simetri varyans-kovaryans modelinde tekrarli

Olciim ciftlerinin ayn1 korelasyona sahip oldugu varsayilir. Buna gore i denek icin

v, bagimli degisken vektoriiniin varyans-kovaryans matrisi,

Cov(y,)=V,=Z,GZ,+R, i=1,..,200

o és? 0 L o0
élu é I
~ 7 v S2 0o
o A (T WO S
f : ° 0
. é U
1271 A 27
e Sl
A 2 2 2 2 N
gsa+se S, L s; H
2 2
:é S, tS, M (
é (@) s? U
A a ’
& 2,2
g Sa+seg
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olarak gosterilir. Burada S i inci denege ait rasgele etkilere iliskin varyans ve S

ise i_inci denege ait rasgele hatalarin varyansidir.

Cizelge 12.1. de veri yapisindaki heterojenligin modellenmesinde y, bagimli
degisken vektoriinlin varyans-kovaryans matrisinin tahminleri yer almaktadir.
Rasgele kesen terimli i¢in ayni deney birimi iizerinden alinan tekrarli 6lgiimler

arasindaki bilesik simetri varyans-kovaryans matrisinin ML tahmini,

¢148.56 60.24 L. 60.24¢

. ¢ 148.56 you
Vi = ¢ u i=1,..,200
Mg O 60241
e U
i 148.56(,-,,
iken REML tahmini,
14939 6096 L. 60.961
’ _g 149.39 N 3 L 200
: = , i=1,...,
i,REML e O 6096 l:|
e U
i 149394 .,

olarak elde edilir.
Rasgele kesen terimli modelinde tekrarli dlglim ¢iftleri ayni korelasyon
degerine sahiptir. Modele dahil edilen denek etkisinin bagimli degiskenin

yapisindaki toplam degisimi agiklama orani,

r=——a _ (8.2)

formiilii ile hesaplanir ve (8.2) esitligi sinif i¢i korelasyon adini alir (Diggle ve ark.
2002, Fitzmaurice ve ark. 2004). Buna gore F,, =0.4055 ve F,,, =0.4081 olmak
tizere denek etkisinin bagimli degiskenin yapisindaki toplam degisimi aciklama orani
sirastyla yaklasik %40 ve %41 dir.

Ayni deney birimine ait tekrarli Ol¢iimlerin sabit varyans ve kovaryans
degerleri ile birbirine esit korelasyon degerlerine sahip oldugu varsayimi iizerine

dayanan rasgele kesen terimli model yapisinin tekrarli Ol¢iim verilerinin
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modellenmesi i¢in kullanimi1 pekte elverisli goziikmemektedir. Bu yiizden bir sonraki
asamada toplam kolesterol diizeylerine iliskin tekrarli 6l¢lim verilerinin istatistiksel
analizinde ayn1 deney birimi lizerinden alinan tekrarli dl¢limlerin sahip oldugu bu
iligkili veri yapisi tizerine higbir kisitlayict varsayim koymadan, varyans-kovaryans
matris yapisinin ¢ok esnek olarak modellenmesine imkan taniyan (2.12) esitligi ele

almacaktir (Iyit, 2008).

8.2. Rasgele Kesen Terim ve Egimli Modelde Varyans-Kovaryans Yapisinin

Modellenmesi

v, 1 _inci denek iizerinden tedaviyi takip eden 12 aylik iire ¢ikis degerlerine

iliskin tekrarli dlgiimlerin olusturdugu bagimli degisken olmak {izere rasgele kesen

terim ve egimli modeli,

giireciki s\ 81  iiregiris kreatining irig potasyumgi rig tedavitiirii ; ugb,u
é 0_é g\
eM @_9M I I M Ml,JéMl:J(83)
Qirecikisy §1  iiregiris  kreatining iris potasyumgi rig tedavitiirii | deb,g

6l zaman, 0,  ée, U

é eau & -

+ 4l M @g,H+§M@ i=12,.,200 =0,
gl zaman , ” g€l

seklinde gosterilir. Mevcut veri i¢in uzun siireli model,

y,=Xb+Za, +e, i=12,..,200

olarak yazilir. Burada X, 1 _inci denege ait sabit etkilere iligkin 12x5 boyutlu tasarim
matrisi, b sabit etkilere iliskin 5x1 boyutlu parametreler vektorii, Z, 1 _inci denege
ait rasgele etkilere iliskin 12x2 boyutlu tasarim matrisi, &, 1_inci denege ait rasgele
etkilere iligkin 2x1 boyutlu parametre vektorii ve €, 1 inci denege ait rasgele
hatalarin 12x1 boyutlu bir vektoriidiir. Burada a,, 1 inci denegin bagimli degisken

lizerindeki birinci rasgele etkisini ve a,, ise 1 _inci denegin zaman degiskeninin
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k 1nc1 diizeyine gore (k =1,...,12) bagimh degisken lizerindeki ikinci rasgele etkisini
temsil etmektedir.

a, ve e, birbirinden bagimsiz rasgele degiskenler olmak tizere,

éa,u €0y &sl s, 0
a’i = é 1 l] - Neg :’G :§ " a‘l2,alz :u’el ~ N(O’Rt :Sezln-)
g 12[] é Oﬂ San,aiz a;3 ﬂg

varsayimi altinda rasgele kesen terim ve egimli modelinde y, bagimli degisken

vektori,

y,~N(X,b,V,=Z,GZ,+R) i=1,..,200 (8.4)

dagilimma sahiptir. Rasgele kesen terim ve egimli modelde, 1 inci deney birimi
tizerinden alinan bagimli degiskene iliskin varyans-kovaryans matris yapisinin
modellenmesi iizerine kisitlayict bir varsayim bulunmamaktadir. Ayni deney birimi
tizerinden alinan tekrarli Olglimler icin (8.4) esitliginde verilen 7 matrisinin
modellenmesi amactyla V; i _inci deney birimi i¢in y, bagimli degisken vektoriiniin
varyans-kovaryans matris yapist 16 farkli varyans-kovaryans modeli araciligiyla
modellenmis olup Cizelge 12.3. de verilmistir.

Rasgele kesen ve terim ve egimli model yapisinda yer alan rasgele etkilere
iliskin kovaryans parametrelerinin ML ve REML tahmin degerleri 16 farkli varyans-
kovaryans modeli i¢in Cizelge 12.1. de verilmistir.

(8.4) esitliginde verilen ¥, 1 inci denek icin bagimli degisken vektoriine
iliskin varyans-kovaryans matrisinin modellenmesinde kullanilan G modelde yer
alan rasgele etkilere iliskin varyans-kovaryans matrisi ile R, i inci denek i¢in hata
terimi vektoriine iliskin varyans-kovaryans matrisi ML ve REML i¢in Cizelge 12.2.
de verilmistir.

Bagimli degiskene iliskin tekrarli Olglim verileri arasindaki degisimi ele

almak amaciyla ele alinan 16 farkli varyans-kovaryans modelini karsilastirabilmek
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amaciyla AIC, BIC, CAIC ile AICC olmak {lizere dort kriterin hesaplanan degerleri
ML ve REML i¢in ayn ayr1 Cizelge 12.4. de verilmistir. Cizelge 12.2. de tekrarh
Ol¢tim verileri icin elde edilen varyans-kovaryans modelleri arasindan uygun
kovaryans modeli belirlenirken yukarida adi gegen dort kriterden en kiigiik degeri
veren dikkate alimmistir. Buna gore Cizelge 12.2. den sirasiyla ML ve REML
kovaryans parametre tahmin yontemleri i¢in en kiiclik degerleri 17.857,7480 ve
17.862,2580 olmak iizere AIC vermistir. En uygun varyans-kovaryans modeli
ANTE(1) olarak belirlenmistir.

Uzun siireli verilere de, iliskili veriler gibi yaklasilabilir. Yani, iliskili
verilerin analizi i¢in ileri siiriilen yaklasimlar uzun siireli veriler i¢in de kullanilabilir.
Ciinkii ayn1 birim kiimesi iizerinden ayni1 degisken icin alinan tekrarli dlgiimlerin
iligkili olmas1t muhtemeldir. Bagimli degiskenlerin veya bagimsiz degiskenlerin
zaman boyunca alian kendi dl¢limleri i¢inde, ayn1 zaman noktasinda alinan bagimh
ve bagimsiz degiskenlerin Ol¢limleri arasinda, bagimli degiskenler arasinda veya
bagimsiz degiskenler arasinda iliski s6z konusu olabilir. Uzun siireli verilerin
analizinde bu iliskiler dikkate alinmalidir (Roy ve Khattree, 2005; Song, 2007;
Bahgecitapar, 2012).

Coklu i¢ iliskinin var olup olmadigini belirleyen yontemlerden biri kosul
sayisidir. Mevcut veride sabit etkilere karsilik gelen aciklayici degiskenler arasindaki
kosul sayis1t 9000.2 olarak bulunmustur ve veri kiimesinde siddetli ¢oklu i¢ iliski
tespit edilmistir. Bu boliimde Onerilen ridge karma model incelenerek bu sorun
asilmaya caligilmistir.

Bu caligmada, Eliot ve ark. (2011) tarafindan 6nerilen ve uzun siireli verilerde
iligkili veri yapisin1 dikkate alan ridge karma model incelenmistir. Ancak orijinal
olarak ridge karma model tahminleri elde edilirken Henderson in karma model
esitliklerinden yararlanilmistir. Buna ek olarak, ridge karma model tahmin edicisinin
karma model tahmin edicisinden matris hata kareler ortalamasi anlaminda iistiin
olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar1 veren bir teorem gelistirilmistir.

Tahmin edicilerin performanslarinin karsilastirmasi ortalama hata kareler
ortalamast  hesaplanarak  gerceklestirilmistir.  Ortalama  kareler ortalamasi

hesaplanirken dogrusal karma modellerde parametre ve varyans bilesenleri tahmin
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yontemlerinden en ¢ok olabilirlik ve kisithh en ¢ok olabilirlik ydntemleri
kullanilmastir.

Ridge tahmin edici £ yanlilik parametresine baglidir ve & nin se¢imi tahmin
edicinin performansini etkiler. Cizelge 8.1. ve Cizelge 8.2. da sirasiyla en ¢ok
olabilirlik ve kisith en ¢ok olabilirlik yontemlerine gore elde edilen tahmin degerleri
yer almaktadir. Cizelge 8.1. ve Cizelge 8.2. de BLUP, k, degerlerinin harmonik
ortalamasi ve GCV(k) yi minimum yapan k degerine gore elde edilen parametre
tahmin degerleri ve hata kareler ortalamasi verilmistir. %, degerlerinin harmonik
ortalamasi k= p/b'b formili ile GCV(k) yi minimum yapan k degeri ise

0 £ k £1 aralig1 icerisinden 0.01 lik artiglarla se¢ilmistir.

Cizelge 8.1. En Cok Olabilirlik (ML) Yontemine Gore Elde Edilen Tahmin Degerleri

ML
%, =0.0230 ko — 065
E 7 Ei-‘; ﬁi E&;:;- &:‘{;:;-
B | 1a.0199 5.9094 0.3652
A 0.1665 0.1665 0.1664
B 0.0196 0.0197 0.0197
5 -0.1142 -0.1127 .0.1128
A -3.5651 -3.5613 _3.4885
o -0.0186 2.0728 13.5877
&, 0.1204 0.1209 0.1214
MSE | s7.a461| 75.9275| 57.3197| 75.7633|184.3969| 185.3036
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Cizelge 8.2. Kisith En Cok Olabilirlik (REML) Yontemine Gore Elde Edilen Tahmin

Degerleri
REML
%, =0.0239 Fpry = 0.65
E 7 E.E &.-T-‘ E&;:;- &&;:;-
By 14.0200 5.8679 0.3609
A 0.1665 0.1665 0.1664
£y 0.0196 0.0197 0.0197
e -0.1142 0.1127 0.1128
By 135651 12,5613 -2.4888
o -0.0187 8.1144 13.5926
o, 0.1204 0.1209 0.1214
MSE | sgia9s| 76.5841| 58.0236|  76.4218| 184.5268|  185.4384

Cizelge 8.1. ve Cizelge 8.2. ye gore GCV(k) yi minimum yapan k degerine
gore elde edilen hata kareler ortalama degerleri k, = p/b'b =0.0239 tahmin

degerlerine nazaran yiiksek c¢ikmistir. Her iki ¢izelgeden elde edilen degerler
birbirine ¢ok yakin ¢ikmistir.

Sonu¢ olarak, teorik sonuglar yansiz ridge tahmin edicinin diger tahmin
edicilerden hata kareler ortalamast anlaminda her zaman iyi olmadigimni
gostermektedir. Hangi tahmin edicinin daha iyi oldugu k& nin seg¢imine baglhdir.

Ornegin k, alirsak ridge tahmin edici dogrusal karma model tahmin edicisinden hata

kareler ortalamas1 anlaminda daha iyi oldugu goriiliir.

Sekil 8.1 ve Sekil 8.2 sirasiyla ML ve REML yontemleri icin £ ya karsi
skaler hata kareler ortalamasi grafigidir. Buna gére ML ve REML her ikisi i¢in de &
nin ¢ok kiiciik degerleri i¢in ridge karma tahmin edicisinin karma tahmin edicisine

gore daha 1yi oldugu goriiliir.
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Sekil 8.1. ML igin k ya karsi1 skaler hata kareler ortalamas1 (SMSE)
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Sekil 8.2. REML i¢in k ya kars1 skaler hata kareler ortalamas1 (SMSE)

Sayisal ornekte, ridge karma tahmin edicisinin karma tahmin edicisine gore

belli & degerlerinde hata kareler ortalamasi anlaminda daha iyi oldugunu
gostermektedir. Hangi tahmin edicinin iyi oldugu bilinmeyen b ve s~
parametrelerine ve k& nin se¢imine baglidir. Bu parametrelerin uygun secimleri ile
ridge karma tahmin edicisi hata kareler ortalamas1 anlaminda iyi tahmin edicilerden

biri olarak ele alinabilir.
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9. SIMULASYON CALISMASI

Bu boliimde, teorik olarak agiklanan dogrusal karma model ve ridge karma
modele iligkin tahmin edicilerin hata kareler ortalamasina gore performanslari
Matlab 2012 programi yardimiyla simiilasyon calismas1 yapilarak karsilastirilmistir.
Burada,

1) Deneklerin sayis1 m =30, sabit etkilere iligkin parametre sayis1 p =3 ve rasgele

etkilere iliskin parametre sayis1 g =2 dir, her bir denekten alinan gozlem sayisi ise

n;, =5
1) Deneklerin sayist m =60, sabit etkilere iliskin parametre sayist p =3 ve
rasgele etkilere iligkin parametre sayisi ¢ = 2, her bir denekten alinan gézlem sayisi ise

n;, =10
olmak tizere iki durum i¢in simiilasyon c¢aligsmasi tekrarlanmaistir.
Sabit etkilere karsilik gelen coklu i¢ iliskili aciklayici degiskenleri olusturmak

amactyla McDonald ve Galarneau (1975) tarafindan 6nerilen prosediir uygulanmastir.

X =(-9 Z)WWWc + W, ) i=L..m j=l..,n, k=1..,p 9.1)

Burada w, standart normal dagilima sahip yapay rasgele sayilar ve g ? ise herhangi

iki aciklayici degigsken arasindaki iliskiyi ifade etmektedir. Ayrica agiklayici

degiskenler standartlastirilmistir. Yani X' X iliski matrisi formundadir.

Bu c¢alismada aciklayic1 degiskenler arasinda kuvvetli iligki olmasi istendigi

i¢in ¢ =0.70,0.80,0.90,0.95ve 0.99 alinmstir. z,, rasgele etkilere karsilik gelen

parametreler /=1,...,q olmak tizere U(-2,2) dizgiin dagilimdan {retilmistir.
Newhouse ve Oman (1971) ve McDonald ve Galarneau (1975) b nin X'X

matrisinin en biiylik 6zdegerine karsilik gelen normallestirilmis 6zvektdr olarak

alindiginda MSE nin minimum oldugunu belirtmistir. Dolayisiyla b vektorii,

X'V'X matrisinin en biiyilk 6zdegerine karsilik gelecek sekilde iiretilmistir.
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Modeldeki rasgele etkiler @, ~ N(0,S2/,) ve hata terimi ise e; ~ N(0,S;7,)
birbirinden bagimsiz normal dagilimdan iiretilmislerdir. Simiilasyon s =0.1,0.5,1

ve Se2 =0.1,0.5,1 olmak iizere tiim kombinasyonlarda tekrarlanmistir. Deneme

sayist N =500 olarak se¢ilmistir. Bagimli degiskene dayali gozlemler,

y; =bx; +..+b x, +a,z, +..+a,z, +te, i=lL..m j=L.n

olacak sekilde tiretilmistir.

Simiilasyon caligmasi sirasinda yanlilik parametresi & nin se¢ciminde Bolim
7 de verilen l€h ve kg, kullamlmistir. Cizelge 9.1. ve Cizelge 9.3. de verilen l€h
degerleri, optimal k degerini veren harmonik ortalama & = p/b'b, degerine

karsilik gelmektedir. Cizelge 9.2. ve Cizelge 9.4. de k degerleriise 0 £ k £10 aralif
igerisinden 1 lik artislarla belirlenmis olup GCV (k) y1 minimum yapan k degeri

secilmistir. Genellikle GCV (k) yi minimum yapan k& degerleri (0,10) araliginda

iken baz1 durumlarda k& degeri 10 olarak bulunmustur. Bu durum sezgisel olarak

GCV (k) yi minimum yapan k degerlerinin 10 dan biiyilk oldugu sonucunu

dogurmustur. Ancak standart olarak &k degerleri 0 £ £ £10 araligindan se¢ilmistir.

Tahmin edicilerin performanslarinin karsilastirmasi ortalama (average) hata
kareler ortalamasi hesaplanarak gerceklestirilmistir. Herhangi bir b ve & tahmin

edicileri i¢in bu dl¢iimler,

~ 1 %% - O
AMSE(D) = %g(bm -b)(b,, -b)
Ve
o 1% ~
AMSE@) = _a(a(r) _a)'(a(r) -a)
500 .5
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~

formiilleri yardimiyla hesaplanmigtir. Burada b, ve &, , denemenin r_inci

ciktisinda sirastyla b ve & nin tahminleridir.

Cizelge 9.1.- 9.4. icin simiilasyon calismasi sonucu elde edilen bulgular

asagida 6zetlenmistir.

s sabit ve s; 0.1 den 1 e kadar artarken her iki tahmin edicinin MSE

degerleri artmistir. Ancak bu artis, biiylik & degerleri icin sabit etkilere iliskin ridge

karma model tahminlerinde dikkat cekici degildir. Karma ridge model tahmin
edicileri karma tahmin edicilerine gore daha hizl artis gostermektedir. S sabit ve
s 2

. hm 0.1 den 1 e kadar artarken, rasgele etkilere iliskin her iki tahmin edici de

artar.

g’ artarken, ridge karma modelde sabit etkilere iliskin elde edilen MSE
degerleri artar. g degerleri modeldeki agiklayici degiskenleri etkiledigi i¢in hem lgh
hem de k., degerleri igin S} ve S sabit iken tahmin edicilerin MSE tahmin
degerleri farklidir. Ancak ¢, ridge karma tahmin edicilere ve karma modellerde ise
sadece rasgele etkilere iligkin tahmin edicilere ait MSE degerlerini sistemli olarak

etkilemez. g > artarken, b ve Hk arasindaki fark artar.

s2,s? ve g ’sabit, n, degeri 5 den 10 a kadar artarken her iki model igin
rasgele etkilere iligkin MSE tahmin degerleri azalir.
Genel olarak Cizelge 9.1.-9.4. e gore, Ek nin b dan, &, nin & dan MSE

kriterine gore daha iyi performans gosterdigi gézlenmistir. Genel olarak hem sabit
etkiler hem de rasgele etkilere iligkin ridge tahmin ediciler daha iyi performans
gostermektedir. Ayrica MSE degerlerindeki artis ridge karma tahmin edicilerde sabit
etkilere iligkin karma tahmin edicilere gore daha hizlidir.

Bu calismada elde edilen sonuglar 6rneklem biiyiikliigiine (n), degiskenler

arasi iliskiye (g*) ve rasgele degiskenlerin varyansina (S ves.) gore ridge karma

modelin dogrusal karma modele gore iistliin oldugunu géstermektedir.

97



9. SIMULASYON CALISMASI Funda CAN

Yeni bir tahmin edicinin diger tahmin edicilerden daha iyi bir tahmin yontemi
olmasi1 beklenir. Bu beklenti yapilan simiilasyon c¢alismasi ile yaklasik olarak

gozlenmistir.

Cizelge 9.1. n, =5,m =30 ve lgh iken tahmin edilen MSE degerleri

s |

]

L]

—

¥ Ty a; i i o g
0.1 01 (LOMGI I 000627735 132561221 132529458
0.70 ' 0.s 0L02847256 002654247 2. TTROEETO 2 TTHAIMR
1 0.05196504 ME1TILE 381194101 3.B1034672
0.5 01 000773928 000758332 1.37133203 L 3T06TS6T
' 0.5 (.03369973 003115990 492130059 4.91803045
1 (.0G293689 005471523 B.673645599 266096999
) 0.1 (LODF22832 0.00'709331 1.78971035 178911506
0.5 (.03 TRE302 0.0c3455040 603027119 6. 01538876
1 0LO6TTT468 006208314 11.40375696 11.38114108
0.1 0.1 (L9497 1 00099136 115025656 L 14977406
0.20 ' 0.s 0.04230943 003203925 279207115 270077108
1 0LOT4T2648 006238000 3.72254043 3.719589419
05 01 (LOM458T2T 0.00923065 159471728 150409676
' 0.5 (.04835913 04308174 5.75022747 574228543
1 0.10:365914 0082344584 5.B6226436 B.B31040404
) 0.1 001114104 001080838 L77203049 L.77240761
0.3 0.05235606 0611985 6.51402868 640705242
1 0.10189309 008121229 1089581715 108681551
0.1 0.1 0.01930787 0.E2T343 114595252 114493027
0.90 ' 0.s (LOTERG483 006347238 2 BA(40585 2 B5TATSOT
1 0.158158469 011447676 3.92401254 3.91528359
05 01 0L.0XTE44E 0.01959461 126793749 1 26643465
' 0.5 0.0991 5493 OTES539T 4 72557937 .r1321305
1 0.184554a2 0.128TE1ET B.IRGE6068 8.35550552
| 01 0L.OHB1762 O 962017 1 62426836 1 62239016
0.3 (L09458571 0.0T463660 645249997 642956166
1 0.19804151 0.13462670 1180300617 11.75931375
01 0.1 0L03H74715 003159756 110511656 110407833
0.95 ' 0.5 0.15576072 0.11046331 3.0r2386244 301833677
1 0.20134415 0.17565808 3.91692331 3.91033509
0.5 01 (0.04044137 003614135 151141710 15091 (K2
' 0.5 0.19139330 0.13084533 5.54475276 551401076
1 0.35765807 0.19829150 5.599304583 8.55100448
) 01 0.045590108 0LOG0805 1. 49229820 148737903
0.3 0.19263405 0.12813785 6.11 243970 608203055
1 0.37308163 0. 20240868 10.515724449 10.46384593
01 01 0.17r01432 0.12049755 127241034 1. 26729565
0.99 ' 0.3 0.50011473 0.36193158 297012772 2 95833422
1 150655177 0.57484572 380111533 3. 7TETIR415
0.5 01 0. 20195540 0. 13687900 1.38551224 137749396
' 0.5 0.95005233 0.39051338 5.05134266 592893108
1 1.93286187 0695346772 5.58309248 850267404
) 01 0. 20214309 0.135970149 136422338 135726458
0.5 1002925829 0.42253551 713049293 705935109
1 132380652 0.6535603%0 11.13934241 11.04679238
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Cizelge 9.2. n, =5,m =30 ve k., iken tahmin edilen MSE degerleri

¥

L]

]

—

¥ o, a; a i 8 & i,
0.1 01 0.ODEESELT 0.006566GT 101486028 1.01450412
0.70 ' .5 0.02748980 0.02287252 2 92582665 202380163
i 0.05075217 0.03800211 300242979 300765267
0.5 01 0.00773928 0.00729410 1.37133202 1.36969869
' 0.5 0.03360972 002768327 4 92130058 4. 91658058
1 0.06203689 0.04582314 E_6T564500 265184625
| 0.1 0.00722832 0.00681828 1.78971035 1.78709975
0.5 003726302 0.02064585 603027119 600366424
1 006777468 0.4 766931 11.403 75696 11.36794262
0.1 01 001008574 0.00933297 110777960 110674826
0.80 ' .5 0.04242172 0.03H0E668 206044774 205675552
i 00772363 0.04045327 367610387 3668493581
05 i1 001107365 (0, N1 00 00 1.36333106 136056763
' 0.5 004714298 0.03321168 3.59247512 5.57482641
1 008273475 0.05101930 033312439 921071032
| i1 001041500 (0. 00952404 1.59386744 1.59319261
.5 006194315 (.04 135503 633723124 6.28002110
| 0.10318481 0.05632874 10.52620377 1043648220
01 01 001770494 0,01 505604 1.25310196 1.25160623
0.90 ' 0.5 00406751 0.04665035 2 ATH2EA56 2 EETETTOI
i 0.146427096 (0.06286691 324506450 383782854
05 i1 0.02155%26 0.01773930 1.45147953 1 44490839
: 0.5 009986135 0.05246353 544966386 541951432
| 0.17970927 0.07 795608 911637130 905810748
| i1 002066279 0.01 710097 1.50828622 1502650406
.5 010961304 0.05458857 T 2B0653284 721618382
| 0.18823907 0.0=2343903 0046453316 938687032
0.1 i1 0.03928708 0.02793932 094487701 004140817
0.95 ) 0.5 0. 16820637 (0. 067 3BA36 2 26937679 285508000
i 0.30246338 0. 10439677 3. 700753764 360106406
0.5 i1 004067119 002823770 1.55091533 154161492
' 0.5 017912442 006506172 548813634 5. 44333806
| 0.36528610 0.12146385 032929738 917270077
1 01 003707 100 0.02649025 1.54750477 154062711
0.5 0.19558673 0.07307213 B.02649026 7062049491
i 037450308 00.12325360 1206306544 11.08484266
0.1 i1 0.19073817 006712505 1.08414594 1073670
0.99 : 0.5 0.78190845 0.20819060 2. 88679291 287211706
| 1.45201475 0.32572462 373004171 371706131
0.5 i1 022408617 0.07522008 141774840 1.30229064
' 0.5 0.92548190 0.21917578 525018279 521827175
| 166934370 00.38522451 0.T0642137 9.73284197
| i1 021513467 0.07489726 1.57988783 1.55975215
0.5 098392420 0.24276063 696138675 688736048
1 1.92048614 0.49223772 11.33934242 11.24782427
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Cizelge 9.3. n, =10,m = 60 ve k, iken tahmin edilen MSE degerleri
+ o a2 ;] B F3 A
01 0.1 000156171 (.0155516 103604472 103602568
0.70 i 0.5 000724041 00TI0635 369147464 369131006
1 001481156 0.01428771 539378067 539327670
05 0.1 000156624 (.01 56025 LOTGT0969 107665197
) 0.5 0.007E8442 000772413 4 B0026794 4. TOGSETET
1 0.01638802 0.015754%7 928013249 9. 2TROTOG]
1 0.1 000154704 (0154133 1144921061 1.14917115
0.5 000805623 0. TER4ES 540521021 3407453473
1 0.01556204 (.01497166 1030387141 10.30192101
01 0.1 0.00230507 0.00229704 099945897 099941238
0.50 ' 0.5 001054399 0.01024821 3509248681 3.592193=0
1 0.0H080300 (.0197H080 5.38T5H5615 5.38T16434
05 0.1 000229979 (.228504 107152185 1.07147312
- 0.5 0.01130105 001097021 526229073 526186972
1 0.02173270 (.02065526 8_88503533 8_828502759
1 0.1 (.0MF239385 0.0237825 111659108 111654348
0.5 0.01156706 0.01121568 S 11TR0ETE 311706765
1 0.02231284 0.02106823 941636190 941545890
01 0.1 07775 0.00442170 101334674 1.01329982
0.90 ’ 0.5 0.0HT2TE2 (.01957480 3. TI211078 372175846
1 0.03935628 (0.03546250 553160497 353069686
05 0.1 000471707 (.04657249 114147891 1.141398%7
- 0.5 0.02281733 0.02149287 500102125 508979474
1 0.04 260079 003818514 9. Ma54486 9. M286633
1 0.1 0.00451505 000445844 108613115 108603366
0.5 0.02275137 (0.02138062 540946421 540816153
1 (0.04466%933 0.03983703 1010468451 1010079375
01 0.1 (LO0E36205 (.00R15742 101079951 10107 2020
0.95 ’ 0.5 004399111 0. 03936230 380465626 380335850
1 (0.0B0T5061 (. GGHETH 556771636 556608770
05 0.1 000876471 0.00898311 117973906 117961286
' 0.5 004275376 0.03820282 4904539059 4 00333460
1 (0.0B524T02 (.069T2ET4 B 04495380 E.04019705
1 0.1 (LO0ETO 140 (LMESTH00 105964433 105953689
0.5 004411319 (030301 36 537203552 537060571
1 0.09282924 (.07533298 950153440 949380506
01 0.1 0.04365462 0. 0E04504 103542064 103303018
0.99 : 0.5 0.20881290 0. 13863091 358336501 357993166
1 041355919 (0. 22028070 538565474 5358034359
0.5 0.1 004462555 0. 0¥ TO004 1059412360 L O5E8TEET
) 0.5 021747261 (. 14412850 5 24230183 5.33578555
1 042994319 0.23307372 93581583514 936956472
1 0.1 004579503 0.4068052 1 08998045 1.05%43602
0.5 020896775 0.13737815 549288201 S ARGE0036
1 0. 43567986 0. 23330330 1008216975 1006942012
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Cizelge 9.4. n, =10,m =60 ve k., iken tahmin edilen MSE degerleri

- .:'.rg ..i:rr2 7 &y i g
01 0.1 00149150 (L 147556 16524615 16521251
0.0 ) .5 000741605 (L0T03335 365071117 365039746
1 001370045 (.0 232738 3.62B4TEED S 62TH6E0
0.5 L 000158302 (L] 56276 1.15151199 1.15143494
’ .5 (L0700 (00T 166598 517127A0R 317024529
1 001604225 (1.0 426652 E0ATRG614 503435873
! 0.1 000157165 (001 550458 1 (=%0003] 1 (5505169
.5 (L0 TORE03 (L0T44038 A03651762 503526387
1 0.01491 504 (1.0 324061 10. 68246150 1067925285
0.1 0.1 000228975 (0224751 103602726 1 (33050459
(.50 ) .5 0.01060266 (06173 3609135525 A.6005990=
1 Q02172782 (L.01825438 330351163 53.39133584
05 0.1 000220985 (LO0225428 1 FTET1582 1 T ES9G603
" (.5 001092635 (1L MRS S0 3.4 193750 32550
1 0.02254386 001875132 531231063 G ITEE03I
| L 0.00226885 (00222158 1.14522985 114510340
.5 0.01103%096 (.01002156 366430179 .66 345886
1 002185271 (L0 B 16253 10. 68387570 1067953880
0.1 0.1 000448872 (0430520 l.[L‘?S‘J':]I[E] l.[L‘?ESE!]I.]EI-
0.0 (.5 0.0HTEGS2 (.01 724293 369118232 J.689T188T
1 0.03936802% (L02T05.344 362917418 S.E2T24630
05 1 0.035456 (00417542 1. 17726688 117713247
- (.5 002244361 (.00 241067 517905250 317645451
004202672 (L2 HT503 936819353 936001377
1 I 0.0M7TI915 (LO04596 19 1 5226454 15204154
0.5 002236520 (L0 834522 321068225 3. M655323
1 0.04535380 (0088647 9.50871M] 955726043
0.1 0.1 000847705 00071116 16563133 1 (EE3I9424
(.95 ) 0.5 (L.04027840 (L O2R0EG40 3ITTHINR aTviz243a
1 0.08155162 (4410513 3ATI2GR66T F.46845103
0.5 | 000877643 (0020021 1.13158853 1.13131565
) (.5 004664551 002171919 4 IE05EER 4 90270TE
1 0. 0ES6T 104 (04541660 903025605 901527691
! 0.1 0.0091 5625 (1L O0EINE2 1 M4E35T6D 10477191
(.5 0.04873304% (03207360 3ATTRIMD SABTATIVD
1 0.0R477054 (04306143 1062631357 1067167546
0.1 0.1 004417384 00011203 1 33000 1 346937
.99 ) .5 02424716 (L0GH1074 360087772 368373683
1 0.41965706 .11915112 330274667 335304235
0.5 0.1 004447691 (0023368 L6233 107316647
’ .5 022321355 (LTG0 LT 4. TOETARG4 4. TRAG046R
1 0.46547055 0.13712392 9.25325322 925295972
| 0.04354838 (102040663 1. 14889817 1 14770420

[]:5 0. 23704706 (L07317321 S ADTEAING 3. 033174
1 044144256 (L 11687650 1030708650 10. 279485002
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10. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada dogrusal karma modelin tanimi, 6nceki ¢aligmalari, yapilan
caligmalarin uygulamalari, dogrusal karma modelin gdsterimi ve dogrusal karma
model tiirleri ele alinmistir. Dogrusal karma modelin tahmin yontemleri detayli
olarak incelenmistir. Varyans bilesenleri tahmin yontemlerinden en ¢ok olabilirlik ve
kisitlt en ¢ok olabilirlik yontemlerine yer verilmis olup bu bdliim sonunda iki yontem
karsilagtirtlmistir. Uzun siireli karma modellerde varyans-kovaryans matris yapisinin
modellenmesi amaciyla kullanilan varyans-kovaryans modelleri incelenmistir. Bilgi

kriterleri yardimiyla en uygun varyans-kovaryans modeli segilmistir. 7b =r

kisitlamasi altinda EKK tahmin edicinin elde edilmesine benzer mantikla dogrusal
karma modelinin hem rasgele etkili hem de sabit etkili parametrelerine kisit
getirilmistir.

Bu calismada orijinal olarak Henderson ve ark. (1959) in karma model
esitlikleri fikri, uzun stireli verilerde iligkili veri yapisin1 dikkate alan ridge karma
modele uygulanmistir. Ayrica ridge karma model tahmin edicisinin karma model
tahmin edicisinden matris hata kareler ortalamasi anlaminda iistiin olmas1 i¢in gerek
ve yeter kosullar1 veren bir teorem gelistirilmistir. Uzun siireli karma modeller,
gercek veri uygulamasi iizerine IBM SPSS Statistics 22, Matlab 2012 ve Excel
programlart yardimiyla analiz edilmistir ve Monte Carlo simiilasyon g¢alismasi
yapilmistir. Elde edilen sonuglar dogrultusunda gerek simiilasyon gerekse gergek
veri analizi belli k& degerlerinde ridge karma tahmin edicisinin karma tahmin
edicisine gore hata kareler ortalamas1 anlaminda daha iyi oldugunu gdstermistir.

Bu c¢alismaya paralel olarak ¢oklu i¢ iliski problemini ortadan kaldiracak

alternatif tahmin yontemleri gelistirilebilir.
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EK 1. Matris ve Vektorlerin Gosterimleri (Searle ve ark., 1992)

X, r” r boyutlu bir matris ise,

gXll L Xlr 9
{mX}::l :@ M O M -
ng] L er;

X, r” 1 boyutlu bir siitun vektorii ise,

e

[ o ami end Y ami's

{CX};Z] =

MD> (D> (D> (D~
S

X, 17 r boyutlu satir vektori ise,

X =X X

X, r” r boyutlu kdsegen bir matris ise,

%aX” 0L o0 §
{4 X}ia=¢ 0 O 0 v
$0 0 X, g

olarak gosterilir.
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EK 2. Cok Degiskenli Kosullu Normal Dagilim (Searle ve ark., 1992)

X , normal dagilim gosteren bir vektor olsun. X ~ N(m,V') iken,

_éX o gému €V, V00
68X, eMd &V Valg

cok degiskenli dagilima sahip olmak iizere,

1) X, in marjinal dagilima,
X, ~ N, 1)

i) w,, =V, -V,V,,'V,,)"" olmak iizere X, verildiginde X, in kosullu dagilimi,
X,/ X, ~ NImy + V15 (X, = m,y) ]

seklinde elde edilir.
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EK 3. Cok Degiskenli Rasgele Vektoriin Olasihik Yogunluk Fonksiyonu
(Rencher, 2002)

y=(3Y;5¥,)" 6ok degiskenli rasgele vektdr olsun. m, p~1 boyutlu

herhangi bir vektsr ve & p~ p boyutlu pozitif tammli matris olmak iizere

y~ N(m,S) dagilimina sahip olsun. y 'nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

-(y-my&™' (y-m)/2

1
SO =———7
(v2p)""?|8

olarak ifade edilir.
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EK 4. Kosullu Birinci ve Ikinci Moment (Searle ve ark., 1992)

g ve y herhangi iki rasgele degisken olsun. g ve y rasgele degiskenlerinin
ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f(g,y), kosullu olasilik yogunluk fonsiyonu
f(g/y) olmak lizere g nin beklenen degeri E(g) ve E,, y ye gore beklenen

deger olsun. Bu durumda,

E(g)=E [E(g/y)]
veE

Var(g) = E [Var(g/ y)]+Var [E(g/y)]

olur. Burada Var(g), h herhangi bir rasgele degisken olmak lizere 4 =g iken

asagida verilen esitligi saglar.

Cov(g,h) = E,[Cov(g/y,h/ y)]|+ Cov [E(g/y),E(h/y)]

g nin beklenen degeri ise,

E(g) =g (g, v)d,d, =q)ef(g/y)f(y)d. d,
=0logf(g/y)d,)f(»d, =)E(g/»)f(»)d,
=E E(g/y)

elde edilir. Burada g yerine [g - E(g)][# - E(h)] yazilirsa Cov(g, k) bulunur.

Covg, ) = E{lg - E(@)lh- E()}
= E, E({[g - E(@)1lh - EG)1}/ ¥)
= E,E({[g - E(g/ y)+ E(g/ y) - E@)lh - E(h/ ) + E(h1 ) - EG)1}/ )
= E,E({[g - E(g/ )[h- Eh/ )1+[E(g/ y) - E@IER] y) - Eh)]
+g - E(g/ WIE(h! ) - E+[E(g/ v) - E@lh- E(h! %)/ ¥]
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Bu esitlikte son terim, E(g/y) ve E(g) ifadeleri parantez disindaki

beklenen degere gore sabit oldugu i¢in sifir olur.

EEGLE(g/y) - E@Ih-EM/ )]/ y)
=E,([E(g/y) - E(QIE{h-EMRI Y]/ y})
=E,(lE(g/y) - EIEM]y) - E(h]y)])
=0

Benzer sekilde Cov(g, /) esitliginde yer alan tiglincii terim de sifira esit olur.

E E({[g-E(g/MIE!y)-EM)]/ y})
=E (E{[g-E(g/y)]/ y}E(h/y)-Eh)]
=[E(g/y)- E(g/ MIE ([E(h/y) - E(h)]
=0

Boylece,

Cov(g,h) = E E({[g - E(g/ WIh-EMh/y)]}/y)
+E E({[E(g/y) - EQIE!y)-E(W)]}/ y)
=E E{[g/y-E(g/V]h!y=-Eh/y)]
+E E{[E(g/y)- E(QIE/y)- E(h]}
=E [Con(g/y,hI )]+ EA[E(g/y)- EQIEM/y)-Eh)]}
= E [Cov(g/y,h/y)]+Cov [E(g/y),Eh/y)]

elde edilir. ~ = g iken bu ifade V' (g) esitligine doniisiir.
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EK 5. Karesel Formlarin Beklenen Degeri (Rencher, 2002)

a. y, m ortalamali ve S kovaryansina sahip bir rasgele vektor olmak tizere ve

A sabitlerin simetrik matrisi olmak tiizere,
E(y'Ay) =tr(AS)+m'Am
dir.

b. y, p” 1 boyutlu; X, q” 1 boyutlu iki vektdr; S, p~ ¢ boyutlu bir matris ve

A, g~ p boyutlu sabitlerin matrisi olmak tizere,

E(X'Ay)=tr(4S,)+m,'Am,

dir.
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EK 6. Matris Tiirevleri (Searle ve ark., 1992)

a. a, n”_ 1 boyutlu sabitlerin bir vektorii olmak tizere,

fi(a'X) _ 1(X'a) _
X X

dir.

b. 4, n” n boyutlu simetrik bir matris olmak {izere,
1‘[ y ﬂX' '
7( AX) = —(AX )+ — (AX )X

—AX+AX
=24X

elde edilir.

c.X,A ve P herhangi bir matris; a« ve b herhangi bir vektér olmak iizere,

fla' Xb ) )

= ab' —tr(PX)=——tr(XP)=P'
e X ¥
Ta'X'5 _, izr(PX'):izr(X'P):P
X X X
Na' X'XD - ¥ (abr+baty L ir(xpxy = xPxp
X Lot
ﬂX’A’X — (A+AV)X
[0
dir.

d. A matrisi 447" =1 kosulunu saglamak iizere tekil olmayan bir matris olmak iizere,
A kare matrisinin elemanlar1 ¢ skalerinin fonksiyonlar1 olsun. A matrisinin

determinantinin tiirevi,

—1n|A| =tr QA ! ﬂAO
& Tty
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. e 47! 2714
dir. A matrisinin tersinin tiirevi ise, ﬂ_ =-4 1111]—A " olur.
t t
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EK 7. Schur Tiimleyeni (Searle ve ark., 1992)

A,B,C ve D swasiyla p~ p,p~ q,q  p ve q g boyutlu matrisler ve tekil

olmayan par¢alanmis bir matrisin tersi,

64 Bu_€4" 0U é-A7'BU
: (=8 (e ((D-CA"B)'[-CA™ 1]
8 DI g0 05 & I g

olmak iizere, (D-CA'B)™" matrisi 4 nin Schur Tiimleyeni ile ilgili olarak sayisal

sonuclar vermistir. Bunlardan ilki,
(D-CA'B)Y'=D"+D"'C(A4-BD”'C)"'BD™

dir. Yukarida verilen esitligin sag tarafi (D-CA™'B)”' ile carpilarak esitlik

dogrulanabilir. Benzer olarak 4 matrisi yerine — 4 matrisi alinarak,
(D+CA'B)"' =D -D"'C(4+BD™'C)"'BD

bulunur.
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~

EK 8. Henderson (1975) in Karma Model Esitlikleri Yardimyla b ve &

Degerlerinin Elde Edilmesi

Henderson 1n karma model esitlikleri (5.43) te,

eX'RTX X'R'Z Uépu €X'R'yU

- Y (D0 kSR (1
8Z'R™X Z'RZ+G fgay B8Z'R y{

olarak ifade edilmisti. Henderson ve ark. (1959), (1) ile verilen matris formundan b

degerinin genellestirilmis en kiigiik kareler ¢ozlimiine esit oldugunu ispatlamistir.
Ispat asagidaki ifadenin denk oldugunu gostermekle ilgilidir.

V'=(ZGZ+R)"' =R -R'Z(Z'R"'Z+G")'Z'R"' ()
Henderson (1973) ise (1) esitliginde verilen & degerinin GZ'V™'(y - Xb ) ya esit
oldugunu ispatlamistir. Bu ispat1 yapabilmek i¢in asagidaki esitligin denk oldugunu
gostermistir.

(ZR'Z+G Y 'ZR'=GZV"! (3)

(1) esitliginin sol tarafinda verilen matrisin tersi,

EX'R7X XR'Z U ey cpl
e . - ( 4)
8Z'R™X Z'RTZ+GTY  gc,  Cx

olmak tizere Ek 9 dan c,, alt matrisi,
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¢, =[Z'R7'Z+G' -Z'R'X(X'R'X)'X'R'Z]"
=[Z'(R"-R'X(X'R'X)'X'RNZ+G™]"
=(Z'R'Z+G™)"!
=G-GZ'(R+ZGZ")'ZG
=G-GZ'V'ZG

olarak elde edilir. ¢, alt matrisi,

ey =(X'R'X) I+ X' R Zep,Z R X(X'RT'X) ]
=(X'R'X)'[X'R'X+X'R"Zc,,Z’R"'X|(X'R"' X))
=(X'R'X)"'X'[R"+R"'Zc,,Z’R"IX(X'R"'X)™

dir. Burada R™'Zc,,Z'R™" ifadesi R™' -V ™" a esit oldugu icin,

¢, =(X'R'X)'X2R -V X(X'RT'X)!

seklindedir. c,, alt matrisi ise,

¢, =-(X'R"'X)"'X'R"'Zc,,

bulunur. (5), (7) ve (8) esitlikleri (4) te yerine yazilirsa,

veya (6) esitligi dikkate alinirsa,

€l &X' R'X)'X[R'+R " Ze,Z R IX(X'R'X)" - (XR'X)'X'R"'Zc,,lbX'R™y

e u—¢

ue
) 8 -¢,,Z R X(X'R"X)" ¢, =G-GZV'ZG jeZ Ry
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(6)

(7)

(8)
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elde edilir. (10) esitliginin sag tarafinda verilen matrislerin ¢arpilmasiyla,

épl &X' R'X)" X[R'+R"'Ze,ZR'IX(X R'X)" XR'y-(XR"X)" X'R"'Ze,,ZR"' an
e u—¢ U
A( 8 O Z RX(XRX) X Ry+e,Z Ry {

bulunur. (11) esitligine gore b,

b=(X'R'X)'XYR"'+R"'Zc,Z R"IX(X'R'X)"' X'-R"' Zc,,Z YRy

olarak ifade edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilarak,

b =(X'R'X)" X {R'X(XR'X)" X+R"Zc,, 2[R X(X' R X)" X'-I}R 'y
=(XR'X)" X {R'XX'R'X)"' X+R " Zc,,Z[R'X(X'R'X)" X'R" -R'IR\R"y
=(XR'X)"X{R'X(X'R'X)"X'-R"Zc,,Z[R" -R'X(XR"X)"X'R"|R}R 'y 12)
=(XR'X)"X{RXXR'X)'"XR'-R"'Zc,Z[R" -R'X(XR'X)" X R}y
=(XR' X)) XR'XXR'X)'"XR'-X'R"'Zc,Z[R" -R'X(XR'X)" X' R}y
=(XR'X)'"X'R'{I-Zc,Z[R" -R'X(X'R'X)" X'R"}y

ifadesi bulunur. (11) esitliginde verilen & =c,,Z'[R™ -R"'X(X'R"'X)"' X'R']y
(12) esitliginde yerine yazilirsa,

b=(X'R'X)"'X'R(y - Z&)

(13)
elde edilir. & esitliginde ise c¢,, alt matrisi yerine yazilirsa,
&=c,Z'R'[y-X(X'R"X)"X'R"y] (14)
=(Z'R'Z+G ' ZR'[y-X(X'R"X)'X'R™y]

bulunur. (13) esitligi (X'R™'X)"'X'R™'y = b +(X'R'X)"'X'R"'Za olarak ifade

edilebilir. Bu ifade (14) esitliginde yerine konularak gerekli islemler yapildiginda,
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a=(Z'R'Z+G"Y'ZR(y-X0)+(Z'R'Z+G "Y' ZR'X(X'R'X)"' X'R"'Z4
[[-(ZR'Z+GY'ZR'X(X'R'X)" X'R'Z|&
=(ZR'Z+G")'Z’ R (y- Xb)
(Z'R'Z+GNY'[ZR'Z+G -ZR'X(X'R'X)'X'R"'Z14 (15)
=(Z'R'Z+G")'Z' R (y- Xb)
(ZR'Z+GHMZIR -R'X(X'R'X)'X'R'1Z+G™&
=(Z'R'Z+G")'Z' R (y- Xb)

elde edilir. (15) esitliginde verilen R™' -R'X(X'R™'X)"' X'R™" ifadesinin R™' ¢
esit oldugu Schur Tiimleyeni yardimiyla bulunur. A= X'R™'X, B=X'R™",C=R'X

ve D = R™' olmak iizere Ek 7 den,

[R"-R'X(X'R'X)'"X'R'"' =R+RR'X(X'R'X -X'R'RR"'X)X'R'R

(16)
=R
seklinde elde edilir. Bulunan bu deger (15) esitliginde yerine yazilirsa,
(ZR'Z+G YN Z'R'Z+G YA =(ZR'Z+G ) 'Z'R(y - XD)
bulunur. Dolayisiyla,
a&=(Z'R'Z+G)'Z'R(y- Xb) (17)

seklindedir. Bulunan & degeri (13) esitliginde yazilirsa,
b=(X'R"'X)'X'R'y-(X'R"'X)"'X'R"'Z&
— (X|R—1X)—1X1R—1y

~(X'R'X)'X'R'Z[(Z'R"'Z+G™")'Z'R"(y - XD)]

elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda (2) esitliginden,
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[[-(X'R'X)'X'R'(ZR'Z+G")'ZR'X]b
=(X'R'X)"X'[R" -R'Z(Z'R"'Z+G™)"'Z'R ]y
(X'R'X)"X'[R"-R'Z(Z'R'Z+G™)"Z’R"Xb = (X'R'X)"'XVy

elde edilir. Buradan b degeri,

(X'RT'X)'XV'Xb =(X'R'X)"' XV 'y
b=XV'X)"x'V"y

seklinde elde edilir.
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EK 9. Parcalanmis Matrisin Tersi (Rao ve Toutenburg, 1995)

n+n,=n iken £ n,"n, F n "n,, G n, n, ve H n, n, boyutlu

. . eL  Fu .. .
matrisler olmak lizere 4 =3 ( parg¢alanmis matrisin tersi,
6G Hj
. (?E"(I+FD"GE'1) —E"FD"@

= g -1 -1 -1 u
g -D GE D™ g

elde edilir. Burada D = H - GE™'F dir.
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EK 10. X Matrisinin Siitunlarina Dik Olan Vektorler (Searle ve ark., 1992)

k', k'X =0 esitligini saglayan herhangi bir vektér olsun. X'k =0 ve
dogrusal denklemlerin ¢oziimii teorisinden (Searle, 1982) c¢ herhangi bir vektor
olmak {izere k=[/-(X')"X'|lc olarak yazilabilir. Burada X matrisinin
genellestirilmis tersi X~ =(X'X) X' oldugu i¢in k& vektOriiniin transpozu
K'=c'[I-X(X'X) X'] seklinde yazilir. Ayrica X(X'X) X'=XX" oldugu igin
K=c[I-XX"] a esittir. G, (X'X) in genellestirilmis tersi olmak iizere
M=I-XGX'=1-X(X'X)" X'=I-XX" olarak tammlanmirsa k' vektorii
M cinsinden k£'=c¢'M seklinde yazilir.
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EK 11. Teorem (Farebrother, 1976)

A n” n boyutlu pozitif tanimli bir matris, » n~ 1 boyutlu sifirdan farkl

stitun vektorlii ve d pozitif bir sabit olsun. Buna gore dA -bb' pozitif (veya yari

pozitif) tammlidir ancak ve ancak b'A”'b£d ise.
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EK 12

Cizelge 12.1. Rasgele etkilere iligskin varyans-kovaryans parametre tahminleri

% 95 Giiven Aralig1

Model Yapis1 Kovaryans Kovaryans . Kovary'ans I.’arametlje Tahmin Standart Walz Z Sig. )
Yapis1 Parametresi Tahmin Yontemleri Hata Alt Stmir | Ust Simir
s? ML 88,32 2,66 33,15 <0,000 83,25 93,70
Rasgele Kesen € REML 88,43 2,67 33,13 <0,000 83,35 93,82
. . Bilesik Simetri (CS)
Terimli Model s 2 ML 60,24 6,81 8,85 <0,000 48,28 75,17
a REML 60,96 6,91 8,82 <0,000 48,81 76,14
s? ML 39,41 2,66 14,79 <0,000 34,52 44,99
€ REML 39,42 2,67 14,77 <0,000 34,52 45,01
Varyans Bilesenleri s?2 ML 60,24 6,81 8,85 <0,000 48,28 75,17
(VO) ! REML 60,96 6,91 8,82 <0,000 48,81 76,14
s?2 ML 4891 0,00 - - - -
2 REML 49,01 0,00 - - - -
s? ML 29,45 7,40 3,98 <0,000 18,00 48,18
€ REML 41,79 7,50 5,57 <0,000 29,40 59,41
Rasgele Kesen| 5 ML 58,87 6,81 8,65 <0,000 46,93 73,84
Terim ve Bilesik Simetri (CS) S REML 20,000
Egimli Model 46,65 6,91 6,75 , 34,88 62,37
r ML 0,34 0,00 - - - -
REML 3,58 0,00 - - - -
s? ML 40,00 15,88 2,52 <0,012 18,37 87,10
¢ REML 46,23 0,00 - - i R
) ML 52,48 12,21 4,30 <0,000 33,26 82,81
Toeplitz (S
REML 43,01 2,29 18,79 <0,000 38,75 47,74
r ML 0,21 0,13 1,66 <0,047 -0,05 0,44
! REML 0,13 0,05 2,46 <0,014 0,03 0,23
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Cizelge 12.1. (devami)

% 95 Giiven Aralig1

Model Yapis1 Kovaryans Kovaryans ' Kovary.ans l.’arametl:e Tahmin Standart Walz Z, Sig. )
Yapisi Parametresi Tahmin Yontemleri Hata AltSimir | Ust Simir
s? ML 30,99 7,74 4,01 <0,000 19,00 50,55
¢ REML 30,37 7,83 3,88 <0,000 18,31 50,35
5 ML 58,71 6,99 8,40 <0,000 46,48 74,14
AR(1) S
REML 59,44 7,10 8,37 <0,000 47,04 75,12
r ML 0,14 0,04 3,21 <0,001 0,05 0,22
REML 0,13 0,04 3,21 <0,001 0,05 0,22
s? ML 19,43 0,00 - - - -
€ REML 19,21 0,00 - - - -
s 2 ML 38,95 0,00 - - - -
Rasgele Kesen CSH : RIME 2204 0.0 - - - .
Terim ve s 22 ML 68,75 9,66 7,12 <0,000 52,20 90,55
Egimli Model REML 69,02 9,67 7,14 <0,000 52,45 90,84
r ML 0,09 0,03 2,83 <0,005 0,03 0,15
REML 0,09 0,03 2,79 <0,005 0,03 0,15
s? ML 17,81 0,00 - - - -
€ REML 17,90 0,00 - - - -
5?2 ML 55,67 4,74 11,74 <0,000 47,11 65,78
TOEPH ! REML 56,60 4,86 11,65 <0,000 47,84 66,97
s 22 ML 42,85 5,72 7,50 <0,000 32,99 55,66
REML 42,54 5,69 7,48 <0,000 32,74 55,29
r ML 0,02 0,03 0,65 <0,519 -0,03 0,07
REML 0,01 0,03 0,50 <0,615 -0,04 0,06
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Cizelge 12.1. (devami)

% 95 Giiven Arahig:
Kovaryans Kovaryans Parametre . Standart .
Model Yapis1 I@;:;f:lns Paramgtresi Tahn};in Yontemleri Tahmin Hata Walz Z Sig. Alt Stmir | Ust Simir
> ML 0,00 0,00 - - - -
Se REML 0,00 0,00 - - - -
5 ML 12,44 0,00 - - - -
Si REML 52,12 6,20 8,41 <0,000 41,28 65,80
ARH(1)
s 22 ML 12,84 0,00 - - - -
REML 81,74 8,92 9,16 <0,000 65,99 101,23
r ML -0,69 0,00 - - - -
REML 0,12 0,02 4,98 <0,000 0,07 0,16
5 ML 45,09 4,93 9,15 <0,000 36,40 55,86
Se REML 45,22 4,96 9,12 <0,000 36,48 56,07
2 ML 49,93 0,00 - - - -
Rasgel.e Kesen S REML 50.14 0.00 _ _ _ _
Egrfxer:l.;rlr\l/[‘(:edel HE s 22 ML 39,98 7,11 5,62 <0,000 28,22 56,66
REML 40,08 7,16 5,60 <0,000 28,25 56,88
1 ML 43,26 4,11 10,53 <0,000 35,20 51,31
REML 43,24 4,14 10,43 <0,000 35,11 51,36
> ML 19,15 25,61 0,75 <0,455 1,39 263,27
Se REML 19,07 43,06 0,44 <0,658 0,23 1595,20
> ML 59,08 7,45 7,93 <0,000 46,14 75,65
Si REML 59,81 7,57 7,90 <0,000 46,68 76,65
ANTE(])
s?2 ML 73,76 29,36 2,51 <0,000 33,81 160,93
2 REML 73,92 47,29 1,56 <0,118 21,10 258,99
r ML -0,17 0,09 -1,85 <0,064 -0,35 0,01
REML -0,17 0,09 -1,86 <0,063 -0,35 0,01
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Cizelge 12.1. (devami)

% 95 Giiven Aralig:
Kovaryan Kovaryan Kovaryans Parametr tandart
Model Yapist O\‘prsl ’ Pa:‘);?ngtressi TO;’;‘lll}l]in i(iintemlzrie Tahmin i Ha(ti:ll Walz Z Sig. Alt Simir Ust Simir
s? ML 24,61 6,36 3,87 <0,000 14,83 40,83
€ REML 24,26 6,42 3,78 <0,000 14,44 40,76
1 1 ML 1,49 1,01 1,48 <0,140 -0,49 3,47
FA() REML 1,33 1,01 1,31 <0,189 -0,65 3,31
I 5 ML 0,18 1,11 0,16 <0,871 -1,99 2,35
REML 0,23 1,11 0,21 <0,833 -1,94 2,41
d ML 51,19 5,76 8,89 <0,000 41,06 63,81
REML 51,71 5,82 8,88 <0,000 41,47 64,49
s 2 ML 34,08 114,93 0,30 <0,767 0,05 25276,53
€ REML 23,58 53,38 0,44 <0,659 0,28 1991.,42
Raseele Kesen 1 ML 1,43 159,38 0,01 <0,993 -310,95 313,80
’Igerim e ! REML 1,38 65,90 0,02 <0,983 -127,78 130,54
Egimli Model FAH(I) 1 5 ML 0,88 112,15 0,01 <0,994 -218,93 220,68
REML 0,94 48,71 0,02 <0,985 -94,52 96,41
d ML 43,51 368,68 0,12 <0,906 0,00 709088527,31
1 REML 44,51 152,71 0,29 <0,771 0,05 37054,15
dz ML 47,55 0,00 - - - -
REML 57,56 0,00 - - - -
s? ML 52,58 10,94 4,81 <0,000 34,97 79,06
€ REML 52,63 10,95 4,81 <0,000 35,01 79,13
> ML 53,98 6,06 8,90 <0,000 43,31 67,27
UN(1) S,
REML 54,62 6,16 8,87 <0,000 43,79 68,13
822 ML 31,02 14,30 2,17 <0,030 12,56 76,59
REML 31,00 14,31 2,17 <0,030 12,54 76,62
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Cizelge 12.1. (devami)

% 95 Giiven Aralig1

Model Yapist Kovaryans Kovaryans . Kovary.ans }’arametl:e Tahmin Standart Walz Z Sig. )
Yapisi Parametresi Tahmin Yontemleri Hata Alt Simir Ust Sitmir
s? ML 57,99 4,39 13,22 <0,000 50,00 67,25
€ REML 57,94 4,39 13,20 <0,000 49,95 67,22
5 ML 40,07 4,61 8,69 <0,000 31,98 50,21
ARMA(1,1) S,
REML 40,33 4,65 8,67 <0,000 32,16 50,56
f ML 0,34 0,00 - - - -
REML 0,35 0,00 - - - -
s? ML 29,25 7,24 4,04 <0,000 18,01 47,52
€ REML 29,25 7,26 4,03 <0,000 17,99 47,57
s 2 ML 90,58 15,55 5,83 <0,000 64,70 126,81
UN ! REML 91,19 15,62 5,84 <0,000 65,18 127,58
Rasgele Kesen , ML 101,53 2229 4,55 <0,000 66,03 156,14
Terim ve S, REML 101,47 22,33 454 <0,000 65.92 156,20
Egimli Model = > > d : >
S? ML -47,43 14,87 -3,19 <0,000 -76,57 -18,29
12 REML -47,40 14,90 -3,18 <0,000 -76,61 -18,20
s? ML 31,98 0,00 - - - -
€ REML 25,46 0,00 - - - -
s 2 ML 48,16 0,00 - - - -
! REML 66,38 0,00 - - - -
UNR
5 ML 50,61 8,49 5,96 <0,000 36,43 70,31
S, REML 49,11 7,08 6,94 <0,000 37,03 65,15
r ML -0,09 0,00 - - - -
21 REML -0,15 0,00 - - - -

134




Cizelge 12.2. Rasgele etkilere ve hata terimine iliskin varyans-kovaryans matrislerinin tahminleri

Model Yapisi

Kovaryans Yapisi

G rasgele etkilere
iliskin tahmin
edilen varyans-

kovaryans matrisi

R i=1,.200

icin hata terimine iliskin

varyans-kovaryans matrisi

Varyans bilesenlerinin

tahmin degerleri

2 .,
= w3 0 0 &2, =88.32
= e . 88.32 :
= Bilesik Simetri (CS) Rp=
e . ' 0 Gl =6024
= c+d, o, o o 8832, '

u 1174 .
o =] 53 5 -

5 g o+d o a, _ G prg = 88.43
M oS e 8843 0 - 0 = REML
W G o, otg g 88.43 . .
o o o6 o OJ+7 Boon = ' . Gz = 60.96
o
R 8843
- &2y = 60.24
i 94000 e 0 62, =48.91
2 g Varyans Bilesenleri (VC)  Te02 0 | R 39.40 : 1
ﬁ G_'rﬂ = 0 o, M = 39.40
a2 4 1 000 0 4891 s
S & 60.96 0 3940 J1p,19
M - A 112 n
=2 o o 0100 GR.E.‘.:E=|: :| 39.41 0 0 OF prvr =60.96
5] 0 49.01 . RE]

< 0010 f .
v ; 3941 ' &2 amig = 49.01
M= 00 01 LREMI = 0 2, REML .
¥}
Eﬁ 3941 12412 G;R.Eiﬂ, = 39.41
2]
r:c‘.
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Cizelge 12.2. (devami)

Model Yapisi

G ras gele etkilere

iliskin tahmin edilen

R i=1,..200

icin hata terimine iliskin

Varyans bilegenlerinin

1i Model (RISM)

Sim

-

Rasgele Kesen Terim ve E

Kovaryans Yapist ; . .
varyans-kovaryans varyans-kovaryans matrisi tahmin degerleri
matrisi

2944 0 . 0 ] Oraar =29-44

Bilesik Simetri (CS) By = 29.44 5 Gl =58.87

0 .
. [5887 2001
1 _ A
f ror G—*ﬂ_[zom 58.8?:| 248 ha Prz =0-34
2| P pP 4664 16650 1 22
o Comr=| - 4178 0 - 0 Gy =41.78
p p 1 p AT 166.50  46.64 ) 4178 5 = REML
p p p 1 LREME = 0 G rpy = 46.64
41.78), ., o 357
Preyg =2-
i &2, =40.00
4000 0 - 0
Toeplitz (TOEP) i 40.00 : Gl =52.48
iML T )
. 5248 1102 0
1 5 = 5 =
ProPr s Gia [11.02 52.48} 000] P =0-21
2P P A o [0 ss 4623 0 . 0 ] & 4623
Py Ps 1 p BT 559 43.01 . 4623 : sREME T
{REML = R
Py Py P 1 0 Gipp = 43.01
46'23_1L1]

Papag =013
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Cizelge 12.2. (devami)

Model Yapisi

1i Model (RISM)

gim

-

Rasgele Kesen Terim ve E

G rasgele etkilere
iliskin tahmin edilen R, 1=1,...200 icin hata terimine iliskin Varyans bilesenlerinin
Kovaryans Yapisi o . " .
varyans-kovaryans varyans-kovaryans matrisi tahmin degerleri
matrisi
30.99 0 0 ”9
L : G,y =30.99
Birinci Dereceden B 30.99 : -
Otoregresif [AR(1)] & _[5870 798 e 0 Oz =38.70
1 p p* P M| 798 58.70 3099, Pur =0.136
ol 2 1 p p Gorn = 5944 8.02 3036 0 '? &2 pry =30.36
g e 1 p ’ 802 3944 . 3036 : 2 .
0Pt p 1 LREML = 0 Grpg = 39.44
3036, Py = 0.135
G, 1y =19.42
1942 0 0 =2 _
Heterojen Bilesik Simetri 19.42 : Cian =38.93
Ryg= o ' 52 =
: (CSH) 1 ¢ _[3895 4709 e 0 Gl =68.75
o o, a o0 O 0 = N
L T%P TP TP M 4700 6875 1942 Pag =0.091
T00L O3 030,00 Gu0,p0 5 7
o R G _[3063 4706 1921 0 0 O g =19.21
3072 ELE TS 3 4 :_-P REMLT| 4 20 60 02 X 1921 : ﬂ- .
G400 U400 T40:0 Gy REMI = 0 O—I-:RE.‘JL =39.63
19214, . G5 ey =69.02
Prag = 0.090
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Cizelge 12.2. (devami)

G rasgele etkilere

3.16E-08]

iliskin tahmi ' R i=1....200 icin hata terimine iliskin Varvans bilesenlerinin
Model Yapisi Kovaryans Yapisi iliskin t in edilen ' ST . ; aryans bres: .
Varyans-kovaryans VEI.I'}’EIIS'RUVEIIYEIHS matrisi tahmin degerlerl
matrisi
62, =17.81
17.81 0 0 é—-]-_\_‘.ﬁ =55.67
Heterojen Toeplitz 5 17.81 5 s
=) ! P - Ripg = . 52, =42.85
e ~ (TOEPH) o _[5567 097
[~ o aop Gowp 0op 097 4285 17.81] ., Py =0.02
E o8 o3 U_:GE,OL O452F, é&?.ﬂ = [566[} U49:| 17.90 0 0 é’—;:ﬂjﬂ’ =17.90
& TG 0 05 Oulf : 049 4254 . 17.90 : A2
E OG0 OO0, OO0 — OF L REML = 0 Ol rEMr — 56.60
ﬁ Preyg =0-01
= ~2 —
g G,y =1,01E-12
3 NN LOIE-12 0 0 21,
3] Heterojen Birinci Dereceden 101E .12 : Olag =12.44
§ Otoregresif [ARH(1)] a4 859 Rip= : 0 &34y =12.83
U 2 2 3 s _[lasa =00 -
M 4  a% Gar aop || Ga _{—3_59 12_33} LOIE 12 Py = -0.68
o aar G Gap aop 5211 7.17 3,16E -08 0 o o 2
4 4 QL. . - = —
_OIJ - (T, o o G = = D—-M_‘fl—g,lﬁE'Og
2 CECW: CT__GA,G: 3 ‘74‘3?9 REML [7_17 81_?3} . 3.16E-08 : Eﬂ
A GO0 G, 00" 000 O Rippyn = 0 O peasr = 52.11

&3 prg = 81.73

Ppryg =0.11
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Cizelge 12.2. (devami)

G rasgele etkilere
Model Yapist Kovarvans Yapisi iliskin tahmin edilen R, 1=1...,.200 i¢cin hata terimine iligkin Varyans bilesenlerinin
p ary P varyans-Kovaryans varyans-kovaryans matrisi tahmin degerleri
matrisi
o“‘;:_m =45.09
4509 0 0 6li =49.93
Huynh-Feldt (HF) . 45.09 ' .y
= , G+ d+d | d+d Rip = Gy =39.98
2 s s G _[4993 169 0 =
& cr_‘:v_f_/._ p g_ q‘:cr;_f,_ 71169 3998 4509 Ao = 43.26
— 2, 2 2, . 5014 1.87 4522 0 0 52 =45.22
3 g+d_, g+, . é+d_ || G, =|" O e rEML os
E S e et B st 40_03} A 4522 5 -
= it , 2, g, e = 0 Olzng =30-14
= L 2 2 2 A ~ 7
SEIJ 45'22_11-1: JLRE-WL =40.08
o 3 _
- Dppag = 43.24
= -7
g G; 1y =19.15
& o . 19150 0 62, =59.08
= Birinci Dereceden Anti- 8 19.15 : N
L - . = = _
& Bagmli [ANTE(D] | . 5008 -1135 o 0 O =736
ﬁ g c:_o?,q GG A% GOA848 MTI_1135 7376 19.15 _— .b_l.ﬂ =-0.172
= afA G GEA qoaa | . C11s 22 —
gD acps Gaa & aoa GRM{ }191'810 ?131;0} 1907 1900? O O amg =19.07
[ 3 ) —-11.5 92 . L : e
= ACARL GRS GGA a | R = 0 G pnag = 59.81
1907} &3 prag =73.92
Pary =—0-173
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Cizelge 12.2. (devami)

G rasgele etkilere
iliskin tahmin edi R, i=1....200 i¢in hata terimine Varyans bilesenlerinin tahmin
Model Yapisi Kovaryans Yapisi ilikin t 1n edilen o . ary ¥ .
varyans-kovaryans iligkin varyans-kovaryans matrisi degerleri
matrisi
&2, =24.61
2461 0 - 0 Aopg =149
g Birinci Dereceden Faktor P 24 61 : g = 0.18
7 Analitik [FA(1)] & _[5341 026 S 0 5 _s119
g A+d A kA kA M7 026 5122 2461 ur
3 LA A+d A, A & [53_48 0.31 } 2426 0 0 O—.ERLHL =24.26
§ Al AAy, Bwd A4 RELT] 031 5176 R 2426 j‘ —1.33
2 AA A A4, R+d REML 0 3 o3
Eﬁ 2426 1212 LR
=3
g
o _
= 3408 0 - 0 6211 =34.08 62y =23.58
% Heterojen Birinci Dereceden . 34.08 ' s 143 3 138
(Y Faktor Analitik [FAH(1)] G _|4555 126 e 0 LML "LREML
= A+d A AL A4 LTI 126 4832 3408, | Ay =0.88  Aypm, =094
56 o :
] A B+d, A Ay 46.41 130 2358 0 0 - -
[ael 71 2 2 372 =
) Garu = =435 =445
F A AAy Rtd, A wen [ 130 58 44} . 23.58 : dyg =43.51 4, gpyy =44.51
A Ay A A+d, LR 0 dysg = 47-55 d; geyg = 57.56
23'58—1".;11
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Cizelge 12.2. (devami)

G rasgele etkilere
iliski i i R i=1,..200 i¢in hata terimine v bil lerinin tahmi
Model Yapist Kovaryans Yapist iliskin tahmin edilen I e < aryans bilesenlerinin in
varyans-kovaryans iliskin varyans-kovaryans matrisi degerleri
matrisi
5258 0 0 G =52.58
[Kosegen UN(1)] é [53_93 0 } P 5258 : Gl =53.98
2 M = LML T s
=) o 0 0 0 0 3101 -0 Gy =31.01
a 0 &2 0 0 & 5462 0 5258, .
o . 02 . LT g 3099 5263 0 0 O.amu = 5263
T o2 )
% 3 - -t _ 52-63 O'l‘REML - 54.62
§ 0 0 0 o LREML = 0 2
= &2 o = 30.99
= 5263 e
= 1212
g
%)
m
g 57.99 0 0 n
g P 57.99 : Trag =37.99
Z = 0 &2, =40.07
? ARMA(L.1) & _[4007 1362 <00 Lz
2 1 ¢ dp @p° 1362 4007 o1 0 i ) 1 Gp = 0.34
r ¢ 1 ¢ ¢dp Gz =[40'33 o 1} . 570 ; G png = 57.94
o 4 4033 i ) .
&0 gop o 1 @ 0 G amg =40.33
] 2 g 4 -
~ oo dp ¢ 1 3794 hay Bozyg = 0.35
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Cizelge 12.2. (devami)

G rasgele etkilere
iliskin tahmi ' R i=1,..200 icin hata terimine iliskin Varvans bilesenlerinin
Model Yapisi Kovaryans Yapisi iliskin t in edilen ' o ; aryans brest .
Varyans-kovaryans \,?aryms-kgvaryms matrisi tahmin degerlerl
mafrisi
&2 =31.98
3198 0 0 Glag = 48.15
Yapisal Olmayan o [48.15 —4.44} B 31.98 : é‘f_m =50.61
ML= LML :
=) E(orelasyonlu (UNR) —444 5061 0 Payag = —0.09
Z G GO GOP G0Py . 66.38 -8.56 3198, 5 2
~ : Gama=|_ &2 pm = 25.46
GO, Oy GOy, G004 -8.56 49.11 2546 0 0 & REML
3 GOP GO G OGP ; 25.46 : Glomy = 66.38
S a. GGopy GGA; GO LREML 0 .
E WPy Ry OG0 "3 e Oﬂ—ijaf_‘.ﬂ: 49 11
= = 12412 -
5h Puzaa =—0.15
51
L
=
g 29254 0 0 s
B . 29254 : Oy =29.254
p Ham = 0 52, =90.58
=) Oy =20,
o Yapisal Olmayan (UN) & [ 90.58 —4?_43} 20 254 LML
2 2 ML T 47 £7-43% 11 52 =
ﬁ ol o, 05 Oy ~4743 10153 025 o ; &3,z =101.53
= 2 - 91.19 —47.40 = _
) 1 92 Tn Oun GRM=[ } . 29252 : Craag = 4743
@ 5 —4740 10147 peag = 5 o ~5n
e O3 Oy O3 Oy 0 G:png = 29.252
2 29252 ”2
Ol O Fu Oy e Ot zeng = 9119
&3 prg =101.47
O 1 rmr = —47.40
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Cizelge 12.3. y, bagiml degisken vektoriinlin varyans-kovaryans matrisinin tahminleri

V. i=1,...,2001i¢in bagiml degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

l

Model Yapist Kovaryans Yapisi o
kovaryans matrisi

€148.56 6024 L. 60.240

E Bilesik Simetri (CS) ; g 148.56 g
S wEe O 60.241

s 45 s, s, s U ; 148560
2 5 e 2,2 u

% 2 5S, St s, s, g 614939 60.96 L. 60.961
M3 ¢ s s, s'+s’ s U R ¢ 149.39 [
2 g ) ? h 2 2Lf| i,REML :§ l'j
& S, S S Ssj e O 60961
& é 149.394. ,
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Cizelge 12.3. (devami)

Model Yapisi

Kovaryans Yapisi

kovaryans matrisi

V. i=1,..,200i¢in bagimh degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

Rasgele Kesen Terim ve Egimli Model

Varyans Bilesenleri (VC)

61 0 0 0)
6 i
260 100
0 0 1 od
0 0 0 1f

iREML

148,56
158,06
206,97
255,88
304,78

_| 35370

402,61
451,52
500,43
549,34
598,25
647,16

(14939
158,98
207,99
257,00
306,01
355,02
404,03
45304
502,05
551,06
600,07

649,08

158,06
285,29
353,70
451,52
543,34
647,16
744,98
842,80
940,62
1038,44
1136,26
1234,08

158,98
296,42
355,02
453,04
551,06
£49,08
747,10
845,12
843,14
1041,16
113318
1237.20

206,97
353,70
539,84
647,16
793,89
940,62
1087,35
1234,08
1380,81
1527,54
1674,27
1821,00

207,99
355,02
541,47
549,08
796,11
043,14
1090,17
1237,20
138423
1531,26
1678,29
182532

255,88
451,52

647,16

882,21

1038,44
1234,08
142972
1625,36
1821,00
2016,64
2212,28
2407,32

257,00
453,04

649,08

884,54

1041,16
1237.20
143324
1629,28
182532
071,36
21740
241344

304,78
549,34

793,88

1038,44
1322,40
1527,54
1772,09
2016,64
2261,19
2505,74
2750,29
299484

306,01
551,06

796,11

1041,15
132563
153128
177631
071,35
2266,41
151145
2756,51
300156

353,70
647,16

940,62

1234,08
1527,54
1850,41
2114,46
2407,92
2701,38
2994,84
3288,30
3581,76

355,02
£49,08

843,14

123,20
1531,26
185474
2118,38
181344
2707,50
3001,55
329562
3589,63

402,61
744,98

1087,35
142972
1772,09
211446
2496,24
2799,20
3141,57
348394
3826,31
4168,68

404,03
747,10

1080,17
143324
177631
111938
2501,87
180552
314859
349166
383473
417780

451,52
842,80

1234,08
1625,36
2016,64
2407,92
2799,20
3229,8%
3581,76
3973,04
4364,32
4755,60

453,04
845,12

1237,20
162928
2021,36
141344
2805,52
3237,02
3589,68
308176
437384
4765,92

500,43
940,62

1380,81
1821,00
2261,19
2701,38
3141,57
3581,76
4061,36
445214
402,33
5342,52

502,05
943,14

138423
1825,32
2266,41
170750
3148,59
3589,68
4070,19
447186
4912,95
5354,04

543,34
1038,44
1527,54
2016,64
2505,74
2994,84
3483,94
3873,04
4452,14
4550,65
5440,34
5829,44

551,06
1041,16
1531,26
2021,36
2511,46
3001,56
349166
398176
447186
5001,38
5452,06
5942,16

588,25
1136,26
1674,27
2212,28
2750,29
3288,30
3826,31
4364,32
4502,33
5440,34
6017,76
£516,36

600,07
1139,18
1678,29
217,40
2756,51
319562
3834,73
373,84
491295
5452,06
£030,58
£530,28

647,16
1234,08
1821,00
2407,92
294,84
3581,76
4168,68
4755,60
5342,52
5629,44
6516,36
7142,68

£49,08 |
12,0
182532
413,44
300156
358058
4177,80
476592
5354,04
5042,16
£530,28
715782
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Cizelge 12.3. (devami)

V. i=1,..,200i¢in bagimh degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

Model Yapisi Kovaryans Yapisi T
kovaryans matrisi
(187,200 23664 31552 3844 47328 55216 631,04 70892 7888 867,68 94656 102544 |
136,64 403,839 512,14 64980  7ET,64 92539 106314 120088 133864 147639 1614,14 175189
31552 512,14 738209 90538 1102 129862 149524 1601,86 1BBE4E 20851 228172 247834
3944 649,89 90538  1190,31° 141636 167185 1927,34 218283 243832 269381 20493 320479
473,28 TETE4 1102 141636 1760,162 204508 235944 26738 208816 330252 361688 393124
g 7= |55216 82538 129862 167L85 204508 2447759 279154 316477 3538 3911,23 428446  4657,69
3 §31,04 106314 149524 1827,34 235044 2791,54 3253089 365574 40B7,84 451934 4952,04 538414
2 708,52 120086 169186 218283 26738 316477 365574 4176150 463768 512865 5618,62 611059
- 7888 1338,64 188848 243832 208816 3538 40B7,84 4637,68 5216960 5737,36 6287,2 683704
S Blle§lk Simetri (CS) 867,68 147639 20851  2693,81 330252 391123 451984 512865 5737,36 6375519 695478  7563,49
580 946,56 161414 228172 20493 361688 428446 495204 5619,62 62872 695478 7651,809 £289,94
Sa| 102544 175189 247834 320479 3931,24 457,66 538414 611050 6837,04 756349 5285,34 5045839
o el r r ry i i
> Y ,
g % 1 r r! g .
3 s 28 0 18721 23664 31552 30440 47328 55216 63104 709,92 7BEED  BG7EE 04656 102544
ﬁ ir r 1 r U 664 40384 51214 £49.89  7E7E4 92530 106314 120089 13384 147639 161414 175189
= é l] 315,52 512,14 738,21 905,38 110200 128862 149524 169186  1BBE48 208510 228172 247834
% ér r r 1 ] 39440  B498Y 90538 1180327 141636 167185 192734 218283 243831 260381 204830 320479
v/ 47328 787E4 110200 141636  1760,17 204508 235044 267380 298B16 330252 361688 393124
o) V g =[50 92533 L9862 167LES  JM508 204776 29154 316477 353BO0  39UL23  4264d6  4ESTES
GO)D 63104 106314 149524 190734 235944 279154 325300 365574 4074 451994 405204 538414
w 70892 120088 169186 218283 267380 316477 365574 417616 4637ER  GIIBES 561960 611058
(a4 78RE0 133864 1BBR4E 243837 29816 353800 4DETR4 463768 521697 573736 G2ET20 683704
B6768 147639 208510 269381 330251 391123 451994  SI2E6S 573736 637552 695478 756349
w556 161414 228172 204930 361688 428446 495004 561962 628720 695478 TJE5LB1 28094
102544 175188 247834 320479 393124 465769 538414 611050  6B3TO4 756349  BIES4 904584

145




Cizelge 12.3. (devami)

V. i=1,..,200i¢in bagimh degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

Model Yapisi Kovaryans Yapisi T
kovaryans matrisi
_lE?,DD 190,50 254,00 317,50 381,00 444,50 508,00 571,50 635,00 698,50 762,00 825,50 ]
18050 34648 42246 53844 65442 77040  8B638 100236 111834 123432 135030 146628
25400 42246 63082 75838 02784 109630 126476 143322 160168  1770,14 193860 210706
31750 53844 75938 1020,32 1201,26 142220 164314 1BG408 208502 230596 252690 274784
381,00 654,42 527,84 120,26 151468 174810 202152 229454 256836 284178 311520 338862
‘;;'__I',ﬂ' = (444,50 770,40 109630 142220 174810 211400 239950 272580 305170 337760 370350 402540
T) 508,00 886,38 126476 164314 202152 239590 281828 315666 353504 351342 429180 467018
Fg 571,50 100236 143322 186408 229494 272580 315666 362752 401838 444524  4BBO10 531096
2 63500 111834 160168 208502 256836 305170 353504 401838 454172 498506 546840 595174
o 69850 123432 177014 230595 284178 337760 391342 444924 498506  5560,88  6OS670 659252
g TOCphtZ (TOEP) 762,00 1350,30 193860 252690 311520 370350 429180 488010 546840 605670 6GB500 723330
oh 825,50 146628 210706 274784 338862 402540 467018 531056 555174 659251 723330 7914.08
m 7 \ ) )
0 é 1 r, r, r, U
e U

g s 2 é r, 1 r, r, u i i

—~ gr , Iy 1 r, u 14343 14580 15440 24300 25160 340,20 38EE0 43740 48600 53460 58320  63LE0
g e U 14580 28364 32307 42063 51224 60385 69546 78707  B7EEE 970,25 106190 115351
3 gr; r, r, 1 u 19440 32902 50087 59826 732,88 BET50 100212 113674 127136 140598 154060 167522
M 243,00 420,63 598,26 822,12 953,52 113115 130878 148641 166404 184167 201930 219693
Q 19160 512,24 73288 95352  1220,39 139480 161544 183508 205672 227736 249800 271864
GO)D ":_LRM _|3020  go385  BE750 113115 139480 170468 1922,10 218575 244540 271305 297670 324035
4 " |sBBE0 69546 100212 130878 161544 192210 227499 253542 284208 314574 345540 376206
~ 43740 787,07 113674 148641 183608 218575 253542 293132 323476 358443 393410 428377
48600 BT8GR 127136 166404 205672 244940 284208 323476 367367 402012 441280 480548

53460 970,28 140598 184167 227735 271305 314874 358443 402012 450204 489150 532719

58320 106150 1540,60 201930 249800 297670 345540 393410 441280 489150 541643 58450

631,80 115351 167522 219653 27164 324035 376206 428377 480548 532715 5B4B50 641684
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Cizelge 12.3. (devami)

Model Yapisi

Kovaryans Yapisi

kovaryans matrisi

V. i=1,..,200i¢in bagimh degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

Rasgele Kesen Terim ve Egimli Model

Birinci Dereceden Otoregresif [AR(1)]

el r r’ r’
é »(
s“?r 1 r r i
er> r 1 ru
8 0
er’ r’ r 14§

LML~

>
Vizmsz =

164,35

200,04
266,72
333,40
400,08
466,76
533,44
600,12
666,80
733,48
800,16
866,84

165,29
202,38
269,84
337,30
40476
mn
539,68
£07,14
674,60
742,06
809,52
876,98

200,04
356,41
450,80
576,18
701,56
826,94
952,32
1077,70
1203,08
1328,46
1453,84
157,22

202,38
359,65
456,18
583,08
708,98
836,88
963,78
1090,68
1217,58
1344,48
1471,38
1598,28

266,72
450,80
665,87
818,96
1003,04
1187,12
1371,20
1555,28
1738,36
1923,44
2107,52
2291,60

269,84
456,18
672,89
828,86
1015,20
1201,54
1387,88
1574,22
1760,56
145,50
2133,24
2319,58

333,40
576,18

818,96

1092,73
1304,52
1547,30
1790,08
2032,86
2275,64
2518,42
2761,20
3003,98

337,30
583,08

828,86

1105,01
1320,42
1566,20
1811,98
2057,76
2303,54
2549,32
2795,10
3040,88

400,08
701,56

1003,04
1304,52
1636,9%
1807,48
2208,96
2510,44
2811,92
3113,40
341488
3716,36

404,76
709,98

1015,20
1320,42
1656,01
1930,86
236,08
2541,30
2846,52
3151,74
3456,36
3762,18

466,76
826,94

1187,12
1547,30
1807,48
298,65
2627,84
2988,02
3348,20
3708,38
4068,56
442874

472,22
836,88

1201,54
1566,20
1930,86
2325,89
2660,18
3024,84
3389,50
3754,16
4118,82
1483 48

533,44
952,32

1371,20
1790,08
2208,96
262784
3077,71
3465,60
3884,48
303,36
4722,24
5141,12

539,68
963,78

1387,88
1811,98
236,08
2660,18
3114,65
3508,38
3932,48
4356,58
4780,68
5204,78

600,12
1077,70
1555,28
2032,86
2510,44
2088,02
365,60
3974,17
442076
1898,34
5375,92
5853,50

607,14
1090,68
1574,22
2057,76
2541,30
3024,84
3508,38
4022,29
4475 46
4859,00
5442,54
5926,08

666,80
1203,08
1732,36
2375,64
2811,92
3348,20
3884,48
442076
4988,03
5493,32
£029,60
£565,88

674,60
1217,58
1760,56
2303,54
2845,52
3389,50
3032,48
4475 46
5048,81
561,42
£104,40
6647,38

733,48
132846
1923,44
2518,42
3113,40
3708,38
303,36
4898,34
5493,32
£118,28
£683,28
7278,26

742,06
1344,48
1945,30
254932
3151,74
3754,16
4356,58
4959,00
5561,42
£194,21
6766,26
7368,68

800,16
145384
2107,52
2761,20
341488
4068,56
4722,4
5375,92
602960
6683,28
736795
7990,64

809,52
1471,38
2133,24
2795,10
3456,96
411882
4780,68
5442,54
£104,40
6766,26
7458,49
8089,38

866,84 |
157822
228160
3003,98
3716,36
442874
514112
5853,50
§565,88
7278,26
7950,64
8734,01

876,98 |
1598,28
231958
3040,88
3762,18
448348
520478
5926,08
£647,38
7368,68
B089,98
884165
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Cizelge 12.3. (devami)

Model Yapisi

Kovaryans Yapisi

i =1,...,2001¢in bagiml degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi

[

Rasgele Kesen Terim ve Egimli Model

Heterojen Bilesik Simetri (CSH)

s,s,r s;s;r s, ri
2

£S,5,F S; S;5,r s.;s,ry

N y

€s;s,r s,;s,r s; s4s3r3

gs,s,r s,s,r s,s,;r s; {

ML T

[136,61
190,67
264,16
337,65
211,14
184,63
558,12
631,60
705,09
778,58
852,07

| 025,56

[137,36
151,52
265,69
339,46
413,23

: REML = |487,00

560,76
£34,53
708,30
782,07
855,84
929,61

180,67
352,34
475,15
£17,39
759,63
901,88
1044,12
1186,36
1328,60
1470,84
1613,08
1755,32

181,92
353,92
477,51
£20,30
763,09
905,88
1048 68
1191,47
1334,26
1477,06
161885
1762,64

264,16
475,15

705,57

897,14

1108,13
1318,13
1530,12
1741,11
1952,11
2163,10
2374,09
2585,00

265,69
477,51

708,53

901,14

1112,96
132477
1536,58
174841
1960,22
217204
238386
2595,67

337,65
517,39

897,14

1196,31
1456,63
1736,38
2016,12
229587
575,61
2855,36
3135,11
341485

339,46
£20,30

901,14

1201,12
1462,82
1743 66
2024,50
2305,34
2586,18
2867,02
314787
342871

411,14
759,63

1108,13
1456,63
182456
2153,63
2502,12
2850,62
319912
354762
3896,12
122462

213,23
763,02

1112,96
146282
1831,30
2162,55
2512,42
2862,28
3212,14
3562,01
391187
4261,74

484,63
301,58

131813
1736,38
2153,63
2590,30
208813
3405,38
382263
423088
465713
5074,38

487,00
905,88

132477
1743,66
2162,55
2600,65
3000,33
3419,22
3838,11
4256,39
675,88
5094,77

558,12
1044,12
1530,12
2016,12
2502,12
288,13
349356
3960,13
2445,13
493214
541814
5504,14

560,76
1048,68
1536,59
2024,50
512,42
3000,33
3507,45
34976,15
4464,07
495198
543089
5927,80

631,60
1186,36
1741,11
2205, 87
2850,62
3405,38
3960,13
453431
5069,64
5624,40
£179,15
6733,91

£34,53
1191,47
1748,41
2305,34
2862,28
3418,22
376,15
4552,30
5090,03
5646,96
£203,20
6760,84

705,00
1328,60
1852,11
2575,61
3189,12
3822,63
4445,13
5069,64
5712,58
£316,66
£240,16
7563,67

708,30
1334,26
1960,22
2586,18
3212,14
3838,11
2464,07
5000,03
5735,20
£341,95
6967,91
7593.87

778,58
1470,84
2163,10
2855,36
3547,62
4230,88
4832,14
5624,40
£316,66
7028,34
7701,17
8393,43

782,07
1477,06
2172,04
2867,02
3562,01
4256,30
4051,38
5646,96
£341,95
7056,14
7731,92
B426,90

852,07
1613,08
2374,09
313511
3896,12
4657,13
5418,14
6179,15
£240,16
770,17
848161
223,20

855,84
1619,85
2383,86
3147,87
3011,87
4575,88
5439,82
£203,90
£967,91
7731,92
8515,14
925,93

92556 |
1755,32
2585,09
3414,85
424462
5074,38
5904,14
6733,91
7563,67
8393,43
9223,20
10072,3¢

529,61 |
1762,64
2565,67
342871
261,74
5094,77
5527,80
6760,84
753,87
8426,50
9259,93
10112,18]
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Cizelge 12.3. (devami)

Model Yapisi

Kovaryans Yapisi

kovaryans matrisi

V. i=1,..,200i¢in bagimh degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

Rasgele Kesen Terim ve Egimli Model

Heterojen Toeplitz (TOEPH)

g S12 S8\ SSh, SSih u
gS,S\Ih S22 S;S,I, S5,y
25351 r, s;S,n 532 5452 r H
88.5:1; S8, SS;Ih S;

(117,06
143,82
187,49
23116
274,82
318,49
362,16
405,83
249,50
483,17
536,83

7
Vienig =

580,50

118,33
14361
186,79
229,98
73,16
316,34
359,53
402,71
445,90
483,08
532,27
575,45

143,82
248,15
316,86
403,39
485,91
576,43
662,95
748,48
836,00
912,52
1009,04
1095,56

143,61
247,24
315,07
400,79
486,52
572,25
£57,98
743,71
829,44
315,16
1000,89
1086,62

187,49
316,86
464,05
575,62
704,99
834,37
963,75
1083,12
1222,50
1351,87
1481,25
1610,63

186,79
315,07
461,24
571,61
£39,88
828,16
956,43
1084,70
1212,98
1341,25
1460,52
1597,79

231,16
403,39
575,62
765,65
920,08
1092,31
1264,54
143677
1602,00
1781,23
1953,46
212569

229,98
400,79
571,61
760,33
913,25
1084,06
1254,88
142570
1596,51
176733
1938,15
2108,97

7482 31849 36216 40583
48901 57643 66295 749,48
70498 83437 96375 109312
920,08 108231 126450 143677
115207 135025 156533  1780,41
1350,25 162599 186612 212406
156533 186612 218472 246771
178041 212406 246771 282916
199550  2382,00 27650 315500
221058 263994 306928 349564
242567 289787 337008 384229
264075 315581 367087 418594
7316 31631 35953 40271
48652 572,05  E57,98 74371
69988  B2816 95643 108470
913,25 108406 125488 142570
114451 133097 155333 176669
133007 161378 185178 210769
1553,33 185178 216813  244E68
1766,69 210769 244868 280758
198005 236359 2747,13 313067
219341 261950 304558  34TLE6
240578 287540 334403 381266
262014 313131 364248 415365

449,50
836,00

122250
1609,00
195,50
2382,00
768,50
3155,00
3559,30
3928,00
4314,50
4701,00

445,80
829,44

1212,98
1596,51
180,05
363,59
2747,13
3130,67
353211
389775
4281,29
464,83

293,17
922,52

1351,87
1781,23
210,58
2639,94
3060,29
3498 64
3928,00
4375,16
478671
5216,06

489,08
915,16

1341,25
1767,33
219341
619,50
3045,58
347166
3897,75
434173
474991
5176,00

536,93

1009,04
1481,25
1953,46
2425 67
2897 87
3370,08
3842,29
4314,50
478671
5276,72
5731,12

532,27

1000,89
1468,52
1938,15
2406,78
2875,40
3344,03
381266
4281,29
474991
5236,45
5687,17

58050 |
1085,56
1610,63
212568
264075
315581
367087
418554
4701,00
5216,06
5731,12
6263,99

575,45 |
1086,62)
1597,79)
2108,97)
2620,14)
313131
3642,48
415365
466483
5176,00)
5687,17)
£216,25
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Cizelge 12.3. (devami)

Model Yapisi

Kovaryans Yapisi

kovaryans matrisi

V. i=1,..,200i¢in bagimh degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

Rasgele Kesen Terim ve Egimli Model

Heterojen Birinci Dereceden Otoregresif [ARH(1)]

A 2 2 3N
g s, S,S,Fr sSs;r’ ssr 3
2 2

§S,SF 8] SS,r S5,
Ssr’ ss,r s; sgs,rt
f

x 3 2 2 7
gsSr’ ss,r’ ss;r s, |

7,50

12,05
16,19
20,34
24,49
. 28,64
“la278
36,93
41,08
15,23
19,37
53,52

145,28
8872
328,17
417,62
507,06
_| 586,51
85,96
775,40

T
I'i'.R.E.'rﬂ

864,85
954,30
104374
113319

12,05
29,03
46,02
£3,00
79,92
96,28
113,96
130,95
147,94
164,32
181,91
198,30

172
408,91
581,09
752,27
823,45
109463
126582
1437,00
1608,18
177936
1950,54
1173

16,12
46,02

75,84

105,67
135,49
165,32
195,14
224,97
254,79
284,62
314,44
344,27

1817
581,09

834,00

1086,32
133984
159276
1845,67
2098,59
135151
260443
285734
310,26

20,34
£3,00

105,67
148,33
191,00
233,66
276,32
318,39
361,65
4p4,31
446,98
489,64

41752
152,27

1086,52
142157
1756,23
2090,88
242553
7760,18
309484
342943
3764,14
408,80

24,48
78,90

135,49
181,00
246,50
302,00
357,50
413,01
468,51
524,01
579,51
£35,02

507,06
823,45

133984
1756,23
17262
1589,00
3005,38
342178
3838,17
425455
670,94
508733

28,64
96,28

165,32
233,66
302,00
370,34
438,68
507,02
575,37
643,71
712,05
780,32

596,51
1094,63
1592,76
2090,88
2589,00
3087,13
3585,25
408337
4581,50
5079,52
577,74
6075,86

32,78
113,96
195,14
276,32
357,50
438,68
519,86
601,04
682,22
763,40
844,58
925,76

585,96
1265,82
1845,67
2475,53
305,39
3585,25
4165,11
744,97
5324,82
5904,58
548454
7064,40

36,23
130,35
224,97
318,30
413,01
507,02
601,04
625,06
789,08
883,10
977,12
1071,14

775,40
1437,00
2098,59
2760,18
3421,78
4083,37
478497
5406,56
5068, 15
6729,75
739,34
B052,93

41,08
147,94
254,79
361,65
468,51
575,37
£82,22
789,08
895,34
1002,79
110265
1216,51

864,85
1608,18
2351,51
3094,84
3838,17
458150
5324,82
6068, 15
£811,48
7554,81
8298, 14
3041,47

45,23
164,92
284,62
4p4,31
524,01
643,71
763,40
883,10
1002,79
1122,49
1242,19
1361,88

954,30
177935
2604,43
3429,43
425455
5079,62
5904,68
6729,75
7554,81
837983
9204,9
10030,00

48,37
181,91
314,44
446,98
579,51
712,05
B44,58
977,12
1109,65
1242,19
137472
1507,26

104374
1950,54
2857,34
3764,14
4570,94
557,74
£484,54
7391,3
5298,14
9204,9
10111,74
1101854

53,52
198,30
344,27
489,64
635,02
780,39
925,76
1071,14
1216,51
1361,88
1507,26
1652,63 |

1133,19 |
212173
311026
4038,80
5087,33
675,86
7064,40
8052,93
5091,47
1003000
1101854
1200707
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Cizelge 12.3. (devami)

Model Yapisi

Kovaryans Yapisi

V. i=1,..,200i¢in bagimh degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi

Rasgele Kesen Terim ve Egimli Model

Huynh-Feldt (HF)

SRR
s shs | sl
gslz a g e 2
s s, s
é22 2 22 2 2 2 2

&S 1S, -1 S, 1S, -1 S; S, -1 s?

£ 2 2 2 ‘

U
-1

LML T

[ 138,40
134,89
176,67
218,35
260,03
301,71
343,39
385,07
126,75
168,43
510,11

551,80

(133,10
135,92
177,88
219,83
261,79

_|303,74

345,70
387,66
42961
471,57
513,52
555,48

134,99
261,74
298,31
379,98
461,64
543,30
624,97
706,63
788,29
869,96
951,62
1033,28

135,82
263,19
300,00
382,03
464,07
546,11
628,14
710,18
792,22
874,25
956,29
1038,33

176,67
298,31
485,05
541,61
663,25
784,90
906,54
1028,19
1149,83
1271,48
1393,13
1514,77

177,88
300,00
467,34
544,13
666,35
788,47
910,59
1032,71
1154,82
1276,94
1399,06
1521,18

218,35
379,98
541,61
748,32
B64,86
1026,49
1188,12
1349,75
1511,37
1673,00
1834,63
1996,26

218,83
382,03
544,23
751,66
868,63
1030,83
1193,03
1355,23
1517,43
1679,63
1841,83
2004,03

260,03
261,64

663,25

864,86

1111,56
1268,08
1469,69
1671,30
1872,81
2074,53
2276,14
2477,75

161,79
464,07

666,35

868,63

1116,14
1273,19
1475,48
1677,76
1880,04
082,32
284,60
2486,88

301,71

543,30

784,90

1026,49
1268,08
1554,77
1751,27
1992,86
2234,45
2476,05
2717,64
2959,23

303,74
545,11

783,47

1030,83
127318
1560,78
175792
2000,28
2242,64
248501
727,37
269,73

343,33
624,97

306,54

1188,12
1469,69
1751,27
2077,93
2314,42
2596,00
2877,57
3159,15
3440,72

345,70
628,14

310,59

1193,03
1475,48
1757,92
2085,59
2322,81
2605,25
2887,69
3170,14
3452,58

385,07

706,63

1028,19
1348,75
1671,30
1992,86
2314,42
2681,07
2957,54
3279,09
3600,65
3922,21

387,66

710,18

1032,71
1355,23
1677,76
2000,28
322,81
2680,56
2967,86
3260,38
3612,91
3935,43

426,75
788,29

1149,83
1511,37
1872,91
2234,45
2596,00
2957,54
3364,17
3680,62
4042,16
4403,70

129,61
792,22

1154,82
1517,43
1880,04
2242,64
2605,25
1967,86
3375,69
363,07
4055,68
441828

458,43
869,96

1271,48
1673,00
2074,53
2476,05
2877,57
3279,09
3680,62
4137,23
448366
488518

471,57
874,15

1276,94
1679,63
2082,32
2485,01
2887,69
3790,38
3693,07
4140,98
4498,45
4301,13

510,11
951,62

1393,13
1834,63
2276,14
2717,64
3159,15
3600,65
4042,16
448366
4970,26
5366,67

513,52
956,29

1399,06
1841,83
2284,60
727,37
3170,14
3612,91
4055,68
449845
4986,44
5383,9

551,80 |
1033,28
1518,77
1596,26
247775
295,23
3440,72
3922,21
4403,70
485,18
5366,67
5893,25

555,48
1038,33
1521,18
2004,03
2486,88
2968,73
3452,58
3935,43
441828
4801,13
533,99
5912,06

151




Cizelge 12.3. (devami)

Model Yapisi

Kovaryans Yapisi

i =1,...,2001¢in bagiml degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi

[

Rasgele Kesen Terim ve Egimli Model

Birinci Dereceden Anti-Bagimli [ANTE(1)]

2

g S SSh SSnr, SS nnl
a8 SS|Ih S22 SS,h, S,;S,hLh
g sShrn SSI, 532 SAS; I
BS hnh SSn SS S,

f = N N =}

¥,

[129,18
172,38
234,74
297,09
359,44

_|421,80
LML

484,15
546,50
608,86
671,21
733,56

795,92

[129,79
173,14
235,55
207,97
360,39

" pEnz =| 422,80

485,22
547,63
610,05
672,46
734,88
797,29

172,38
327,65
444,61
580,73
716,85
852,96
989,08
1125,20
1261,31
1397,43
1533,55
1668,66

173,14
328,54
445,81
582,15
718,48
854,82
991,15
1127,49
1263,82
1400,16
1536,49
1672,83

234,74
444,61
673,65
864,37
1074,25
1284,13
1494,01
1703,89
1913,77
2123,65
2333,53
2543,41

235,55
445,81

675,13

866,32

1076,58
1286,83
1497,09
1707,34
1917,60
2127,85
2338,11
548,36

297,09

580,73

864,37

1167,17
1431,66
1715,30
1998,94
2282,58
2566,23
2849,87
3133,51
3417,15

297,97
582,15

866,32

1168,56
1434,67
1718,85
2003,02
2287,20
2571,37
2855,55
3138,72
3423,30

359,44

716,85

1074,25
1431,66
1808,21
2146,47
2503,87
2861,28
3218,68
3576,09
3933,49
4290,90

360,39
718,48

1076,58
1434,67
1811,83
2150,86
2508,96
2867,05
3225,15
3583,24
3941,34
4299,43

421,80

852,96

1284,13
1715,30
2146,47
2596,79
3008,80
3439,97
3871,14
4302,31
4733,47
5164,64

422,80
854,82

1286,83
1718,85
2150,86
2601,24
3014,89
3446,91
3878,92
4310,94
4742,95
5174,97

484,15

989,08

1494,01
1998,94
2503,87
3008,80
3532,89
4018,66
4523,59
5028,53
5533,46
5038,39

485,22
991,15

1497,09
2003,02
2508,96
3014,89
3538,89
4026,76
4532,70
5038,63
5544,57
050,50

546,50

1125,20
1703,89
2282,58
2861,28
3439,97
4018,66
4616,51
5176,05
5754,74
6333,44
912,13

547,63

1127,49
1707,34
2287,20
2867,05
3446,91
4026,76
4625,69
5186,47
5766,33
6346,18
926,04

608,86

1261,31
1913,77
2566,23
3218,68
3871,14
4523,59
5176,05
5847,66
£5480,96
7133,42
785,88

610,05
1263,82
1917,60
2571,37
3225,15
3878,92
4532,70
5186,47
5858,32
494,02
7147,80
7801,58

671,21

1397,43
212365
2848,87
3576,09
4302,31
5028,53
5754,74
5480,96
7226,34
7933,40
8659,62

672,46
1400,16
2127,85
2855,55
3583,24
4310,94
5038,63
5766,33
494,02
7240,79
7948,42
8677,11

733,56

1533,55
2333,53
3133,51
3933,49
4733,47
5533,46
333,34
7133,42
7933,40
B752,54
9533,37

734,88
1536,49
2338,11
3139,72
3941,34
4742,95
5544,57
6346,18
7147,80
7949,42
B770,10
9552,65

79592 |
1669,66
254341
3417,15
4290,90
5164,64
6038,39
6912,13
785,88
8659,62
9533,37

10426,26

797,29
1672,83
548,36
3423,90
4299,43
5174,97
050,50
926,04
7801,58
B677,11
9552,65
10447,25
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Cizelge 12.3. (devami)

V. i=1,..,200i¢in bagimh degiskene iliskin tahmin edilen varyans-
Model Yapisi Kovaryans Yapisi T
kovaryans matrisi

[128,77 156656 20815 253,54 311,12 36261 41410 46559 517,08  S66,57 62006 67155
156,66 283,97 36208 46479 56750 670,21 77292  B7563 97834  10BL05 118376 128647
208,15 362,08 540,62 669,94 82387 977,80 113173 128566 143959 159353 174746  1901,39
259,64 46479 669,94  B99,70 108024 128539 148055 159570 190085 210600 231115  2516,30
311,12 567,50 823,87  1080,24 136122 1592,99 1849,36 210573 236210 261848 2874,85 3131,22
V.yz =|362,61 67021 977,80 128539 1582,88 192519 220817 251577 282336 3130,95 343855 374614
41410 77282  1131,73 149055 1849,36 220817 2591,60 292580 3284,61 364343 400224 436106
465,58 87563 128566 160570 210573 251577 292580 336044 374587 415550 456584 497597
517,08 978,34 143950 1900,85 236210 2823,36 328461 374587 423173 466838 512964  5590,89

e . .. 568,57  1081,05 150353 210600 261848 3130,95 364343 4155080 466838 520546 5693,33 620581
Birinci Dereceden Faktor Analitik [FA(I)] 620,06  1183,76 174746 2311,15 287485 343855 400224 456594 512964 569333 628164 6820,72
671,55  1286,47 190139 251530 313122 374614 436106 497597 G5590,89 620581 6820,72  7460,25

42 N
ivd Ll LLLL

2
sLL B+d 1L Ly
el L, P+d L0 ] _
g , ] 13013 157,85 21003 262,10 31418 36626 41834 47042 52250 57458 G666 67874
@|4|1 |4|2 |4|3 |4 +du 15795 28606 36564 469,49 57334 677,19 7BL04  BB480  ORR74 109258 119643 130028

21003 36564 50551 67688  B3250 OBE11 114373 120035 145497 161058 176621 192182
26210 46849 676,88 008,53 109165 129904 150643 171382 1921,20 212859 233598 254337
N 31418 573,34 83250 109165 137507 160097 186012 212828 2387,44 264659 290575 315491
GREMI=|3g526 67718 98812 120304 160997 184515 223182 254275 285357 316460 347552 378645
41834 7BL04 114373 150643 186012 223182 261878 205721 331981 36B2,60 404530  4407,99

Rasgele Kesen Terim ve Egimli Model

47042  BB4B9 129935 171382 212828 254275 295721 339594 378614 4200,61 461507 502953
51250 98E74 145497 192120 238744 285367 3319891 378614 427664 471861 518484 565108
57458 100258 161058 212859 264650 316460 368260 420061 471861 526087 575462 627262
62666 119643 176621 233508 200575 347552 404530 461507 518484 575461 634865 683416
67874 130028 152182 254337 316491 378645 440739 502853 565108 627262 689416 753996
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Cizelge 12.3. (devami)

Model Yapisi

Kovaryans Yapisi

i =1,...,2001¢in bagiml degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi

o

Rasgele Kesen Terim ve Egimli Model

Heterojen Birinci Dereceden Faktor Analitik

@®>D> (D> (D> (D> (D~

[FAH(1)]

2
1 +d1 IZII I3I1 I4I1

L1,
LI,
L1,

B+d, LI, 1L,
2
LI, E+d, L1,
2
LI, LI, P+d4,

F S e N Y

fo=)

(130,46
145,94
195,51
245,08
294,65

| 344,22

393,79
443,36
492,92
542,49
592,06

s =
v LREML —

541,63

131,05
167,21
226,96
286,70
345,45
206,19
265,94
525,69
585,43
645,18
704,52

| 764,67

145,94
277,91
341,71
439,60
537,49
635,38
733,26
831,15
929,04
1026,92
1124,81
1222,70

167,21
308,39
403,59
521,78
£32,98
758,17
876,36
984,55
1112,74
1230,24
1348,13
1467,32

195,51
341,71
522,00
634,12
780,33
926,53
1072,74
1218,94
1365,15
1511,35
1657,56
1803,76

226,36
403,59
603,82
756,87
933,51
1110,14
1286,78
1463,42
1640,06
1816,69
1293,33
2168,97

245,08
439,60
634,12
862,73
1023,17
1217,69
1412,21
1606,74
1801,26
1995,78
2190,30
2384,83

286,70
521,78

756,87

1015,54
1227,03
1462,12
1687,20
1932,28
2167,37
2402,45
2637,53
2872,62

294,65

537,49

780,33

1023,17
1300,08
1508,85
1751,69
1994,53
2237,37
2480,21
2723,05
2965,89

346,45
639,38

933,51

1227,03
1544,15
1814,02
2107,62
2401,15
260468
208821
3281,74
3575,27

344,22

635,38

926,53

1217,69
1508,85
1834,09
2091,17
2382,32
2673,48
2964,64
3255,80
3546,96

406,19
758,17

1110,14
1462,12
1814,00
218865
2518,04
2870,02
322199
3573,97
3825,94
427732

393,79

733,26

1072,74
1412,21
1751,69
2091,17
2464,73
2770,12
3109,59
3449,07
3788,55
4128,02

465,94
876,36

1286,78
1687,20
2107,62
2518,04
2852,05
333888
374,30
415872
4570,14
4080,56

443,36

831,15

1218,94
1606,74
1904,53
2382,32
2770,12
3192,00
3545,71
3933,50
4321,29
4709,09

525,60
984,55

1463,42
1932,28
2401,15
2870,02
3338,88
3831,33
4276,62
474548
5214,35
5683,21

492,92

929,04

1365,15
1801,26
2237,37
2673,48
3109,59
3545,71
4015,90
4417,93
4854,04
5290,15

585,43
1112,74
1640,06
2167,37
260468
3221,99
374,30
4276,62
482751
5331,24
5858,55
£385,86

542,49

1026,92
1511,35
1995,78
2480,21
2964,64
3449,07
3933,50
4417,93
4936,44
5386,79
5871,22

645,18
1230,94
1816,69
2402,45
208821
3573,97
415972
474548
5331,24
584058
6502,75
708851

592,06

1124,81
1657,56
2190,30
2723,05
3255,80
3788,55
4321,29
4854,04
5386,79
5953,62
452,28

704,92
1349,13
1993,33
2637,53
3281,74
3825,94
4570,14
5214,35
5858,55
£502,75
7170,54
7791,16

641,63 |
122270
180376
2384,83
2965,88
3545,96
412802
4709,09
5290,15
5871,22
6452,28
7067,43

764,67 |
1467,32
2168,57
2872,62
3575,27
4377,92
4980,56
5683,21
£385,86
7088,51
7751,16
8517,3 |
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Cizelge 12.3. (devami)

Model Yapisi

Kovaryans Yapisi

i =1,...,2001¢in bagiml degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

kovaryans matrisi

-

Rasgele Kesen Terim ve Egimli Model

[Kosegen UN(1)]

6s2 0 0 0
é
50 s2 0 0
€ 0 s; 0
é
8 0 0 s;

[<on N el NN e\ endNY eniNY et

LML T

'
4 i REML

[137,57
116,01
147,03
178,04
209,06

_|za0,07

271,09
302,10
333,12
364,13
395,15
426,17

138,25
116,62
147,62
178,61
208,61

=| 240,61
271,61
302,61
333,61
364,60
305,60
426,60

116,01
230,62
240,07
302,10
364,13
426,17
488,20
550,23
512,26
674,29
736,32
798,35

116,62
231,24
240, 51
302,61
364,60
426,60
488,60
550,59
612,59
674,59
736,58
798,58

147,03
240,07
385,70
426,17
519,21
612,26
705,31
798,35
891,40
984,45
1077,49
1170,54

147,62
240,61
386,23
426,60
519,60
612,59
705,59
708,58
891,58
584,57
1077,57
1170,56

178,04
302,10
426,17
602,81
674,29
798,35
922,42
1046,48
1170,54
1294,60
1418,67
1542,73

178,61
302,61
426,60
603,22
674,52
798,58
922,57
1045,57
1170,56
129455
1418,55
1542,54

209,06
364,13
519,21
674,29
881,95
984,45
1139,53
1294,60
1449,68
1604,76
1759,84
1914,92

208,61
364,60
512,60
674,52
882,21
984,57
113256
1204 55
1442 55
1604,54
1752,53
1914,52

240,07
426,17
612,26
798,35
984,45
1223,12
1356,63
1542,73
1728,82
1914,92
2101,01
2287,10

240,61
426,60
612,59
798,58
984,57
1223,19
1356,55
1542,54
1728,53
1914,52
2100,51
286,50

271,09
488,20

705,31

922,42

1139,53
1356,63
1626,32
1790,85
2007,%6
2225,07
2442,18
2659,29

271,61
488,60
705,59
922,57
113,56
1356,55
1626,17
1790,53
2007,51
222450
2441,49
2658,48

302,10
550,23

798,35

1046,48
1294,60
1542,73
1790,85
2091,56
2287,10
2535,23
2783,35
3031,48

302,61

550,59

798,58

1045,57
1294,55
1542,54
1790,53
081,14
2286,50
534,49
782,47
3030,46

333,12
612,26

891,40

1170,54
1449,68
1728,82
2007,96
2287,10
2618,82
2845,38
3124,53
3403,67

333,61

612,52

891,58

1170,56
1448 55
1728,53
2007,51
228650
2618,11
2844 47
3123,45
3402,44

364,13
674,29

984,45

1294,60
1604,76
1914,92
2225,07
2535,23
2845,38
3208,12
3465,70
3775,85

364,60

674,59

984,57

1294,55
1604,54
1914,52
222450
534,49
844,47
3207,08
3464,44
3774,42

395,15
736,32

1077,48
1418,67
1759,84
2101,01
2442,18
2783,35
3124,53
3465,70
3859,45
4148,04

395,60

736,58

1077,57
1418,55
1759,53
2100,51
2441,48
2782,47
3123,45
3464,44
3858,05
4146,40

426,17 |
798,35

1170,54
1542,73
1914,92
2287,10
2659,29
3031,48
3403,67
3775,85
4148,04
4572,81

226,60 |
798,58
1170,56
1542,54
1014,52
2286,50
2658,48
3030,46
3402,44
3774,42
4146,40
4571,01
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Cizelge 12.3. (devami)

V. i=1,..,2001i¢in bagiml degiskene iliskin tahmin edilen varyans-
Model Yapisi Kovaryans Yapisi ’ T
kovaryans matrisi
16572 161,61 21548 268,34 32321 37708 430,95 48482 53IBES 59256 64643 700,29 |
161,61 313,53 34548 44342 53736 631,30 72523 818,17 913,11 100705 1100,99 1194,93
21548 34948 54148 61750 75150 B8551 101552 115353 128753 142154 155555 1689,56
269,34 443,42 617,50 84856 96565 113973 131380 148788 166196 183603 201011 218419
323,21 537,36 751,50 96565 123778 138384 160809 1822,23 203638 225053 246467 267882
— VL = 377,08 631,30 88551 113973 138394 170614 1902,37 215659 241080 266502 2918,23 317345
,.8 i 430835 72523 101852 131380 160809 190237 225464 248094 278523 307951 3373,80 366808
o 48482 B19,17 115353 148788 182273 215659 2450,94 288328 315965 349400 382836 416271
2 538,69 913,11  1287,53 166196 203638 2410,80 278523 315965 3592,06 390850 428282 465734
= 592,56 100705 142154 183603 225053 266502 307951 349400 390850 438098 473748 515197
. § ARMA( 1 ’ 1 ) 646,43  1100,98 155555 201011 246467 2919,23 3373,80 382836 4282,92 473748 5250,03 5646,61
)L%D 70023 119433 168956 218419 267882 317345 366808 416271 465734 515197 564661 619322
0 ¢e1 f fr fril
£ Sf 1 f fr|
' C S 2 e U _155 74 163,1% 217,59 27198 326,38 380,77 43517 48357 543,96 598,36 652,76 707,15 ]
D) a , ) s » s X g 5 & 3 2 s f
= ? fr f 1 f ljl 183,19 31586 352,64 447,36 54208 G368l 73153 82625  S20,96 101570 111042 120515
g € g 2 f f U 217,59 352,64 54563 622,74 757,79 B92,84 1027, 116284 1257, 1433,04 156808 170314
% ] r r 1 o] 27188 447,36 622,74 B56,06 973,49 114887 132435 149962 167500 185038 202576 2201,13
M 326,38 542,08 757,79 973,49 124714 140450 162061 183631 205201 226772 248342 2699,13
© V poig =| 38077 6368l 80284 114887 140490 171888 191696 217300 242,03 268506 294109 3197,12
5] 43517 73153 102789 132425 162061 191636 227127 2509,68 280604 310240 339876 369512
%D 48957 B26,25 116294 149962 183631 217300 2509,68 2904,31 318305 351974 385643 419311
m 543,96 920,98 129795 167500 205201 242503 280604 3183,05 361801 353708 431409 465111
558,36 101570 143304 1B50,38 226772 268506 310240 351574 393708 441236 477176 518510
652,76 1110,42 156808 202576 248342 294109 339876 385643 431408 477176 5287,37 5687,08
707,15 120515 170314 2201,13 269913 3197,12 369512 419311 469111 5189,10 5687,09 6243,03
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Cizelge 12.3. (devami)

Model Yapisi

Kovaryans Yapisi

kovaryans matrisi

V. i=1,..,200i¢in bagimh degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

Rasgele Kesen Terim ve Egimli Model

Yapisal Olmayan Korelasyonlu (UNR)

=h

D> (D~

8S,S, Iy,
gS 3511
8S.,S,Iy

S2slr21 SSSlrSI
2

SZ SSSZrSZ
2
S3SZr32 S3

S,S,ry, S.,S;lh;

S431"41l‘,J

u
S.,S,Fpuy
S4S3I"43l}

=

oo et

(122,10
136,40
182,69
228,97
275,26
321,55
367,83
414,12
460,41
506,69
552,98
599,26

[123,91
139,03
179,62
220,21
260,80

_|301.39
341,98
382,57
423,16

463,74
504,33
544,92

136,40
265,28
330,20
427,10
523,99
£20,89
717,73
814,69
911,59
1008,48
1105,38
1202,28

139,03
254,20
318,44
408,14
497,84
587,54
677,24
766,95
B56,65
946,35
1036,05
11325,75

182,69
330,20
508,69
£25,22
772,73
920,24
1067,75
1215,26
1362,77
1510,27
1657,78
1805,29

179,62
318,44
482,71
596,07
734,88
873,69
1012,51
1151,32
1280,14
1428,95
1567,77
1706,58

228,97
437,10

£25,22

855,32

1021,46
121958
1417,70
1615,82
1813,85
2012,07
221012
2408,31

220,21
408,14
596,07
809,45
971,92
1159,85
1347,77
1535,70
1723,63
1911,56
2099,48
2287,41

275,26
523,09

772,73

1021,46
1302,17
1518,93
176766
2016,39
265,13
2513 86
2762,59
3011,32

260,80
497,84
734,88
971,92
1234,42
1446,00
1683,04
1920,08
2157,12
2384,16
2631,20
2868,24

321,55
£20,89

920,24

121958
1518,93
1850,25
2117,62
2416,96
716,31
301565
3315,00
3614,34

301,39

587,54

873,69

1159,85
1446,00
175761
2018,31
2304,46
2580,61
2876,76
3162,92
3449,07

367,83
717,79

1067,75
1417,70
176766
117,62
2499 55
817,53
3167,49
3517,44
3867,40
421736

341,98

677,24

1012,51
1347,77
1683,04
2018,31
2379,03
268884
3024,10
3359,37
3694,63
4029,90

41412
814,69

121526
1615,82
2016,38
2416,96
281753
3250,08
3618,67
419,23
441980
4820,37

382,57

766,95

1151,32
1535,70
1920,08
2304,46
2688,84
3008,67
3457,50
3841,57
4226,35
4610,73

460,41
911,59

1362,77
1813,95
2265,13
2716,31
3167,42
3618,67
4101,83
4521,03
4972,21
5423,39

423,16

B56,65

1290,14
1723,63
2157,12
2580,61
3024,10
3457,59
3916,54
4324,57
4758,06
5191,56

506,69
1008,48
1510,27
2012,07
513,86
3015,65
3517,44
4p18,23
4521,03
5054,80
5524,61
£026,40

463,74

946,35

1428,95
1911,56
2384,16
2876,76
3359,37
3841,87
432457
4832,64
5289,78
5772,38

552,98
1105,38
1657,78
2210,12
2762,5%
3315,00
387,40
4419 80
4972,21
5524 61
6108,92
£629,42

504,33

1036,05
1567,77
2099,48
2631,20
3162,92
3694,63
4226,35
4758,06
5288,78
5846,96
6353,21

599,26 |
1202,28
1805,29
2408,31
3011,32
3614,34
4217,36
482037
5423 39
£026,40
£629,42
7264,41

544,92

1125,75
1706,58
228741
2858,24
3449,07
4029,50
4610,73
5191,56
5772,38
6353,21
6959,50
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Cizelge 12.3. (devami)

Model Yapisi

Kovaryans Yapisi

kovaryans matrisi

V. i=1,..,200i¢in bagimh degiskene iliskin tahmin edilen varyans-

Rasgele Kesen Terim ve Egimli Model

Yapisal Olmayan (UN)

[}
BTN
SR

nw un nu nu
n 0 n n
N
TSN NN -

Ll )

@> D> (D> D> D> D~
()]
I
nu u n n
|38
w

126,52
151,37
205,47
259,58
313,69
367,79
421,90
476,01
530,11
584,22
638,32

652,43

(127,11
151,83
206,00
260,06
314,13

: amng =| 368,20

42227
476,34
530,40
584,47
£38,54
£92,61

151,37
336,26
462,65
618,29
773,93
928,57
1085,21
1240,85
1326,49
1552,14
1707,78
186342

151,93
336,72
463,00
618,54
774,08
829,62

205,47
462,65
748,08
977,00
123418
1481,35
174853
2005,70
226288
2520,05
2777,23
3034,40

206,00
453,00
749,26
877,02
1234,03
1491,03

1085,15 1748,04
1240,69 2005,05
139,23 226205
155177 2519,06
1707,30 2776,07
1862,84 303308

258,58

618,29

977,00

1364,37
1684,42
2053,13
2411,84
2770,55
3129,26
348797
384668
4205,39

260,06
£18,50

977,02

1364,75
1693,97
2052,45
2410,93
2769,40
3127,88
3486,36
3844,83
420331

313,69

773,93

1234,18
1684,42
2183,92
2614,91
3075,15
3535,40
3985,64
4455 89
4916,13
5376,38

314,13
774,08

1234,03
1693,87
2183,17
2613,87
3073,81
3533,76
3903,71
4453 65
491360
5373,55

367,79

929,57

1481,35
2053,13
2614,81
3205,34
3738,47
4300,25
4862,03
5423 81
5085,59
£547,36

368,20
929,62

1491,03
2052,45
2613,87
3204,53
3736,70
4298 12
485953
5420,95
582,36
£543,78

421,50

1085,21
1748,53
411,84
3075,15
373847
4431,04
5065,10
572841
£381,72
7055,04
771835

42227
1085,15
1748,04
2410,83
3073,81
3736,70
442884
5062,47
5725,36
£388,24
7051,13
7714,02

476,01

1240,85
2005,70
2770,55
3535,40
4300,25
5065,10
5859,20
£594,79
7359,64
£124,49
£8RY,34

476,34
1240,69
2005,05
2769,40
3533,76
429812
5062,47
5856,08
£501,18
7355,54
B119,89
8B84,25

530,11
1396,49
262,88
3129,26
3005,64
4862,03
5728,41
£524,79
7490,43
832756
9193,94
10060,33

530,40
1396,23
2262,05
312788
3993,71
485853
5725,36
£591,18
7486,26
8322,83
3188, 66
10054,49

584,22
1552,14
2520,05
3487,97
4455 89
542381
£381,72
735,64
832756
9324,73
1026339
11231,31

584,47
1551,77
2518,06
34B6,36
445365
5420,95
6388,24
7355,54
8322,83
9319,38
10257,43
1122472

638,32
1707,78
777,23
384568
4916,13
5985,59
7055,04
£124,49
193,94
10263,39
11362,10
12402,30

£38,54
1707,30
276,07
3844,83
481360
5982,36
7051,13
8119,89
9188,66
1025743
11355,44
12394,96

£82,43
1863,42
3034,40
4205,39
5376,38
£547,36
7718,35
EBED,34
10060,33
11231,31
12402,30
13602,54

692,61
1862,84
3033,08
420331
5373,55
£543,78
7714,02
8B84,25
10054,49
1122472
12394,96
13504,44
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Cizelge 12.4. Uygun varyans-kovaryans yapisinin se¢imi

Kovaryans Parametre

z[;:il:: Ko;:;fs::ns Bilgi Kriterleri Tahmin Yéntemleri
ML REML

Rasgele Akaike Bilgi Kriter1 (AIC) 18022,7220 18027.8100
Kesen cs Hurvich ve Tsai Bilgi Kriter: (AICC) 18022,7690 18027.8150
Terimli Bozdogan Bilgi Knteri (CAIC) 18070.2040 18041.3720
Model Schwarz Bayesian Bilgi Kriteri (BIC) 180632040 18039,3720
Akaike Bilgi Kriteri (AIC) 18024,7220 180298100
ve Hurvich ve Tsai Bilgi Kriteri (AICC) 18024,7820 18029,8200
Bozdogan Bilgi Knteri (CAIC) 18078.9880 18050.1530
Schwarz Bayesian Bilgi Kriteri (BIC) 180709880 18047.1530
Akaike Bilgi Kriteri (AIC) 18029,8100 180298100
oS Hurvich ve Tsai Bilgi Kriteri (AICC) 18029_8200 180298200
Bozdogan Bilgi Kriteri (CAIC) 18050.1330 18050,1330
Schwarz Bayesian Bilgi Kriteri (BIC) 180471530 18047.1530
Rasgele Alcaike Bilgi Kriteri (AIC) 18046,7360 18046,7360
Kesen Terim TOEP Hurvich ve Tsai Bilgi Kriteni (AICC) 180469130 18046,9130
ve Egimli Bozdogan Bilgi Kriteri (CAIC) 181416720 18141,6720
Model Schwarz Bayesian Bilgi Kriteri (BIC) 18127.6720 18127.6720
Alkatke Bilgi Knteri (AIC) 18009,9420 18015,0430
ARQ) Hurvich ve Tsai Bilgi Kriteri (AICC) 180100020 18015.0550
Bozdogan Bilgi Kriteri (CAIC) 18064.2080 180353890
Schwarz Bayesian Bilgi Kriteri (BIC) 18056.2080 180323890
Alkaike Bilgi Kriteri (AIC) 17889,2910 17893,5180
CSH Hurvich ve Tsai Bilgi Kriteri (AICC) 17889.6450 17893.7200
Bozdogan Bilgi Kriteri (CAIC) 180249560 17995 2350
Schwarz Bayesian Bilgi Kriteni (BIC) 18004.9560 17980,2350
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Cizelge 12.4. (devami)

Kovaryans Parametre
z‘;ﬂl::]] K“{::;ﬂl;‘:“s Bilgi Kriterleri Tahmin Yéntemleri
ML REML
Akaike Bilgi Kriten1 (AIC) 18003.1410 18009.0820
TOEPH Hurvich ve Tsai Bilgi Kriter: (AICC) 18003.9790 180096750
Bozdogan Bilgi Kniter1 (CAIC) 18213.4210 18185.3920
Schwarz Bayesian Bilgi Kriter1 (BIC) 181824210 181593920
Akaike Bilgi Kriteri (AIC) 417030989 3660 17869 8030
ARH(D) Hurvich ve Tsaji Bi?gi Kriteri (AICC) 417030982.0130 17870,0050
Bozdogan Bilgi Knter1 (CAIC) 417030853.7010 17971.5200
Schwarz Bayesian Bilgi Kriteri (BIC) 417030873.7010 17956.5200
Alraike Bilgi Krteri (AIC) 18033.1920 180354410
HF Hurvich ve Tsai Bilgi Kriteri (AICC) 18033,5460 180386430
Rasgele Bozdogan Bilgi Kriteri (CAIC) 18168.8570 18140,1580
Kesen Terim Schwarz Bayesian Bilgi Kriter1 (BIC) 18148.8570 18125.1580
ve Egimli Alcatkee Bilgi Kriteri (AIC) 17857,7480 17862,2580
Model ANTE() Hurvich ve Tsai Bilgi Kriteri (AICC) 17858_5860 17862_8510
Bozdogan Bilgi Kriteri (CAIC) 180680280 18038 5680
Schwarz Bayesian Bilgi Kriteri (BIC) 180370280 180125680
Akaike Bilgi Kriteri (AIC) 17908.4380 17912.7810
FAQ) Hurvich ve Tsai Bilgi Kriter: (AICC) 17908.7910 179129830
Bozdogan Bilgi Kriteri (CAIC) 18044,1030 18014,4980
Schwarz Bayesian Bilgi Kriter1 (BIC) 18024.1030 17999 4980
Akaike Bilgi Kriteri (AIC) 179075550 179111270
FAHQ) Hurvich ve Tsai Bilg: Kriter: (AICC) 179084470 179117660
Bozdogan Bilgi Kriteri (CAIC) 181246180 18094 2180
Schwarz Bayesian Bilgi Kriteri (BIC) 18092.6180 180672180
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Cizelge 12.4. (devami)

Model

Kovaryans

Kovaryans Parametre

ilei Kri i Tahmin Yéntemleri
Yapis: Yapisi Bilgi Kriterleri
ML REML
Akaike Bilgi Kniter: (AIC) 178892740 17893 46350
UND) Hurvich ve Tsai Bilgi Kriter: (AICC) 17889,5940 17893.6420
Bozdogan Bilgi Kniter: (CAIC) 180181560 17988 4010
Schwarz Bayesian Bilgi Kriteri (BIC) 17999.1560 17974.4010
Akaike Bilgi Knteni (AIC) 18011 4840 180165280
RMA(LI) Hurvich ve TSEJ Bi?gi Efiteri (AICC) 18011,5600 18016,3440
Rasgele Bozdogan Bilgi Kniteni (CAIC) 18072,5330 18043,6520
Kesen Terim Schwarz Bayesian Bilgi Knteni (BIC) 18063.5330 18039.6520
ve Egimli Akaike Bilgi Kriteri (AIC) 178937080 178983070
Model UN Hurvich ve Tsai Bilgi Kriteri (AICC) 17901,9670 17905,7410
Bozdogan Bilgi Enitert (CAIC) 185516800 185221720
Schwarz Bayesian Bilgi Knteni (BIC) 18454 6800 18430.1720
Akaike Bilgi Kriteri (AIC) 18002,9430 18058,8530
Hurvich ve Tsai Bilgi Kniter: (AICC) 18011,2020 18066,2860
Bozdogan Bilgi Kriteri (CAIC) 186609160 186827170
Schwarz Bayesian Bilgi Knteni (BIC) 18563.9160 18590,7170
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