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1.GIRIS

Bu calismada kisitli tip altmanifoldlar incelenmistir.

Tez 4 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim, girig bolimiidiir.

Ikinci boliim, ilerideki boliimlerde kullanilan tanimlari icermektedir. Bu
bolimde, bir Riemann manifoldu kavrami tanitilarak bu tiir manifoldlar tizerindeki
koneksiyonlar tanimlanmistir. Ayrica bir M altmanifoldu i¢in Gauss ve Weingarten
denklemleri verilmistir.

Ucgiincii boliimde sonlu tip egriler ve altmanifoldlar hakkinda bazi temel
tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica sonlu tip egri c¢esidi olan W-egrileri
tanmitilmustir.

Dordiincii bolimde kisitli tip egriler ve kisitli tip altmanifoldlar ele alinmistir.
Kisith tip altmanifoldlar hakkinda bazi temel tanim, teoremler ve Ornekler
verilmistir. IE* te Rotasyon yiizeyi, 1E® ve IE* te kiiresel carpim yiizeyleri ve IE* te
tensOr carpim yiizeyleri tanitilmis ve bu ylizeyler i¢in orijinal sonuglar bulunmustur.
Ayrica Chen yiizeyleri hakkinda bazi temel tanim ve teoremler ele alinip kisithi tip
Chen ylizeyi ornekleri verilmistir. Kisith tip egriler ile ilgili bazi teorem, sonug ve
ornekler verilmistir. Bu bdliimde sonlu tip her egrinin kisith tip olmadig

belirtilmistir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanmm 2.1: M, n-boyutlu diferansiyellenebilir (C* sinifindan) bir manifold olsun. M
tizerindeki C* vektor alanlarinin uzayr y(M) ve M’ den IR ye C” fonksiyonlarin

uzay1 C” (M, IR) olmak iizere, M {izerinde
g:x(M)xx(M)—C»(M,IR)

seklinde metrik tanimli ise M’ ye bir Riemann manifoldu denir. Burada g’ ye

Riemann metrigi (veya metrik tensér) adi verilir.

Tanmm 2.2: M, diferansiyellenebilir bir manifold ve M fizerindeki C* vektor

alanlarinin uzay1 x(M) olmak {izere;

V(M) x (M) —25 5 (M)
(X,Y) > V(X,Y)=V,Y

doniisimii V' f, g e C* (M, IR), V X, Y, Z e % (M) icin,

i) Vo (Y+2Z)=V,Y+V,Z,
i) Vi Z=F V,Z+0V,Z,

i) V, (fY)=F V, Y+ X(f)Y

(koneksiyonun lineerlik 6zelikleri) saglanirsa, V ya M iizerinde bir Afin koneksiyon
ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1980). Burada Vx operatoriine X’ e gore kovaryant tiirev

denir.

Tamim 2.3: M, n boyutlu bir manifold olsun. M {izerinde bir yari-Riemann metrik

asagidaki 6zelikleri saglayan (0, 2) tipinde bir g tensor alanidir.
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)X, Y ey M)igin 9(X,Y)=g(Y,X),
if) Her bir peM igin gy : Tp (M) X T (M) — IR (dejenere olmamus) bilineer
formu kisaca V Y, € Ty (M) i¢in gp(Xp,Yp)= 0 sartini saglarise X, =0 dir.

Eger her bir peM i¢in g, pozitif tanimliysa, M iizerindeki g (yari-Riemann)
metrigi Riemann metrik adin1 alir. Yari-Riemann metrikli bir M manifolduna yari-

Riemann manifold adi verilir (O’neill, 1983).

Tammm 2.4: M bir Riemann manifoldu ve V da M {zerinde tanimlanan bir afin

koneksiyon olsun. O zaman X, Y e y (M) olmak iizere, V doniistimii

i) VY=V X= [X, Y] (koneksiyonun sifir torsiyon 6zeligi)
i) X<Y,Z>=<V,Y,Z>+<Y,V,Z> (koneksiyonun metrik ile bagdasmasi

dzeligi)

sartlarint sagliyorsa, V ya M {izerinde sifir torsiyonlu Riemann koneksiyonu veya

M’ nin Levi-Civita koneksiyonu adi verilir (Hacisalihoglu, 1980).
Teorem 2.5: Tek bir Levi-Civita koneksiyou vardir (Carmo, 1992).

Tanmm 2.6: M ve N, sirasiyla, n ve (n+d) boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar
olmak tizere x : M — N diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. Her peM igin
dxp, : Tp (M) — Txp) (N), bire bir ise X’ e bir immersiyon ( daldirma ) denir. EK
olarak x : M — x(M) bir homeomorfizim ise X’ e bir imbedding ( gomme ) denir.
Eger M c N ve i : M — N doniisiimii bir gomme ise M’ ye N’ nin n-boyutlu bir
altmanifoldu ad1 verilir (Chen, 1973).

Tamm 2.7: X : M"—>N™ déniisiimii bir imersiyon olsun. N manifoldu bir Riemann

yapiya sahipse x yardimiyla N ’den indirgenen metrik i¢in
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<U, V>p=<dX, (U), dXp (V) >y (p)

esitligi saglandiginda x e bir izometrik imersiyon adi verilir.

Tamm 2.8: M ve N sirastyla n ve n+d boyutlu Riemann manifoldlar1 olmak tizere M,

N’ nin altmanifoldu, V da M’ de kovaryant tiirev ve X, Yey(M) olmak iizere

(VxY), her peM igin tanimhidir. Boylece (V,Y), € T (M) ve h,(X,Y)e TpL(M)

olmak tizere;

(Vx Y), =(V4Y), +h,(X,Y) 2.1)

bigiminde elde edilen esitlige Gauss formiilii ad1 verilir. Burada h’ ya M’ nin ikinci

temel formu denir.

Eger h =0 ise M’ ye total geodeziktir denir.

M {izerinde normal vektor alani & ve teget vektor alan1 X olmak tizere
VxE=—AX+D,E (2.2)

bi¢iminde tanimlanan esitlige Weingarten denklemi denir. Burada — A, X ve D,¢ ,

sirastyla, %xE_, ‘nin teget ve normal bilesenleridir. Ayrica A: ye sekil operatort,

D’ ye M’ nin N(M) normal demetindeki (normal) koneksiyonu denir. Eger D& =0

ise & normal vektor alan1 paraleldir denir. Boylece V & normal vektor ve V X, Y

tanjant vektor i¢in

<A XY >=<h(X,Y),&> (2.3)

dir.
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Tanmm 2.9: M, N’ nin bir altmanifoldu olsun. M’ nin p noktasindaki teget uzay1

Tp(M) olmak tizere {ey, €z,... , en} Tp (M)’ nin ortonormal bir ¢atis1 olsun. O zaman
M’ nin ortalama egrilik vektorii H

H= h(e;, &)

1

S|

n
i=

seklinde tanimlanir. Eger 6zdes olarak H=0 ise M altmanifolduna minimaldir

denir.

Tanimm 2.10: M, N’ nin bir altmanifoldu olsun. Eger M {izerinde tanimli en az bir f

fonksiyonu i¢in
< h(X,Y),I:I > <X Y>
ise M’ ye yart-umbiliktir denir.
Tanim 2.11: M manifoldunu 6rten herhangi bir uj, Uy, ...., U, koordinat komsuluklar

sistemi i¢in, M manifoldunun tamamini1 Orten sonlu sayida koordinat komsuluklari

varsa M manifoldu kempaktar denir.
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3. SONLU TiP EGRILER VE ALTMANIiFOLDLAR
3.1. Sonlu Tip Altmanifoldlar

Tamm 3.1.1: X : M — IE™ fonksiyonu n-boyutlu Riemann manifoldu M’ den (n-+d)-
boyutlu 6klit uzayi [E™ ye bir izometrik immersiyon olsun. M {izerindeki lokal

koordinatlar ug, Uy, ..., U, verildiginde IE™ den indirgenen metrigi

OX OX
XK cijen 3.1
9 u; " ou; J (3.1)

biciminde tanimlayalim. Bdylece,

G =det(gy) ve (9")=(gi)" (3.2)

olmak iizere M’ nin IE™™ den indirgenmis metrige goére Laplas operatorii

1 &0 i 0
Az_ﬁuz.la_m(@g 7 (33)

seklinde tanimlanir. Burada det ile determinant fonksiyonu ifade edilmektedir
(Zafindratafa, 1996).

M’ nin IE™ den indirgenmis metrige gore Laplas operatdrii A olmak {izere

M’ nin ortalama egrilik vektorii H , asagidaki Bertrami formiiliinii saglar (Chen,
1984),

AX=-nH. (3.4)

3.1.2 Tamm: McIE™ kompakt altmanifold olsun. x yer vektdrii, M’ nin A

Laplasinin 6zfonksiyonlarinin sonlu toplami olarak yazilabiliyorsa diger bir ifadeyle
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X sabit vektor ve AX; =A,X; olmak iizere

k
X =Xo+ Y X (3.5)
i=1

ayrisimina sahip ise M’ ye sonlu tiptedir aksi halde M’ ye sonsuz tiptedir denir

(Chen, 1984). Burada X1, Xa, ..., Xk lar sabit olmayan doniistimlerdir.

Tanmm 3.1.3: Tanim 3.1.2 de ifade edilen biitiin A1, Ay, ... , Ax Ozdegerleri
birbirlerinden farkliysalar o zaman x immersiyonu (yada M altmanifoldu) k-
tipindedir. Burada 1 < i < k ve A1 < Ap < ... < A dir. Ozellikle Aq, Ao, ... , Ak
Ozdegerlerinden en az biri sifir ise o zaman M’ ye null k-tipindedir denir (Chen,
1983).

M < IE™? altmanifoldu minimaldir ancak ve ancak M null 1-tipindedir.

Yani, M’ nin x yer vektorti
X=C+X,, AX,=0

ayrisimina sahiptir.

Diger taraftan M’ nin x yer vektorii

X=C+Xy+X, , AX, =0 , AX =l X , A, =0 (3.6)

a = "% q
ayrisimina sahip ise M’ ye null 2-tipindedir denir.

Teorem 3.1.4: M = IE™ altmanifoldu’ nun k-tipinden olmast i¢in gerek ve yeter

sart M’ nin ortalama egrilik vektorii H° nin,

A*H+cA'H+...+ ¢, AH+c H=0, k=min{n:A"H+c,A"*H+...+¢c,H=0}
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esitligini saglamasidir. Burada

q

C, :_th » Gy ZZKJLS,..., Copi =(—1)q_p+l7up...7»q (k=g-p+1)
t=p t<s

A _ A% ,1<i<k
X

dir (Chen, 1983).

Tamm 3.1.5: X : M; ->IE™®% ve y : My - IE™"® izometrik immersiyonlart

verilsin. Boylece peM; ve geM; igin

(XY) 1 M=MxM; = [E™: m=mi+m, d=di+d,

(X, y)(p1 q) = (X17 Xgreens Xm1+d1 Y1 Yo ""’ym2+dz)

bigiminde tanimlanan immersiyona x ile y’ nin ¢arpim immersiyonu adi verilir.

MixM; manifolduna da M; ile My’ nin Riemann ¢arpumi denir (Moore, 1971).

Onerme 3.1.6: M ve N kompakt manifoldlar olmak iizere x : M — IE" ve
y:N—> IEY izometrik immersiyonlar1 verilsin. Bu taktirde, (x, y) : MxN — |E™
carpim immersiyonunun sonlu tipte olmasi i¢in gerek ve yeter sart X ve y

immersiyonlarinin sonlu tipte olmasidir (Chen, 1984).
Teorem 3.1.7: M1 ve My, sirasiyla, r ve s-boyutlu kompakt manifoldlar olmak {izere

X : Mi—> IE" ve y : My — IE" izometrik immersiyonlar1 ve A, A; Ve Ay, sirastyla,
y y y

M = M;xMz, M; ve M’ nin Laplaslar1 olsun. O zaman

A=A +A, (37)

dir (Arslan, Kilig, 1998).
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Teorem 3.1.8: M = M;xXM3 bir ¢arpim manifoldu olsun. Eger M; ve My, sirasiyla, k

ve | tipinde iseler, 0 zaman M sonlu tiptedir ve (bir p<k+1I i¢in)
ANPH+c A H+..+c ,AH+c,H=0, pelN
dir (Arslan, Kilig, 1998).

3.2 Sonlu Tip Egriler

f = f(s), 2=r periyotlu periyodik bir fonksiyon olmak iizere f(s)’ nin Fourier

seri agilimi

f(s) =a?°+al cos§+a2 cos§+....+blsin§+bzsin§+... (3.8)
r r r r

bi¢imindedir. Burada ax ve by

ak:%jf(s)cos$ds , k=0,1,2,... (3.9)

b, 1 jf(s)sinﬁds k=12, ... (3.10)
TEI’iTEr r

ile verilen Fourier sabitleridir.

Yukaridaki Fourier seri agilimlari yardimiyla IE" deki 1-boyutlu Riemann
altmanifoldlarinin (egrilerin) sonlu tipte olmasini inceleyelim.

IE" de 2nr yay uzunluklu kapali bir egri y olsun. Bu taktirde x :y — IE" bir

izometrik immersiyon ise X’ in yer vektOriiniin j. inci tlirevi

10
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, dix
M
-7 3.11
i (3.11)
dir. Boylece x’ in Laplasi
—d’x
AX = 3.12
e (3.12)
oldugundan
AH = (-1)'x®? [ j=0,1,2, .. (3.13)

dir.
Eger x sonlu tipte ise Teorem 3.1.4 den dolay1 x; koordinat fonksiyonlari

asagidaki sabit katsayili adi diferansiyel denklemi saglar ;

2k+2
i

X2 e XX .+ X +C X =0, i=1,2,..,nk>1. (3.14)

“Es 3.14” denkleminin x; ¢dziimleri 2zr periyotlu periyodik fonksiyonlar oldugundan

her bir x; asagidaki periyodik ¢oziimlerin sonlu bir lineer kombinasyonudur;

r r

1, COS(EJ, sin(%) . nj,mieZ (3.15)
bu sebeple her bir x; koordinat fonksiyonu

X, =G, + Z(aA (t) cost—rs+ b, (t)sin t—rsj (3.16)

11
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bi¢imindedir. Burada c;, aa(t), ba(t) (A =1,...,n) uygun sabitler ve pa, ga tamsayidir.
Boylece her bir x; koordinat fonksiyonu sonlu Fourier toplamina sahiptir.

Benzer sekilde her bir x; koordinat fonksiyonu sonlu toplamli Fourier seri
acilimina sahipse X immersiyonu sonlu tiptedir (Chen, 1983).

Boylece asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.1: y, IE" de 2nr yay uzunluklu bir kapal1 egri olsun. Bu taktirde x : y —>

IE" izometrik immersiyonu sonlu tiptedir ancak ve ancak

v(s) =a, +Z(at COS%-F b, sin Ej (3.17)

=1 r

esitliginin toplam kisminda sadece sonlu sayida sifir olmayan terim olmalidir.

Boylece Teorem 3.2.1 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.2: IE™ deki her kapal1 k-tipindeki y egrisi asagidaki formda yazilabilir.

k
v(s) =a, +Z(ai cos &, s+ by sin xtis). (3.18)

i=1

Burada {ti,...,tx} egrinin sirasin1 ve ag, ai,...,ak, Di,...,.bx lar aymi anda sifir

olmayacak sekilde IE™ de vektorlerdir.

Sonug 3.2.3: IE™ deki her null k-tipindeki bir y egrisi asagidaki formda yazilabilir.

k-1
v(s) =a, +bos+2(aicosktls+bisinktls) (3.19)

i=1
Burada ay, by, ai,...,ak, bi,...,bk lar ayn1 anda sifir olmayacak ve by # 0 olacak sekilde

IE™ de vektorlerdir.

"Es 3.18" ve "Es 3.19" den asagidaki sonucu elde ederiz.

12
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Sonug 3.2.4:

1) IE™ nin her k-tipindeki egrisi, IE™ nin afin 2k altuzay1 olan IE** da yatar.

2) IE™ nin her null k-tipindeki egrisi, IE™ nin (2k-1) boyutlu bir IE** alt
uzayinda yatar.

3.3 W-Egrileri

Tanim 3.3.1: I c IR olmak tizere y : I & M birim hizl1 bir egri olsun. Eger Vsel igin
v’ nin yiiksek mertebeden tiirevleri y'(s), v'(s)...., ¥(s) lineer bagimsiz olup v/(s),
y”(s),...,y(dﬂ)(s) vektorleri lineer bagimli ise y egrisine d-rankli Frenet egrisi adi
verilir.

IE" nin d-rankl1 her bir Frenet egrisi y iizerinde { Eg, Ey, ..., Eq } biciminde
olusturulan ortonormal bir d-catis1 ve Ky,..., k4.1 : I = IR Frenet egrilik fonksiyonlari

i¢in

E, 0 kK, O 0 | E
E, -k, 0 «x 0 || E,
0 -x, O
=V 0o .
: : 0 :
E,. 0 0 0 «,,|E.
E.| L O 0 K, 0 || E,]

dir. Burada v, y egrisinin hizidir. Gramm-Schmidt ortonormallestirme islemi

yardimiyla
Vi=Y
V.,
Z< YV > L
Vil
(3.20)

13
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"
-1
A
V,
E. = Kk
A
dir. Buradake{ 2, 3, ...,d } dir. k4= Kkg+1= ... = Kp.1 = 0 olarak tanimlayalim.

Tamm 3.3.2: v : I < IR — IE" d-rankli regiiler bir egri ve 7’ nin Frenet egrilikleri
K1,..., Kg-1 Sabit iseler y’ ya (genellestirilmis) vida egrisi (yada helis) adi verilir
(Chen, 1992). Bu egriler 6klid doniisiimlerin 1-parametreli grubunun ydriingeleri

olduklarindan F. Klein ve S. Lie bunlar1 W-egrileri olarak adlandirmislardir (Klein,
Lie,1871).

Tanmm 3.3.3: M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak {izere V, M’ nin Riemann

koneksiyonu olsun. Bu taktirde y : I — M regiiler egrisi her t € Iigin

V() AV, oY (D) A ...V%)y' (t)y=0
ve

YO AV,07 (O AV (1) =0
olup «4,..., kg1 Frenet egrilikleri sabit ise y egrisine M’ nin d-rankli W-egrisi adi

verilir (Kim, 1993).
Oklid uzayimnda 2K-rankli birim hizli bir W-egrisi

[
v(s)=a,+ Y (a; cosps+b; sinps) (3.21)

i=1

formda parametrelendirilise ve (2k+1)-rankli birim hizli bir W-egrisi ise

14
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K
¥(s)=a, +bys+ > (a, cosp;s+b; sinps) (3.22)

i=1l

formda parametrelendirilise sahiptir. Burada ag, bo, ai,...,ak, bi,...,bx lar oklid
uzayinda sabit vektorler ve p; < pp...< pk lar pozitif reel sayilardir (Ferus,
Schirrmacher, 1982).

Ranki 1 olan W-egrisi diiz dogru, ranki 2 olan W-egrisi bir cember ve ranki 3
olan W-egrisi ise donel dik helis adin1 alir.

Bir W-egrisinin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart ranki ¢ift ve biitin -~ 1’
ler reel sayilarin rasyonel ¢arpimlari olmalidir. Bununla beraber 6klid uzayindaki
metrikle, rank1 2k ve IE* da 2nr uzunlugunda olan kapali bir W-egrisi, ti, t,...,t%

pozitif tamsayilar olmak tizere

y(s):L lcostﬁ,isintﬁ,...,icostﬁ,isintﬁ , keZ® (3.23)
Jelt, oy o Ty

yay uzunluguyla parametrelendirilmis bir forma sahiptir (Chen, 1983).
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4. KISITLI TiP EGRILER VE ALTMANIFOLDLAR
4.1. Kasith Tip Altmanifoldlar

Tamm 4.1.1: M n-boyutlu Riemann manifoldu olmak iizere x : M—IR™ izometrik

imersiyon verilsin. M ’nin ortalama egrilik vektorii H igin
AX=(AX)" ; VXey(M) (4.1.1)

ise M *ye kusith tiptedir denir. Buradaki Ay M *nin H ’ya gore sekil operatorii, ()" de
AX ’in tegetsel bileseni ve A ’da bir simetrik matristir (Chen, Dillen, Verstraelen,
Vrancken, 1993).

Uyar1 4.1.2: Biitliin X ve Y tanjant vektorleri i¢in
<A XY >=<AXY > (4.1.2)
esitligi (4.1.1) ’e denktir.

Sonu¢ 4.1.3: AXx = Ax + B esitligini saglayacak sekilde sabit A ve B matrisleri

bulunuyorsa (A simetrik olmak iizere ) x : M — IR™¢

(Chen, Dillen, Verstraelen, Vrancken, 1993).

immersiyonu kisith tiptedir

Teorem 4.1.4: IR™ *de bir M" hiperyiizeyinin kisith tipte olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul M" *nin asagidakilerden biri olmasidir:

1) Bir minimal hiperyiizeydir ;

2) S*x IR biciminde ¢arpim hiperyiizeyidir, 2 <k <n ;

3) Kisitli tip bir diizlemsel egri lizerinde bir silindirdir (Chen, Dillen,
Verstraelen, Vrancken, 1993).
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Teorem 4.1.5: IR™ *de bir M" hiperyiizeyinin bir sabit A matrisi ve bir sabit B

vektori igin
AX=AXx+B
saglamasi icin gerekli ve yeterli kosul M" *nin asagidakilerden biri olmasidur:
1) Minimal hiperylizey ;
2) S* x IR™ carpim hiperyiizeyi, 1 < k < n (Chen, Dillen, Verstraelen,

Vrancken, 1993).

Sonu¢ 4.1.6: Ax = Ax + B esitligini saglayacak sekilde sabit A ve B matrisleri
bulunuyorsa (A simetrik olmak iizere ) x : M — IR™ immersiyonu (yada M
hiperyiizeyi) kisith tiptedir.
Kisith tipte bazi yiizey 6rnekleri verilecektir.
Ornek 4.1.7: (Helissoid)
x(r,u) =(rcosu, rsinu, au)
yamast ile verilen helissoid yiizeyi kisitl tiptedir.
Coziim: Helissoid ylizeyi minimal yiizey oldugundan Bertrami formiiliinden
Ax=-2H=0

dir. Buradan A=0¢ IR}, B=0¢ IR} bulunur.

Ornek 4.1.8: (Katenoid)

18
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x(r,u) = (rcosu, rsinu,acosh- (é))

yamasi ile verilen katenoid ylizeyi kisith tiptedir.

Coziim: Katenoid yiizeyi minimal yiizey oldugundan Bertrami formiiliinden
AxX=-2H=0

dir. Buradan A=0¢€ IR} , B=0¢< IR} bulunur.

Ornek 4.1.9: S'(a) x IR=M, McIR? (IR* *te Silindir)
X(u, Vv) =(acosu,asinu, v)

yamast ile verilen silindir yiizeyi kisith tiptedir.

Coziim: Kismi tiirevler yardimiyla

X, =(-asinu,acosu,0) (4.1.3)

x, =(0,0,1)

elde edilir. "Es 3.1" ve "Es 4.1.3" den

g__:{gll 912:|:{a2 0}
! 0 Oz 0 1

ve

19
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1
(gij)_lzg” =|a’?
0 1

0

bulunur. Boylece "Es 3.3" denklemi yardimiyla

elde edilir. Buradan

AX = (Ecos u, lsin u, 0)
a a

olup

—cosu
o 0 Ofacosu by, a
AX=Ax+B=|0 B Ofasinu|+|b, |= 1sinu
a
0 0 vy % b, 0
dir. Boylece
iz 0 0
a 0
A= 0 iz 0 ve B=|0
a
0 0 0 0

20
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bulunur. Bu durumda 1-tipindeki (null 2-tipindeki) S'(a)xIR yiizeyi Sonug 4.1.6’a

gore kisith tiptedir (Kilig, 1997).

Ornek 4.1.10: S*(@)xIR=M, McIR*

x(u, v, w) = (acosucosv,acosusinv,asinu,w)

yamasi ile verilen ylizey kisith tiptedir.
Coziim: Kismi tiirevler yardimiyla

X, =(-asinucosv,—-asinusinv,acosu,0,)
X, =(—acosusinv,—acosucosV,0,0) (4.1.4)

X, =(0,0,0,1)
elde edilir. "Es 3.1" ve "Es 4.1.4" den

gll ng gl3 az O 0
U, |=| 0 a*cos’u O

0i=19x 92
Os1 O3 U 0 0 1
ve

M1 _

e 0 0

. 1
Nt=g"=| 0 ———— 0
(9;)" =9 o5’y
0 0 1

bulunur. Boylece "Es 3.3" denklemi yardimiyla
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1 o 1 &2 1 0? &
A=—anU—-——————— 2 A2
a ou a“ou- a“cos‘uov: ow

elde edilir. Buradan
2 2 2.
AX = (—=cosucosVv,—cosusinv,—sinu,0)
a a a

olup

2
o 0 O Ojacosucosv by, gCOSucosv
0 0 Ofacosusinv| |b 2 .
AX = AX+B = § _ || | Zeosusin
0 0 y O asinu b,, .
000 u w b, gsmu
L 0 |
dir. Boylece
— 0 0 0
a 0
2
a2 0
A=|° a’ 0 0 ve B=0
2
0 0 a_2 0 )
0 0 0 0]

bulunur. Bu durumda 1-tipindeki (null 2-tipindeki) S%(a)xIR yiizeyi Sonuc 4.1.6’a
gore kisith tiptedir (Kilig, 1997).

Ornek 4.1.11: S3%IR=M, McIR®

X(u, v, w, t) = (Cos u cos v cos W, Sin u cos V cos W, Sin vcos w, Sin w, t)
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biciminde tanimlanan yiizey kisith tiptedir.

Coziim: Kismi tiirevler yardimiyla

X, = (=sinucosvcosw,cosucosvcosw,0,0,0)
X, = (—cosusinvcosw,—sin usinvcosw,cosvcosw,0,0) (4.1.5)
X,, = (—cosucosvsinw,—sinucosvsinw,—sinvsinw,cos w, 0)

x, =(0,0,0,0,1)

elde edilir. "Es 3.1" ve "Es 4.1.5" den

cos® vcos® w 0 00
o = 0 cos’w 0 0
! 0 0 10
0 0 0 1
ve
. 0 00
cos? vcos? w
i 1
S, L 0 0 0
(gu) g COSZW
0 0 1
0 0 0 1

bulunur. Boylece "Es 3.3" denklemi yardimiyla

1 0° sinv 0 1 &* 2sinw o 9*  o°

A=——g 2 2t 20 A 2 2t A A2
COS“ VCOS“W OU“ COSVCOS“W oV  COS“ W oV COSW OwW oOw“ ot

elde edilir. Buradan
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AX = (3cos u cos vcosw, 3sin u cos vcos w, 3sin vcos w, 3sinw, 0)

olup

oo 0 0 0O Ofcosucosvcosw |
O B 0 O Ofsinucosvcosw
AX=Ax+B={0 0 y 0 O sinvcosw |+
0 00 pnuo sinw
0 0 00 3] t |
dir. Boylece
'3 0 0 0 O] 0]
0 3000 0
A=/0 0 3 00 ve B=|0
0 0030 0
0000 0] 0]

'3C0S U COSVCoSW |
3sin U cos vV Ccosw
3sinvcosw
3sinw

0

bulunur. Bu durumda 1-tipindeki S°kIR yiizeyi Sonug 4.1.6’a gore kisith tiptedir

(Kilig, 1997).

Teorem 4.1.12: M ve N, sirasiyla, m ve n-boyutlu manifoldlar olmak {tizere

X:M—>IE™ ve y:M—IE"™ izometrik immersiyonlar1 verilsin. M ve N kisith

tipte olmasi igin gerek ve yeter sart Z=(X,y):MxN—IE™"" carpim

immersiyonun kisitli tipte olmasidir.

ispat: Hi, Ho, H, sirasiyla, M,N ve M x N nin ortalama egrilik vektorii olsun. A,,

A,, A, sirastyla, M,N ve. Mx N nin Laplas operatdrii olsun.

f,,f,,....f, teget vektorler ve f

m+L? T m+277 T mr

{f,.f,,. T .f f_..} M nin bir gatis1 olsun.

Imr Tmlrttt T mer

24
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4. KISITLI TiP EGRILER VE ALTMANIFOLDLAR Nergiz ONEN

0,,9,,...,9, teget vektorler ve 9,.1,9,,2:--19,,s normal vektorler olmak tizere

{9,,9,,-+9,,0,.1:-0,.s+ N nin bir ¢atist olsun.

1<i<migin e, =(f;,0,...,0), m+1<i<m+n i¢in e, =(0,...,0,9; ,,)
m+n+1<i<m+n+r i¢in e, =(f,_,,0,...,0), M+n+r+1<i<m+n+r+s igin
e, =(0,...,0,9, ., ,)olsun.

€,,€,,....,8,., teget vektorler ve €, .11, €1inirss NOrmal vektorler olmak lizere

{8118 in €rmenst v Emensrssy MX N nin bir gatist olsun. Teorem 3.1.7 den ve

Bertrami formiliinden

A=A +A, =>AZ=AZ+A,Z
= AXY) =A(XY) +A,(X,Y)
= —(Mm+n)H=(Ax,0)+(0,A,y)
= —(m+n)H=(—mH,0)+(0,—nH,)

olur.

= M ve N kisitli tip olsun. M kasitli tip oldugunda Vf;, € (M) (1<i<m) i¢in
m(A,, f) = (Af, )" olacak sekilde A; matrisi vardir. N kisith tip oldugunda
vg, € x(N)(1<i<n)igin n(A, 9;) = (A,9,)" olacak sekilde A, matrisi vardr.

A=A @A, olsun (IR™™" = |R™ @ IR") |

1si£migin(m+n)(AHei)=(m+n)((Am | )(fi,O,...,O)J

SRLL L
m+n l‘m+n 2

=m((A,,f,).0...0)
~((Af)70...0)

= (m+n)(Ae)’
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olup Mx N carpim immersiyonu kisitli tiptedir.

< : MxN ¢arpim immersiyonu kisitli tipte olsun. Bu durumda
(m+n)(A.e) =(m+n)(Ae)’

olacak sekilde A matrisi vardir. Bu durumda

1<i<migin (ern)(AHei):(m+n)((A(m . (fi,O,...,O)j

=m((A,,f,).0...0)
ve
(m+n)(Ae)" =((Af)",0....,0)

= _ T
oldugundan m(A, ;) = (Af;) bulunur. Buradan M kisitli tip olur. Benzer sekilde

N manifoldunun da kisitli tip oldugu gésterilebilir.

Sonuc¢ 4.1.13: Sm'l(r) hiperkiiresinin her minimal altmanifoldu kisith tiptedir (Chen,
Dillen, Verstraelen, Vrancken, 1993).

Teorem 4.1.14: M 'nin S*(r) kiimesine daldirilmis bir yiizey ve sabit ortalama
egriligine sahip oldugunu varsayalim o zaman M 'in kisith tip olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul asagidakilerden biri olmasidir:

1) S*(r) 'nin bir minimal altmanifoldu;
2)0<r'<rigin Sz(r') kiimesidir;
3) a,b > 0 ve a® + b® = r’ icin S*(a) x S*(b) bi¢iminde iki gemberin ¢arpimidir

(Decruyeneaere, Dillen, Verstraelen, 1988).

26



4. KISITLI TiP EGRILER VE ALTMANIFOLDLAR Nergiz ONEN

4.1.1 Rotasyonel Yiizeyler

y=7y(v) : I - IE* bir W-egrisi olsun. O zaman y egrisi "Es 3.21" ile asagidaki

gibi parametrelendirilebilir

v(v) =(acoscv, asincv, bcosdv, bsindv), 0<v<2r . (4.1.1.1)

Burada a, b, c, d sabit (¢ > 0, d > 0). Genelligi bozmadan a’c’+ b’d*=1 yani
vy nin yay uzunlugu ile parametrelendirildigini varsayalim. Ayrica (3.20) esitligini

kullanarak y nin Frenet egrilikleri;

abed(c2 —d2) cd
K, =vakct+b%dt K, et Ky ——— 4.1.1.2
1 T oo ' Jeope O

ile ifade edilir.

¢ # d durumunda vy egrisi IE* 'tedir. ¢ = d durumunda y egrisi bir cemberdir
(Ganchev, Milousheva, arXiv: 0806.3334v1).

Burada y min IE* 'te bir W- egrisi oldugu ¢ # d genel durumunu dikkate
alalim.

Ayrica y nin V1, Vg, V3, V4 Frenet ¢ati alan;

V,(v) = (—acsincv, accoscv, —bdsindv, bdcosdv)

Vz(v):i(—aczcoscv, —ac’sincv, —bd?cosdv, —bd?sindv)
K

y . _ (4.1.1.3)
V,(v) = (bcd coscv, becdsincv, —acdcosdv, —acdsindv)

V, (V) :i(bc2 coscv, be?sincv, —ad®cosdv, —ad®sindv)
Ky

olur.

(Ganchev, Milousheva, arXiv: 0806.3334vl) da G. Ganchev ve V.

Milousheva, y egrisi ile liretilen asagidaki M ylizey yamasini goz oniine almigstir,
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X(u,v) =y(v) + Au)V, (V) + BU)V,(V) ,ued ,0<v<2n . (4.1.1.4)

Burada A = A(u) ve B = B(u) Jc IR de tanimlanmis asagidaki kosullari

saglayan diizgiin fonksiyonlardir:

A'(U)’ +B'(u)?* >0,

(,AU) )% + (k,A(U) + €,B(U))> >0 , uel.

Bu yiizey v 'nin {V, (V),V,(V)} tarafindan gerilen diizleminde yatan diizlem

egrilerinin bir parametreli ailesidir. Ayrica

f(u)=a +i(— ac’A(u) +bd’B(u)) ,
K

o(u) =b + (- bd2A(u) - ac?B(u))
K1

olmak iizere (4.1.1.4) esitligindeki yiizey yamasi

X(u,v) =(f(u)coscv, f(u)sincv, g(u)cosdv, g(u)sindv) (4.1.1.5)

olur. Burada ueJ, 0<v<2m, f(u) ve g(v)
c*f?+d’g*>0 ve (FY +(g) >0
kosulunu saglayan fonksiyonlardir (Bayram, Bulca, Arslan, Oztiirk, 2012).

Teorem 4.1.1.1: IE* 'te "Es 4.1.1.5" parametrizasyonu ile verilen genellestirilmis

rotasyon yiizeyinin kisitli tip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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-9(B)+D) . ) o
) () :DW) . .
A ) . f(B(u) +D(u)) )
) . z f(B() +D(W)
_ g

(4.1.1.6)

ve sabit A matrisi igin rotasyon yilizeyi minimal yada C, sabit olmak {izere

99 '(u) =c,ff'(u) dir. Burada

d*f'g—c*fy'
V) + (@) ((cF)? + (dg)?)
p(uy = 979"
((F)2+(9')?)2

B(u) =

dir.

Ispat: Kismi tiirev yardimiyla

X, = (f'coscv, f'sincv, g'cosdv, g'sindv)

XU

@)+ @)

X, = (—cf sincv, cf coscv, —dgsindv, dgcosdv) =./(cf)? +(dg)*

XV

teget vektorleri ve

n, =(g'coscv, g'sincv, —f'cosdv, —f'sindv) ,  |n,|=+/(f)* +(g')’
n, = (-dgsincv, dgcoscv, cf sindv, —cf cosdv) , |n, | =+/(cf)* +(dg)”
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normal vektorleri elde edilir. Buradan

e, = X _ ! (—cf sincv, cf coscv, —dgsindv, dg cosdv)
1= - - y y y ’
%o Jict)? + (dg)?
X 1

u

” ||= = = (f'coscv, f'sincv, g'cosdv, g'sindv) ,
Xy (f)"+(9")

e, = L. ! (g'coscv, g'sincv, —f'cosdv, —f'sindv)
Ve @) A | |
n, 1

(-dgsincv, dgcoscv, cf sindv, - cf cosdv) |

“ I~ Jche - @

ortonormal catis1 elde edilir. Buradan ey, €;, €3 €4 'lin kovaryant tiirevleri alinarak

%el e, =—-A(u)e, +B(u)e,
%ez e, =D(u)e,

V., e, = A(u)e, + E(u)e,
Ve, e, = -B(u)e, + F(u)e,
Ve, e, =—E(u)e, — F(U)e,
%ez e, =E(u)e,

%ez e; =—-D(u)e,

Ve, e, =—E(u)e,
olup "Es 2.1" denkleminden

h(e,.e,) = B(u)e,
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h(ez | ez) = D(u)es

elde edilir. Burada

All) = c*ff'+d*gg’
V(F)? (@) ((cf)* +(dg)*)
B(U) = d*f'g—c*fy'
V()2 + (@) (eF)* + (dg)?)
D(u) = g'f'—f'g" :
((F)2 +(9')?)>2
E(u) = cd(f'g-fg')
V() +(@)? ((cF)? +(dg)?)
cd(ff'+og')
\/ )2 +(9')? ((cf)? +(dg)?)
G(u)=—-919=1'0)

fo((f)* +(9)°)?
dir.
1 n
H :H_Zh(ei’e‘)
oldugundan
1
=5 (B(W+D(W)e,

olur (Bayram, Bulca, Arslan, Oztiirk, 2012).

Ve H= —% B(B + D)e, + % F(B+ D)e,

31

(4.1.1.7)

(4.1.1.8)



4. KISITLI TiP EGRILER VE ALTMANIFOLDLAR Nergiz ONEN

Ve, H= —% D(B + D)e, +%e2(B+ D)e,
olup "Es 2.2" denkleminden

A, =~ BU)B()+ DW)e,
. (4.1.1.9)
-Ae, = _E D(u)(B(u) + D(u))ez

elde edilir.

= :Rotasyon yiizeyi kisitli tip olsun. Bertrami formiiliinden

Ax =-2H (4.1.1.10)
dir. Buradan "Es 4.1.1.8" yardimiyla

Ax=—(B(u)+D(u)) e, (4.1.1.11)
olur. Ayrica

AX=AX+B

ve 'Es4.1.1.7" den
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-9(B)+D) . ) .

) () :DW) . .

A ) . f(B(u) +D(u)) )
) . z f(B() +D(W)

g

olur. Yiizey kisith tip oldugundan A matrisi sabit olmali. B(u)+D(u)=0 ise "Eg

4.1.1.10" ve "Es 4.1.1.11" den rotasyon yiizeyi minimaldir. Yada

(Ae,)" =B(u)(B(u) + D(W)e,

(Ae,)" = D(u)(B(u) +D(u))e,

olur. Yukaridaki esitlik Tanim 4.1.1 ve "Es 4.1.1.9" kullanilarak D=G olmalidur.

Boylece 'Es 4.1.1.7" den istenilen sonug elde edilir.

< :Ispat agikardir.
Ornek 4.1.1.2: IR* 'te
X(u,v) =(r(u)cosucosv, r(u)cosusinv, r(u)sinucosv, r(u)sinusin v)

parametrizasyonu ile verilen Vranceanu ylizeyinin kisith tip olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul

r(u) =+— L
\Jasin2u —bcos 2u

icin minimal (Bayram, Bulca, Arslan, Oztiirk, 2012) yada r(u)=c#0 igin A= %14
C

olmasidir.
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Coziim: Vranceanu yiizeyi

f(u)=r(u)cosu

g(u)=r(u)sinu

ile tanimli olan bir rotasyonel yiizeydir. Boylece bu fonksiyonlarin tiirevleri

alindiginda

f'(u)=r'(u)cosu-r(u)sinu, f"'(u)=r"(u)cosu-2r'(u)sinu—r(u)cosu

g'(u)=r'(u)sinu-r(u)cosu, g"'(u)=r"(u)sinu+2r'(u)cosu—r(u)sinu

elde edilir. Buradan "Es 4.1.1.6" kullanilarak

K 0 0 0
0 Ku 0 0
0 0 Lu O
0 0 0 L

A= (4.1.1.12)

elde edilir. Burada

K(u) = (r? tanu —1)(_3({(2.2)2_5:2; . J

o 5

dir.
=> ! Vrancenau yiizeyi kisitl tip olsun. Bu durumda Teorem 4.1.1.1 den dolay1 sabit

A matrisi i¢in Vrancenau yiizeyi minimal ise
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~3(r')?—2r*+rr"=0

olmalidir. Ikinci dereceden diferansiyel denklemin ¢dziimiinden

10—
\Jasin2u —bcos 2u

bulunur (Bayram, Bulca, Arslan, Oztiirk, 2012). Ayrica Teorem 4.1.1 den ¢, =-1

. 2
alinirsa r(u) =c = 0 sabit bulunur. "Es 4.1.1.12" den A=—-1, olur.
C

< :Her iki durum i¢in yiizeyin kisitl tip oldugu Sonug 4.2.3 den elde edilir.

4.1.2 Kiiresel Carpim Yiizeyleri

Tanmm 4.1.2.1: o, B : IR — IE? iki diizlemsel egri olsun. a(u) = (f,(u),f,(u)) ve

B(v) =(9,(v),9,(V)) verilsin. O zaman bu iki egrinin kiiresel carpim yamas1

X(u,v) =a®B:1E2 - IE3; X(u, V) = (f,(u), f, (u)g,(v), f,(U)g,(V)) (4.1.2.1)

Uy <U<U; , Vo <V<V,

biciminde tanimlanan bir yiizeydir (Bulca, Arslan, Bayram, Oztiirk, Ugail, 2012).

Teorem 4.1.2.2: IE® 'te "Es 4.1.2.1" parametrizasyonu ile verilen kiiresel ¢arpim
yiizeyinde a(u) = (f,(u),f,(u)) ve B(v)=(cosv,sinv) cemberi alinarak elde edilen

kiiresel carpim yamasinin kisithi tipte olmasi igin gerek ve yeter sart
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4. KISITLI TiP EGRILER VE ALTMANIFOLDLAR Nergiz ONEN
—f,(A(u) + C(u)) 0 0
"\2 '\2
f,\(F.)? +(f,)

f.(A(u) +C(u))
A= 0 L : 0 (4.1.2.2)

fm/(fl)z +(f,)?

0 0 f.(A(u)+C(u))
L fz»\/(f;)z +(f,)" |

ve sabit A matrisi i¢in Kiiresel carpim yiizeyi minimal ve
W Vo , N\ 2 \2
fz(flfz—f1f2)+fl((fl) +(f;) ):o

dir. Yada c, sabit olmak iizere f.f, =c,f,f, olur. Burada

)= TR
((F)? +(F,)*

.
Cu) = L
£, ((F)? + (F,)°

dir.

Ispat: Kismi tiirevler yardimu ile
X, =(f,,f,cosv,f,sinv) , X, =(0,-f,sinv,f cosv)
teget vektorleri ve

n, =(f,f,,—f.f,cosv,-ff,sinv)

2° 27

normal vektori elde edilir. Buradan
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Nergiz ONEN

X 1 C g _
g == —— — (f,, f,cosv, f,sinv)
B L N R L
X :
e, = —- =(0,—sinv, cosv)
o X

1

n
e3: 1 = . .
In. JE)?2 +(F,)°

(fz' ,—f, cosv, -f, sin v)

ortonormal catis1 elde edilir. eq, €;, €3'lin kovaryant tiirevleri alinirsa

%el e, =A(u)e,

%ez e, =—B(u)e, + C(u)e,
%el e,=0

%ez e, = B(u)e,

%el e, =—A(u)e,

%ez e, =—C(u)e,
olup "Es 2.1" denkleminden

h(el’el) = A(U)es
h(eziez) = C(U)es

elde edilir. Burada

ARAA

A(U) = 3
()7 +(F,)2
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B(u) = f, (4.1.2.3)
£,y (F)% +(f,)°
O =t
£, J((F)? + (F;)
3
ff, ((F)° +(F,)* )2
dir.
1 n
H==>"h(ee)
N3
oldugundan
H :%(A(u) +C(u))e, (4.1.2.4)
ve
~ 1 1
Vel H == —EA(A + C)el + Eel(A + C)83
- 1
Vez H= —EC(A-F C)el
olup "Es 2.2" denkleminden
1
-Ang = _EA(U)(A(U) +C(u))e,
(4.1.2.5)

A, === CU)(AW +CLU)e,
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elde edilir.

= :Kiiresel ¢arpim yiizeyi kisitl tip olsun. Bertrami formiiliinden

AX =—2H (4.1.2.6)

dir. Buradan "Es 4.1.2.4" yardimiyla

Ax =—(A(u)+C(u)) e, (4.1.2.7)

olur. Ayrica

AX=AX+B

ve "Es 4.1.2.3" den

—f,(A(u) +C(u) 0 0
fJ(£)F + (F,)?
A 0 f.(A(u) +C(u)) .
f,\(F)2 +(F,)?
0 0 f,(A(u) +C(u))
i f,J(F)2 + (F)° |

olur. Yiizey kisith tip oldugundan A matrisi sabit olmali. A(u)+C(u)=0 ise "Eg

4.1.2.6" ve "Es 4.1.2.7" den kiiresel carpim yiizeyi minimal ve
w i w ) 2 i\ 2
fz(flfz—f1f2)+f1((f1) +(f;) ):o

dir. Yada
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4. KISITLI TiP EGRILER VE ALTMANIFOLDLAR Nergiz ONEN

(Aey)" =D(u)(A(u) +C(u))e,

(Ae,)" = A(U)(A(U) +C(u))e,

olur. Yukaridaki esitlik, Tanim 4.1.1 ve "Es 4.1.2.5" kullanilarak A=D olmalidur.

Boylece "Es 4.1.2.3" den istenilen sonug elde edilir.

< :Ispat asikardir.

Sonug¢ 4.1.2.3: Kiiresel ¢arpim yiizeyinde a(u) egrisi birim hizli olsun. Bu takdirde

yiizeyin minimal ve kisith tipte olmasi igin

f,(u) = =% In(y/(c, +U)* —e™ +c, +U)+c,

f,(u) = J_r,\f(c2 +u)®>—e*

olur.

Ispat: o egrisi birim hizli olsun. Bu durumda kiiresel ¢arpim yiizeyi kisitli tip ise

"Es 4.1.2.2" den

I _(fllfz) ‘ 0 0
flf2
_ " "\ 2
A= % 0 (4.1.2.8)
2
0 _f2f£ + (fl)2
i (f,)?

olur. Yiizey minimal oldugundan H=0ve AX=AX+B=0 olacagindan

A=0¢ IR} olur. Béylece
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(1:11:2)l =0
(F)° —f,f. =0 (4.1.2.9)
(f,)*+(f,)" =1

diferansiyel denklem sistemi saglanir. "Es 4.1.2.9" denklemlerinden

f,(U) = +/—e* In(\,/(c2 +U)® —e** +c, +U) +C,

f,(u) = J_r«f(c2 +u)®>—e*

olur.

Ornek 4.1.2.4: Kiiresel garpim yiizeyinde o(u)=(acosu,asinu) biciminde bir

cember alindiginda elde edilen yiizey kisitl tiptedir.
Coziim: Kiiresel carpim yamast

X(u,Vv) =(acosu,asinucosv,asinusinv)
olur. Burada

f,(u)=acosu, f,(u)=asinu

g,(v) =cosv, g,(v) =sinv

dir. Yiiksek mertebeden tiirevler ve Teorem 4.1.2.2 yardimiyla istenen sonug elde

edilir.

Tanmm 4.1.2.5: o: IR — IE® bir uzay egrisi ve p: IR — IE? diizlem egrisi olsun.

a(u) = (F, (u), f, (u), f5 (u)) ve B(v) = (9,(v), 9,(V)) kiiresel garpim yamas
X:a®B:E2 - IE4; X(u,v) = (f,(u),f,(u), f;(u)g,(v), f,(u)g,(v)) (4.1.2.10)
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U, <u<u,, V, <V<YV,, biciminde tanimlanan bir yiizeydir.
G. Ganchev ve Milousheva o(u)=(f,(u),f,(u),f;(u)) uzay egrisi ile

B(Vv) = (cos v, sin V) ¢emberinin kiiresel ¢arpimini alarak

X(u, V) = a(u) xB(v) = (F,(u), f, (u), f;(u) cos v, f, (u) sin v) (4.1.2.11)

uelR ,0<v<2n

yiizeyini gbz oniline almistir. Burada a(u) yay uzunlugu ile parametrelendirilmis yani

(f)? +(f,)? +(f,)* =1 ve f, >0 dir (Ganchev, Milousheva, 2008).

Teorem 4.1.2.6: IE* 'te "Es 4.1.2.11" parametrizasyonu ile verilen kiiresel ¢arpim

yiizeyinin kisitl tip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A matrisinin

a(u) fi (u)(F (u)i” (u) =5 (u)) + (F1F, (u) ~FiF, (W) (F2 (1) - Ff (u))

__ 1 (
B flfa(u)K2 (u)

p(u) = f, (u)(Fy (W)? () = f5 () + (FF, (u) —f.f, () (FFy (U) i ()

_—1(
f2f3(u)K2(u)

v(u) =p(u) = i (U)(Fy (u)ie? (u) — F (W) = (F;F, (u) - £, (u))?)

-1 (
(F3(u))*«? (u)
olmak lizere A matrisi

auy 0 0 0

a=| O Pw 0 0 (4.1.2.12)

0 0 «vu O
0 0 0 pu

olmasidir.

Ispat: Kismi tiirevler yardimiyla
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X, = (F; (u), f,(u),f,(u)cosv, f, (u)sinv) ,
X, =(0,0,—f,(u)sinv, f,(u)cosv)

teget vektorleri ve

ny

(f;(u), F; (u), f; (u)cos v, f; (u)sinv),

(£, (u) =5, (u), .7, (U) — .5, (u), (£, (u) £, F, () Jcos v,
(F,; (U)—£,f,(u))sinv)

n,

normal vektorleri elde edilir.

X

e, = ”X“” = (f, (u), f,(u), f;(u)cos v, f;(u)sinv) ,

e, = ] V” =(0,0,-sinv, cosv)

e, =M :i(fl" (u), f; (u), f; (u)cosv, f; (u)sinv) ,
]|

.= ”2—2” =L (£ )= FF ), £F.(0) - F 5 (), (5 (0)—F F. () cosv,
(S

(R, (u)— 1.1, (u))sinv)
ortonormal matrisi elde edilir. Buradan ey, €;, €3, €41in kovaryant tiirevleri

%el e, = A(u)e,

§e2 e, =—B(u)e, —C(u)e; + D(u)e,
%el 82 = 0

Ve, €, = —A(U)e, + E(u)e,
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Nergiz ONEN

§e1 e, = F(u)e,
%ez e, =B(u)e,
ﬁz e, =C(u)e,

%ez e, =—D(u)e,

olup "Es 2.1" denkleminden
h(el’ el) = A(U)es
h(e,,e,) =—C(u)e, + D(u)e,

elde edilir. Burada

AL) = x(U)
_ fy(u)
"= W

BRAO
W= e
f.f,(u)—ff,(u)
f,(U)x(U)

D(u) =

E(u) =

LW
PRUAORALONORCEAORAOIO)

f, (U)k(u)

dir.

H:%Zn:h(ei,ei)
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oldugundan
H =A@ -CW)e, + Dwe, ] (41214

elde edilir (Bulca, Arslan, Bayram, Oztiirk, Ugail, 2012). Bertrami formiiliinden

AX = —2H (4.1.2.15)
dir. Buradan "Es 4.1.2.14" yardimiyla

Ax=—(A(u)—C(u))e, —D(u)e, (4.1.2.16)
olur. Ayrica
AX=AX+B

ve "Es 4.1.2.13" den

a(u) fi (U)(Fa (u)i (u) = 5 (U)) + (F1F, (u) - L, (W) (FF2 () - Ff (u))

- (
- f.f, (U)Kz (u)

B(u) = (£ U)(E (W) () 5 (W) + (6,5, (1) £, (W) (6T, (1) - £ (1)

1
fzfs(u)Kz(U)

v(u) =p(u) = fy (u)(Fy (U) (u) ~ F5 () = (FF, (u) ., (u)°)

——1(
(F,(u))*k?(u)

olmak tizere "Es 4.1.2.12" elde edilir.

Sonu¢  4.1.2.7: Kiiresel c¢arpim yiizeyi  o(u)=(f,(u),f,(u),sinu) ve

B(v) = (cosv,sinv) egrileri ile verilsin. Bu durumda elde edilen kiiresel ¢arpim
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. cosu C
yuzeyi fl(u) :_m ' fz(u):_m

c sifir olmayan sabittir.

COSU olmak tizere kisitl tiptedir. Burada

Ispat:
X(u,v) = (f,(u), f,(u), sinucosv, sinusinv) (4.1.2.17)

ylizeyi igin Teorem 4.1.2.6 dan A matrisi

2 000

0 200
A=

0 020

0 0 0 2

olur. Sonug 4.1.3 den yiizey kisith tiptedir.

4.1.3 Tensor Carpim Yiizeyleri

c1: IR — IE? ve ¢, IR — IE? iki diizlemsel egri olsun. ¢, (t) = (y(t), 8(t)) ve

C,(S) = (a(s), B(s)) verilsin. O zaman bu iki egrinin tensér carpim yiizeyi

f=c,®c,:IR? - IE

f(t,s) = (a(s)y (1), B(S)¥(1), au(s)d(t), B(s)d(1))
(4.1.3.1)

biciminde tanimlanir. c; egrisini orjin merkezli bir birim ¢ember ve c; egrisini birim

hizli bir egri alirsak o zaman yiizey yamasi

M :f(t,s) = (a(s)cost, B(s)cost, a(s)sint, B(s)sint) (4.1.3.2)
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olur (Arslan, Bulca, Kili¢, Kim, Murathan, Oztiirk, 2011).

Teorem 4.1.3.1: IE* 'te "Es 4.1.3.2" parametrizasyonu ile verilen tensér carpim

yiizeyinin kisith tip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

BPEOCE) ; _—
(0
A=
. . BEO:CH)
o
; ; ~a'(B(5) +C()
i B ]

(4.1.3.3)

ve sabit A matrisi i¢in tensOr ¢arpim yiizeyi minimal yada C; sabit olmak lizere

oa'(s) =c,BB'(s)dir. Burada

_a(s)B'(s) —B(s)a'(s)
e,

C(s) =a'(s)B"(s) =B '(8)a"(s)

B(s)

dir.

Ispat: Kismi tiirevler yardimiyla

=(—a(s)sint, —p(s)sint, a(s)cost, P(s)cost)

= (o' (s)cost, B'(s) cost, o' (s)sin't, B'(s)sin t)

PR QR

teget vektorleri ve
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n, (— B'(s)cost,a'(s)cost,—B'(s)sint, a'(s)sin t)

n, =(=p(s)sint, a(s)sint, B(s) cost, —a(s) cost)
normal vektorleri elde edilir. Buradan

1 of of

e, = (—p'(s)cost, ' (s)cost,—p'(s)sint, o' (s)sint)

e, :ﬁ(— B(s)sint, a(s)sint, B(s) cost,~o(s) cos t)

ortonormal catis1 elde edilir. Buradan ey, €;, €3 Ve e41in kovaryant tiirevleri

V., e, =—A(s)e, + B(s)e,
%ez e, =C(s)e,

% e, =A(s)e, —B(s)e,
@1 e, =—B(s)e, —A(s)e,
V., e, =B(s)e, + AGS)e,
%ez e, =—B(s)e,

%ez e, =—C(s)e,

ﬁez e, =—B(s)e,
olup "Es 2.1" denkleminden

h (e1’ el) = B(S)es
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Nergiz ONEN

h(ez ) ez) = C(S)es

elde edilir. Burada

A(s) = 2O E) +BEB'E)
”Cz (5)”2

B(s) = “OB ) =BE)a )
e,
C(s)=a'(s)B"(s)—B'(s)a."(s)

D(s) = & (B '(S)(a '(Sll;(s) —o(S)B(s))

dir. Boylece
1 n
H==> h(ee)
)
oldugundan

H =%(B(s)+C(s))e3 (4.1.35)

(4.1.3.4)

elde edilir (Arslan, Bulca, Kili¢, Kim, Murathan, Oztiirk, 2011). Ayrica

Ve H :—%(B(B+C)el—A(B+C)e4)

Vo H Z%(_c(m C)e, +e,(B+C)e,)

olup "Es 2.2" denkleminden
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A, e = —% B(B+C)e,
1
-A.e, = _EC(B+ C)e,

(4.1.3.6)

elde edilir.

= : Tensor carpim ylizeyi kisitli tip olsun. Bertrami formiiliinden

AX =—2H (4.1.3.7)
dir. Buradan "Es 4.1.3.5" yardimiyla

Ax=—(B(s)+C(s)) e, (4.1.3.8)
olur. Ayrica

AX=AX+B

ve "Es 4.1.3.4" den

PEOCE) ; ;
(0
A=
; . BEO:CH)
o
; ; ~a'(B(5)+C()
i B ]

olur. Yiizey kisith tip oldugundan A matrisi sabit olmali. B(S)+C(s)=0 ise "Eg

4.1.3.8" ve "Es 4.1.3.7" den tensér ¢arpim yiizeyi minimaldir yada
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(Aey)" =B(s)(B(s) +C(s))e,

(Ae,)" = D(s)(B(s) + C(s))e,

olur. Yukaridaki esitlik, Tamm 4.1.1 ve "Es 4.1.3.6" kullanilarak C(s)=D(s)

olmalidir. Boylece "Es 4.1.3.4" den istenilen sonug elde edilir.

< :Ispat asikardur.
Ornek 4.1.3.2: (S*(1) 'in minimal yiizeyi) IR* 'te
f(t,s) =(cosscost,sinscost, cosssint,sinssint)

bigiminde tammlanan S3(1) 'in minimal yiizeyi bir tensor ¢arpim yiizeyi olup Teorem

4.1.3.1 den kisith tiptedir.
4.1.4 Chen Yiizeyi
Bu boliimde kisith tip B. Y. Chen yiizeyleri ele alinacaktir.
M, m-boyutlu N Riemann manifoldunun n-boyutlu altmanifoldu ve ep.s,....,em

M ye normal olan ortonormal bir ¢ati olsun. Ayrica en+1, H ortalama egrilik

vektoriine paralel olmak {iizere,

a(H) :@ iiz(AHAr)er (4.1.4.1)

r=n+2

seklinde tanimlanan a(H) normal vektor alanina miittefik ortalama egrilik vektorii

denir. a(H) nin H’ ya dik oldugu agikg¢a goriiliir (Chen, 1973).

Tamim 4.1.4.1: Eger a(H) = 0 ise M altmanifoldu Chen-altmanifoldu olarak
adlandirilir (Chen, 1973).
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Teorem 4.1.4.2: M c IE™ Kkiiresel altmanifoldunun bir Chen-altmanifoldu olmasi

icin gerek ve yeter sart M < S" nin yari-umbilik altmanifoldu olmasidir (Houh,

(1974).

Tamm 4.1.4.3: M < IE™? n-boyutlu bir altmanifold olsun. Her bir peM ve her bir
XeTp (M) birim teget vektori i¢in h(X, X) in uzunlugu ||h(X, X)||, X > den bagimsiz
ve sadece p’ ye bagimli ise diger bir deyisle M’ nin p’ den gegen her bir geodezigi
IE™ de bir egri olarak goz éniine alindiginda peM’ de aymi K, sabit egriligine

sahipse M’ ye izotropiktir denir. Diger denk bir ifade ile X, YeT, (M) ve

<X,Y >=0 igin
<h(X,X),h(X,Y)>=0

ise M” ye izotropiktir denir. Eger ||h(X, X)|| degeri Xe T, M ve pe M ’den bagimsiz

ise bu taktirde M’ ye sabit izotropiktir denir .

Teorem 4.1.4.4: M < IE?* yiizeyi izotropik ise M yari-umbiliktir. Yani ortalama
egrilik vektorii yoniindeki Ay Weingarten doniisiimii 6zdeslik doniisimii ile

orantilidir (Chen, Verheyen, 1984).

Teorem 4.1.45: Chen-altmanifoldlar1 sinifi  tim minimal, yari-umbilik

altmanifoldlari, birinci normal uzayinin boyutu boy N; (M) <1 olacak sekildeki tim

altmanifoldlar1 ve dolayistyla tim hiperyiizeyleri kapsar (Gheysens, Verheyen,
Verstraelen, 1983).

Ornek 4.1.4.6: T2 c IE* (Tor),

x(u,v) = (acosE, asinﬂ, bcosx, bsin X)
a a b b
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parametrik gosterimi ile verilen tor ylizeyi izotropik olup bir Chen yiizeyidir. Bu

yiizey ayn1 zamanda kisitl tiptedir.

Coziim: Kismi tiirevler yardimiyla
X, =(—sin£,cos£,0, 0), X, :(0,0,—sinx,cosx,)
a a b b
teget vektorleri ve
u .u Vv .V
n, =(cos—,sin—,0,0) , n, =(0,0,cos—,sin—
1= ( SN2 ) 2 =( b b)

normal vektorleri elde edilir. Buradan

X X
g ==X, , 6, =7"=X,,8

<[ <

n n,

=—L=n,e,=—2=n
B I 1

ortonormal gatisi elde edilir. Boylece e1, €, €3 Ve €4 lin kovaryant tiirevleri alinarak

%el e, =(—ECOSE,—£SinE,O, 0) :_les
a a a a a

1 v 1. v 1
cos—,——sin—)=—-—e,

Ve e, =(0,0 — =
82 = ( b0 b T T

%el ez :%ez el =0

%el e3 = (—lsing,_lcosg’ol 0) :lel
a a a a a
%el e4 :%ez e3 :O
%ez €, :(0, O,—lSinx,ECOSX) :162
b b b b b
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olup "Es 2.1" ve "Es 2.2" denklemlerinden
1 1
h(e,.e,) = _ges , h(e, e,)=h(e,e,)=0, h(e,.e,) = _594

elde edilir. Bdoylece (h(el,el),h(el,ez»:001dugundan Tor yiizeyi izotropiktir.

Bununla beraber Teorem 4.1.4.4 den dolay1 her izotropik yiizey yari umbilik
oldugundan tor yiizeyi yari-umbilik bir ylizeydir. Ayrica Teorem 4.1.4.5 den dolay1
yari-umbilik her yiizey bir Chen yiizeyi oldugundan S'(a)xS'(b) < IE* bir Chen
yiizeyi olur. Boylece

H :%(h(el,el)-i-h(ez’ez))

olup Bertrami formiiliinden

Ax =—2H
1 1
=—(h(e,,e,)+h(e,.e,)) :ge3 +Be4

1 u 1. u 1 v 1. v
=(=cos—, =sin—, —cos—, —sin—)
a a a a b b

bulunur. Boylece

] acos EcosE
a 00 0] 3 b,, ‘i 3
asin— Zsin—
Ax:Ax+B:OBOO a+b21:i1 a
0 0 v O0fpcosY| [Pa| |ZcosY
000 bl |b b
Ry 4 1. v
bsin— —sin—
L b | L b b |
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oldugundan
10 0 o0
a
1 0
0 = 0 0 0
A= a L ve B=
0 0 = 0 0
b
1 0
0O 0 O o7

elde edilir. Sonug 4.1.3 geregince Tor yiizeyi kisitl tiptedir.

Ornek 4.1.4.7: H® < IE* (Helissel Silindir),

X(u,Vv) = (u, ccosv, csinv, dv)

parametrik gosterimi ile verilen helissel silindir yilizeyi bir Chen ylizeyidir. Ayrica bu

yiizey kisitl tiptedir.

Coziim: Kismi tiirevler yardimiyla

X, =(10,0,0), |x,[=1
X, =(0,—csinv,ccosv,d) , [x,[=+vc* +d?

teget vektorleri ve
n, =(0,cosv,sinv,0), |n|=1

Je? +d?

d . d
n, :(O,Esmv,—gcosv,l) | = c
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normal vektorleri elde edilir. Buradan

X X 1 .
el_m_xu, e, = ||x:|| = m(o,—csmv,ccosv, d)
n, n, C

= (O,gsinv,—gcosv,l)
C

e, =—=—=n = =
Y R I RN

ortonormal gatis1 elde edilir. Boylece e3 Ve e4 lin kovaryant tiirevleri alinarak

Vel el - Vel 62 :Vez el - O

%ez e, :—ﬁ(o, cosv, sinv, 0)=—027CLdz €,

691e3:§e1e4 =0

%ez e, =ﬁ(0,—sin v, cosV,0) = o idZ e, — (czfgz)z e,
%ez e, =ﬁ(o,%cosv,%sin v, 0) :ﬁ%

olup "Es 2.1" ve "Es 2.2" denklemlerinden

C
h(eyel) = h(eliez) = h(eZ’el) :O ’ h(eZ'eZ) = _ﬁe:‘?
c“+d
C
Aesel :A6481 :A94€2 =0, _Ae3e2 = c2+d2 €,

bulunur. Boylece

0 0
-A,, [O L} ve —A, :{O 0}
c®+d’ 00
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0 0 .
matrisleri elde edilir. Ayrica A, A, :{0 O} oldugu i¢in iz(A, A, )=0 dir. Bu

durumda "Es 4.1.4.1" esitliginden a(H) = 0 bulunur. Dolayisiyla 1E* deki helissel
silindir bir Chen yiizeyi olur. Boylece

H :%(h(el,e1)+h(ez,ez))

olup Bertrami formiiliinden

Ax=-2H
:_(h(eliel)"'h(ezvez)):Lea
c®+d?
—L(O cosv, sinv, 0)
ct+d® ’ ’
olup
@ 00 0 u 7 [b, 0
0 0 Ojfccosv| |b 2 42
AX=Ax+B= b _ 2|_| ¢ +d
0 0 vy Ofcsinv| |by c
2 2
000 u| dv | |by| |© 60'
oldugundan
(1) 0 0 0
— 0 0 0
A=| C+d 1 ve B=
0 0 —— 0 0
c’+d 0
0 0 0 0]
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bulunur. Sonug 4.1.3 geregince Helissel silindir kisitli tiptedir.

4.2 Kisith Tip Egriler

v:1c IR — IR" egrisi keyfi parametreli regiiler bir egri olsun. Bu takdirde y

nin Laplasi Es 3.12 yardimiyla

dzy

r =—y"(t) (4.2.1)

Ay =

dir. Ayrica (Bertrami formiilii) "Es 3.4" den

H=—-Ay=7"(t) (4.2.2)

dir.

Onerme 4.2.1: y c IR" egrisi icin

—y"()=Ay=Ay+B (4.2.3)

esitligini saglayacak sekilde A e IR| (simetrik) ve B e IR] matrisleri bulunuyorsa vy

egrisi kisith tiptedir.

Ispat: yegrisi kisitl tip bir egri olsun. Sonug 4.1.3 den

Ay=Ay+B (4.2.4)

dir. Boylece "Es 4.2.2" ve "Es 4.2.4" yardimiyla istenilen sonug elde edilir.
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Sonug 4.2.2: y < IR" egrisinin kisitli tipte olmasi igin gerek ve yeter sart

-y =Ay’ (4.2.5)

olmasidir. Burada A € IR} simetrik matristir.

Ornek 4.2.3: S*(a) < IR? cember kusitli tiptedir.

Coziim: S'(a) cemberi y(t) =(acost, asint) parametrelendirilmesiyle verilsin. Bu

takdirde ynin yiiksek mertebeden tiirevleri yardimiyla

7"(t) =—-Ay'(t)

bulunur. Béylece A =1, oldugundan S'(a) gemberi kisith tiptedir.

Ornek 4.2.4: y(t)=(rcos(ct+d), rsin(ct+d), at+b) parametrelendirilmesi ile

verilen helis egrisi kisith tiptedir.

Coziim: ynin birinci ve liclincii mertebeden tiirevleri sirasiyla

v'(t) = (=resin(ct +d), rccos(ct +d), a)
v"(t) = (—rc? cos(ct +d), -rc?sin(ct +d), 0)

v"(t) = =(-rc’sin(ct +d), rc® cos(ct +d), 0)

bulunur. Boylece

=" =Ay'(H)

sartin1 saglamasi i¢in
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¢ 0 0
A=|0 ¢ 0
0O 0 O

bulunur. Bu da bize y nin kisitli tipte oldugunu gosterir.

Ornek 4.2.5: Tamamen IR* de yatan her k-tipindeki egri kisithi tiptedir (Chen,
Dillen, Verstraelen, Vrancken, 1993).

Ornek 4.2.6: IR™ 'nin her 2-tipindeki egrisi kisith tiptedir (Chen, Dillen,
Verstraelen, Vrancken, 1993).

Ornek 4.2.7: IR? da tamamen yatan IR™ de ki her 2-tipindeki egri ve her k-tipindeki
egri kisitlt tip bir egri olmasina ragmen, sonlu tipte her egri kisith tip degildir (Chen,
Dillen, Verstraelen, Vrancken, 1993).

Ornek 4.2.8: Asagidaki IR® te 6-tipindeki egri kisith tipte degildir (Chen, Dillen,
Verstraelen, Vrancken, 1993).

2 12 3 16 3 20 1 24 1 28
v(S) =| ——=C0S—=S+—C0S—S +—C0S —S + — COS—S + — COS —§,
3 17 4 17 10 17 8 17 14 17

2 .12 3 .16 3 .20 1.24 1 .28 . 8
——=SIN—S+—SIN—S+-—SIN—S+—SIN—S+-—SIN—5,SINn—5 |.
17 4 17 10 17 8 17 14 17 17

Ornek 4.2.9: y(s) = (cos ms, sinms, cosns, sinns) M,N € Z* parametrik gosterimi ile

tanimlanan W-egrisi kisith tiptedir.

Ispat: : yegrisinin birinci ve iigiincii mertebeden tiirevleri sirasiyla

v'(s) = (—=msinms, mcosms, —nsinns, Ncosns)
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v"(s) = (m>sinms, -m°cosms, n’inns, -ncosns)
bulunur. Boylece
—y"(t) =Ay'(t)

sartinin saglanebilmesi i¢in

olmalidir. Bu da bize y egrisinin kisith tipte oldugunu gosterir.
Onerme 4.2.10: IR?*deki kiiresel her bir egri kisith tiptedir.

Ispat: y(I) = S?(a) egrisi
v(u) = (acos® u, %sin 2u,asinu)

parametrelendirilmesi ile verilsin. Bu takdirde ynin birinci ve tg¢iincii mertebeden

tiirevleri sirasiyla

v'(u) = (—asin 2u,acos2u,acosu)
v"(u) =—(—4asin 2u,4acos 2u,acosu)

bulunur. Boylece

=" =Ay'(D)
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sartinin saglanebilmesi i¢in

>

Il
o o ~
o » O
» o o

olmalidir. Bu da bize y egrisinin kisith tipte oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.11: (Chen, Dillen, Verstraelen, Vrancken, 1993) IR? *de bir egrinin
kisith tipte olmasi igin gerekli ve yeterli kosul asagidaki diizlemsel egrilerinden

birinin agik bir parcasi olmasidir:

1) Bir ¢ember;

2) Bir dogru;

3) ¢ # 0 olmak iizere cos(cx) = e seklinde bir egri;

4) a>b > 0 ve ¢ = a-b olmak iizere asinz(\/EX) + bsinhz(\/Ey) = ¢ seklinde
bir egri;

5)a> 0> b ve c =a-b olmak iizere asinz(\/EX) - bcoshz(«/Ey) = ¢ seklinde

bir egri.

ispat: y, IR? de yay uzunlugu ile parametrelendirilmis bir egri olsun. Eger v kisitl tip

ise, 0 zaman
<AT, T >=x?2 (4.2.6)

olacak bi¢cimde sabit bir A endomorfizmi vardir. Burada T=v' ve K vy 'nin

egriligidir. A nin simetrik oldugu varsayabilecegi i¢in, A matrisini

(s
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bi¢iminde bir kdsegen matris olacak bigimde IR? de 6klid koordinatlarini secebiliriz

ve a>Db oldugunu varsayabiliriz.
T(s) = (cos 6(s),5in 6(s)) 4.2.7)

olsun. Buradan
T'(s) = (—sin e(s)@ ,€0s0(s) d—e)
ds ds
oldugundan
) Loe (deY
K*(s) =[T'(s)| :(E) (4.2.8)

ve
AT = (acos6(s),bsin6(s) )
yardimuyla "Es 4.2.6" esitliginden
K2(s) = (acos? 6(s) + bsin2 6(s)) (4.2.9)

oldugundan "Es 4.2.8" ve "Es 4.2.9" esitliklerinden

[3—2) = (acos2 6(s) + bsin2 6(s)) (4.2.10)

elde edilir. Boylece asagidaki durumlar s6z konusudur;
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1. Durum: a=b=0 ise "Es 4.2.9" esitliginden « =0 olur. Bu durumda egri
diiz bir dogrunun agik bir kismudir.

2. Durum: a=Db=0 ise "Es 4.2.9" esitliginden x=+/a olur. Bu durumda
egri bir cember yayidir.

3. Durum: B(0) =y(s(6)) nin yeniden parametrizasyonu olsun. 3(6) = y(s(6))

ise ((jj_g = y'(s(e))% olup "Es 4.2.7" ve "Es 4.2.9" esitliklerinden

@:i( cos 0 . sinod | J (42.11)
do Jacos2+Dbsin20 acos2+bsinz 0

olur. 3. durumu {i¢ alt durumda inceleyecegiz.

3.1 Durum: a>0, b=0 ise

ag_, 1 1sin6
do | .a +Jacos6

(4.2.12)

olup "Es 4.2.12" nin integrali alinirsa

B(6) = i(%(ﬂcl,—% In|cos 6] + cz]

elde edilir. ¢, =C, =0 oldugunu varsayalim. Bu durumda

B(6) = J_r[% 6,—% In|cos 6|j
a a

olur.
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__ 1 Injcos 6]

x—iey
Ja T

1
dersek ©=+/ax olur. Bunu y=—T|n|COSG| da yerine yazip ve c=+/a alinirsa
a

1 - 1
y =—=1In|cos6| elde edilir. Buradan y =—=1In|coscx] olur.
c c

3.2 Durum: a>b>0 ise "Es 4.2.11" esitliginin integrali alinirsa

B(e)zi[\/l_bsin‘l( a%bsine}—\/l_bsinh‘l(‘/a;bbcose]]
a-— a-—

olur. Buradan

alindiginda
Jasin(Va—bx)=+a—bsin6 , vbsinh(a—by)=a—bcos
bulunur. Béylece
asinZ(\/ﬁx)+ bsinhZ(\/ﬁy)za—b (4.2.13)
dir. Burada "Es 4.2.13" denkleminde ¢ =a—b alinirsa

asin’(cx)+bsinh?(cy)=c
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bulunur.

3.3 Durum: a>0>Db ise "Es 4.2.11" esitliginin integrali alinirsa

B(e)zi[\/l_bsin‘l[ a%bsinej,—Jl_bcosh‘{‘/b—;acoseﬁ
a— a-—

olur. Buradan

1 . /a—b . 1 3 /b—a
X = sin‘t| .|——sin® |, y=—-———cosh ——€0s0

alindiginda

Jasin(va—bx)=a—bsin@ , vbcosh(ya—by)=vb—acos

ve

asin’ (\/ﬁx)— bcosh? (ﬂy)z a-b (4.2.14)

dir. Buradan "Es 4.2.14" denkleminde ¢ =a —b alinirsa
asin’(cx)—bcosh®(cy)=c

bulunur (Chen, Dillen, Verstraelen, Vrancken, 1993).
Sonu¢ 4.2.12: y birim hizli diizlemsel bir egri olsun. y egrisinin kisith tipte ise
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul y nin egriligi K nin asagidaki denklemi

saglamasidir;
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KKKk +Hic3k'=0 . (4.2.15)

Burada tiirev yay uzunlugu parametresi yoniinde almmustir (Chen, Dillen,

Verstraelen, Vrancken, 1993).
Ispat: = : y egrisi kisith tip ve y nm egriligi K olsun. Bu takdirde "Es 4.2.9" dan
K2(s) = (acos? 6(s) + bsin2 6(s)) (4.2.16)
bulunur. Buradan
K'(S) = (—a+b)sin6(s) cos 6(s)

K" (S)
K(S)

=(a—h)sin?0(s) + (—a+b) cos’ (s) (4.2.17)
"Es 4.2.16" ve "Es 4.2.17" kullanilarak

%(SS))-I-ZKZ (s)=(a+b) (4.2.18)

elde edilir. a ve b sabit oldugu igin (a+Db) sabit olur. "Es 4.2.18" in her iki tarafinin
tirevi alinirsa "Es 4.2.15" elde edilir.

< : Ispat agikardur.
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