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R-modiillerin ve R-modiil homomorfizmleri kullanilarak halkalarin siniflandirilmasi konusu
siklikla galigilmaktadir. Son yillarda, bu konu ile ilgili olarak yeni metodlar izlenmeye baglanmustir.
Tezimizde, bu calismalardan esinlenerek tamimladigimiz iki halka yapisim ¢ahistik. ilk olarak, her
tekil basit R-modiilden her projektif olmayan R-modiile sifir olmayan homomorfizmalarin var
oldugu R halkasini inceledik. ikinci olarak, her projektif olmayan herhangi bir R-modiilden her tekil
basit R-modiile sifir olmayan homomorfizmalarin var oldugu R halkasini inceledik.

Anahtar Kelimeler: Projektif modiil, tekil basit modiil, (yart) Artin halkalar, Kasch Halkas1, CC-
halkas.
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ABSTRACT

Classification of rings using R-modules and R-module homomorphisms is frequently
studied. In recent years, new methods have been started to be followed in this regard. In our thesis,
we studied two ring structures that we defined inspired by these studies. Firstly, we studied the ring
in which non-zero homomorphisms exist from each singular simple R-module to each non-projective
R-module. Secondly, we studied the ring in which non-zero homomorphisms exist from every non-
projective R-module to every singular simple module.
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: f Homomorfizmasinin Cekirdegi
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. R halkasinin sokulu

: M Modiiliiniin Jacobson Radikali

: M nin Burulma Elemanlarinin Kiimesi

: M nin Tekil Elemanlarinin Kiimesi

: B; Alt Modiillerinin Toplami

: My Modiillerinin Dogrudan Carpimi

: N; ve N, Modiillerin Dogrudan Toplami

: Projektif Sag Modiillerin Sinifi

: Tekil Basit Modiillerin Sinifi

: Tekilsiz (nonsingular) Modiillerin Sinifi
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: Projektif Olmayan Esatomik Modiillerin Sinifi

: Tlim sag R-modiillerin sinifi



1. GIRIS

Bu caligmada, R degismeli olmasi gerekmeyen birimli bir halka, Mod-R tim sag R -
modiillerin smifi olarak alinacaktir. Aksi belirtilmedikce, bu ¢alismada tiim R-modiiller sag R-
modillerdir. Calismamiz boyunca, tiim projektif (sirasiyla, tekilsiz (nonsingular), projektif olmayan
devirli, projektif olmayan sonlu iiretilen, projektif olmayan es atomik (coatomic), basit tekil) sag R-
modiillerin sinift P (sirasiyla, N, C, F, Cq4, §) ile gosterilecektir.

Calismamiz, herhangi iki modiil sinif1 arasinda sifir olmayan homomorfizmalarin var olmasi
kosulu altinda halkalarin siniflandirilmasi iizerine yapilan calismalardan esinlenilmistir. Injektif
olmayan herhangi iki modiil arasinda sifir olmayan homomorfizmalarin var oldugu halkalarin
karakterizasyonlar1 Noyan ve Tirkoglu (2020) makalesinde ¢alisilmistir. Benzer olarak, projektif
olmayan herhangi iki modiil arasinda sifir olmayan bir homomorfizmanin var oldugu halkalarin
karakterizasyonlar1 Tiirkoglu, (2022) makalesinde galisilmistir. Bu halkalara, denk olarak, her A, B
€ Mod- R\ P i¢in Hom(4, B) # 0 6zelligini saglayan halkadir. Tiirkoglu (2022) makalesinde oldugu
gibi bu 6zellige sahip halkalara (T) 6zelligine sahip halkalar diyecegiz. Tez ¢alismamizda, (T)
ozelligine sahip halkalarin birbirinden farkli iki genellemesini galistik.

Noyan ve Tiirkoglu (2020) ve Tiirkoglu (2022) makalelerinde ¢aligilan iki halka sinifinin
karakterize edilmesinde basit modiiller 5nemli bir rol oynamislardir. Basit modiiller araciligiyla, (T)
ozelligine sahip halkalarin iki farkli genellemesi asagidaki gibi tanitilmugtir.

(T1): Her B € Mod-R\ P ve her A € § i¢in Hom(B, A) # 0.
(T2): Her B € Mod-R\ P ve her A € § igin Hom(4, B) # 0.

Tez calismamiz (T1) ve (T2) 6zelliklerine sahip halkalarin incelenmesi iizerinedir. (T1) ve
(T2) ozelliklerine sahip halkalarin bazi temel 6zelliklerini bulduk ve bu 6zelliklere sahip halkarin
karakterizasyonlari lizerine bazi sonuglar elde ettik. Ayrica, (T1) ve (T2) 6zelliklerine sahip halkalar
ile (T) 6zelligine sahip halkalar arasindaki iliski iizerine bazi sonuglar elde ettik. Ornekler yardimiyla
(T1) veya (T2) odzelliklerinden birini saglayan halkanin (T) 6zelligini saglamadigin1 gosterdik. (T1)
ve (T2) ozelliklerine sahip halkalarin tam olarak (T) 6zelligine sahip oldugunu gosterdik. Bir R
halkas1 (T1) 6zelligine sahiptir ancak ve ancak R halkasi yalmz bir tekil basit R-modiile sahip sag
maks halkasidir. Bir R halkas1 (T2) 6zelligine sahiptir ancak ve ancak R halkasi yalniz bir tekil basit
R-modiile sahip sag Y. —t genisletilmis (extending) sag C-halkasidir. R tekilsiz olmayan bir halka ise,
R halkasi1 (T2) 6zelligini saglar ancak ve ancak R, yalniz bir tekil basit sag R-modiiliine sahip yari-
Artin halka ve R/Z,(Rpy) sag ve sol Artin kalitsal (hereditary) seri halkasidir.

Tezimizin son boliimiinde, (T) 6zelligine sahip halkanin siniflandirilmasi {izerine galigtik.
Bu halkanin sag mitkemmel ve sag Kasch halkasi oldugunu gosterdik. (T) 6zelligine sahip halkalar

ile CC-halkalar1 arasindaki iliskiyi bulduk. Son olarak; degismeli bir R halkasmin (T) 6zelligini



saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul R = A X B olacak sekilde bir halka ayrismasinin bir yar1 basit

Artin A ve asagidaki kosullardan birini saglayan B i¢in var olmasidir:

(1) B, yalniz tekil basit sag R-modiilii ile yari-Artin maks halkasidir,
(2) B, yalniz bir tekil basit sag R-modiiliine sahip Artin kalitsal seri halkasidir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez ¢aligmamz ile ilgili temel kavramlar1 verdik.
2.1. Halkalar
Tamm 2.1.1 (R, +) bir degismeli grup ve “.” R iizerinde bir ikili islem olsun. Her a, b, ¢ € R igin,

i a-(b-c)=(a-b)-c (birlesme ozelligi),
ii. a(b+b)=ab+a-c,(a+b)'c=a-c+b-c

sartlarina sahip (R, +, -) cebirsel (algebraic) yapisina halka denir. Ayrica, (R, +) degismeli grubun
birim elemanina halkanin sifirt denir ve O bigiminde gosterilir. Genel olarak “(R, +, -)” cebirsel
yapisi (veya halkasi) yerine “R halkas1” ifadesi kullanilir (Wisbauer, 1991).

Tamm 2.1.2 (R, +, ) bir halka (cebirsel yap1) olsun.

i. Herx€eRi¢inlg -x = x- 1z = x olacak bi¢gimde 1z € R var ise 1z ye R halkasinin
birimi denir ve R ye bir birimli halka denir.

ii. Hera,b€Rigin a-b=>b-aoluyor ise R halkasina, degismeli (abelyen) halka denir
(Halicioglu ve Ungor, 2019).

Genellikle R halkasinin birimi 1 = 1y ile gosterilir. Tezimizde aksi belirtilmedikg¢e halkalar,
birimli halkalar olarak alinacaktir.
Tamm 2.1.3 R bir halka olmak iizere, a € R elemani i¢in, ab = 0 olacak bigimde sifir olmayan bir
b € R var ise, a elemanina R halkasinin sifir boleni denir. Sifir bolensiz degismeli ve birimli bir R
halkasina degismeli bolge (domain) denir (Wisbauer, 1991).
Ornek 2.1.4 Tam say1 halkas1 Z bir degismeli bolgedir.
Tamm 2.1.5 R bir halka olmak lizere; a € R igin, eger a.b = 1 (b.a = 1) olacak bi¢imde b € R
elemani var ise a elemanina sol (veya sag) tersinir eleman denir. Eger a hem sag hem de sol tersinir
oluyorsa, a € R ye tersinir eleman denir (Anderson ve F.W. Fuller, 1992).
Tanmim 2.1.6 Degismeli ve birimli bir halkanin sifir olmayan her elemanin tersi bulunuyor ise, bu
halkaya cisim (field) denir (Wisbauer, 1991).
Ornek 2.1.7 C,R ve Q halkalar1 birer cisim 6rnekleridir.

Tamm 2.1.8 R bir halka ve I, R nin bostan farkli altk {imesi olmak iizere; eger,

i Hera,b €ligin a- b€ I,
il. Herk e Rvehera €ligina.k, k.a €l



kosullar1 saglaniyor ise I alt kiimesine R halkasinin bir ideali denir. Eger her k € R ve her a € [ igin
k.a € I oluyor ise R alt kiimesine R halkasinin bir sol ideali, a.k € I oluyor ise I ya R halkasinin bir
sag ideali denir (Halicioglu ve Ungér, 2019).

Ornek 2.1.9 3Z ve 5Z alt kiimeleri Z halkasinin (tam sayilar halkasinmn) idealleridir.

Ornek 2.1.10 R bir halka olmak iizere, R halksmin {Og} ve R alt kiimeleri R nin birer idealidir.

Tamm 2.1.11 R bir halka olmak tizere, R nin sol ve sag idealleri I, I, olsun. Bu durumda,

i. L+, =a+b:ac€l,b el sol(vesag)idealine I; ve I, ideallerinin toplami,
ii. I I, ={ayby +ayb, + ...+ apyb, : a; €1, b;€l,,1<i<nne€Z}sol (ve sag)

idealine I ve I, ideallerinin carpimi denir (Halicioglu ve Ungér, 2019).

Tamm 2.1.12 n € N i¢in R birimli, degismeli bir halka olmak tizere; x;, x5, -+ x, € R olsun. R nin,

(X1, %, xp) ={ X111 Fx3m5 + ...+ X1, T, T, Ty € RY

seklindeki idealine, xq, x5, -+ x, elemanlari ile iiretilen ideal denir. Ozel olarak a € R i¢in (a) =
{ar:r € R} idealine R nin aelemann ile iiretilmis esas (veya temel) ideali denir (Halicioglu ve Ungor,
2019).

Tamm 2.1.13 R bir halka olsun. M, R halksinin bir 6z (proper) ideali olmak {izere, eger M € [ € R
kosulunu saglayan her [ ideali igin I = M ya da I = R oluyor ise M ye R nin bir maksimal ideali
denir (Halicioglu ve Ungdr, 2019).

Teorem 2.1.14 @ # R halkas i¢in asagidakiler birbirine denktir.

i. R halkasi tek sol (ve sag) maksimal ideale sahiptir,
ii. a € Relemani veya 1 — a elemant tersinirdir,
iii. R nin biitiin tersinmez (tersi olmayan) elemanlarinin olusturdugu kiime [ ise I, R halkasinin
6z (proper) idealidir (Wisbauer, 1991).

Tamm 2.1.15 Teorem 2.1.14 de verilmis olan kosullardan birine denk R halkasina lokal veya yerel
halka denir (Anderson ve F.W. Fuller, 1992).

Tamim 2.1.16 R bir halka olmak tizere, @ + S € R olsun. Eger S kiimesi R halkasinin iglemleriyle
bir halka oluyor ise S alt kiimesine R nin bir alt halkas1 denir (Halicioglu, 2019).

Ornek 2.1.17 R bir halka olsun. {0} ve R kiimeleri R halkasinin alt halkalaridir (Rotman, 2009).



Ornek 2.1.18 n € N olmak iizere nZ = {nx:x € Z }kiimesi Z tam sayilar halkasmin bir alt
halkasidir. Tek tam sayilar kiimesi bilinen toplama (+) islemine gore kapali olmadigindan Z’nin bir
alt halkasi degildir (Wisbauer, 1991).

Tamm 2.1.19 R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. a, b € R elemanlar1 i¢in, a = b denkliginin
saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul a — b € I igermesidir. Buradaki “=" bagintisina, R halkasi
tizerinde bir denklik bagintisi denir. Bu bagintinin tiim denklik simiflarinin kiimesi R/ I = {a +1: a
€ R} seklinde gosterilir (Halicioglu ve Ungdr, 2019).

Tamm 2.1.20 R bir halka ve R’nin bir ideali I olmak {izere, her a + I, b + I € R/l igin

i. (@+D)+@B+D)=(a+b)+1,
i. (a+1)-(b+D)=(a-b)+1

kosullar1 ile tanimli, ¢arpma ve toplama islemleriyle (R/I, +, -) cebirsel yapisi bir halkadir. Bu

halkaya R nin I idealine gore boliim halkas1 denir (Halicioglu ve Ungér, 2019).

Ornek 2.1.21 R = {[¢ ’Z ‘a,b € R, c € Q) halkast ve Rnin 1= {7 g] . a, b € R} idealini

ele alalim. R/ bilim halkasini bulalm. |3 g] € I oldugu igin, [{ lc’]+1=([g g +[8 ‘C)])

_ [0 0 [0 0 '
=1 C]+10|up,R/1_{[0 C]+I.c € Q} olarak bulunur.

Tammm 2.1.22 R ve S halkalarn ve f: R — S fonksiyonu verilsin. Eger her a, b € R icin
fla+b) = f(a)+ f(b),
f(ab) = f(a)f (b)
ise f ye R den S ye bir halka homomorfizmasi denir (Alizade ve Pancar, 2019).
Tamm 2.1.23 R bir halka ve n € N igin {I,,},en, R nin sag ideallerinin bir ailesi olsun.
LS L<S..€1, S...

artan zinciri sonlu adim da duruyor ise, R ye sag Noetherian halka denir (Pancar ve Tiirkmen, 2014).
Teorem 2.1.24 R bir halka ve n € N igin {I,},ey R nin sag ideallerinin bir ailesi olmak {izere;

asagidakiler birbirine denktir.

1. R sag Noetherian halkasidur,

2. R halkasmin her sag ideali sonlu tiretilmistir,

3. R halkasinin sag ideallerinden olusan her ailenin (bostan farkli) maksimal bir elemani
vardir (Pancar ve Tiirkmen, 2014).

Tamm 2.1.25 R bir halka olmak tizere, n € N igin {I,,},,cn, R nin sag ideallerin bir ailesi olsun.

..€hhcl,,c...€ L



azalan zinciri sonlu bir adim da duruyor ise R ye Artin halka denir (Lam, 1991).

Teorem 2.1.26 R bir halka olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

1. R, sag Artin halkadir,
2. R nin sag ideallerinin (bostan farkli) her alt kiimesinin bir minimal eleman1 vardir (Lam,
1991).

2.2 Modiiller

Tamm 2.2.1 M toplamsal bir degismeli grup olmak tizere M X R = M, (m,r) - m.r ile taniml

islem her r, r;, r, € R ve her m,my, m, € M elemanlari i¢in

1) (Imy+my).r=my-r+my-r
2) m(n+n)=m-r+m-n

3) m-(mr)=(m-m)

kosullarini sagliyor ise, M ye bir sag R-modiil denir. Bu kosullara ek olarak,

4) 1zp,m=m

kosulu da saghiyor ise M ye sag birimsel (unitary) R-modiil denir. Sol R-modiil benzer sekilde
tanimlanir. Eger R bir sol R-modiil ise z M, M bir sag R-modiil ise Mgseklinde gosterilir. Tez
calismamiz boyunca, aksi belirtilmedikge, modiiller sag R-modiil olarak alinacaktir. Ozel olarak R
halkas1 degismeli halka ise, sag (veya sol) R-modiilii yerine R-modiil denir. R halkas1 bir cisim ise,
M R-modiiliine R iizerinde vektdr uzayi denir (Aydin, 2012).

Onerme 2.2.2 N bir R-modiil olmak iizere, n € N ve a € R elemanlar igin

i. OR'Tl=0N
ii a'ONZON

iii. (—a)'n=—-(a-n)=a -(-n)

ozellikleri saglanmir (Aydin, 2012).

Ornek 2.2.3 Toplamsal ve degismeli her grup bir sol (ve sag) Z-modiildiir (Aydin, 2012).

Ornek 2.2.4 M, R halkasinin toplama islemine gore degismeli bir alt grubu olsun. M, R nin ¢arpma
islemiyle bir R-modiil olur (Aydin, 2012).

Onerme 2.2.5 67Z grup ve k, n € Z olsun.



6Z X Z — 6Z, (6k, n) — 6kn tanimlayalim. 6Z grubu bu tanimla bir Z-modiildiir.

Ornek. 2.2.6 M = M,y (R) girdileri R de olan n x m tipindeki biitiin matrislerin kiimesi olsun.
Matris toplami ve ¢carpimiyla M bir R-modiil olur (Rotman, 2009).

Ornek 2.2.7 A degismeli bir grup ve + grubun toplama islemi olsun. n € Z ve a € A i¢in

n > O0isenx=x+x + ... + x (ndefa),

0>nisenx =-x-x-...-x (|n| defa)

kosullar1 saglansin. O halde her A degismeli grubu bir Z-modiildiir (Rotman, 2009).

Tanim 2.2.8 M bir R-modiil ve @ = K € M olsun. Her a,b € K ve her r € R elemanlari i¢in

i. O0y€eK
ii. a—-bek
iii. ar€K (raeKk)

oluyor ise K ya M nin bir sol (veya sag) R alt modiilii denir (Aydin, 2012).

Ornek 2.2.9 M bir R-modiil olmak iizere, {(@} alt kiimesi ve M kendisinin alt modiiliidiir (Rotman,
2009).

Ornek 2.2.10 Bir halkanin her ideali, kendisinin bir alt modiiliidiir. Tersi durumda ise halkanin her
alt modiilii, halkanin bir ideali olur (Aydin, 2012).

Ornek 2.2.11 N bir R-modiil ve n € N olsun. Rn kiimesini, Rn = {rn : r € R} olacak sekilde
tanimlayalim. Buradan N, R-modiiliiniin bir alt modiilii olur. (Rotman, 2009).

Tamim 2.2.12 T bir sag R-modiil, S de T nin 6z alt modilii olsun. Eger, T modiiliiniin S alt
modiiliini kapsayan baska 6z alt modiilii bulunamiyor ise, S 6z alt modiiliine T R-modiiltiniin bir
maksimal alt modiilii denir. R halkasiin bir maksimal sag alt modiiliine, maksimal sag ideal denir
(Pancar ve Tirkmen, 2011).

Ornek 2.2.13 Bir halkanin maksimal ideali, halka tizerindeki modiiliin maksimal alt modiiliidiir.
Onerme 2.2.14 R bir halka olmak iizere, R halkasmin her sol (ve sag) ideali bir maksimal sol (ve
sa@) ideal tarafindan igerilir (Pancar ve Tiirkmen, 2011).

Teorem 2.2.15 K bir sag R-modiil ve L, K nin bir alt kiimesi olsun. L, K nin bir alt modiiliidiir ancak
veancak L # @,Vx,y € Lver € R i¢in x + ry € L dir (Rotman, 2009).

Tamm 2.2.16 M bir R-modiil ve N € M olsun. M R-modiiliiniin N yi kapsayan tiim alt modiillerinin
kesisimine N ile iiretilen alt modiil denir ve (N) seklinde gosterilir. N kiimesi sonlu bir kiimeyse,
kisaca N ile tretilen, sonlu iretilmis bir alt modiil denir. N, N = {n} big¢iminde ise, (N) =
(n)ifadesine devirli alt modiil denilir ve (n) =nR = {nr : r € R} seklinde gosterilir. Dahasi, {4; :
i € I}, M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun. N = U; ¢ ; A; kiimesiyle iretilen alt modiile, 4; alt
modiillerinin toplami denir. A; alt modiillerinin toplami );; ¢ ; A; bigimin de gosterilir ve Y; ¢/ 4; =

{Zk  a; k€N, i€l a; €A} S M dir (Wishauer, 1991).
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Tamm 2.2.17 Herhangi bir {M;, : k € K} modiiller kiimesinin [[,cx M}, kartezyen elemanint (my)
bigiminde gosterelim. Kartezyen ¢arpimin (my,) ve (ny) ile gosterilen iki elemaninin toplamini (1)
+ (ng) = (my, + ny) ve r € R ile garpimi (my)r = (m;,r) olarak tanmimlanir, [[; cx M}, ¢arpiminin bir
sag R-modiil olusturdugunu kolayca gosterebiliriz. [[ cx My ¢arpim modiiliine, M}, modiillerinin
bir direkt ¢arpimi denir (Alizade ve Pancar, 2010).

Tamm 2.2.18 Tanim 2.2.17 deki [[x ex My carpimnin, @(My) ;o = {(mi) € [k ek My : sonlu

sayida k € K i¢in my, # 0} alt modiiliine m;, modiillerinin (dig) direkt toplami denir (Alizade ve
Pancar, 2010).
Tamm 2.2.19 N bir R-modiil olmak ftizere, {N; : i € I}, N modiiliiniin alt modiillerinin bir ailesi
olsun. 1 <i <t araligindaki i i¢cin N; N (N; + ... + N;_1; + N;y1 + ... +N;) = 0 kosulu saglaniyor
ise Ny + ... + N; alt modiiliine N; alt modiillerinin bir i¢ direkt toplami denirve Ny @ N, @ ... ® N,
bi¢iminde gosterilir (Rotman, 2009).
Onerme 2.2.20 M bir R-modiil olmak iizere, {N; : i € I}, M nin alt modiiller ailesi olsun.
N;®N,® ... ®N, direkt toplam ifadesindeki her bir m eleman1 1 < i < t igin, n; € N; olmak
uzere
m=n; +n,..+n
seklinde tek tiirlii yazilir (Aydin, 2012).
Tanim 2.2.21 M bir R-modiil, N, M nin bir alt modiilii olsun.

M/N={m+N:m € M}
kiimesi bir R-modiildiir. Boyle bir modiile M nin N ile olan boliim modiilii denir (Alizade ve Pancar,
2010).
Onerme 2.2.22 M bir sag R-modiil ve I, R nin bir ideali olsun. M R-modiiliiniin devirli olmas igin
gerek ve yeter kosul M = R /R olmasidir (Rotman, 2009).
Tamm 2.2.23 M bir R-modiil olmak iizere, M nin alt modiilleri yalmzca {0} ve M ise M R-
modiiliine indirgenemez (irreducible) R-modiil denir (Aydin, 2012).
Tamm 2.2.24 Sifirdan farkli bir M modiilii i¢in, eger M modiilii, {0} 6z alt modiiliinden bagka 6z
alt modiil icermiyor ise M ye basit modiil denir (F. Kasch, 1982).
Teorem 2.2.25 M bir R-modiil ve N, M nin bir alt modiili olsun. N nin maksimal alt modiil olmasi1
igin gerek ve yeter kosul M/N boliim modiiliiniin bir basit modiil olmasidir (Wisbauer, 1991).
Onerme 2.2.26 M bir basit modiil olmak iizere, 0 # m € M yardimiyla olusturulan her devirli mR

alt modiilii igcin mR = M dir (Pancar ve Tiirkmen, 2011).



Tanm 2.2.27 M bir modiil olmak tizere M nin tiim maksimal alt modiillerinin kesisimine M nin
radikali denir ve Rad(M) = {n K : K, M nin maksimal alt modiilii} ile gosterilir (Anderson ve F.W.
Fuller, 1992).

Tamm 2.2.28 M bir R-modiil olmak iizere M nin basit alt modiillerinin toplamina, M nin sokulu
denir ve Soc(M) = Y{K : K, M nin basit alt modiilii} seklinde gosterilir (Anderson ve F.W. Fuller,
1992).

Teorem 2.2.29 Bir M sag R-modiilii igin asagidakiler birbirine denktir.

i. M nin her alt modiilii basit alt modiillerin bir toplamudir,
ii. M, basit alt modiillerin bir toplamudir,
iii. M, basit alt modiillerin bir direkt toplamudir,

iv. M nin her alt modiilii, M’nin bir direkt toplamidir (Rotman, 2009).

Tamm 2.2.30 Teorem 2.2.29 daki kosullardan herhangi birini saglayan R-modiiliine yar1 basit
modiil denir (Rotman, 2009).

Ornek 2.2.31 M yari basit modiil ise Soc(M) = M dir.

Tamm 2.2.32 M bir R-modiil ve N, M nin bir alt kiimesi olsun. Ann(N) = {r eR :rn = 0,
her n € N} kiimesi R halkasinin bir idealidir. Bu ideale N kiimesinin sifirlayan1 denir ve Ann(N)
seklinde gosterilir (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.2.33 M bostan farkli bir R-modiil olsun. M, R-modiiliiniin basit modiil olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosul sifir olmayan her m € M igin, M = R/Ann(M) izomorfizmas1 ve Ann(M) idealinin,
R nin maksimal ideali olmasidir (D. W Sharpe ve P. Vamos, 1972).

Tamim 2.2.34 R degismeli bolge ve M bir R-modiil olsun. Sifirdan farkli en az bir r € R igin rm =
0 kosulunu saglayan m € M elemani var ise m ye M nin burulma elemani denir. M nin biitiin
burulma elemanlarinin kiimesi T(M) ile gosterilir. T(M) burulma kiimesi M nin bir alt modiiliidiir ve
T(M) ye M modiiliiniin burulma alt modiilii denir. Eger T(M) = M oluyor ise M modiiliine burulma
modili, T(M) = 0 oluyor ise M ye burulmasiz modiil denir (Wisbauer, 1991).

Burulma modiiliiniin degigsmeli olmayan halkalardaki bir genellemesi tekil modiillerdir.

Tamm 2.2.35 M bir sag R-modiil ve N, M nin bir alt modiilii olsun. M nin bostan farkli her K alt
modiilii ile N alt modiiliiniin arakesiti sifirdan farkli ise N ye M nin bir biiylik (essential) alt modiilii
denir ve N =2 M ile gosterilir. M ise N nin biiyiik genislemesi (essential extension) olarak
adlandirilir. Eger N nin M de 6z (proper) genislemesi yok ise N alt modiiliine M de kapali denir
(Kasch, 1982).

Tamm 2.2.36 M bir sag R-modiil olsun. M nin { m € M : R nin baz1 [ biiyiik alt modiilleri i¢in m/
= 0 dir} alt kiimesine, M nin tekil elemanlarinin kiimesi denir ve Z(M) ile gosterilir. Z(M), M nin

tekil alt modiilii olarak adlandirilir. Tekil alt modiiller burulma gruplarinin genellemesidir. M



modiiliine Z(M) = 0 ise tekilsiz modiil denir ve eger Z(M) = M ise tekil modiil denir. R nin sag tekil
ideali Z,.(R) = Z(Ry) dir. M modiiliiniin ikinci tekil (veya Goldie burulma) alt modiili Z,(M),

Z (M)/Z M) = Z (M /Z( M)) esitligi ile tanimlanir. Z,(M) = M ise, M modiiliine Goldie burulma

modiilii denir (Dung, 1990).

2.3 Modiil Homomorfizmalari
Tamm 2.3.1 X ve Y iki R-modiil olsun. f: X — Y d6niisiimii her x, y € X ve her r € R i¢in;

i fx +y)="1(x)+1(y)

ii.  f(rx) = rf(x)
kosullar1 sagliyor ise f donilisiimiine R-modiil homomorfizmasi denir ve X denY ye biitiin modiil
homomorfizmlerin kiimesi Homg (X, V) = {f : X — Y | f bir R-modiil homomorfizmasi} ile
gosterilir. Eger X = Y oluyor ise, Homg (X, X) = Endg(X) = {f : X - X | f bir R-modiil
homomorfizmasi} (endomorfizma) ile gosterilir (Rotman, 2009).
Onerme 2.3.2 X ve Y iki R-modiil f : X - Y, R-modiil homomorfizma olmak iizere, asagidakiler
saglanir.
f(0x) = 0y, x € X igin, f(—x) = —f(x), x, y € X i¢in, f(x — y) = f(x) — f(y) olur (Aydin, 2012).
Tamm 2.3.3 X ve Y iki R-modiil ve f: X = Y bir R-modiil homomorfizmi olsun.

i. {x € X:f(x) =0y} kiimesine f nin ¢ekirdegi denir ve Cekf ile gosterilir.

ii.  f(M) ={f(x) : x € X} kiimesine f altinda M nin homomorfik goriintiisii denir ve Gorf ile

gosterilir (Alizade ve Pancar, 2010).

Ornek 2.3.4 M bir R-modiil ve N < M bir alt modiil olsun. f : M - M /  doniisimind f(a) = a +

N seklinde tanimlayalim. Bu doniisiim, Gor f = M / N » Gekf = N olmak iizere bir R -modiil
homomorfizmidir (Aydin, 2012).
Tamm 2.3.5 X ve Y iki R-modiil ve f: X = Y bir modiil homomorfizmasi olsun.

i. f birebir ise f ye bir R-modiil monomorfizmasi,

ii. f orten ise fye bir R-modiil epimorfizmast,

iii. f birebir ve orten ise f ye bir R-modiil izomorfizmasi,
denir. Eger f bir izomorfizma oluyor ise X ile Y izomorftur denir ve X =Y ile gosterilir (Aydin,
2012).

Onerme 2.3.6 f: X — Y bir R-modiil homomorfizmasi olsun.

i. f bir monomorfizmadir ancak ve ancak Cekf = {0},

ii. f bir epimorfizmadir ancak ve ancak Gorf =Y

olur (Aydin, 2012).
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Onerme 2.3.7 f: X - Y bir R-modiil izomorfizmas1 olsun. O zaman,f~:Y — X, bir R-
izomorfizmadir (Aydin, 2012).

Onerme 2.3.8 X ve Y iki R-modiil ve f: X — Y bir R-modiil homomorfizmi olsun.

i Cekf, X in alt modiliidiir,
ii.  Gorf, Y nin alt modilidiir (Aydin, 2012).

Onerme 2.3.9 R bir halka ve X, bir R-modiil olsun.

i. X, R -modiilii sonlu iiretilmistir ancak ve ancak bir n € N i¢in n: R™ — X epimorfizmasi
vardir.

ii. X sonlu iretilmis ve B: X — Y bir R-modiil epimorfizmi ise Y bir R-modiil olarak sonlu
tiretilmistir (Rotman, 2009).

Teorem 2.3.10 (Modiiller igin 1. izormorfizm Teoremi) X, Y birer R-modiil ve f : X » Y R-

homomorfizmi olsun. Her x € Xigin f'(x + Cekf) = f(x) seklinde tamimh, f' :X/Cekf -
Gorf doniisiimii bir izomorfizmdir. X /ceks Ve Gorf izomorfiktir denir ve X Jcexf = Gorf

seklinde gosterilir (Alizade ve Pancar, 2010).
Teorem 2.3.11 (Modiiller igin 2. Izomorfizm Teoremi) K bir R-modiil ve T ve S, K nin alt modiilleri

olsun. O halde, T < S i¢in S/T nin K /T nin alt modiilii oldugu agiktir. Dolayisiyla; her k € K i¢in

K/T
£+ 5 s ymy = /s
doniisiimii f((k + T) + S/T) = k + S tammuyla bir izomorfizmdir (Rotman, 2009).
Teorem 2.3.12 (Modiiller igin 3. Izomorfizm Teoremi) G bir R-modiil ve X, Y de G nin alt modiilleri

olsun. Her x € X igin f(x + X N Y) = m + Y olacak sekilde tanimlansin. O halde, f: X/(X NnY)
- (X +Y)/Y, f dontisiimii bir izomorfizmdir (Rotman, 2009).

2.4 Kisa Tam Diziler

. . fa fa
Tanmm 2.4.1 Modiillerin ve modiill homomorfizmalarinin bir ... - M4 = M, - M,_4,—-...

dizisi, her n € Z tam sayis1 i¢in Cek f;, = Gorf,,, oluyor ise tam dizi (exact sequence) olarak
adlandirilir (Rotman, 2009).

Dizilerde sifir modiilii {0} yerine “0” kullanilir.
Onerme 2.4.2 M ve N bir R-modiil olsun. O zaman asagidakiler birbirine denktir.

f . g .
1. 0 > M — N bir tam dizidir ancak ve ancak f bir monomorfizmadir,

2. M i N — 0 bir tam dizidir ancak ve ancak g bir epimorfizmdir,
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f ) C . ..
3. 0> M > N - 0 birtam dizidir ancak ve ancak f bir izomorfizmadir.

Onerme2430 > M 5 N 3 P - 0 dizisinin, tam dizi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul;

i. f birebirdir (Cekf = {0}),
ii. Gorf = Cekg,
iii. g ortendir (Gorg = P) (Rotman, 2009).

Tanim 2440 - M Z> N2 P oo seklindeki tam dizilere kisa tam diziler (short exact
sequences) denir (Alizade ve Pancar, 2010).

f .. .
Tamm 2450 > M 5 Nve N 3 M homomorfizmalar: icin g o f = 1,, saglanmyor ise f
homomorfizmine ayrilabilir (Split) monomorfizma, g homomorfizmine ise ayrilabilir (veya

pargalanabilir) epimorfizma denir (Anderson ve Fuller, 1992).

Tamm 2460 - M L N2 P - 0 kisatam dizi olsun. f homomorfizmas: ayrilabilir (split)
monomorfizma ve g homomorfizmasi ayrilabilir epimorfizma ise bu diziye ayrilabilir kisa tam dizi
denir (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.4.70 » M, £> M A M, — 0 kisatam dizi olmak iizere, asagidaki ifadeler birbirine

denktir.

i.  Yukaridaki dizi ayrilabilir,
ii. f:M; — M monomorfizmasi ayrilabilirdir,
iii. g:M — M, epimorfizmas: ayrilabilirdir,
iv.  Herp:M; — H homomorfizmasii¢in pf = p olacak sekilde p : M - H homomorfizmasi
vardr,
v. Herp:N — M, homomorfizmasii¢in gp = p olacak sekilde p : N - M homomorfizmasi
vardir (Anderson ve Fuller, 1992).

2.5 Projektif ve injektif Modiiller
Teorem 2.5.1 F bir modiil, X = {x; : k € K} de F modiiliiniin bir alt kiimesi olmak {izere, asagidaki
ifadeler birbirine denktir.

i.  Herr, € F elemani sonlu sayida, sifirdan farkli r;, katsayilari olmak iizere, tek tiirlii olarak
o = Yk e k Tk Xk biciminde yazilabilir ve boyle bir toplama sonlu toplam adi verilir,
ii.  Herk € K elemant igin f(r) = rx; bigiminde tanimlanmis f, : R — Rx,, fonksiyonu bir

izomorfizma olup, F = @ ka(k €K) dir (Alizade ve Pancar, 2010).
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Tammm 2.5.2 Teorem 2.5.1°deki kosullardan herhangi birini saglayan F modiiliine serbest (free)
modil, ayrica X = {x;, : k € K} kiimesine ise F modiiliinii serbest tireten (free generating) tabam
denir (Rotman, 2009).
Ornek 2.5.3 R bir cisim olsun. R iizerindeki her sonlu boyutlu vektdr uzay: serbest R-modiildiir.
Serbest bir Z-modiilii, serbest degismeli (abelian) grup olarak adlandirilir. Her R halkasi i¢in R
halkasi kendi {izerinde bir sag (ve sol) R-modiil ise bu modiil bir serbest R-modiildiir.

Serbest bir modiiliin tabani ile bir vektor uzaymin tabani giiclii bir benzerlige sahiptir. Eger
K bir cisim ise, 0 zaman her V}, vektor uzaymin Lineer Cebir anlaminda bir tabani vardir. Bu durumda
iki temel kavraminin ortiistiiglinii gérmek kolaydir. Ayrica, bir vektor uzay1 Vi, sonlu iiretilmis bir
serbest k-modiildiir ancak ve ancak V;, sonlu boyutludur.
Teorem 2.5.4 Her M modiilii, serbest bir modiiliin boliim modiiliine izomorftur (Alizade ve Pancar,
1999).
Onerme 2.5.5 @ # R halkasi degismeli bir halka olsun.

1. Serbest bir R-modiil F nin herhangi iki tabani ayni1 kardinaliteye sahiptir,
2. Serbest F ve G R-modiilleri birbirine izomorfiktir ancak ve ancak her birinin tabanlarinin
kardinalitesi aynidir,

3. Eger m ve n dogal sayilarsa, R™ = R™ ancak ve ancak m = n dir.

Tamm 2.5.6 K bir R-modiil olmak {izere, her g : M — N epimorfizmast ve her f:K — N
homomorfizmasi i¢in f = g o h kosulunu saglayan bir h : K - M homomorfizmasi1 bulunuyorsa,
K R-modiiliine projektif modiil denir. Denk olarak,
K
v Lf

M4 Noo
seklindeki diyagram degismeli, yani ge h = f olacak bi¢imde bir h : K - M, R -modiil
homomorfizmasi varsa, K R-modiiliine projektif modiil denir (Rotman, 2009).

Onerme 2.5.7 H bir R-modiil olmak iizere, asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i.  H projektiftir,

ii. Her0- M L N2 H- o0 kisa tam dizisi ayrilabilirdir (Rotman, 2009).

Teorem 2.5.8 Her serbest R-modiil bir projektif R-modiildiir (Rotman, 2009).
Onerme 2.5.9 Her basit sag R-modiil ya projektiftir ya da tekildir.
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Onerme 2.5.10 P projektif modiil olsun. Her A R-modiilii igin bir g : P — A epimorfizmasi vardir.
Teorem 2.5.11 {M;};; kiimesi R -modiillerin bir kiimesi olmak {iizere, her i € I i¢in @ M;

projektiftir ancak ve ancak her M; projektiftir.

Tanimm 2.5.120 - M L N A P — 0 kisatam dizisi i¢gin M ve N sonlu liretilmis ve N serbest
modiil ise P ye sonlu gosterime sahip modiil denir (Rotman, 2009).

Tamm 2.5.13 J bir R-modiil olmak {izere, her g : M — N monomorfizmasi1 ve her f : M — |
homomorfizmasi i¢in f = h o g olacak sekilde bir h : N = J homomorfizmasi bulunuyorsa, /] R-

modiiliine injektif modiil denir. Denk olarak,

0->M 3 N
fl ch
J
seklindeki diyagram degismeli oluyor ise, yani h o g = f olacak sekilde h : N — J, R-modiil
homomorfizmasi bulunabiliyor ise, J ye injektif modiil denir (Rotman, 2009).
Onerme 2.5.14 I injektif bir modiil olsun. Her M R-modiilii i¢in f : M — I monomorfizmas1 vardir.
Onerme 2.5.15 Her R-modiil M, injektif bir R-modiil i¢ine gomiilebilir.
Tamim 2.5.16 R halkasi sag (ve sol) Artin, sol (ve sag) injektif halka ise R halkasina Quasi-Frobenius
(QF) halka denir (Nicholson ve Yousif, 2003).
Teorem 2.5.17 R halkas1 QF tir ancak ve ancak asagidaki denk kosullardan birini saglar:

i. R injektif sag R-modiildiir ve R sag veya sol Artin halkasidir,
ii.  Her injektif sag R-modiil projektif sag R-modiildiir,
iii.  Her projektif sag R-modiil injektif sag R-modiildiir (Nicholson ve Yousif, 2003).

Tamm 2.5.18 Bir R halkasinin her sag (ve sol) ideali projektif oluyor ise R halkasina sag (ve sol)
kalitsal (hereditary) halka denir (Rotman, 2009).

Ornek 2.5.19 Her serbest grubun alt grubu da serbest oldugundan dolay Z kalitsal halkadir.
Teorem 2.5.20 Bir R halkasi igin asagidakiler birbirine denktir.

i. R halkasi sag kalitsal halkadir,
ii. M projektif R-modiil ise M nin her alt modiilii projektiftir,
iili. N injektif R-modiil ise N nin her b6liim modiilii injektiftir (Rotman, 2009).

Tamm 2.5.21 Mbir R-modiil ve Nsonlu gosterime sahip R-modiil olsun.
Her g : X —» M, 6rten homomorfizmasi ve £: N - Mhomomorfizmasi i¢in gh = folacak sekilde 4 : NV

— X, homomorfizmasi varsa Mye diiz (flat) modiil denir (Rotman, 2009).
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Onerme 2.5.21 Her projektif R-modiil bir diiz (flat) modiildiir (Rotman,2009).
Tamm 2.5.22 Her sag diiz R-modiil projektif oluyor ise o halde, R halkasina miikkemmel (perfect)
halka denir (Goodearl,1976).

Tamm 2.5.23 Bir R halkasi iizerinde, sag R-modiilii projektif veya sag R-modiillerin her 0 - M

- N A P — 0 dizisi ayrilabilir bir kisa tam dizi oluyor ise R halkasina yar1 basit halka denir

(Alizade ve Pancar, 2010).
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3. PROJEKTIF OLMAYAN MODULLER ARASINDA SIFIRDAN FARKLI
HOMOMORFIZMALARA SAHIiP OLAN HALKALAR

Bu boliimde, projektif olmayan modiiller arasindaki homomorfizmalar araciligiyla
halkalarin siniflandirilmasi ile ilgili yapilan ¢aligmalardan esinlenerek tanimladigimiz iki 6zellik
yardimiyla halkalarin siniflandirilmasi galigilmustir.

Tim projektif sag R-modiillerin sinifint P ile gosterelim. R-modiillerin (T) 6zelligi
Tirkoglu (2022) calismasinda asagidaki gibi tanimlanmigtir:

(T): Her A, B € Mod-R\ P i¢in Hom(B, A) # 0.

(T) oOzelligine sahip halkalar yakin tarihte yayinlanan Tirkoglu (2022) makalesinde
calisilmistir. (T) 6zelligine sahip halkalarin incelenmesinde, basit tekil modiiller 6nemli bir rol
oynamislardir. Bu nedenle, (T) 6zelliginin zayiflatilmis iki versiyonunu, basit tekil modiillerin sinifi
S kullanarak, asagidaki gibi tanimladik.

(T1): Herhangi bir B € Mod-R\P ve herhangi bir A € S igin Hom(B, A) # 0.
(T2): Herhangi bir B € Mod-R\P ve herhangi bir A € S i¢in Hom(4, B) # 0.

3.1 (T1) ve (T2) Ozelliklerine Sahip Halkalar

Onerme 3.1.3 (T1) veya (T2) 6zelliklerinden birini saglayan R halkasi, yalniz bir (izomorfizmaya
bagli olarak) tekil basit sag R-modiile sahiptir.

Kamt. R nin (T1) veya (T2) Ozelligini sagladigini varsayalim. A, B € § i¢in A % B olsun.
Varsayimimizdan Hom(A, B) # 0 olur. Basit modiillerin 6zelliklerinden dolayi, A dan B ye bir
izomorfizm vardir. Bu ise varsayimimiz ile geligir. O halde, R yalniz bir tekil basit sag R-modiile
sahiptir. m

Tamim 3.1.4 Bir modiiliin her 6z (proper) alt modiilii, modiilin maksimal bir alt modiilii tarafindan
kapsaniyor ise (veya igeriliyor ise) bu modiile es atomik (coatomic) modiil denir (Kasch, 1982).
Ornek 3.1.5 Yar1 basit modiiller, sonlu iiretilmis modiiller birer es atomik modiillerdir.

Onerme 3.1.6 Bir M modiilii yar1 basittir ancak ve ancak M es atomiktir ve her maksimal alt modiilii
direkt toplam terimidir.

Kanit. M yar1 basit ise, M modiiliiniin es atomik oldugu agiktir. Yeter durum igin, M nin yar1 basit
olmadigin1 varsayalim. Diger bir deyisle, Soc(M) # M olsun. M es atomik oldugundan, M nin
Soc(M) < K olacak bigimde maksimal bir alt modiilii vardir. Kabiilimiiz geregi; M nin, M = K @
N olacak sekilde bir N alt modiilii vardir. N = M/ K basit oldugundan, Soc(M) = Soc(K) @ N c K
olur. Dolayisiyla M yar1 basittir. m

Tamm 3.1.7 Bostan farkli her sag R-modiiliin maksimal bir alt modiilii varsa, R ye sag maks halka
denir. Buna esdeger olarak R halkasinin bir sag maks halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bostan

farkli her sag R-modiilii es atomiktir (Anderson and Fuller, 1992).
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Onerme 3.1.8 Bir R halkas1 (T1) zelligini saglar ancak ve ancak R yalniz bir (izomorfizmaya bagh
olarak) tekil basit sag R-modiile sahip maks halkadir.
Kanit. Genel olarak her projektif sag (ve sol) R-modiiliin maksimal bir alt modiilii oldugu iyi
bilinmektedir. Bu yiizden, projektif olmayan modiillerin bir maksimal alt modiilii oldugunu
gdstermemiz yeterlidir. R nin (T1) 6zelligini sagladigmni varsayalim. O halde, Onerme 3.1.3’den
R nin S adin1 verecegimiz yalniz bir tekil basit sag R-modiilii vardir. A projektif olmayan bir sag R-
modiil olsun. Varsayim geregi; Hom(4, S§) # 0 dir. O zaman A nin, A/N = S olacak sekilde N
maksimal alt modiilii vardir. Tersine projektif olmayan bir A sag R-modiilii i¢in Hom(4, S) =0
oldugunu varsayalim. Bu, A nin her maksimal alt modiiliiniin direkt toplami oldugunu sdylemeye
esdegerdir. Diger taraftan, R maks halkadir ve dolayisiyla A es atomiktir. O halde A, Onerme 3.1.6
geregi yari basit olmalidir. Hom(4, S) = 0 oldugundan, A projektif basit modiillerin direkt toplamudir.
Bu ise A nin projektif olmadigi varsayimu ile gelismektedir. m

Simdi (T1) 6zelliginin iyi bilinen, (T) 6zelliginin bir genellemesi oldugunu gostermek i¢in
bir 6rnek verecegiz.
Ornek 3.1.9 (T) 6zelligini saglayan halkalar (T1) ézelligini saglar ancak tersi her zaman dogru
degildir. K bir cisim, L = [[;en K, J = ®;eny K Ve R, L nin 1 ve ] tarafindan tiretilen alt cebiri olsun.
O halde; Z(R) = 0,] = Soc(R) ve J, R nin bir maksimal esas idealidir (Goodeal, 1976) 6yle ki R/J
ye izomorfik olacak sekilde yalniz bir tekil basit S modiilii vardir.

_([fa b].
A—{[C lracrbes

seklinde tamimlayalim. Burada A, bir sag maks halkasidir. Ayrica, [g (S)] modiiliine izomorf yalniz

bir tekil basit sag R-modiile sahiptir, A halkasi (T) 6zelligini saglamaz (Tiirkoglu, 2022). Fakat 4,
Onerme 3.1.8 geregi (T1) 6zelligini saglar.

Ornek 3.1.9°de (T1) ézelliginin (T) 6zelligi igin yeter fakat gerek olmadigini gozlemledik.
Tersi i¢in (T2) 6zelligine ihtiyacimiz var.
Onerme 3.1.10 Bir R halkas1 (T) 6zelligini saglar ancak ve ancak R halkas (T1) ve (T2) 6zelliklerini
saglar.
Kamit. (T) 6zelligine sahip R halkasmin, (T1) ve (T2) 6zelliklerini sagladig1 asikardir. Tersi i¢in, A
ve B, Hom(4, B) = 0 olacak sekilde projektif olmayan sag R-modiiller olsun. (T1) 6zelliginden

dolay1 herhangi bir § € § i¢in Hom(4, S) # 0 dir. Dolayisiyla bir 0 - Kerf — A LA S - Otam
dizisi vardir. O halde, 0 - Hom(S, B) — Hom(4, B) =0 ..., olacak sekilde bir tam dizi vardir.
Buradan, her S € S i¢in, Hom(S, B) = 0 oldugu elde edilir. Bu durum R halkasinin (T2) 6zelligi ile
celisir. m

Onerme 3.1.11 M sag R-modiillerin bir sinifi olmak iizere, asagidakiler birbirine denktir.
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Her B € M ve her A € § i¢cin Hom(4, B) # 0
Her B € M ve her A € Ci¢in Hom(4, B) # 0
Her B € M ve her A € F i¢in Hom(4, B) # 0

> w0 npoE

Her B € M ve her A € C, i¢in Hom(4, B) # 0

Kamt. 4) = 3) = 2) = 1) § € C € F < (, kapsamlar1 araciligiyla dogrudan elde edilir.
1) = 4): Bir B€ M ve A € C, i¢in Hom(A4, B) = 0 oldugunu kabul edelim. O halde; A projektif

olmayan es atomik R-modiil oldugundan, Onerme 3.1.6’den bir S € S igin Hom(4, S) # 0 olur. 0 #

f € Hom(4, S) olsun. S basit oldugundan f epimorfizmdir ve bir 0 - Kerf — A LA S - Otam
dizisi vardir. Bu tam diziye Hom(—, B) funktorunu uygulayalim. 0 - Hom(S, B) — Hom(A4, B)
= 0 ... dizisini elde ederiz. Dolayisiyla; bir S € § i¢in Hom(S, B) = 0 olur. Bu durum 1) ile ¢elisir.
|
Tamm 3.1.12 Her basit sag R-modiil, R igerisine gémiilebiliyor ise R ye sag Kasch halka denir (Jain
ve Rizvi, 1997).

Asagidaki Sonug, Onerme 3.1.11°den ‘M. = {R} almarak kolayca gosterilebilir.
Sonug 3.1.13 R bir halka olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

1. R bir sag Kasch halkadir,

2. Her A € Ci¢in Hom(4, R) # 0,
3. Her A € Ficin Hom(4, R) # 0,
4. Her A € C, igin Hom(4, R) # 0.

Bir M modiilii Artindir ancak ve ancak (I) M nin sifir olmayan her boliim modiilii basit bir alt
modiil i¢erir ve (1) M nin her béliim modiiliiniin sokulu sonlu tiretilmistir.
Tamm 3.1.14 Bir M modiilii yukaridaki (I) 6zelligini sagliyor ise M ye yar1-Artin modiil denir. Her
sag R-modiilii yari-Artin olan R halkasina sag yari-Artin halka denir (B. Stensrom, 2012).
Tamm 3.1.15 Her devirli tekil sag R-modiil yari-Artin ise R ye sag C-halka denir (B. Stensrom,
2012).
Ornek 3.1.16 Sag yari1-Artin ve sol mitkemmel halkalar, sag C —halkalar1 6rnekleridir.
Tamm 3.1.17 M bir modiil olmak tizere, Z,(M)/Z(M) = Z(M/Z(M)) kosulunu saglayan Z, (M)
alt modiiliine M nin ikincil (veya Goldie burulmali) alt modiilii denir (Dung, 1990).
Onerme 3.1.18 Herhangi bir A € S ve sifirdan farkli her B sag R-modiilii icin Hom(4, B) # 0 dir
ancak ve ancak R yalniz bir tekil basit sag R-modiile sahip sag Goldie burulmali sag yari-Artin
halkadir. Ozel olarak, R bir sag Kasch halkadir.
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Kamt. (=) A, B € S i¢in A # B olsun. Varsayimimmizdan dolayr Hom(A, B) # 0 olur. Basit
modiillerin 6zelliklerinden A dan B ye olan her homomorfizma bir izomorfizmadir, ¢eliski.
Dolayistyla, R nin S adin1 verecegimiz bir (izomorfizmaya bagli olarak) tekil basit sag R-modiilii
vardir. Kabuliimiizden, Hom(S, R) # 0 oldugunu not edelim. A basit sag R-modiil olsun. 4 = S
veya A 2 S durumlari vardir. ilk durumda, Hom(S, R) # 0 oldugundan A, R igine gémiiliir. Ikinci
durumda, S nin tek olmasindan dolay1, A projektiftir ve dolayisiyla R nin direkt toplam terimine
izomorftur. Bu yilizden, R sag Kasch halkasidir. R sag Goldie burulmali halka olmasin, yani
Z,(2R) # R oldugunu varsayalim. Hipotez geregi, R/Z,(R) # 0 ve Hom(S, R/Z,(R)) # 0 olur.
R/Z,(R) boliim modiiliiniin tekilsiz modiil oldugunu not edelim. Fakat, S tekil oldugundan Hom(S,
R/Z,(R)) = 0 olup celiski elde edilir. Bu yiizden R sag Goldie burulma olur. Simdi, R halkasinin
bir sag yari-Artin halka oldugunu gosterecegiz. M sifirdan farkli sag R-modiil olsun. Hom(S, M) #
0 oldugundan, M nin S basit modiiliine izomorfik basit alt modiilii vardir.

(<) R nin yalniz bir tekil basit sag modiile sahip sag Goldie burulmali sag yari-Artin halka
oldugunu varsayalim. R sifirdan farkli sag R -modiil olsun. B Goldie burulmali ve yari-Artin
modiildiir. Bundan dolay1; B nin tekil (veya Goldie burulmali) basit alt modiilii J vardir. S nin
tekliginden (uniqueness) S = J ve bu yiizden Hom(S, B) # 0 olur. m
Onerme 3.1.19 Her sag R-modiil B € Mod-R\\' ve her A € S i¢in Hom(4, B) # 0 ancak ve ancak
R, yalniz bir (izomorfizmaya bagli olarak) tekil basit sag R-modiile sahip C-halkasidir.

Kamt. (=) Onerme 3.1.18 den, R nin S adim verdigimiz yalniz bir tekil basit sag R-modiilii vardir.
Varsayim geregi S, her basit sag R-modiilii igerisine gomiilebilir, ve dolayisiyla R bir sag C -
halkasidur.

(&)R, bir (izomorfizmaya bagli olarak) tekil basit S sag R-modiile sahip C-halkas1 olsun.

X € Mod-R\N igin, 0 - Z,(X) - X L X/Z,(X) — 0 tam dizisini diisiinelim. Bu tam diziye
Hom(S, —) funktoru uygulayalim. X/Z,(X) tekilsiz modiil oldugundan, Hom(S, X/Z,(X)) =0
oldugunu not edelim. Dolayisiyla, 0 — Hom(S, ZZ(X)) - Hom(S, X) — 0 tam dizisi elde edilir.
Hom(S, Z,(X)) = Hom(S, X) ve R sag C-halka oldugundan, Hom(S, X) # 0 olur. m

Simdi (T2) 6zelligini saglayan halkalarin karakterizasyonunu verebiliriz. Eger M nin her B
alt modiili i¢in AN B € Z,(M), B € Z,(M) olmasini gerektiriyorsa, M nin A alt modiiliine M nin
t-blyiik alt modiilii denir. Eger M nin C alt modiiliiniin M de 6z (proper) t-biiyiik genislemesi yok
ise C ye M de t-kapali alt modiil denir. Eger her serbest sag R-modiillerin, her t-kapali alt
modiilii dogrudan toplam ise, R ye Y —t extending denir (Asgari, Haghany, 2011). (Asgari,
Haghany, 2011) de gosterildigi iizere; her tekilsiz modiil projektiftir ancak ve ancak R sag ), —t
extending halkadir.
Onerme 3.1.20 Bir R halkasinin (T2) 6zelligini saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul R’nin yalmz bir

tekil basit R-modiilii olan sag ), —t extending sag C-halka olmasidir.
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Kamt. R nin (T2) 6zelligini sagladigim varsayalim. Onerme 3.1.3 geregdi, R halkasinm S olarak
adlandiracagimiz yalniz bir tekil basit R-modiilii vardir. Sifirdan farkli N tekilsiz modiiliinii alalim.
Kabuliimiizden, Hom(S, N) # 0 veya N projektif modiildiir. Hom(S, N) # 0 ise, S tekil modiilii, N
tekilsiz modiiliin bir alt modiiliine izomorftur ve bu yiizden S = {0} olur. Bu yiizden, N projektif
olmak zorundadir. Onerme 3.1.19°da gésterildigi iizere, R sag C-halkasidir.

R nin yalniz bir tekil basit S sag R-modiilii olan sag ), —t extending sag C-halka olsun. X,

projektif olmayan sag R-modiil olsun. R, sag ). —t extending halka oldugundan, X tekilsiz degildir.

0-2Z,X) - X 1) X/Z,(X) — 0 tam dizisini diistinelim. Bu tam diziye Hom(S, —) funktoru
uygulayalim. X /Z,(X) tekilsiz modiil oldugundan, Hom(S, X/Z,(X)) = 0 oldugunu not edelim.
Dolayistyla, 0 - Hom(S, Z,(X)) —» Hom(S, X) — 0 tam dizisi elde edilir. Hom(S, Z, (X)) =
Hom(S, X) ve R sag C-halka oldugundan, Hom(S, X) + 0 olur. m

Tiim tekilsiz modiillerin injektif oldugu halkalar sag t-yari basit halka olarak adlandirilir

(Asgari ve ark., 2013). Benzer sekilde, R halkasinin sag t-yar1 basit halka olmasi i¢in gerek ve yeter

R
Z,(RR)

kosulun yari basit olmasidir. Her sag t-yari basit halka ), —t extending halkasidir (Asgari ve

ark., 2013, Sonug 3.6). Bir sonraki 6rnekte gosterildigi gibi (T) 6zelligini saglayan halkalar smifi,
(T2) 6zelligini saglayan halkalar sinifi tarafindan kapsanir.
Ornek 3.1.21 (T) ézelligini saglayan halkalarin (T2) 6zelligini sagladig1 agiktir. Fakat bunun tersi
dogru degildir. k herhangi bir cisim ve J, k cismi lizerinde taniml1 késegen tistiinde sonlu sayida
girdisi sifirdan farkli olan sonsuz matrislerin kiimesi olsun. 1, kdsegenleri 1 (diag(1, 1, 1, ...)) olan
sonsuz matris olmak iizere, R = k.1 + ] olsun. R, yar1 basit olmayan yerel sol yari-Artin halkadir.
Bu yiizden; R, bir (izomorfizmaya bagli olarak) tekil basit sol R-modiile sahip sol C-halkadir. Ote
yandan, R, (Diop ve ark., 2022)’e gore bir sol t-yar1 basit halkadir ve dolayisiyla her tekil olmayan
sol R-modiili, (Asgari ve ark., 2013) ve (Asgari ve Haghany, 2011)’e gore projektiftir.
Dolayistyla; Onerme 3.1.20°den R, (T2) 6zelligine sahiptir. Yine (Lam, 2001)’e gore, R bir sol
mitkemmel halka degildir ve dolayisiyla (Turanbaey, 2003)’e gére R bir sol maks halka degildir.
Bu yiizden R, (T1) ve (T) 6zelliklerini saglamaz.

Bir sonraki sonugla, Z.(R) # 0 kosulu altinda (T2) 6zelligini saglayan halkalar i¢in gerek
ve yeter kosullar1 verecegiz. Oncelikle asagidaki onermeyi ispatlayalim.
Onerme 3.1.22 I, (R/I) tekilsiz bir halka olacak bigimde R halkasmin sag ve sol ideali olsun. Eger
R halkasi1 (T1) (sirasiyla, (T2)) 6zelligini sagliyor ise R/I (T1) (sirasiyla, (T2)) 6zelligini saglar.
Kamit. R nin (T1) (swrastyla, (T2)) 6zelligini sagladigini kabul edelim. A projektif olmayan ve B tekil
basit R/R-modiiller olsun. A nin projektif olmayan R-modiil oldugu agiktir. (R/I)g nin tekilsiz
olmasi, (Goodeal, 1976)’e gore, B nin tekil basit R-modiilii olmasin1 gerektirir. Buradan dolay1,
Hompg (B, a) # 0 (Homg(4, B) # 0) olur. Sifirdan farkli R-modiil homomorfizmalar, R /I-modiilii

homomorfizmalari olarak alinabildiginden, R/I, (T1) (sirasiyla, (T2)) 6zelligini saglar. m
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Tanmim 3.1.23 R nin herhangi bir A ve B alt modiilii icin A € B veya B C A ise, M modiiliine tek-
serili (uniserial) denir. Bir seri (serial) modiil, tek-serili modiillerin dogrudan toplamidir. R zve z R
modiillerinin her ikisi de seri modiillerse, R ye seri halkasi denir (Rotman, 2009).

Ornek 3.1.24 Yan basit Artin halkalar1 ve bir cisim iizerindeki iicgensel matris halkalar1 seri
halkalaridir (Rotman, 2009).

Tamm 3.1.25 N bir R-modiil olsun. M, N nin bir alt modiilii olmak iizere, eger M nin N igerisinde
agikar bityiik genislemesi yoksa, 0 zaman M ye N nin kapali (closed) alt modiilii denir (Lam, 2001).
Tanmm 3.1.26 Eger bir M modiiliiniin her kapali alt modiilii bir dogrudan toplam terimiyse, M
modiiliine CS-modiil (veya genisleyen modiil) denir (Dung vd, 1990).

Terorem 3.1.27 Z,.(R) # 0 olmak fizere, R (T2) 6zelligine sahiptir ancak ve ancak R, yalniz bir
(izomorfizmaya bagli olarak) tekil basit R-modiiliine sahip ve asagidaki iki 6zelligi saglayan C-
halkasidir.

i.  Z,(Rg), Ry nin sifirdan farkl yari-Artin direkt toplam terimidir ve

= sag ve sol Artin kalitsal (hereditary) seri halkasidir.
Z(RR)

Kamt. Z,.(R) # 0 olmak tizere, R nin (T2) 6zelligine sahip bir halka oldugunu varsayalim. Buradan
R, Onerme 3.1.20’den dolayi, yalniz bir tekil basit S R-modiiliine sahip C-halkas1 olur. PATS)
2R
R

halkasi, Onerme 3.1.22°den, (T2) 6zelligini saglar. Bir
Z(RR)

tekilsiz oldugundan dolayi, tekilsiz

sonra ki alt boliimde verdigimiz Teorem 3.2.2°den, (ii) 6zelligi saglanir. tekilsiz oldugu i¢in,

R
Z(RR)
R
Z5(RR)

Z,(Rg)’nin yari-Artin oldugunu gosterelim. Z,.(R) # 0 ve R sag C-halka oldugundan Z, (R) tekil

Onerme 3.1.20°den projektiftir ve bu yiizden Z,(Rg), Rg’nin direkt toplam terimidir. Simdi

basit modiilii vardir ve bu yiizden Hom(S, Zy (R)) # 0 olur. 0 # K, Z,(Rg) nin 6z alt modiilii olsun.
Eger Z,(Rg)/K projektif degil ise (T2) ozelliginden Hom(S, Z,(Rg)/K) # 0 ve dolayisiyla
Z,(Rg)/K nm sifirdan farkli sokulu vardir. Eger Z,(Rg)/K projektif ise bir T < Z,(Rg) i¢in
Z,(Rg) = K@®T olur. Z.(R), Z,(Rg) de her zaman esas oldugundan, Z.(R) & K sonucunu elde

aR + K CZZ(RR)/K

ederiz. O zaman, 0 # a € Z,(Ry) — K olacak sekilde bir a eleman1 vardir. A = e

% = aiil( oldugundan, A tekildir. R bir sag C-halkasi1 oldugundan dolayzi,

olsun.a € Z,.(R) ve
Z,(Rg)/K sifirdan farkli sokula sahiptir. Sonug olarak Z,(Rg) yari-Artindir.

Tersine, B projektif olmayan bir sag R -modiil olsun. (Tirkoglu, 2022)’dekine benzer
argiimanlar1 uygulayacagiz. Eger B Z,(Rg) = 0 ise, Z,(Rg) S Ann(B) olur ve bu yiizden R bir T-
modiildiir. Oyleyse B = T /L olacak sekilde bir 0 » L —» T — B — 0 kisa tam dizisi vardir.
Eger L, T" de kapaliysa, T bir ¥ — €S halkasi oldugundan dolay1, L T® in direkt toplam terimidir.
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Bu ise B nin projektif olmamasi ile geligir. Dolayisiyla bir € vardir ki L <, € < T olur. C/L,
TO/L nin bir tekil alt modiilii oldugu igin, (Khuri, 1991) den, Z;(R) = Zz(B) # 0 olur. Onerme
3.1.19’dan Homg(S,B) # 0 dir. Eger B Z;(Rg) # 0 ise B, Z,(Rg) nin sifirdan farkli bir alt
faktoriinii igerir, diger bir deyisle 0 # D/E S Z,(Rg)/E vardir 6yle ki D/E < B dir. D/E yar1-Artin
oldugu i¢in B, S nin bir kopyasini igerir ve bu nedenle Homg (S, B) # 0 olur. m

3.2 (T) Ozelligini Saglayan Halkalar

Geri cekilebilir (retractable) modiiller birgok yazar tarafindan gesitli bakis acgilariyla
incelenmigtir. Geri ¢ekilebilir modiillerin 6nemi, modiil kafesleri (Zhou, 1994), sikistirilabilir
modiller (Smith ve Vedadi, 2008), Baer modiilleri (Rizvi ve Rotman, C.S., 2008) ve tekilsiz
modiillerin (Khuri, 1991) endomorfizm halkalar1 ¢alismalariyla baglantili olarak ortaya ¢ikmustir.
Geri ¢ekilebilir modiillerin ikili kavrami Ershad, Amini ve Sharif (2009) makalesinde tanitilmistir.
A nin herhangi bir 6z alt modiilii B i¢in Homgz (A/B, A) # 0 ise A, R-modiilii tam es geri gekilebilir
(coretractable) olarak adlandirilir. Her sag R-modiil tam es geri g¢ekilebilir ise, R halkasma CC -
halkasi denir (Ershad, Amini ve Sharif, 2009). Es geri ¢ekilebilir (coretractable) modiiller ve CC
halkalar1 son zamanlarda bir¢ok yazar (Abyzoy and Tuganbaev, 2016; Ershad ve ark., 2009; Sharpe
ve ark., 1972; Turganbaev, 2003) tarafindan incelenmistir.

Bu bolimde, CC halkalar1 kullanarak (T) o6zelligini saglayan halkalarin bazi
karakterizasyonlarini bulduk.
Onerme 3.2.1 Eger R halkasi (T) 6zelligini sagliyor ise, her projektif olmayan sag R-modiil es geri
¢ekilebilirdir.
Kamit. A projektif olmayan bir sag R-modiil ve B, A nin 6z alt modiilii olsun. Eger A/B projektif
degil ise, (T) o6zelliginden Hom(A/B, A) # 0 olur. Eger A/B projektifise,0 - B—- A— A/IB - 0
kisa tam dizisi ayrilabilirdir, dolayisiyla Hom(A/B, A) # 0 olur. Bu A nin es geri ¢ekilebilir oldugu
anlamina gelir. m
Teorem 3.2.2 R, ya J(R) = 0 ya da Soc(Rg) projektif olan bir halka olsun. Asagidakiler birbirine
denktir.

i. R, (T) ozelligini saglar,
ii. R, (T2) 6zelligini saglar,

iii. R, yalniz bir tekil basit sag R-modiiliine sahip sag ve sol Artin kalitsal seri halkadir.

Kamt. (i) = (ii) agiktir. (ii) = (iii) Onerme 3.1.20 den her tekilsiz sag R-modiilii projektiftir ve R,
yalniz bir tekil basit S sag R-modiile sahip sag C-halkadir. O halde ya Hom(S, R) = 0 ya da Hom(S,
R) # 0 kosullarindan birisi gergeklenir. Ikinci durumda; S, m € R igin bir mR minimal idealine

izomorftur. Fakat bu durum miimkiin degildir. Eger J(R) = 0 ise, R nin Rm € ] olacak sekilde bir J
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maksimal sag ideali vardir ve boylece Rm @ J = R olur. Bu durum ise S nin tekilligi ile ¢elisir. Eger
Soc(Rg) projektif ise Rm de projektif olmalidir ve bu durum yine S nin tekilligi ile celismektedir. ilk
durumda R sag C-halka oldugundan, Z,(Rg) = 0 ve dolayisiyla R sag tekilsiz halkadir. Elde edilen
bulgular ve (Dung, 1990, Sonug 3.2) araciligiyla, istenilen sonug elde edilir.

(iii) = (i) Bir sag Artin halkasinn, bir sag C-halkas1 ve bir sag maks halkasi oldugunu not
edelim. Onerme 3.1.20 ve (Dung, 1990)’den R, (T2) &zelligini saglar. Onerme 3.1.3 den R, (T1)
ozelligini saglar. O zaman Onerme 3.1.10 dan R, (T) 6zelligini saglar. m

Sonu¢ 3.2.3 Bir R halka i¢in agagidaki 6zellikler saglanir:

i. (T) ozelligini saglayan her R halkasi1 sag miitkemmel halkadir,

ii. Z.(R) # 0 kosulu altinda (T) 6zelligine sahip her R halkasi sag Kasch halkadir.

Kamit. (i) R nin (T) 6zelligini sagladigin1 kabul edelim. O halde R/J(R), (T) 6zelligini saglar ve
boylece Teorem 3.2.2°den R/J(R) sag Artindir. Bu ise R nin yari-yerel (semilocal) halka oldugu
anlamina gelir. Ote yandan, Onerme 3.1.8’e gore R bir sag maks halka oldugundan, (Turganbaev,
2003) yardimiyla R bir sag mitkemmel halka oldugu elde edilir.

(i) R nin Z.(R) # 0 kosuluyla (T) 6zelligini sagladigini varsayalim. O zaman Onerme
3.1.20’den R, bir (izomorfizmaya bagli olarak) tekil basit S sag R-modiilii olan C-halkasidir.
Z-(R) # 0 ve R sag C-halka oldugundan, Z,(R) tekil basit bir modiilii igerir ve bu nedenle Hom(S,

Z,(R))#0olur. 0 » Z,(R) - R £> R/Z,(R) — 0 tam dizisini diisinelim. Bu tam diziye
Hom(S, —) funktoru uygulayalim. R/Z,(R) tekilsiz modiil oldugundan, Hom(S, R/Z,(R)) =0
oldugunu not edelim. Dolayisiyla 0 - Hom(S, Z,(R)) — Hom(S, R) — 0 tam dizisi elde edilir.
Hom(S, Z,-(r)) = Hom(S, R) oldugundan, Hom(S, R) # 0 olur. Dolayisiyla R sag Kasch halkasidir.
|

Z,(Rg) = R ise, R halkasina sag Goldie burulma halkas1 denir.
Teorem 3.2.4 Bir sag Goldie burulmali R halkasi i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(1 R, (T) ozelligini saglar,
(2) R, yalniz bir tekil basit sag R-modiilii olan sag CC-halkasidir.

Kanit. (1) = (2) A bir sag R-modiil ve B, A nin 6z (proper) alt modiilii olmak iizere, eger A
projektif degil ise Onerme 3.2.1’den, A es geri cekilebilirdir. A projektif sag R-modiil olsun. Eger
A/B projektif ise, Homg (A/B, A) # 0 oldugu agiktir. A/B nin projektif olmadigin1 varsayalim. R
sag Goldie burulmali halka oldugundan A goldie burulmali, yani Z,(A) = A ve dolayisiyla Z(A) #
0 olur. R, (T) 6zelligini sagladigindan, R yalniz bir tekil basit sag R-modiilii olan sag C-halkasidir.
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Bu yiizden, Hom(S, S) # 0. Dolayisiyla Homg(R/B,S) — Homy(A4/B, A) monomorfizma olacak
sekilde S — A monomorfizmasi vardir. A/B projektif olmadigindan ve R halkas1 (T) 6zelligine
sahip oldugundan, Homgz(R/B,S) # 0 olur. Bu Homgz(R/B,A) # 0 oldugu anlama gelir.
Dolayisiyla, A es geri ¢ekilebilirdir.

(2) = (1) R nin yalmz bir tekil basit S sag R-modiilii olan sag CC -halka oldugunu
varsayalim. Oncelikle her sonlu iiretilmis tekilsiz sag R-modiiliin projektif oldugunu gosterecegiz.
M sonlu tretilmis tekilsiz bir sag R-modiil ve K, M nin maksimal alt modiilii olsun. O halde (2) den
M es geri gekilebilir, dolayisiyla Homg(M /K, M) # 0 olur. M tekilsiz oldugundan ve her tekilsiz
modiiliin alt modiilii de tekilsiz oldugundan, M/K tekilsizdir. Fakat M/K basit modiildiir, bu yiizden
M/K projektif olmak zorundadir. Dolayisiyla, K maksimal alt modiilii M de dogrudan toplamdir.
Boylece, sonlu iiretilmis M modiiliiniin her maksimal alt modiiliiniin dogrudan toplam terimi
oldugunu gosterdik. M sonlu iiretilmis oldugundan, M es atomik modiildiir, ve dolayisiyla Onerme
3.1.16 dan yar1 basittir. M tekilsiz ve yar1 basit oldugundan, M projektiftir. (Rotman, 2009)
yardimiyla, bir X modiiliiniin her sonlu iiretilen alt modiilii diiz ise, X modiiliiniin diiz oldugunu
hatirlayalim. Bu sonug¢ yardimiyla, her tekilsiz sag R -modiiliniin diiz (flat) oldugu sunucuna
vartyoruz. R sag CC -halka oldugundan, (Ershad ve ark., 2009) ve (Abyov ve Turganbaev,
20016)’dan R sag ve sol mitkemmel halkadir, dolayisiyla R tekilsiz sag R-modiilleri projektif olan
bir sag C-halkasidir. Béylece R, Onerme 3.1.20°den R, (T2) 6zelligini saglar. Ayrica R bir sag maks
halkas1 oldugundan, Onerme 3.1.8’den R, (T1) 6zelligini saglar. Onerme 3.1.10 yardimiyla iddiamiz1
ispatlamis oluyoruz. m

Bir sonraki teoremde, degismeli bir halkanin (T) 6zelligini saglamasi igin gerekli ve yeterli
kosullar1 verdik. Ilk dnce asagidaki iki ara sonucu kanitlayacagiz.

Onerme 3.2.5 Sag Kasch olmayan bir R halkasi, (T2) 6zelligine sahiptir ancak ve ancak R yalniz bir
tekil basit sag R-modiilii 0lan sag ve sol Artin kalitsal seri halkasidir.

Kamt. R, (T) dzelligine sahip, sag Kasch olmayan bir halka olsun. Onerme 3.1.20’den her tekilsiz
sag R-modiil projektiftir ve R yalniz bir tekil basit S sag R-modiilii olan sag C-halkasidir. O halde ya
Hom(S, R) = 0 ya da Hom(S, R) # 0 olmalidir. Hom(S, R) # 0 durumunda, R bir sag Kasch
halkas1 olup, bu durum ise varsayimimiz ile ¢elismektedir. Hom(S, R) = 0 durumunda da, R sag C-
halka oldugundan, Z,(Rg) = 0 olur. Dolayisiyla R, tekilsiz sag halkadir. (Dung, 1990) sonucu
yardimiyla, iddiamizi ispat etmis oluruz. Tersine, R yalniz bir tekil basit sag R-modiilii olan sag ve
sol Artin kalitsal seri halka ise, Onerme 3.1.20 ve (Dung, 1990)’dan, R halkas1 (T2) dzelligine
sahiptir. m

Sonug 3.2.6 Sag Kasch olmayan bir R halkasinin (T2) 6zelligine Sahip olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul R halkasinin (T) 6zelligine sahip olmasidir.
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Kamit. Yeter kosul agiktir. Gereklilik igin, R nin Onerme 3.1.10 ve Onerme 3.1.8’den R halkas1 maks
halkasidir. Béylece Onerme 3.2.5°den, R halkasmin (T) 6zelligine sahip oldugu ispat edilmis olur.
[

Son sonucumuzda, degismeli halkalar {izerinde (T) Ozelligini saglayan halkalarin
karakterizasyonunu veriyoruz.
Teorem 3.2.7 Degismeli bir R halkasinin (T) 6zelligini saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul R = A4 X
B olacak sekilde bir halka ayrismimn (ring decomposition), bir A yar1 basit Artin halkasi ve

asagidaki kosullardan birini saglayan B i¢in var olmasidir:

(1) B, yalniz bir tekil basit sag R-modiilii olan bir yari-Artin maks halkasidir,

(2) B, yalniz bir tekil basit sag R-modiilii olan bir Artin kalitsal seri halkasidir.

Kamt. (=) Onerme 3.1.20°den her tekilsiz R-modiilii projektif ve R, yalniz bir tekil basit R-
modiilii S ye sahip C-halkasidir. Dolayisiyla, A = Z,(R) ve B = R/ Z,(R) olmak tlizere, R = A X B
halka ayrigimu vardir. Eger S bir A-modiil ise, o0 zaman B yar1 basit Artindir ve (Tiirkoglu, 2022)’den,
A halkasi (T) 6zelligine sahiptir. A halkas1 Goldie burulmali oldugundan ve Onerme 3.1.20’den R ¢
halkasidir, ve dolayistyla A yari-Artindir. Ayrica Onerme 3.1.8°den, A halkas1 bir maks halkasidir.
Eger S bir B-modiil ise, A yar1 basit Artindir. Yine B, (T) 6zelligine sahip olur. Onerme 3.2.5’den B
Artin kalitsal seri halkasidir.

(<) B halkasmin (1) kosulunu sagladigini kabul edelim. O zaman, Onerme 3.1.20 ve
Onerme 3.1.8°den, B halkas1 (T) &zelligini saglar. O zaman, (Tiirkoglu, 2022)’den R halkas1 (T)
ozelligine sahiptir. Eger B halkas1 (2) kosulunu saglar ise, Onerme 3.2.5 den B halkasi (T) 6zelligine
sahip olur. (Tirkoglu, 2022)’den R halkasi (T) 6zelligine sahiptir. m
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4. SONUC

Z. Tirkoglu’nun 2022 yilinda yaymlanan makalesinde, projektif olmayan her modiiliin
arasinda sifirdan farkli bir homomorfizma var olmasi ((T) 6zelligi) kosulu altinda halkalarin
siniflandirilmasi ¢aligilmigtir.

Tezimizde, oncelikle, bu (T) 6zelliginin (T1) ve (T2) genellemesi basit modiiller
araciligryla tanitilmis ve bu iki genellemeleri kullanarak halkalarin siniflandirilmasi galisilmustir.
(T), (T1) ve (T2) 6zelliklerinin birbirleri arasindaki iliskiler incelenmistir. Ayr1 ayri (T1) ve (T2)
ozelliklerini saglayan halkalarin siniflandirilmalar1 ¢alisilmistir. Son olarak, (T) 6zelligini saglayan

halkalar ile ilgili baz1 agik problemler ¢oziilmiistiir.
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