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 k  karakteristiği sıfır olan bir cisim, R  bir -k cebir, ( )n RW ; R nin n - inci 

dereceden evrensel türev modülü (Kähler modülü), ( ):n nd R R¾¾®W  kanonik 

dönüşümü R  nin n - inci dereceden -k türevi, ( )( )n nJ RW ; R  nin ( )n RW  
üzerinde derecesi n  e eşit veya daha küçük olan evrensel diferansiyel modülü, 

( )( )2
n RL W ; R  nin ( )n RW  üzerinde tanımlı ikinci dereceden exterior kuvvet modülü, 

( )( )2
n RÚ W ; R nin ( )n RW  üzerinde tanımlı ikinci dereceden simetrik kuvvet modülü 

olsun. 
 Bu çalışmanın amacı, ( )1 RW  üzerinde tanımlanan simetrik türevin yüksek 
mertebeden evrensel türev modülleri üzerinde genelleştirilmiş tanımını da kullanarak 

( )2 RW  üzerinde hangi homolojik özellikleri gösterdiğini belirlemektir. Bu anlamda bu 
çalışmada, evrensel türev modüllerinin ikinci dereceden simetrik kuvvet modülleri ile ilgili 
yeni tam diziler geliştirdik ve ispatladık. Ayrıca, ( )( ) ( )2 2 2: J R Rq W ¾¾®W  kanonik 
dönüşümü ile oluşturduğumuz tam dizinin çekirdeğinin denk olduğu bağıntıyı belirledik. 
Daha sonra, tanımladığımız bir izomorfizmi de kullanarak hiperyüzeylerde evrensel türev 
modüllerinin ikinci dereceden simetrik kuvvet modülünün projektif boyutunu hesapladık ve 
örnekler üzerinde gösterdik. 
 
Anahtar Kelimeler: Kӓhler modülü, simetrik türev, projektif boyut, hiperyüzey. 
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Let k  be an algebraically closed field with characteristic zero, R  be a 

-k algebra, ( )n RW  be the module of n - th order Kähler differentials of R  over k , 

( ):n nd R R¾¾®W  be the canonical map n - th order -k derivations of R , 

( )( )n nJ RW  be n - th order universal module of differential operators of order less than 

or equal to n  on ( )n RW , ( )( )2
n RL W  be second exterior power of universal module 

of derivations on ( )n RW , ( )( )2
n RÚ W  be second symmetric  power of universal 

module of derivations on ( )n RW . 
The aim of this study is to determine homological properties on second order 

Kähler modules of R  using generalized symmetric derivations of higher order universal 
modules related to first order Kähler modules. That is, in this study, we identified new 
exact sequences related to second order symmetric derivations of Kähler modules and 
proved them. Then, we assigned that kerq  is isomorphic to what? where q  is a canonical 
map from ( )( )2 2J RW  to ( )2 RW . Then, we calculated projective dimensions of second 
order symmetric derivations of universal modules on hypersurfaces using a new 
isomorphism proved by us and gave some examples about them. 
 
Key Words: Kӓhler module, symmetric derivation, projective dimension, 

hypersurface. 
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1. GİRİŞ 
 
1.1. Evrensel Modüllere Temel Bakış 

Diferansiyel operatörler, cebirsel kümeler ve onların koordinat halkaları 

hakkında bilgi sahibi olmak ve cebirsel kümelerle ilgili problemleri modül teoriye 

taşımak amacıyla çalışılmıştır. Diferansiyel operatörlerin evrensel modülleri ise 

indirgenemez sonlu üretilmiş cebire karşılık gelen bir  koordinat halkasının regüler 

olup olmadığını anlamaya yardımcı mevcut kriterlere alternatif olan çözüm 

getirmiştir. Evrensel modüller bu anlamda sıklıkla çalışılan bir konu 

olmuştur.Evrensel modüllerin özellikleri, exterior kuvvetleri, simetrik kuvvetleri ve 

projektif boyutları çalışılarak bilime katkı sağlanmıştır. Ayrıca uygulama alanı olan 

da bir konudur. Matematiksel Fizik, Control Sistemleri, Dinamik gibi bazı bilim 

dallarında örneklerine rastlanmıştır. 

Evrensel modüller ilk defa 1960 yılında Nakai tarafından tanımlanmıştır. 

Nakai, evrensel modüllerle ilgili bir takım sonuçlar elde etmiştir. Bunlardan biri 

şudur ki; R  indirgenemez sonlu üretilmiş cebire karşılık gelen bir koordinat 

halkası olmak üzere R  nin regüler halka olması için gerek ve yeter koşul ( )1 RW  

nin projektif modül olmasıdır. Bu, bir halkanın regüler olup olmadığını anlamak 

için bir kriter olmuştur. R  nin regüler halka olması ile ilgili başka çalışmalar da 

vardır. Örneğin; Berger, çalışmasında bir boyutlu complete intersection afin 

halkalarda ( )1 RW  nin torsiyon serbest modül olmasıyla halkanın regüler 

olmasının birbirine denk olduğunu göstermiştir. 

Bir cebirin yüksek mertebeden diferansiyel operatörlerinin evrensel 

modülleri ilk defa 1967 yılında Osborn tarafından tanımlanmıştır. Benzer tanımlar 

1969 yılında Heyneman ve Sweedler tarafından ve daha kapsamlı bir çalışma 1970 

yılında Nakai tarafından yapılmıştır. Nakai bu çalışmasında yüksek mertebeden 

diferansiyel operatörlerin evrensel modüllerinin bazı homolojik özelliklerini 

incelemiştir. 
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Örneğin; R  bir -k cebir ve I  da R  nin bir ideali olsun. ( ):n nd R R¾¾®W  

n - inci dereceden diferansiyel operatör olmak üzere  

 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )0 0n n n

n
n n

d I I R R R
II R I R

+ W W
¾¾® ¾¾® ¾¾®W ¾¾®

W W
    

 

dizisinin R
I - modül homomorfizmalarının tam dizisi olduğunu göstermiştir. 

Sweedler ise 1975 yılında yapmış olduğu çalışmasında R  regüler halka ise 

( )n RW  nin projektif modül olduğunu göstermiştir. ( )1 RW  nin projektif boyutu 

ile ilgili en önemli çalışmaları Vasconcelos 1968 yılında yapmıştır. Ona göre, R  

afin tamlık bölgesi ve ( )( )1pd RW < ¥  olduğunda R  nin normal halka olması ile 

( )( )1 1pd RW £  olması denktir. ( )1 RW  nin projektif boyutunun bazı  koşullar 

altında sonsuz olduğunu ise 1977 yılında Matsuoka göstermiştir. Daha sonra 

Vasconcelos 1978 yılında ( )1 RW  nin projektif boyutunun sıfır, bir veya sonsuz 

olduğunu göstermiştir. 

 Daha sonraki yıllarda yüksek mertebeden diferansiyel operatörlerin 

evrensel modüllerini Erdoğan 1993 yılında çalışmıştır. Bu çalışmasında evrensel 

modüllerin projektif  boyutları ile ilgili önemli sonuçlar elde etmiştir. Örneğin, 

[ ]1, , sR x x= Kk  ve I  da f RÎ  elemanı tarafından üretilen R  nin bir ideali ise 

( )( ) 1n
Rpd IW £  olduğunu göstermiştir. 

Evrensel türev modüllerinin  exterior ve simetrik kuvvetleri de çalışılan konular 

arasındadır. Bu konularda çalışan yazarlarımızın başlıcaları; Osborn, Hart, 

Erdoğan, Olgun ve Bourbaki'dir. Erdoğan evrensel türev modüllerinin ikinci 
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exterior kuvvetlerinden bahsetmiş, Hart ise R  bir afin -k cebir olmak üzere 

R - modüllerin 

 

( ) ( )( ) ( )( )2
2 1 1 10 0R J R R¾¾®W ¾¾® W ¾¾®L W ¾¾®  

 

bir split tam dizisinin olduğunu kanıtlamıştır. Bu tezde Hart'ın bu sonucundan 

esinlenilmiştir. Osborn 1968 yılında birinci dereceden simetrik türevleri ve 

özelliklerini tanımlamış ve daha sonra genelleştirilmiş simetrik türev tanımını ve 

bazı özelliklerini Olgun vermiştir. Ayrıca Bourbaki de simetrik kuvvet modülünün 

tanımını ve evrensellik özelliğini vermiştir.  

 Bu tezde, evrensel türev modüllerinin simetrik kuvvetleri ile ilgili birinci 

dereceden yapılmış olan bu çalışmalar, genelleştirilmiş tanımı da göz önüne alarak 

ve yeni bir takım tam diziler ve izomorfizmler tanımlanarak ikinci dereceye 

taşınmıştır. 

 Teze ilk olarak evrensel modüllere temel bakış bölümü ile giriş yapılmıştır. 

İkinci bölümde, Osborn, Heyneman-Sweedler, Nakai ve Erdoğan gibi 

yazarlarımızın çalışmalarından elde edilen diferansiyel operatörler ve evrensel 

türev modüllerinin belli başlı özellikleri ve bazı sonuçları örneklerle birlikte 

verilmiştir. Üçüncü bölümde, evrensel türev modüllerinin tensör, exterior ve 

simetrik cebirleri ile ilgili genel bilgiler verilmiş ve bu cebirlerin özellikleri 

tanıtılmıştır. Dördüncü bölümde, Hart, Olgun, Osborn, Erdoğan ve Bourbaki'nin 

çalışmalarından faydalanarak evrensel türev modüllerinin simetrik kuvvetlerinin 

özellikleri geniş bir çerçeveden ele alınmış ve daha sonra aşağıdaki sonuçlar elde 

edilmiştir: 

 

Sonuç I: R  bir afin -k cebir olmak üzere  

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
1 1 1 1 1J R R R RW @ W Å Ú W Å L W  
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izomorfizmi vardır. 

 

Sonuç II: [ ]1, , sR x x= Kk  değişmeli bir -k cebir olmak üzere R - modüllerin 

 

( )( ) ( )2 2 20 ker 0J R Rqq¾¾® ¾¾® W ¾¾®W ¾¾®  

 

bir kısa tam dizisi vardır ve ( )( ) ( )( )2 2
2 2ker R Rq @ L W Å Ú W  dir. 

 

Sonuç III: [ ]1, , sR x x= Kk  bir afin -k cebir olmak üzere R - modüllerin 

 

( ) ( )( ) ( )( )2
2 2 2 2 0R J R RW ¾¾® W ¾¾®L W ¾¾®  

 

bir tam dizisi vardır. 

 

Sonuç IV: [ ]1, , sR x x= Kk  bir afin -k cebir olmak üzere R - modüllerin 

 

( ) ( )( ) ( )( )2
2 2 2 2 0R J R RW ¾¾® W ¾¾®Ú W ¾¾®  

 

bir tam dizisi vardır. 

 

Beşinci bölümde, Erdoğan ve Olgun'un yapmış olduğu çalışmalar ışığında evrensel 

türev modüllerinin projektif boyutları anlatılmış ve özel belirlenen örnekler 

üzerinde hesaplamalar yapılmıştır. Daha sonra bu bilgileri kullanarak evrensel 

türev modüllerinin ikinci dereceden simetrik kuvvet modüllerinin projektif 

boyutları çalışılmış ve aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir: 
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Sonuç I: M  bir R - modül, N , M  nin bir alt modülü, NL , 2 MÚ  nin 

{ }:  ,  x y x M y NÚ Î Î  kümesi tarafından üretilen bir alt modülü olmak üzere  

 

( )2 2

N

M M
L N

Ú @ Ú  

 

izomorfizmi vardır. 

 

Sonuç II: [ ]1, sR x x= Kk  bir polinom cebiri ve g RÎ  bir ideali olmak üzere 

[ ]
( )

1, sx xS g= Kk  bir afin tamlık bölgesi olsun. Bu durumda ( )( )2
1 SÚ W  nin 

projektif boyutu 1'e eşit veya küçüktür. 
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2. EVRENSEL MODÜLLER 
 

2.1. Diferansiyel Operatörler ve Evrensel Diferansiyel Modüller 

 İlk olarak diferansiyel operatörler ve evrensel diferansiyel modüllerin 

tanımı yapılarak özellikleri ve ilgili bazı örnekleri verilecektir. 

 Aksi belirtilmedikçe, R  birim elemanlı ve değişmeli bir halkadır. 

 

Tanım 2.1.1 k  bir cisim, R  bir -k  cebir, A  ve B  de R -  modüller olsunlar. 

( ),Hom A Bk ; A  dan B  ye tanımlı -k  lineer dönüşümlerin kümesi olsun. Bu 

durumda ( )1 ,HomJ Î A Bk  , a Î A  ve r RÎ  için  

 

1 :J A ¾¾®B  

( )1 1:r a r aJ J¾¾®  

( ) ( )1 1 1:r a r a raJ J J¾¾® =  
 

olarak tanımlanırsa ( ),Hom A Bk  üzerinde ikili R -  modül yapısı aşağıdaki gibi 

kurulur: 

[ ]( ) ( ) ( )1 1 1, r a ra r aJ J J= -  olarak tanımlansın. 

Bu durumda [ ] ( )1, ,r HomJ Î A Bk  dir. 

 

a Îk  için  [ ]( ) ( ) ( )1 1 1, r a r a r aJ a J a J a= -  

                                      ( ) ( )1 1ra r aaJ aJ= -  

                                                                      ( ) ( )( )1 1ra r aa J J= -     

                                                                      [ ]( )1, r aa J=   dır. 
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Bundan hareketle,  

 

( ) ( ) ( ) [ ]{ }0
1 1, , , : , 0,R RHom D Hom r r RJ JA B = A B = Î A B = " Îk   

olarak tanımlansın. ( )1 ,n
RD - A B  tanımlanmış olsun. Bu durumda  

( ) ( ) [ ] ( ){ }1
1 1, , : , , ,n n

R RD Hom r D r RJ J -A B = Î A B Î A B " Îk  kümesine  

n -  inci dereceden diferansiyel operatör modülü denir. 

 

Önerme 2.1.2 ( ),n
RD A B  modülü ( ),Hom A Bk  nin bir R - alt modülüdür. 

 

İspat: İspatı n  üzerinden tümevarım yöntemiyle yapalım: 

0n =  için ( ) ( ) ( )0, , ,n
R R RD D HomA B = A B = A B  olup R -  modüldür. 

1n -  için önermeyi doğru kabul edelim. ( )1 2, ,n
RDJ J Î A B  alalım. 

 

[ ] ( ) ( )1 2 1 2 1 2, r r rJ J J J J J+ = + - +   

                  ( ) ( )1 2 1 2r r r rJ J J J= + - -   

                  ( ) ( )1 1 2 2r r r rJ J J J= - + -   

                  [ ] [ ]1 2, ,r rJ J= +   

 

[ ] [ ] ( )1
1 2, , , ,n

Rr r DJ J -Î A B  olup hipotezden dolayı  

[ ] [ ] ( )1
1 2, , ,n

Rr r DJ J -+ Î A B  dir. Dolayısıyla tanımdan 

( )1 2 ,n
RDJ J+ Î A B  dir.        
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1r RÎ  ve ( )1 ,n
RDJ Î A B  için [ ] ( ) ( )1 1 1 1 1 1,r r r r r rJ J J= -   

                                                                ( )1 1 1 1r r rrJ J= -   

                                                                ( )1 1 1 1r r r rJ J= -     

                                                                ( )( )1 1 1r r rJ J= -   

                                                                [ ]1 1,r rJ=   

 

[ ] ( )1
1, ,n

Rr DJ -Î A B  olup hipotezden dolayı [ ] ( )1
1 1, ,n

Rr r DJ -Î A B  ve tanımdan 

( )1 1 ,n
Rr DJ Î A B  olur. Dolayısıyla ( ),n

RD A B  bir R - alt modüldür. 

 

NOT: A  ve B  R -  modüller olmak üzere, 0n" <  için ( ), 0n
RD A B =  olarak 

alınır. Tanımdan dolayı, 

 

( ) ( ) ( )0 0,R R RD D A End AA A = =   

( ) ( )0 , ,R RD R A Hom R A A= @   

( )0 ,RD R R R@   

olduğu görülür. 

 

Önerme 2.1.3 n" Î Z  için ( ) ( )1, ,n n
R RD D +A B Í A B  dir. 

 

İspat: İspatı n  üzerinden tümevarım yöntemiyle yapalım: 

0n <  için yukarıda belirtildiği üzere ispat aşikardır. 

0n =  için ( ) ( )0
1 , ,R RD HomJ Î A B = A B  olsun. 

Tanımdan, [ ] ( )1, 0 ,Rr HomJ = Î A B  dir. Dolayısıyla ( )1
1 ,RDJ Î A B  olur. 
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1n -  için önermenin doğru olduğunu kabul edelim. 

( )1 ,n
RDJ Î A B  olmak üzere ( ) ( )1 , ,n n

R RD D- A B Í A B  olsun. Tanımdan,  

[ ] ( )1
1, ,n

Rr DJ -Î A B  olup hipotezden [ ] ( )1, ,n
Rr DJ Î A B   ve tanımdan 

( )1
1 ,n

RDJ +Î A B  dir.   W   

 

Diferansiyel operatör modülün tanımı gereğince,  

( ) ( )0
1 , ,R RD HomJ Î A B = A B  ise 0r R" Î  ve her a AÎ  için 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 1 0 1 0 1, 0r a r a r a r a r aJ J J J J= - = - =  dır. Böylece  

( ) [ ]0
1 1 0, , 0RD rJ JÎ A B Þ =  , 0r R" Î   

( ) [ ] ( ) [ ]1 0
1 1 0 1 0 1, , , , , 0R RD r D r rJ J Jé ùÎ A B Þ Î A B Þ =ë û  , 1r R" Î   

M   

( ) [ ]1 1 0 1 2, [[[ , , ], ], ], 0n
R nD r r r rJ Jé ùÎ A B Þ =ë ûK K  , 0 1 2, , , , .nr r r r R" ÎK   

 

NOT: 1 0 1 2[[ [[[ , ], ], ], ], ]nr r r rJK K   yerine [ ]1 0 1 2, , , , , nr r r rJ K   yazılabilir. 

 

Örnek 2.1.4 [ ]1 2,R x x= k  alalım. ( )1
1 RD RJ Î  ye bakalım. 

Eğer ( )1
1 RD RJ Î  ise [ ]1 0 1, , 0r rJé ù =ë û  idi. Dolayısıyla  

[ ]1 1 2, , 0x xJ = Þ  [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]( )1 1 2 1 1 2 2 1 1, , 1 , 1 , 1x x x x x xJ J Jé ù = -ë û   

                                                       ( ) ( )1 1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 10 1x x x x x x x xJ J J J= - - +   

                                           ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 1 1x x x x x x x xJ J J J= + -    olur. 

Tanım 2.1.5 ( ) ( )
0

, ,n
R R

n

D D
¥

=

A B = A BU   



2. EVRENSEL MODÜLLER                                                   Hamiyet MERKEPCİ 

11 

kümesine A  dan B  ye tanımlı tüm -k  lineer diferansiyel operatörler uzayı denir. 

Aşağıda diferansiyel operatör modülleri ile ilgili bazı örnekler verilmiştir. 

 

Örnek 2.1.6 [ ]1R x= k   alalım. Bu durumda, 

( ) [ ]0
1RD R x@ k   

( )1

1

1,RD R
x
¶

= á ñ
¶

  

( )
2

2
2

1 1

1, ,RD R
x x
¶ ¶

= á ñ
¶ ¶

  

M  

( )
2

2
1 1 1

1, , , ,
n

n
R nD R

x x x
¶ ¶ ¶

= á ñ
¶ ¶ ¶

K   dir. 

 

Örnek 2.1.7 [ ]1 2,R x x= k   alalım. 

( )1

1 2

1, ,RD R
x x
¶ ¶

= á ñ
¶ ¶

  

( )
2 2 2

2
2 2

1 1 2 2 1 2

1, , , , ,RD R
x x x x x x
¶ ¶ ¶ ¶ ¶

= á ñ
¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶

  

M  
 

1 2

1, :1
t

n
R i jD t i j n

x x
ì ü¶

= á £ = + £ ñí ý¶ ¶î þ
 

Örnek 2.1.8 [ ]1R x= k   olsun. ( )1
RD R  , bazı 

1

1,
x

ì ü¶
í ý¶î þ

  kümesi olan bir serbest 

R -  modüldür. Bunu görelim: 
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( )1 2 2
1

1 0 0f f I f
x
¶

+ = Þ =
¶

  

( ) ( )1 1 2 1
1

0f x f I x
x
¶

+ =
¶

   

1 2 1 10 0f f x f+ = Þ =   

 

Dolayısıyla ( )1
RD R   serbest R -  modüldür. 

Bunu daha genel olarak şöyle ifade edebiliriz: 

[ ]1, , tR x x= Kk   polinomlar cebiri olsun. ( )1
RD R , bazı  

1 2

1, , , ,
tx x x

ì ü¶ ¶ ¶
í ý¶ ¶ ¶î þ

K   

kümesi olan bir serbest R -  modüldür. Bunu gösterelim: 

Her 1, ,i t= K   olmak üzere ( )1
RD D RÎ   ve 

1 2

1, , , ,
tx x x

ì ü¶ ¶ ¶
R = í ý¶ ¶ ¶î þ

K   için  

( ) ( )1n n
i i iD x n x D x-= ×   dir. Bu durumda  

( ) ( )1
1

1
0k

n
ii

i k
i i

D D x x x
x=

æ ö¶
- =ç ÷¶è ø
å K  ve dolayısıyla ( )

1

n

i
i i

D D x
x=

¶
=

¶å   olduğu 

görülür. Böylece D ÎáRñ   dir. Bu küme aynı zamanda lineer bağımsız olup 

( )1
RD R  nin baz kümesi R  dir. 

 

Önerme 2.1.9 A  , B   ve K   R -  modüller olmak üzere  

( )1 ,n
RDJ Î A B   ve ( )2 ,s

RDJ Î B K   ise ( )2 1 ,n s
RDJ J +Î A K  dır. 

 

İspat: İspatı n s+  üzerinden tümevarım yöntemiyle verelim. 

0n s+ =  için ( ) ( )0
1 , ,R RD HomJ Î A B = A B   
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                        ( ) ( )0
2 , ,R RD HomJ Î B K = B K  dır. 

Buradan ( )2 1 ,RHomJ J Î A K   olur. 

1n s+ -   için önermenin doğru olduğunu kabul edelim. 

( )1 ,n
RDJ Î A B   ve ( )2 ,s

RDJ Î B K   için  

 

 [ ] ( ) ( )2 1 2 1 2 1, r r rJ J J J J J= -  

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1r r r rJ J J J J J J J= - + -  

( )( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1r r r rJ J J J J J J J= - + -   

( )( ) ( )2 1 1 2 2 1r r r rJ J J J J J= - + -   

[ ] [ ]2 1 2 1, ,r rJ J J J= +   

 

( )2 ,s
RDJ Î B K   ve [ ] ( )1

1, ,n
Rr DJ -Î A B   olup hipotezden  

[ ] ( )1
2 1, ,n s

Rr DJ J + -Î A K  dır.  

Benzer şekilde, [ ] ( )1
2 , ,s

Rr DJ -Î B K   ve ( )1 ,n
RDJ Î A B   olup hipotezden 

[ ] ( )1
2 1, ,n s

Rr DJ J + -Î A K  dır. O halde 

[ ] [ ] ( )1
2 1 2 1, , ,n s

Rr r DJ J J J + -+ Î A K   olup ( )2 1 ,n s
RDJ J +Î A K   dır. 

Özel olarak, A = B = K   alınırsa Önerme 2.1.9 un bir sonucu olarak  

( ),RD A A  , ( )End Ak   nın bir -k altcebiridir. ( ),RD A A  ya A   üzerinde 

diferansiyel operatörler halkası denir ve ( )RD A   ile gösterilir. 

R   bir -k  cebir ve R RÄk   de R  halkasının kendisiyle olan tensör çarpımı 

olsun. , , ,i j i jx x y y RÎ   olmak üzere  
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,
i k i j k j i j k i j

i j i j
x y x y x x y y

æ öæ ö
Ä × Ä = Äç ÷ç ÷

è ø è ø
å å å   

çarpımıyla R RÄk   birim elemanlı ve değişmeli bir halkadır. 

 Her ,x y RÎ  , ( )1 ,HomJ Î A Bk   ve a Î A   için  

( ) ( )1 1:x y a x yaJ JÄ ¾¾®k   olarak tanımlanırsa ( ),Hom A Bk   üzerinde 

R RÄ -k  modül yapısı kurulabilir. 

: R R Rj Ä ¾¾®k   cebirsel çarpım dönüşümü  

i i i i
i i

x y x yÄ ¾¾®å å   olarak tanımlansın. Bu dönüşüm hem halka hem de R -  

modül homomorfizmidir. Bunu görelim: 

1 i i
i

x yw = Äå  , 2 j j
j

x yw = Äå   olarak alınsın. 

( )1 2
, ,

i j i j i j i j
i j i j

x x y y x x y yj w w j
æ ö

= Ä =ç ÷
è ø
å å   

                                                   i i j j
i j

x y x y= ×å å   

                                                                ( ) ( )1 2j w j w= ×   

x R" Î   için    ( ) ( )1 i i i i
i i

x x x y x x yj w j jæ ö= Ä = Äç ÷
è ø

å å  

                                                                      i i
i

x x y= å   

                                                                      ( )1xj w=   

O halde kerj  , R RÄk   nin hem ideali hem de R -  altmodülüdür.  

j  örtendir. kerI j=   olmak üzere R -  modül homomorfizmlerin 
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0 0I R R Rj¾¾® ¾¾® Ä ¾¾® ¾¾®k  

 

bir kısa tam dizisi yazılabilir. 

 

Lemma 2.1.10 I   ideali için baz kümesi { }1 1:x x x RÄ - Ä Î   dir. 

 

İspat: i i
i

x y IÄ Îå   alalım. Bu durumda 0i i i i
i i

x y x yj æ öÄ = =ç ÷
è ø
å å   dir. 

Bu yüzden ,i ix y R" Î   için 1i i i i i i
i i i

x y x y x yÄ = Ä - Äå å å   

                                                                ( )1i i i i
i

x y x y= Ä - Äå   

                                                                ( ) ( )1 1 1i i i
i

x y y= Ä Ä - Äå   

                                                                ( )1 1i i i
i

x y y= Ä - Äå   

olup istenen elde edilir. 

 

Not: A   ve B   R -  modüller, ( )1 ,HomJ Î A Bk   olsun. Bu durumda  

her x RÎ   ve  her a Î A   için  

[ ]( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1, x a x a x aJ J J= -  

                                                        ( ) ( )1 1x a x aJ J= -   

                                                        ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1x a x aJ J= Ä - Ä   

                                                        ( ) ( )11 1x x aJ= Ä - Ä   

olup buradan [ ] ( )1 1, 1 1x x xJ J= Ä - Ä   eşitliği elde edilir. 



2. EVRENSEL MODÜLLER                                                   Hamiyet MERKEPCİ 

16 

I   ideali R RÄk   nin bir ideali ise herhangi bir 1n ³   için 1nI +   de R RÄk   nin 

bir ideali olup üreteç kümesi ( )
0

1 1 :
n

i i i
i

x x x R
=

ì ü
Ä - Ä Îí ý

î þ
Õ   dir. 

 

Önerme 2.1.11 ( ) ( )
{ }

'

0,1, ,0
1 1 1

n
T

i i T T
T ni

x x x x
Í=

Ä - Ä = - ÄåÕ
K

  dir. 

Burada ' :T  T  nin tümleyeni 

           :T  T  nin eleman sayısı 

           :Tx k
k

xÕ            

İspat: İspatı n  üzerinden tümevarım yöntemiyle yapalım. 

0n =  için ( )
{ }

'

0
1 T

T T
T

x x
Í

- Äå  ( ) ( )
{ }

0 1
0 0

0
1 1

T T
x x x xÆ Æ

=Æ =

= - Ä + - Ä  , 1xÆ =   

                                                   0 01 1x x= Ä - Ä   

1n =  için ( )
{ }

'

0,1
1 T

T T
T

x x
Í

- Äå  ( ) ( )
{ }

( )
{ }

( )
{ }

0 1 1 2
0 1 0 1 1 0 0 1

0 1 0,1
1 1 1 1

T T T T
x xx x x x x xx xÆ Æ

=Æ = = =

= - Ä + - Ä + - Ä + - Ä                    

0 1 0 1 1 0 0 11 1x x x x x x x x= Ä - Ä - Ä + Ä   

1n -  için önermenin doğru olduğunu kabul edelim. Yani, 

( ) ( )'

11

0 0
1 1 1

T nn

T i iT
i i

x x x x
--

= =

- Ä = Ä - Äå Õ  

n  için ( ) ( )'

1

0
1 1 1

n
T

T n nT
i

x x x x
-

=

æ ö- Ä × Ä - Äç ÷
è ø
å  ( ) ( )' '

1

0
1

Tn

T n T nT T
i

x x x x x x
-

=

= - Ä - Äå   

                                                                            ( )
{ }

'

0
0,1, ,

1
Kn

K K
i

K n

x x
=
Í

= - Äå
K

  

 elde edilir. 
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Önerme 2.1.12 A   ve B   R -  modüller ve ( )1 ,HomJ Î A Bk   olsun. 1J   in n -  

inci dereceden diferansiyel operatör olması için gerek ve yeter koşul 1
1 0nI J+ =   

olmasıdır. 

 

İspat: [ ] ( )[ ]1 0 1 1 1 1 0, , 1 1 ,x x x x xJ Jé ù = Ä - Äë û   

                                 ( )( )1 1 0 0 11 1 1 1x x x x J= Ä - Ä Ä - Ä   

Benzer şekilde devam edilirse 

           ( )1 0 1 1
0

, , , , 1 1 0
n

n i i
i

x x x x xJ J
=

é ù = Ä - Ä =ë û ÕK  

olur ve dolayısıyla 1
1 0nI J+ =   elde edilir. 

 

Sonuç 2.1.13 ( )1 ,n
RDJ Î A B   olsun. 

( ) ( )
{ }

( )1
1 0 1 1 '

0,1, ,  1
, , , 1 ,T

n T T
T n ve T

x x x a x x aJ J-

Í ³

= -å
K

K    dır. 

 

İspat: Bir önceki önermeden yararlanarak 1
1 0nI J+ =   olduğu söylenebilir. 

( ) ( )
{ }

1
1 1 ' 1

0,1, ,0
0 1 1 1 0

n
Tn

i i T T
T ni

I x x x xJ J J+

Í=

æ ö
= Þ Ä - Ä = - Ä =ç ÷ç ÷

è ø
åÕ

K
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
{ }

( ) ( )01
1 0 1 1 ' 1

0,1, ,
1 1 Tn

n T T
T n

I a x x x x a x x aJ J J+
Æ

Í

= - Ä + - Äå
K

K  

( ) ( )
{ }

( )1
1 0 1 1 '

0,1, ,  ve 1
1 T

n T T
T n T

x x x a x x aJ J
-

Í ³

= -å
K

K  

bulunur. 

A  bir R -  modül, x y R RÄ Î Äk  , 'x a RÄ Î Ä Ak  için 

( ) ( )' 'x y x a xx yaÄ Ä = Ä   çarpımı ile R Ä Ak   üzerinde bir R RÄ -k  
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modül yapısı kurulabilir. Bu yüzden herhangi bir 1n ³   için 

( )1n

R
I R+

Ä A
Ä A
k

k
  faktör modülü tanımlanabilir. Burada 1nI +  , R RÄk   nin 

tanımlandığı gibi bir idealidir. 

 

: Rh A ¾¾® Ä Ak  

( ) 1a ah = Ä  
 

dönüşümü ve 

 

( )1: n

RR
I R

z +

Ä A
Ä A ¾¾®

Ä A
k

k
k

 

( )x a x az Ä = Ä  

 

  doğal dönüşümü tanımlansın. 

 Bu durumda  
( )1: n

R
I R

zh +

Ä A
A ¾¾®

Ä A
k

k
  dönüşümü ( ) 1a azh = Ä   olacak 

biçimde tanımlı bileşke bir -k  lineer dönüşümdür.  

 

Önerme 2.1.14 zh  bileşke dönüşümü n -  inci dereceden diferansiyel 

operatördür. 

 

İspat: 1 0nI zh+ =   olup Önerme 2.1.12 den zh   homomorfizması n -  inci 

dereceden diferansiyel operatördür. 
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Tanım 2.1.15 A  , B  ve  K   birer R -  modül ve :nD A ¾¾®B  n -  inci 

dereceden bir diferansiyel operatörü olmak üzere herhangi bir n -  inci dereceden 

:a A ¾¾®K   diferansiyel operatörü için aşağıdaki diyagramı değişmeli yapan 

nb aD =  olacak şekilde bir tek : Kb B ¾¾®  R -  modül homomorfizması varsa 

:nD A ¾¾®B   diferansiyel operatörüne n -  inci dereceden evrensel diferansiyel 

operatör denir. 

 

1n

a

b
K

A ¾¾® K
D ¯ ¯

B ¾¾® K
 

 

Teorem 2.1.16  R  bir k -  cebir ve A  , B  R -  modüller olsunlar. Bu durumda  

 

( ) ( ), ,RHom Hom RA B @ Ä A Bk k    

 

izomorfizmi vardır. 

İspat: ( ),Hom A Bk   ve ( ),RHom R Ä A Bk  üzerinde  R RÄ -k  modül yapısı 

vardır. 

( ) ( ), ,RHom Hom RA B @ Ä A Bk k   R RÄ -  modül izomorfizmi vardır. 

 

( ) ( ): , ,RHom Hom RF A B ¾¾® Ä A Bk k   

                    ( )( ) ( )x a x aq q q¾¾®F Ä = ,  x a RÄ Î Ä Ak  

 olarak tanımlansın. 

i. F  bir R -  modül homomorfizmidir. 'x R" Î   için  

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'x x a x x a x x aq q qF × Ä = F Ä =  
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ii. F   birebirdir.  

            ( ) 0qF =  Þ  ( ) ( )( )1 0a aq q= F Ä =  ,  a"   için 

                              Þ  0q =   

iii. ( ),RHom RY Î Ä A Bk   ve : Bq A ¾¾®  dönüşümü ( ) ( )1a aq = Y Ä  

olsun. Bu durumda ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1x a x a x a x aq qF Ä = = Y Ä = Y Ä  olup 

böylece ( )qF = Y  olduğundan F  örtendir. 

iv. F  , R RÄ -k  modül homomorfizmidir. 

        ( )( ) ( )( ) ( )' '' ' '' ' ''x x x a x x x a xx x aq q qF Ä Ä = Ä =   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '' ' '' ' ''x x x a a x x x a x x x aq qÄ F Ä = F Ä =   

 

NOT: Eğer :ar RA ¾¾® Ä Ak   

                      ( ) 1ar a a= Ä    

ise bu durumda F  nin tersi ( )1
ar

-F Y = Y   dır, ( ),RHom RY Î Ä A Bk  . 

Herhangi bir A  R -  modülü üzerinde n -  inci dereceden evrensel diferansiyel 

operatör vardır ve tektir. Aşağıdaki teoremlerde bunlar verilecektir. 

 

Teorem 2.1.17 (Varlık) 
( )1: n

R
I R

zh +

Ä A
A ¾¾®

Ä A
k

k
 

                                         ( ) 1a azh = Ä   

 

olarak tanımlanan dönüşüm n -  inci dereceden evrensel diferansiyel operatördür. 
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İspat: B  bir R -  modül ve 1 :J A ¾¾®B   n -  inci dereceden diferansiyel 

operatör olsun. R Ä Ak  nın evrensellik özelliğinden dolayı aşağıdaki diyagramı 

değişmeli yapan 1gh J=   olacak şekilde bir tek :g R Ä A ¾¾®Bk   R -  modül 

homomorfizmi vardır ve  ( ) ( )1g x a x aJÄ =   olarak tanımlanır. 

 
1

1
gR

J

h B

A ¾¾® B
¯ ¯

Ä A ¾¾® Bk

 

1J  , n -  inci dereceden diferansiyel operatör olduğundan 1
1 0nI J+ =  dır.Buna 

göre  

( )1 0ng I R+ Ä A =k   dır. Böylece  

 

( )

1

1

1

1

g

g
n

k

R

R
I R

J

h

z

B

B

+

A ¾¾® B
¯ ¯

Ä A ¾¾® B
¯ ¯

Ä A
¾¾® B

Ä A

k

k

 

 

diyagramını değişmeli yapan g gz =  olacak şekilde bir tek 

( )1: n
Rg I R+

Ä A ¾¾®B
Ä A

k
k

  R -  modül homomorfizmi vardır  ve 

( ) ( )1g x a x aJÄ =   olarak tanımlıdır. Her , , ,i i j jx y x y RÎ  , 1n
i ix y I +Ä Î  , 

1
1 0nI J+ =   olmak üzere 1 0ng I R+é ùÄ A =ë ûk    
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,

i i j j i j i j
i j i j

g x y x y g x x y y
é ùæ ö æ öæ ö

Ä Ä = Äê úç ÷ ç ÷ç ÷
è øê úè ø è øë û
å å å   

                                                                         ( )1i j i jx x y yJ=   

                                                                         ( ) ( )1j i i jx x y yJ= Ä   

                                                                         0=   

olduğundan g  iyi tanımlıdır. 

 

Tanım 2.1.18 
( )1n

R
I R+

Ä A
Ä A
k

k
  modülüne A  üzerinde tanımlı n -  inci dereceden 

evrensel diferansiyel modül denir ve ( )nJ A  ile gösterilir. Burada  R -  modül A  

yerine R  nin kendisi alınırsa ( ) 1n n
R RJ R

I +

Ä
= k   elde edilir. 

Teorem 2.1.19 (Teklik) A  R -  modül olsun. ( )'
nJ A  , A  R -  modülün başka 

bir evrensel diferansiyel modülü olmak üzere ( ) ( )'
n nJ JA @ A   dır. 

 

İspat: ( ):n nJD A ¾¾® A   ve ( )' ':n nJD A ¾¾® A   n -  inci dereceden evrensel 

diferansiyel operatörler olsun. nD  nin evrensellik özelliğinden dolayı  

 

( )

( )

' 'n
n

n

n

J

J

DA ¾¾® A
D Y

A
] Z  
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diyagramını değişmeli yapan '
n nYD = D   olacak şekilde bir tek 

( ) ( )': n nJ JY A ¾¾® A  R -  modül homomorfizmi vardır. Benzer biçimde '
nD  

nün evrensellik özelliğinden  

 

( )

( )

'

'

n
n

n

n

J

J
s

DA ¾¾® A
D

A
] Z

 
 

diyagramını değişmeli yapan '
n nsD = D  olacak şekilde bir tek 

( ) ( )': n nJ Js A ¾¾® A   R -  modül homomorfizması vardır. 

 
'

n nYD = D  

'
n n ns sYD = D = D  

( ) ( )n na asYD = D   

olup  buradan 

( )1
nJs AY =  

bulunur. Benzer şekilde        

                                                              '
n nsD = D   

' '
n n nsY D = YD = D   

( ) ( )' '
n na asY D = D   

 

buradan 

( )'1
nJ

s
A

Y =
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bulunur. O halde ( ) ( )'
n nJ JA = A  elde edilir. 

 

Teorem 2.1.20 A  ve B  R -  modüller olsunlar. Bu durumda  

 

( )( ) ( ), ,n
R n RHom J DA B @ A B  

 

R -  modül izomorfizması vardır. 

 

İspat: ( )( ) ( ), ,n
R n RHom J DA B @ A B  

                       nw wF¾¾® D   

nD  nin evrensellik özelliğinden dolayı aşağıdaki diyagramı değişmeli yapan ve 

( )1 ,n
RDJ" Î A B  için ( ) 1nw w JF = D =  olacak şekilde bir tek 

( )( ),R nHom J Aw Î B  vardır. Dolayısıyla F  örtendir. 

( ) 0wF =  olsun. a" Î A  için ( ) 0n awD =  Þ  ( )( ) 0nJw A = Þ  0w =   

 dolayısıyla F  birebirdir.O halde F  R -  modül izomorfizmasıdır. 

 

( )
!

n

n

nJ

w

w

DA ¾¾¾® B
D $

A
] Z

 
 

Sonuç 2.1.21 A  ve B  R -  modülleri yerine R  alınırsa  

 

( )( ) ( ), n
R n RHom J R R D R@         dir. 
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Teorem 2.1.22 A  bir R -  modül olsun. Bu durumda  

( ) ( )n nJ J RA @ A Ä  

dir. 

 

İspat: RRA @ Ä A  doğal izomorfizmi vardır. Buna göre, ( ) ( )n n RJ J RA @ Ä A  

yazılabilir. Tanımdan dolayı, ( ) ( )
( )1

R
nn R

R

R RJ R I R R+
Ä Ä AÄ A =

Ä Ä A
k

k
 

dır. 

( )( )1 1n n
RI R R I+ +Ä Ä A = Ä Ak  olduğundan ( ) ( )

1
R

nn R
R

R RJ R I +
Ä Ä AÄ A =

Ä A
k  

yazılabilir. Buradan ( ) ( )n R nJ J RA = A Ä   elde edilmiş olur. W  

 

Teorem 2.1.23 i IÎ  için iA  ler ve B  R -  modüller olsunlar. Bu durumda  

i.  ( ) ( )n i n ii i
J JÅ A @ Å A   

ii.  ( ) ( ), ,n n
R i R ii i

D DÅ A B @ Å A B   

izomorfizmaları vardır. 

 

İspat:  

i.Teorem 2.1.22 den ( ) ( ) ( )n i i R nJ J RÅA @ ÅA Ä  dir. Buradan 

                  ( ) ( ) ( )( )i R n i R ni i
J R J RÅ A Ä @ Å A Ä    

                                                 ( )n ii
J@ Å A   

bulunur. 
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ii.Teorem 2.1.20 den ( ) ( )( ), ,n
R i R n ii i

D Hom JÅ A B @ Å A B   yazılır.O halde (i) den 

dolayı        ( )( ) ( )( ), ,R n i R n ii i
Hom J Hom JÅ A B @ Å A B   

                                                      ( )( ),R n ii
Hom J@ Å A B   

                                                      ( ),n
R ii

D@ Å A B   

elde edilir. 

Şimdi diferansiyel operatörler ve evrensel modülleri ile ilgili örnekler verelim. 

 

Örnek 2.1.24 [ ]1, , tR x x= Kk  bir polinom cebiri, ¥  doğal sayılar kümesi, t  

sabit bir doğal sayı ve :i
i

dd R R
dx

= ¾¾®  olarak tanımlansın. 

( )1, , t
tb b b= ÎK ¥ , ( )1, , t

tg g g= ÎK ¥ , 1 tb b b= + +K  ve her 

, 1, ,i j t= K  için ( )i j ijd x d=   

( ijd  kronecker delta) olsun. 1
1

t
tx x x Rggg = ÎK  olmak üzere b ' inci dereceden 

1
1

t
t
bbb¶ = ¶ ¶K  kısmi türevi  

( )xb g¶ =   
( )

! ;
!

0 ;

x

diğer

g bg
g b

g b
-ì ³ï -ïï

í
ï
ï
ïî

  

R  nin b - inci dereceden diferansiyel operatörüdür.  
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Örnek 2.1.25 [ ]1, , lR x x= Kk  polinom cebiri ve ( ):n nd R J R¾¾®   n -  inci 

dereceden evrensel diferansiyel operatör olmak üzere ( )nJ R  , 

( ){ }1
1: ,l

n ld x x x x nbbb b b= £K   üreteç kümesi ile bir serbest R -  modüldür. 

 

Örnek 2.1.26 ( )1, lL x x= Kk  , [ ]1, lR x x= Kk  nin kesir cismi olsun. 

( ):n nd L J L¾¾®  n -  inci dereceden evrensel diferansiyel operatör olmak 

üzere ( )nJ L  , ( ){ }1
1: ,l

n ld x x x x naaa a a= £K  üreteç kümesi ile bir L -  

vektör uzayıdır. 

 

2.2.Bölüm Halkaları ve Lokal Halkaların Evrensel Modülleri 

 R   ve 'R  k -  cebirler ve : 'R Re ¾¾®  bir cebir homomorfizması olsun. 

 ( )nJ R  ve ( )'nJ R  nün n -  inci dereceden evrensel diferansiyel modüller 

olduğunu varsayalım öyle ki ( ):n nR J RD ¾¾®   ve ( )' : ' 'n nR J RD ¾¾®  

sırasıyla R  ve 'R  nün n -  inci dereceden evrensel diferansiyel operatörleri olsun. 

( )nJ R   nin evrensellik özelliğinden dolayı aşağıdaki diyagramı değişmeli yapan 

ve '' n ne eD = D  olacak biçimde bir tek ( ) ( )' : 'n nJ R J Re ¾¾®   R -  modül 

homomorfizması vardır. 

 

( ) ( )

'

'

'

'
n n

n n

R R

J R J R

e

e

¾¾®
D ¯ ¯ D

¾¾®  
 

Bu tanımlardan faydalanarak 'iy RÎ   ve ix RÎ  olmak üzere  
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( ) ( ): ' 'n nR J R J Rj Ä ¾¾®  

( ) ( )( )'
i n i i n i

i i
y x y xj eæ öÄ D = Dç ÷

è ø
å å

 
 

olacak biçimde bir 'R -  modül homomorfizmi tanımlanabilir. I  , R  nin bir ideali 

olmak üzere ' RR I=   olarak alınsın. 

( ) ( )
( )

n
R n

n

J RR J RI IJ R
Ä @   olduğundan her 'iy RÎ  ve ix RÎ  için j  'R -  modül 

olarak ( ) ( )'
i n i i n i

i i
y x y xj æ öD = Dç ÷

è ø
å å   olarak tanımlanır.  

 

Önerme 2.2.1  R  bir k -  cebir, I  R  nin bir ideali ve ' RR I=  olsun. N , 

( )n xD , x IÎ  tarafından üretilen ( )nJ R  nin bir alt modülü olsun. 

Bu durumda 'R -  modüllerin   

( )
( )

( )
( ) ( )0 0n n

n
n n

N IJ R J R RJ IIJ R IJ R
b+¾¾® ¾¾® ¾¾® ¾¾®  

 

bir tam dizisi yazılabilir. 

 

İspat: Dizinin tam olduğunu ispatlamak için ( )
( ) kern

n

N IJ R
IJ R b+ =  

olduğunu göstermek yeterlidir.Tanımdan b  örtendir ve 

( )
( ) kern

n

N IJ R
IJ R b+ Í   dır.  

 Bu durumda  
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( )
( )

( )
( )

( ):
n

n
n

n

n

J R
IJ R RJ IN IJ R

IJ R

b ¾¾®+   

bir indirgenmiş dönüşümü vardır öyle ki ( )
( )

kerker
n

n

N IJ R
IJ R

bb = +  dir. 

Şimdi, 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

'n

n

n n
n

n n

n

J R
J R IJ RR J R IJ R N IJ R

IJ R

l lD¾¾® ¾¾® ¾¾® +  

bileşke dönüşümünü alalım. Burada l  ve 'l  doğal dönüşümlerdir. 

' nl lD , R  nin n -  inci dereceden bir diferansiyel operatörüdür öyle ki 

( )' 0n Il lD =  dır. Bu nedenle, 'R  nün n - inci dereceden bir diferansiyel 

operatörü vardır. ( )'nJ R  nün evrensellik özelliğinden dolayı 

( )
( )

( )
( )

( )
: '

n

n
n

n

n

J R
IJ RJ R N IJ R

IJ R

Y ¾¾® +  dönüşümü tanımlanabilir 

öyle ki 1bY =  dir. Bu ise ( )
( )ker n

n

N IJ R
IJ Rb +Í   olduğunu verir. 

 

Önerme 2.2.2 (Lokal Genişleme Lemması) R   -k  cebir, S  R  nin çarpımsal 

kapalı bir alt kümesi ve A  SR -  modül olsun. : RD ¾¾® A  n - inci dereceden 

bir diferansiyel operatörü : SRg ¾¾® A  diferansiyel operatörüne gt = D  olacak 
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biçimde tek şekilde genişler. Burada : SR Rt ¾¾®  dönüşümü ( ) 1
xxt =   

olacak biçimde bir kanonik homomorfizmdir. 

 

İspat: Sweedler, M.E., 1975, Lemma 13.2'ye bakınız. 

 

Lemma 2.2.3 R  bir -k cebir, S , R  nin çarpımsal kapalı bir alt kümesi ve A  bir 

SR - modül olsun. Her x RÎ  için : SRm ¾¾® A  dönüşümünün ( ) 01
xm =  

olacak biçimde n - inci dereceden bir diferansiyel operatör olduğunu varsayalım. 

Bu durumda 0m =   dır. 

 

İspat: 0n =  için m  bir SR - modül homomorfizmidir. Bu durumda S
x Rs Î  için  

( ) ( )1 01
x x

s sm m= =   dır. 

0n >  olduğunu ve sonucun n  ve n  den küçük dereceli tüm diferansiyel 

operatörler için doğru olduğunu varsayalım. 1
x  , 1

s  Î  SR  olsun. Bu durumda  

( ) ( ) ( ), 01 1 1 1 1
x s xs x sm m mé ù = - =ë û   yazılır. ( )1, ,1

n
S S

x D Rm -é ù Î Aë û  

olduğundan tümevarım gereğince her 1 S
x RÎ  için , 01

xmé ù =ë û   dır. Bu yüzden 

birimi gözönünde bulundurarak 1 1, , ,1 1
x x x s

s s s sm m mé ù é ù é ù= -ë û ë û ë û   

eşitliğinden , 0x
smé ù =ë û  elde ederiz. Buradan 0m =  dır. 
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Teorem 2.2.4 R  -k cebir ve S , R  nin çarpımsal kapalı bir alt kümesi olsun. 

( )n SJ R , SR  nin n - inci dereceden evrensel diferansiyel modülü olduğunu 

varsayalım. Bu durumda ( ) ( )n S S R nJ R R J R@ Ä   izomorfizmi vardır. 

 

İspat: İzomorfizmi ispat etmek için ( )n SJ R  nin ( )n SJ R  ye izomorf olduğunu 

göstermek yeterlidir. Çünkü ( ) ( )n S R nSJ R R J R@ Ä  dir. ( ): nR J RD ¾¾®   

R  nin n - inci dereceden evrensel diferansiyel operatörü olsun. 

( ) ( ): n n SJ R J Ra ¾¾®  kanonik dönüşümü % ( )na J RÎ  olmak üzere 

%( ) %
1

aaa =  olarak tanımlansın. ( )n SJ R  nin SR  nin n - inci dereceden evrensel 

diferansiyel modülü olduğunu kanıtlayacağız. Önerme 2.1.9 dan, 

( ) ( )n n SR J R J RaD¾¾® ¾¾®  bileşke dönüşümü R  nin n - inci dereceden bir 

diferansiyel operatörüdür. Lokal genişleme lemmasından her x RÎ  için 

( ): S n SR J Rs ¾¾®   

        ( ) ( )1
x xs a= D   olacak biçimde n - inci dereceden bir diferansiyel 

operatör vardır. B  bir SR - modül ve ( ),
S

n
R SD D RÎ B  olduğunu varsayalım. 

° ( ),n
Rd D R BÎ  olmak üzere ° :d R B¾¾®  dönüşümünü ° ( ) ( )1

xd x D=  olacak 

biçimde tanımlayalım. ( )nJ R  nin evrensellik özelliğinden °dgD =  olacak 

biçimde bir ( ): nJ R Bg ¾¾®   R - modül dönüşümü vardır. Bu durumda 

( ): n SJ Rg ¾¾®B   
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%( ) %( )1
a ag g=  , % ( )na J RÎ  olacak biçimde SR - modül homomorfizmi 

yazabiliriz. Herhangi bir x RÎ  için ( ) ( ) 01 1
x xD gs- = . Lemma 2.2.3 den 

0D gs- = , dolayısıyla D gs=  elde edilir. 

 

Sonuç 2.2.5 A  bir R -  modül ve S  de R  nin çarpımsal kapalı bir alt kümesi 

olsun. Bu durumda  ( ) ( )n S n SJ JA @ A  dir. 

 

İspat: 

( ) ( )
Sn S S R n SJ J RA @ A Ä  

                               ( )( )
SS R S R nR J R@ A Ä Ä   

                   ( )S R nJ R@ A Ä   

                       ( ) ( )S R R nR J R@ Ä A Ä  

                       ( )( )S R R nR J R@ Ä A Ä   

                                                         ( ) ( )S R n n SR J J@ Ä A @ A   

 

2.3. Regüler Cebirlerin Evrensel Türev Modülleri 

R  Noteryan lokal bir -k cebir, m  R  nin R
m @ k  olacak biçimde 

maksimal ideali olsun. Bu durumda herhangi bir 0j ³  için her 1
j

j
m

m +  sonlu 

boyutlu bir -k vektör uzayıdır. Burada 0m R=  dir. Şimdi, -k vektör uzaylarının 

her 0j ³  için  

1 10 0
j

j j
m R

m m+ +¾¾® ¾¾® ¾¾®  tam dizisini alalım. Bu durumda  
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1 1
0

dim dim
n j

n j
j

mR
m m+ +

=

= åk k  eşitliği elde edilir. 

 

Lemma 2.3.1 R  bir regüler lokal halka, 1, , tx xK  bir regüler parametreler sistemi 

ise  
( )!

! !
n s n s

s n s
+ +æ ö

=ç ÷ ×è ø
  olmak üzere 1dim n

n sR
m s+

+æ ö
= ç ÷

è ø
k  dir. 

 

İspat: Litaka, S., 1982, Teorem 2.9' a bakınız. ] 

 

Lemma 2.3.2 R  bir tamlık bölgesi, L  R  nin kesir cismi ve A  sonlu üretilmiş bir 

R -  modül olsun. Bu durumda A  nın serbest R - modül olması için gerek ve 

yeter koşul ( ) ( )dimL RL mÄ A = A  olmasıdır. 

 

İspat: ( )m A : A  yı üreten en küçük eleman sayısıdır. ( )dimL RL Ä A  ya A  

R - modülün rankı denir ve rankA  ile gösterilir. 

Eğer A  serbest R - modül ise ispat aşikardır.  

Tersine, ( )m A = l  olsun. Bu durumda 0 ker 0R F¾¾® F ¾¾® ¾¾® A ¾¾®l  

tam dizisi yazılabilir. { }: 1, ,ie i = K l , Rl  nin bir serbest bazı ve { }: 1, ,ia i = K l , 

A  nın minimal üreteç kümesi olmak üzere : RF ¾¾® Al  dönüşümü ( )i ie aF =  

olarak tanımlıdır. Bu dizi L  ile tensörlendiğinde  

0 ker 0R R RL L R LF¾¾® Ä F ¾¾® Ä ¾¾® Ä A ¾¾®l  tam dizisi elde edilir. 

dimL RL Ä A = l  olduğundan ker 0RL Ä F =  dır. Dolayısıyla ker F , Rl  nin 

bir torsiyon alt modülüdür. Rl  serbest olduğundan ker 0F =  olmalıdır.  

Sonuç olarak A  bir serbest R -  modüldür. 
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Önerme 2.3.3 R  regüler lokal bir -k  cebir olsun. m , R  nin maksimal ideali 

öyle ki R
m@k   olsun. Bu durumda ( )nJ R  bir serbest R -  modüldür. 

 

İspat: 1, , lx xK   R  nin bir regüler parametreler sistemi olsun. Bu durumda 

{ }1 :nx m nb b++ £  kümesi 1n
R

m +  in bir -k baz kümesidir. Buna göre 

( )n R
RJ R mÄ   bir -k vektör uzayıdır ve üreteç kümesi ( ){ }1:n x nb bD Ä £  

kümesidir. Burada ( ):n nR J RD ¾¾®   n - inci dereceden evrensel diferansiyel 

operatördür. Nakayama lemmasından ( ){ }:n x nb bD £  kümesi ( )nJ R  için bir 

minimal üreteç kümesidir. Diğer yandan L , R  nin kesir cismi ise  

 

( ) ( ): R n nL J R J Lr Ä ¾¾®  

( ) ( )1 n nx xb bÄ D ¾¾®D   

 

izomorfizmi ( ) ( )( )n nrankJ R J Rm=  olmasını sağlar. Bu yüzden Lemma 2.3.2 

den ( )nJ R  serbesttir. 

 

Lemma 2.3.4 R  değişmeli bir halka olsun. N  nin sonlu üretilmiş bir R - modül 

olduğunu varsayalım. Bu durumda N  nin projektif modül olması için gerek ve 

yeter koşul N  nin lokal projektif modül olmasıdır. 

 

İspat: N  nin projektif boyutu ( )pd N  ile gösterilsin. Eğer ( ) 0pd N =  ise N  

projektiftir. m  R  nin maksimal ideali olmak üzere  
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( ) sup
m

pd N =  { ( )mpd N  : m  R  nin maksimal ideali} olduğundan dolayı istenen 

elde edilir. 

 

Sonuç 2.3.5 R  s  boyutlu regüler lokal -k  cebir olsun. M  bir serbest R - modül 

ise ( )nJ M  de serbesttir. 

 

İspat: 1, , lx xK   R  nin bir regüler parametreler sistemi ve { }im  nin M  nin bir 

bazı olduğu varsayalım. Bu durumda ( ){ }:n ix m nb bD Ä £  kümesi 

( )n RJ R Ä M  nin bir baz kümesidir.  

Bu yüzden ( ):n nd JM ¾¾® M , M  nin evrensel diferansiyel operatörü olmak 

üzere ( ) ( ): n R nJ R J Mj Ä M ¾¾®  izomorfizmi ( )nJ M  nin 

( ){ }:n id x m nb b £  üzerinde serbest olmasını sağlar. 

 

Teorem 2.3.6 R  bir  regüler afin cebir olsun. Bu durumda ( )nJ R  bir projektif 

R - modüldür. 

 

İspat: m  R  nin maksimal ideali olsun. Bu durumda mR  regüler lokal cebirdir. 

Dolayısıyla Önerme 2.3.3 den ( )n mJ R  serbesttir. ( ) ( )n m n R mJ R J R R@ Ä  

olduğundan ve Lemma 2.3.4 den ( )nJ R  bir projektif R - modüldür. 

 

Teorem 2.3.7 R  bir regüler afin cebir olsun. A  projektif R - modül ise ( )nJ A  

da projektif R - modüldür. 
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İspat: m  R  nin maksimal ideali olmak üzere Sonuç 2.2.5 den 

( ) ( )n m n R mJ J A RA @ Ä   dir. mA  bir serbest mR - modül olduğundan sonuç 

2.3.5 den ( )n mJ A  nin de serbest olduğunu söyleyebiliriz. Bu yüzden ( )nJ A  

lokal projektiftir ve Lemma 2.3.4 den ( )nJ A  projektiftir. 

 

Teorem 2.3.8 R  bir afin -k  cebir olsun. Bu durumda R  nin regüler olması için 

gerek ve yeter koşul ( )1J R  nin projektif R - modül olmasıdır. 

 

İspat: Nakai, Y., 1970.  

 

2.4. Yüksek Mertebeden Evrensel Türev Modülleri 

 Bu bölümde k  bir cisim, R  bir -k cebir olmak üzere R  nin n - inci 

dereceden türevlerinin evrensel modülünün tanımı ve özellikleri verilecektir. 

 

Tanım 2.4.1 A  bir R - modül olmak üzere  

 

( ) ( ) ( ){ }, , : 1 0n n
RDer R D RA = EÎ A E =

 
 

kümesine n£ - inci dereceden evrensel türev modülü denir. 

 

Lemma 2.4.2 ( )nJ R , n - inci dereceden evrensel diferansiyel modül olsun. Bu 

durumda ( )nJ R , rankı 1 olan bir serbest direk toplama sahiptir. 
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( )

1

1

R

n R

n

R R

J R Rt

¾¾®
D ¯ ¯

¾¾®  
 

diyagramı değişmelidir ve ( ) ( )ker 1n nJ R Rt@ Å D   dir. 

 

İspat: 1 :R R R¾¾®  birim dönüşüm ve ( ):n nR J RD ¾¾®   evrensel 

diferansiyel operatör olmak üzere ( ): nJ R Rt ¾¾®  bir dönüşüm vardır öyle ki  

 

( )

1R

n

n

R R

J R
t

¾¾®
D ] Z  

diyagramı değişmelidir. t  nun örten olduğu açıktır ve ( )1 1ntD =  dir. Bu 

durumda bir ( ): 1nx xu ¾¾® D  dönüşümü ( )nR J R¾¾®  bir R - modül 

homomorfizmi tanımlar ve 

 

 
 

diyagramı değişmelidir. 

( )' nx J RÎ  olsun. Bu durumda  ( ) ( )' ' ' 'x x x xut ut= - +   

                                               ( ) ( )( ) ( )' ' ' 'x x x xt t ut tut= - +   

                                               ( ) ( )( ) ( )' ' ' 'x x x xt t ut t= - +   

                                               ( )( )' ' 0x xt ut- =    

( ) 
1

0 
R 

n 

R 

J     R t 
u ¯ 
¾¾®R¾¾® 

[ 
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buradan ( ) ( )ker 1n nJ R Rt= + D  elde edilir. 

Eğer ( ) ( )' 1 ker 1n nx x Rt= D Î Ç D  ise ( ) ( )0 ' 1nx xt t= = D  ve ' 0x =  dır. Bu 

nedenle  

( )ker 1 0nRt Ç D =  dır. Bu yüzden ( ) ( )ker 1n nJ R Rt@ Å D   dir. 

 

Önerme 2.4.3 A  bir R - modül olsun. Eğer ( ): kernJ Rc t¾¾®  doğal 

izdüşüm dönüşümü ise  

i) ncD   n - inci dereceden bir diferansiyel operatördür ve ( )1 0ncD =  dır. 

ii) ( ),nDer REÎ A  ise bu durumda : kerh t ¾¾® A  tek bir R - modül 

homomorfizmi vardır öyle ki  

 

ker
n

R
c h

t

E¾¾® A
D ] Z

 
 

diyagramı değişmelidir. 

 

İspat: i) ( )( ),n
n nD R J RD Î  ve ( )( )0 , kernD J Rc tÎ  olduğundan 

( ), kern
n D Rc tD Î  dır. c  in çekirdeği ( )1nRD  modülüdür. Dolayısıyla 

( )1 0ncD =  dır. 

ii) ( ),nDer REÎ A  olsun. Bu durumda ( ): nJ Ra ¾¾® A  bir R - modül 

homomorfizmi vardır öyle ki  
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( )
n

n

R

J R
a

E¾¾® A
D ] Z

 
 

diyagramı değişmelidir ve ( )( )1 0na D =  dır. Bu nedenle aşağıdaki diyagramı 

değişmeli yapan : kerb t ¾¾® A  tek bir R - modül homomorfizmi vardır. 

 

   

 
n 

R 

(R) n 
J 

b 

E¾¾®A
D

kerc t ¾¾®
] 

a   Z ^

  
Tanım 2.4.4 ( ) kern R tW =  modülüne R  nin n£ - inci dereceden türevlerinin 

evrensel modülü denir. ncD   n - inci dereceden evrensel türevdir ve nd  ile 

gösterilir. Teorem 2.4.2 den ( ) ( )n nJ R R R@ W Å   biçiminde yazılabilir. 

 
Teorem 2.4.5  I , R R RÄ ¾¾®k   R - modül homomorfizmin çekirdeği olmak 

üzere  

( ) 1q q
IR

I +W @  

R - modül izomorfizması vardır. 

 
İspat:  ( ) ( )n n R RR J R IÄW @ Ä   

                         1 R Rn
R R I
I Ä+

Ä
= Ä   

                         1n
I

I +@            
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Teorem 2.4.6 ( )nJ R  nin projektif R - modül olması için gerek ve yeter koşul 

( )n RW  nin projektif R - modül olmasıdır. 

 

İspat: ( )nJ R  projektif ise ( )nJ RH Å   serbest olacak biçimde bir H  R - modül 

vardır. Dolayısıyla ( ) ( )n nJ R R R@ W Å   olduğundan ( )n RW   bir serbest 

modülün direk toplamıdır. Tersine, G  bir serbest modül ve T  bir modül olmak 

üzere ( )n R GT Å W =   ise bu durumda ( )n R R G RT Å W Å = Å  dir. G RÅ  

serbest olduğundan ( )nJ R   projektiftir. 

 

Önerme 2.4.7 A  bir R - modül olsun. Bu durumda  

( ) ( ), ,n nD R Der RA @ A Å A    dır. 

 

İspat: ( ) ( )( ), ,n
R nD R Hom R RA @ W Å A  dır. Bu nedenle  

( ) ( )( ) ( ), , ,n
R n RD R Hom R Hom RA @ W A Å A  

yazılabilir. Önerme 2.4.3 ü uygulanırsa ( ),RHom R A @ A  olduğundan 

( ) ( ), ,n nD R Der RA @ A Å A   elde edilir. 

 

Önerme 2.4.8 ( )( )s nJ RW , sD  evrensel diferansiyel operatörüyle s - ninci 

dereceden evrensel diferansiyel modül olsun. Bu durumda aşağıdaki diyagramı 

değişmeli yapacak biçimde bir tek ( ) ( )( ): n s s nR J Re +W ¾¾® W   R -  modül 

homomorfizmi vardır öyle ki  
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( )

( ) ( )( )

nd
n

n s s

n s s n

R R
d

R J Re
+

+

¾¾® W
¯ ¯ D

W ¾¾® W  
 

İspat: ( )( ),n
n nd D R RÎ W   ve ( ) ( )( )( ),s

s n s nD R J RD Î W W  ise 

( )( )( ),n
s n s nd D R J RD Î W   dir. Bu yüzden n sd +  nin evrensellik özelliğinden  

( ) ( )( ): n s s nR J Re +W ¾¾® W   yazılabilir öyle ki n s s nd de + = D   dir. 

 

Önerme 2.4.9 ( ) ( )( ): n s s nR J Re +W ¾¾® W   R - modül homomorfizmi olsun.   

Bu durumda ( ) ( ): n s nR Rm +W ¾¾®W   ve ( )( ) ( ): s n nJ R Rl W ¾¾®W   

homomorfizmleri tek şekilde tanımlıdır öyle ki  

 

( ) ( )

( )( )

n s n

s n

R R

J R

m

e l
+W ¾¾® W

W
] Z  

diyagramı değişmelidir. 

 

İspat: ( ):n nd R R¾¾®W   dönüşümü ( )( ),n s
nDer R R+ W   ye aittir. Yani, 

( )( ),n s
n nd Der R R+Î W dir.Çünkü herhangi bir 0s ³  için 

( )( ) ( )( ), ,n n s
n nDer R R Der R R+W Í W   dir. n sd +   nin evrensellik özelliğinden 

n s nd dm + =   olacak biçimde  bir ( ) ( ): n s nR Rm +W ¾¾®W   dönüşümü vardır.  

 Benzer düşünceyle, ( )( ) ( ): s n nJ R Rl W ¾¾®W   R - modül homomorfizmi 

vardır öyle ki ( )1
ns Rl WD =   dir. Bu nedenle e  bir homomorfizmdir öyle ki  
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n s s nd de + = D  dir. Bu durumda n s s n n n sd d d dle l m+ += D = =   dir. Teklikten 

le m=   dür. 

 

2.5. Evrensel Türev Modülleri Arasındaki Bağıntılar 

 Bu bölümde, R  bir -k cebir olmak üzere ( )n RW  den ( )1 RW  ye 

tanımlanmış g  homomorfizmaların çekirdeğinin üreteçleri tanımlanacaktır. 

 

Teorem 2.5.1 [ ]1, ,R x x= lKk   afin -k cebir olsun. ( )1 1:d R R¾¾®W  birinci 

dereceden ve ( ):n nd R R¾¾®W  n - inci dereceden evrensel türev operatörleri 

olsun. x RÎ  için ( )( ) ( )1nd x d xg =  olmak üzere R - modül homomorfizmaların 

 

( ) ( )10 ker 0n R Rgg¾¾® ¾¾®W ¾¾®W ¾¾®  
 

bir tam dizisi vardır ve kerg  nın üreteç kümesi ( ) ( ) ( )
1

1
1

1

i i
i i

n n i
i

x x
d x x d x

x

ì ü¶ï ï-í ý¶ï ïî þ
å

l
ll

l

K
K  

dir. 

 

İspat: ( )n RW  nin evrensellik özelliğinden dolayı  

 

( )

( )

1
1

d

n

n

R R
d

R
g

¾¾® W

W
] Z
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diyagramını değişmeli yapan 1nd dg =  olacak biçimde bir tek 

( ) ( )1: n R Rg W ¾¾®W  R - modül homomorfizmi vardır. g  örtendir. Bu yüzden  

 

( ) ( )10 ker 0n R Rgg¾¾® ¾¾®W ¾¾®W ¾¾®  
 

R - modül homomorfizmaların tam dizisi elde edilir. 

( ) ( ) ( )
1

1
1

1

i i
i i

n n i
i

x x
d x x d x

x

ì ü¶ï ïK = -í ý¶ï ïî þ
å

l

l
l

l

K
K   ve L   de ( )n RW  nin K  

tarafından üretilen bir alt modülü olsun. ker Lg =  olduğunu gösterelim. 

kerL gÍ  olduğu tanımdan anlaşılır. ker Lg Í   ye bakalım: 

( ) ( )nd n
n

RR R L
z W¾¾®W ¾¾®  bileşke dönüşümünde ndz  birinci dereceden 

diferansiyel operatördür. Bunun için ( ), , 1 0n i jd x xzé ù =ë û  olduğunu görelim. 

 

( ) [ ] [ ] ( ), , 1 ( , , ) 1n i j n i j j n id x x d x x x d xz z zé ù = -ë û   

                           ( ) ( ) ( ) ( )1n i j i n j j n i i j nd x x x d x x d x x x dz z z z= - - +   

                           ( ) ( ) ( )( )n i j i n j j n id x x x d x x d xz= - -   

                           0=   

 

Burada tanımdan dolayı ( )1 0nd =   dır. ( )1 RW   nin evrensellik özelliğinden 

dolayı  
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( )

( ) ( )

1
1

d

n

n
n

R R
d

RR L
z

v
¾¾® W

¯ ¯

WW ¾¾®
 

 

diyagramını değişmeli yapan 1nd dz v=   olacak biçimde bir tek 

( ) ( )
1

n RR L
v WW ¾¾®   R - modül homomorfizmi vardır. 

kerm gÎ  olsun. Bu durumda ( ) 0mg =  Þ  ( ) 0mvg =   

                                                                    Þ  ( ) 0mz =   

                                                                    Þ  m LÎ    

olur. 

 

Örnek 2.5.2 [ ], ,R a b c= k   olsun. R - modüllerin  

 

( ) ( )3 10 ker 0R Rgg¾¾® ¾¾®W ¾¾®W ¾¾®  
 

 tam dizisinde ( )1 RW   ve ( )3 RW  nin üreteç kümeleri sırasıyla, 

( ) ( ) ( ){ }1 1 1, ,d a d b d c ve 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3

{ , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , }

d a d b d c d ab d ac d bc d a d b d c d ab d ac d bc

d a d b d c d a b d a c d cb d abc
 dir. 

( )3 19rank RW =  ve ( )1 3rank RW =  olup ker 19 3 16rank g = - =  dır ve 

kerg  nın üreteçleri 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

3 3 3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 3 2
3 3 3 3 3 3 3 3

3 2 3 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3

2
3

{ , , ,

2 , 2 , 2 , 2 ,

2 , 2 , 3 ,

3 , 3 , 2 ,

2

d ab ad b bd a d ac ad c cd a d bc bd c cd b

d a ad a d b bd b d c cd c d ab abd b b d a

d ac acd c c d a d bc bcd c c d b d a a d a

d b b d b d c c d c d a b abd a a d b

d a c ac

- - - - - -

- - - - -

- - - - -

- - - -

- ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
3 3 3 3 3

3 3 3 3

, 2 ,

}

d a a d c d cb bcd b b d c

d abc bcd a acd b abd c

- - -

- - -
 dir. Böylece Lemma 2.3.2 den kerg  serbest modüldür. 

 

Örnek 2.5.3 
[ ]
2

, ,k a b c
R

b ac
=

-
  afin halka olsun. R - modül homomorfizmaların 

( ) ( )3 10 ker 0R Rgg¾¾® ¾¾®W ¾¾®W ¾¾®  
 

tam dizisinde ( )1 RW   ve ( )3 RW  sırasıyla ( ) ( ) ( ){ }3 3 3, ,d a d b d c  ve  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3{ , , , , , , , , , , ,d a d b d c d ab d ac d bc d a d c d ac d ba d bc

 ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3
3 3 3 3, , , }d ca d a d c d abc  kümeleri tarafından üretilir. kerg  ise 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 2
3 3 3 3 3 3

2 2 3 2 3 2
3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3

{ , , ,

2 , 2 , 2 ,

2 , 2 ,

2 , 3 , 3 ,

}

d ab ad b bd a d ac ad c cd a d bc bd c cd b

d a ad a d c cd c d ac acd c c d a

d ba abd a a d b d bc bcd c c d b

d ca acd a a d c d a a d a d c c d c

d abc bcd a acd b abd c

- - - - - -

- - - -

- - - -

- - - -

- - -
   

kümesi tarafından üretilir.  

( )3 15rank RW =  ve ( )1 3rank RW =  olup ker 15 3 12rank g = - =  dir. 

 

Önerme 2.5.6   ( ) ( )10 ker 0n R Rgg¾¾® ¾¾®W ¾¾®W ¾¾®   
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R - modül homomorfizmaların tam dizisi split olsun. Bu durumda ( )n RW  nin 

projektif R - modül olması için gerek ve yeter koşul R  nin regüler olmasıdır. 

 

İspat: R  regüler halka olsun. Bu durumda Teorem 2.3.6 dan ve Teorem 2.4.6 dan 

( )n RW  projektif R - modüldür. Tersine, ( )n RW  projektif R - modül olsun. 

Dizinin split oluşundan ( ) ( )1 kern R R gW @ W Å  dır. Bu izomorfizmadan 

( )1 RW  projektif R - modül ve Teorem 2.3.8 ve Teorem 2.4.6 dan R  regülerdir. 

 

Önerme 2.5.7 [ ]1, ,R x x= lKk  afin -k cebir olsun. ( ):n nd R R¾¾®W  

n - inci dereceden ve ( )1 1:n nd R R+ +¾¾®W   1n + - inci dereceden evrensel 

türev operatörleri ve x RÎ  için ( )( ) ( )1n nd x d xj + =   olmak üzere  

 

( ) ( )10 ker 0n nR Rjg +¾¾® ¾¾®W ¾¾®W ¾¾®  
 

R - modül homomorfizmlerin tam dizisi vardır ve kerj , 

[ ]{ }1 0 1, , , , :n n id x x x x R+ ÎK  kümesi tarafından üretilir. 

 

İspat: ( )1n R+W  nin evrensellik özelliğinden dolayı ( )1n nd dj + =  olacak biçimde 

bir tek ( ) ( )1: n nR Rj +W ¾¾®W   R -  modül homomorfizmi vardır öyle ki 

aşağıdaki diyagram değişmelidir. 

 

( )

( )
1

1

nd
n

n

n

R R
d

R
j+

+

¾¾® W

W
] Z  
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j  örten olduğundan  

 

( ) ( )10 ker 0n nR Rjj +¾¾® ¾¾®W ¾¾®W ¾¾®  
 

R - modül homomorfizmlerin tam dizisidir. 

 İspatın diğer kısmı Teorem 2.5.1 in ispatına benzer şekilde yapılabilir. 

 

Örnek 2.5.8 
[ ]

( )2 3

,a b
R

b a
=

-

k
 afin halka olsun. 

Bu durumda ( ) ( )3 2: R Rj W ¾¾®W   modül homomorfizmin çekirdeğinin üreteç 

kümesi [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ }3 3 3 3, , , 1 , , , , 1 , , , , 1 , , , , 1d a a a d a a b d a b b d b b b  dir. 
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3. SİMETRİK CEBİRLER 
 Bu bölümde, simetrik cebirler hakkında genel bilgiler verilecek ve Kähler 

modüllerinin tensör, simetrik ve exterior cebirleri ve özellikleri anlatılacaktır. 

 

3.1. Temel Tanım ve Teoremler 

k  bir cisim, R  bir -k cebir, ( )n RW ; R  nin k  üzerinde n - inci 

dereceden Kähler diferansiyel modülü olsun. I , R R RÄ ¾¾®k  kanonik 

dönüşümün çekirdeği olarak tanımlansın. ( ):n nd R R¾¾®W ; R  nin n - inci 

dereceden -ktürevidir.  

( ) 1n n

IR
I +W @  dir. ( )n RW , ( ){ }:nd x x RÎ  kümesi tarafından üretilir. Eğer R  

sonlu üretilmiş bir -k cebir ise ( )n RW  sonlu üretilmiş R - modül olacaktır. 

 

Tanım 3.1.1  A  bir R - modül olsun. 

i. nÄ A  modülü A  nın n - inci dereceden tensör kuvvetidir ve 
n nA ¾¾® Ä A  evrensel R - bilineer dönüşümü 

( )1 1, , n nx x x x¾¾® Ä ÄK K  olarak tanımlıdır. 

ii. nL A  modülü A  nın n - inci dereceden exterior kuvvet modülüdür ve 
n nA ¾¾®L A  evrensel alterne bilineer dönüşümü 

( )1 1, , n nx x x x¾¾® Ù ÙK K  olarak tanımlıdır. 

iii. nÚ A  modülü A  nın n - inci dereceden simetrik kuvvet modülüdür ve 
n nA ¾¾®Ú A  evrensel simetrik R - bilineer dönüşümü 

( )1 1, , n nx x x x¾¾®K K   

olarak tanımlıdır. 
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Bu modüllerin her birinin üreteçleri ve bağıntıları vardır. 

( )( )n
R RÄ A = A Ä A Ä K   ( n  tane)  yazılabilir. 

nL A  ve nÚ A , nÄ A  nın faktör modülleri olarak sırasıyla. 

 

1 nx y y xÄ Ä Ä Ä ÄK K  

ve  

1 1n nx y z x x z y xÄ Ä Ä Ä Ä - Ä Ä Ä Ä ÄK K K K  
 

formundaki elemanlar tarafından üretilirler. 

 
1Ä A = A , 1L A = A , 1Ú A = A  

         
0 RÄ A = , 0 RL A = , 0 RÚ A =   

 

 dir. Bu üç yapıdaki evrensel özellikler aşağıdaki biçimde yeniden belirlenebilir. 

Bir R - modül homomorfizmi nÄ A  ile 1, , nx x Î AK  olmak üzere 1 nx xÄ ÄK  

elemanları üzerinde tek şekilde belirlidir. 

Bir R - modül homomorfizmi nL A  ile 1, , nx x Î AK  olmak üzere 1 nx xÙ ÙK  

elemanları üzerinde tek şekilde belirlidir. 

Bir R - modül homomorfizmi nÚ A  ile 1, , nx x Î AK  olmak üzere 1 nx xK  

elemanları üzerinde tek şekilde belirlidir. 

 

Lemma 3.1.2  A  bir R - modül ve ,a b  negatif olmayan tamsayılar olsun.  

Bu durumda 
a b a b+Ä A´Ä A ¾¾®Ä A  

              1 1 1( , )a a a b a bx x x x x x+ + +Ä Ä Ä Ä ¾¾® Ä ÄK K K   
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olacak biçimde tek bir R - bilineer dönüşümü vardır. 

 

                                                  a b a b+L A´ L A ¾¾®L A   

                     ( )1 1 1,a a a b a bx x x x x x+ + +Ù Ù Ù Ù ¾¾® Ù ÙK K K   

 

olacak biçimde tek bir R -  bilineer dönüşümü vardır. 

 

                                                    a b a b+Ú A´Ú A ¾¾®Ú A   

                                     1 1 1( , )a a a b a bx x x x x x+ + +¾¾®K K K   

 

olacak biçimde tek bir R - bilineer dönüşümü vardır. 

 
İspat:  George M.  Bergman, 1997, Lemma 3'e bakınız. W  

 

Teorem 3.1.3  { }1, , dX x x= K  sonlu bir küme olmak üzere A  bu X  bazıyla 

serbest R - modül olsun. Eğer A , 1, , dx xK  tarafından sonlu üretilmiş ise kÄA  da 

R - modül olarak  
1 ki ix xÄ ÄK  tarafından sonlu üretilmiştir. Burada 

11 , , ki i d£ £K  dir. kÄA  nın basit tensörler olan 1 ka aÄ ÄK  tarafından üretildiği 

biliniyor fakat her ia , 1, , dx xK  nin R - lineer kombinasyonu olarak yazılır ve 

tensörlerin multilineerliği kullanılarak kÄA  daki her basit tensör 
1 ki ix xÄ ÄK  

tensörlerinin R - lineer kombinasyonu olarak  yazılabilir. A  serbest R - modül ve 

1, , dx xK  bir bazı ise 
1 ki ix xÄ ÄK  da kÄA  nın bir bazıdır. ( )dim k k

R dÄ A =  

dır. 



3. SİMETRİK CEBİRLER                                                       Hamiyet MERKEPCİ 

52 

kL A , kÄA  nın bölüm modülü olduğundan kL A , 
1 ki ix xÙ ÙK  basit wedge 

çarpımları tarafından R - modül olarak üretilir. Burada 11 , , ki i d£ £K   dir. 

1 2,x x XÎ  için 1 1 0x xÙ =  ve 1 2 2 1 0x x x xÙ + Ù =  bağıntılarını sağlar. 0 ¹ A , 

1, , dx xK  bazıyla sonlu serbest ise 1 k d£ £  için 
1 ki ix xÙ ÙK , kL A  nın bir 

bazıdır ve ( )dim k
R

d
k

æ ö
L A = ç ÷

è ø
  dır. 

ÚA , X  üreteç kümesi tarafından ifade edilebilir. 1 2,x x XÎ  için 1 2 2 1x x x x=  

bağıntısını sağlar. ÚA , R - modül olarak 1 nx xK  çarpımı tarafından üretilir. 

1 nx x X£ £ ÎK  dir. X  sonlu bir { }1, , rx xK  kümesi ise bu bazlar 1
1

ri i
rx xK , 

1, , 0ri i ³K  biçiminde yazılabilir. ( ) 1
dim

1
n

R

r n
r
+ -æ ö

Ú A = ç ÷-è ø
 dir. 

 

İspat : George M. Bergman, 1997, Teorem 5'e bakınız. W  

 

Önerme 3.1.4 T  bir R - cebir ve A  bir R - modül olmak üzere  

( ) ( )n n
R RÚ A Ä T @ Ú A Ä T  

izomorfizmi vardır. 

 

İspat: Eisenbud, D., 1995. 

 

Önerme 3.1.5  A  ve B  R - modüller olsun. Bu durumda  

 

( ) ( ) ( )p a b

a b p+ =
L A Å B @ Å L A Ä L B  
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izomorfizmi vardır ve 

( ) ( )1 1 1 1,a b a bx x y y x x y yÙ Ù Ä Ù ¾¾® Ù Ù Ù ÙK K K K  dönüşümü ile 

tanımlıdır. Benzer şekilde  

 

( ) ( ) ( )p a b

a b p+ =
Ú A Å B @ Å Ú A Ä Ú B

 
 

izomorfizmi vardır ve ( ) ( )1 1 1 1,a b a bx x y y x x y yÄ ¾¾®K K K K   

dönüşümü ile tanımlıdır. 

 

İspat: George M. Bergman, 1997, Teorem 7'ye bakınız. W  

   

3.2. Kӓhler Modüllerinin Tensör, Exterior ve Simetrik Cebirleri  

Önerme 3.2.1  R , boyutu 1s ³  olan bir afin -k cebir ve ( )n RW , k  üzerinde 

R  nin  n - inci dereceden Kӓhler diferansiyel modülü olsun. Bu durumda 

( )n RW ,  ( ){ }1
1 1:   sii

n s sd x x i i n+ + £K K bazıyla rankı 1
n s

s
+æ ö

-ç ÷
è ø

 olan bir 

serbest R - modüldür.  

 

İspat:  Nakai, Y., 1970, Proposition 2'ye bakınız. W  

 

Önerme 3.2.2   R  bir afin -k cebir olsun. R  bir regüler halka ise ( )nJ R  bir 

projektif R - modüldür. 

 

İspat:  Sweedler, M.E., 1975, Proposition 18.3'e bakınız. W  
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Teorem 3.2.3 R  bir afin -k cebir olsun. R  bir regüler halka ise ( )n RW  bir 

projektif R - modüldür. 

 

İspat: ( ) ( )n nJ R R R@ W Å  den ve Önerme 3.2.2 den istenen elde edilir. 

Aşağıdaki teorem regüler halkalar hakkında bilgi verir. 

 

Teorem 3.2.4 R  bir afin -k cebir olsun. Bu durumda R  nin regüler halka olması 

için gerek ve yeter koşul ( )1 RW  nin bir projektif R - modül olmasıdır. 

 

İspat:  Mc.Connell, J.C and Rabson , J.C ., 1987, sayfa 538' e bakınız. W  

 

Örnek 3.2.5 [ ],R a b= k  bir polinom cebiri olsun. Bu durumda  

i. ( )( )2
1 RÄ W , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1 1 1, , ,d a d a d a d b d b d a d b d bÄ Ä Ä Ä  bazıyla 

rankı 4 olan bir serbest R - modüldür. 

ii. ( )( )2
1 RL W , ( ) ( ){ }1 1d a d bÄ  bazıyla rankı 1 olan bir serbest 

R - modüldür. 

iii. ( )( )2
1 RÚ W , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1, ,d a d a d a d b d b d bÄ Ä Ä  bazıyla 

rankı 3 olan bir serbest R - modüldür. 

 

Önerme 3.2.6 [ ]1, sR x x= Kk  boyutu 1 olan bir lokal -k cebir olsun. Bu 

durumda R  nin bir regüler halka olması için gerek ve yeter koşul her 2n ³  için 

( )( )1
n RL W  nin sıfır olmasıdır. 
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İspat: R  nin 1 boyutlu bir lokal -k cebir olduğunu varsayalım. Bu durumda 

Teorem 3.2.4 den ( )1 RW  rankı 1 olan bir serbest R - modüldür. Bu ise Teorem 

3.1.3 den her 2n ³  için ( )( )1
n RL W  nin sıfır olduğunu gösterir. 

Tersine, her 2n ³  için ( )( )1
n RL W  nin sıfır olduğunu varsayalım. m , R  nin 

maksimal ideali olsun. Bu durumda Önerme 3.1.4 den  

( )( ) ( )( ) ( )
( )

1
1 1

1

0n n n
R

RR RR Rm m m R
æ öW

L W Ä @ L W Ä @ L =ç ÷ç ÷Wè ø
  dır. 

( )
( )

1

1

n R
m R

æ öW
L ç ÷ç ÷Wè ø

 bir R
m - vektör uzayı olduğundan ya 

( )
( )

1

1

0n R
m R

æ öW
L =ç ÷ç ÷Wè ø

 dır 

 ya da 
( )
( )

1

1

dim 1n
R

m

R
m R

æ öW
L =ç ÷ç ÷Wè ø

  dir. Eğer 
( )
( )

1

1

0n R
m R

æ öW
L =ç ÷ç ÷Wè ø

 ise 

( ) ( )1 1R m RW = W  dir ve dolayısıyla Nakayama Lemmasından ( )1 0RW =   dır. 

Bu ise çelişkidir. Bu yüzden ( )1 RW   nin rankı minimal üreteçlerinin sayısına 

eşittir. Yani ( )1 RW , rankı 1 olan bir serbest R - modüldür. Teorem 3.2.4 den R  

bir regüler halkadır. W   

 

Önerme 3.2.6, ( )1 RW  nin n - inci dereceden tensör kuvvetleri ve simetrik 

kuvvetleri için doğru değildir. Örneğin; [ ]R x= k , 1 boyutlu bir polinom cebiri ise 

( )( )2
1 RÄ W   ve ( )( )2

1 RÚ W  hiç bir zaman sıfır olmaz. ( )( )2
1 RÄ W  ve 

( )( )2
1 RÚ W  rankları 1 olan serbest R - modüller olurlar. 

Teorem 3.1.3 ve Önerme 3.2.1 den aşağıdaki sonuç elde edilir. 
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Sonuç 3.2.7 [ ]1,R x x= lKk  boyutu l  olan bir polinom cebiri olsun. Bu durumda 

1
n

t
+æ ö

= -ç ÷
è ø

l
l

 olmak üzere  

 

i. ( )( )2
n RÄ W , rankı 2t  olan bir serbest R - modüldür. 

ii. ( )( )2
n RL W , rankı 

2
tæ ö

ç ÷
è ø

  olan bir serbest R - modüldür. 

iii. ( )( )2
n RÚ W , rankı 

1
1

t
t
+æ ö

ç ÷-è ø
 olan bir serbest R - modüldür. 

 

Buradan aşağıdaki teoremi elde ederiz. 

 

Teorem 3.2.8 R , boyutu l  olan bir regüler lokal halka ise 

 1
q

t
+æ ö

= -ç ÷
è ø

l
l

 olmak üzere 

 

i. ( )( )n
q RÄ W , rankı nt  olan bir serbest R - modüldür. 

ii. ( )( )n
q RL W , rankı 

t
n

æ ö
ç ÷
è ø

 olan bir serbest R - modüldür. 

iii. ( )( )n
q RÚ W , rankı 

1
1

t n
t
+ -æ ö

ç ÷-è ø
 olan bir serbest R - modüldür. 

 
İspat: Teorem 3.2.3, Teorem 3.1.3 ve Önerme 3.2.1 den görülür. 

 

Sonuç 3.2.9 R  bir regüler halka olsun. Bu durumda  
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i. ( )( )n
q RÄ W  bir projektif R - modüldür.  

ii. ( )( )n
q RL W  bir projektif R - modüldür. 

iii. ( )( )n
q RÚ W  bir projektif R - modüldür. 

 

İspat: m , R  nin maksimal ideali olsun. Bu durumda mR  bir regüler lokal cebir 

olur. Teorem 3.2.3 den ( )q mRW  serbest olur. ( ) ( )q m q mR R RW @ W Ä  

izomorfizminden ( )q RW  bir projektif R - modüldür. Teorem 3.1.4 den 

( )( )n
q RÄ W  bir projektif R - modüldür.  

Diğerleri de benzer şekilde ispatlanır. 

 

Teorem 3.2.10 R , boyutu s  olan bir afin tamlık bölgesi olsun. Bu durumda, 

 

i. ( )q RW  nin bir serbest R - modül olması için gerek ve yeter koşul 

( )( )n
q RÄ W  nin bir serbest R - modül olmasıdır. 

ii. ( )q RW  nin bir serbest R - modül olması için gerek ve yeter koşul 

( )( )n
q RL W  nin bir serbest R - modül olmasıdır. 

iii. ( )q RW  nin bir serbest R - modül olması için gerek ve yeter koşul 

( )( )n
q RÚ W  nin bir serbest R - modül olmasıdır. 

 

İspat: Genelliği kaybetmeksizin R  nin boyutu s  olan bir tamlık bölgesi olduğu 

varsayabiliriz. ( )q RW  bir serbest R - modül olsun. Teorem 3.1.3 den 

( )( )n
q RÚ W  bir serbest R - modüldür. 
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Tersine, ( )( )n
q RÚ W  nin bir serbest R - modül olduğunu varsayalım. dim R s=  

ise ( )( ) 1q

q s
rank R

s
+æ ö

W = -ç ÷
è ø

  dir.  

1
q s

t
s
+æ ö

- =ç ÷
è ø

 olmak üzere ( )( ) 1
1

n
q

t n
rank R

t
+ -æ ö

Ú W = ç ÷-è ø
  dir. m , R  nin 

maksimal ideali olsun. Bu durumda ( )( )n
q R

RR mÚ W Ä  , boyutu 
1

1
t n

t
+ -æ ö

ç ÷-è ø
 

olan bir  

R
m  -vektör uzayıdır. ( )( ) ( )

( )
qn n

q R
q

RRR m m R
æ öW

Ú W Ä @ Ú ç ÷ç ÷Wè ø
  dir. 

( )
( )

qn

q

R
m R

æ öW
Ú ç ÷ç ÷Wè ø

 nin boyutu 
1

1
t n

t
+ -æ ö

ç ÷-è ø
 olan bir R

m - vektör uzayı olması için 

gerek ve yeter koşul 
( )
( )

q

q

R
m R
W

W
 nin boyutu t  olan bir R

m -  vektör uzayı 

olmasıdır. Buradan  
( )
( )

q

q

R
m R
W

W
 nin boyutu t  olan bir R

m -  vektör uzayı olması 

için gerek ve yeter koşul ( )q RW  nin minimal üreteçlerinin sayısının t  

olmasıdır. ( )( )qrank R tW =  idi. Bu yüzden istenildiği gibi ( )q RW  bir serbest 

R - modüldür. 

Diğerleri de benzer biçimde ispatlanır. 
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Sonuç 3.2.11 R , s  boyutlu bir afin tamlık bölgesi olsun. Bu durumda  

 

i. ( )q RW  nin bir projektif R - modül olması için gerek ve yeter koşul 

( )( )n
q RÄ W  nin bir projektif R - modül olmasıdır. 

ii. ( )q RW  nin bir projektif R - modül olması için gerek ve yeter koşul 

( )( )n
q RL W  nin bir projektif R - modül olmasıdır. 

iii. ( )q RW  nin bir projektif R - modül olması için gerek ve yeter koşul 

( )( )n
q RÚ W  nin bir projektif R - modül olmasıdır. 

 

İspat: ( )q RW  bir projektif R - modül olsun. m , R  nin maksimal ideali 

olduğunu varsayalım. Bu durumda ( )q mRW , serbest mR - modüldür. Teorem 

3.1.3 den ( )( )n
q mRÄ W  bir serbest mR - modül ve ( ) ( )q m q mR R RW @ W Ä  

izomorfizminden ( )( )n
q RÄ W  bir projektif R - modüldür. 

Diğerleri de benzer şekilde ispatlanır. 

 

Teorem 3.2.12 R  bir afin lokal tamlık bölgesi olsun. Bu durumda aşağıdakiler 

birbirine denktir. 

 

i. R  bir regüler lokal halkadır. 

ii. ( )( )1
n RÄ W  bir serbest R - modüldür. 

iii. ( )( )1
n RL W  bir serbest R - modüldür. 

iv. ( )( )1
n RÚ W  bir serbest R - modüldür. 
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İspat: Teorem 3.2.4 ve Teorem3.2.10 dan görülür. 

 

Bu durumda aşağıdaki sonucu elde ederiz. 

 

Sonuç 3.2.13 R  bir afin tamlık bölgesi olsun. Bu durumda aşağıdakiler birbirine 

denktir. 

 

i. R  bir regüler halkadır. 

ii. ( )( )1
n RÄ W  bir projektif R - modüldür. 

iii. ( )( )1
n RL W  bir projektif R - modüldür. 

iv. iv) ( )( )1
n RÚ W bir projektif R - modüldür. 

 

Not: Olgun N., and  Şahin M., 2016, Corollary 3.14'e bakınız.   
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4. SİMETRİK KUVVET MODÜLLERİ 
 

 Bu bölümde simetrik kuvvet modüllerinin tanımı yapılarak Kӓhler 

modüllerinin simetrik türevleri ve özellikleri incelenecek ve elde edilen sonuçlar 

verilecektir. 

 

4.1. Temel Tanım ve Teoremler 

Tanım 4.1.1  R , karakteristiği sıfır olan bir k  cismi üzerinde değişmeli bir cebir  

olmak üzere, A  bir R - modül, RA Ä A  ise A  nın kendisiyle olan tensör 

çarpımı, K  da ,a b Î A  için a b b aÄ - Ä  elemanları tarafından üretilen 

RA Ä A  nın bir alt modülü olsun. Bu durumda 2 RA Ä AÚ A = K   modülüne A  

nın ikinci dereceden simetrik kuvvet modülü denir. 

 

:Ä A´ A ¾¾® A Ä A  

( ),a b a bÄ = Ä  
 

olacak biçimde kanonik dengeli dönüşümü ve  

 
2:g A Ä A ¾¾®Ú A  

 

 doğal örten dönüşümü tanımlansın. Bu durumda Ä  ve g  nın bileşke dönüşümü 

bilineer bir dönüşümdür ve g Ä = Ú  olarak tanımlanır. 
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Lemma 4.1.2  A  ve B  R - modüller ve : Bz A´ A ¾¾®  bilineer bir dönüşüm 

olsun. Bu durumda aşağıdaki diyagramı değişmeli yapan f zÚ =  olacak biçimde 

bir tek 2:f BÚ A ¾¾®  R - modül homomorfizması vardır. 

 

2

B
f

zA´ A ¾¾®
Ú

Ú A
] Z

 
 

İspat: Bourbaki, N., 1974. 

 

Önerme 4.1.3 T  bir R - cebir ve A  bir R - modül olmak üzere  

( )2 2
R RÚ A Ä T @ Ú A Ä T  

izomorfizması vardır. 

 

İspat: Bourbaki, N., 1974. 

Önerme 4.1.4 A  rankı r  olan bir serbest R - modül ise 2Ú A , rankı 
2 1

1
r

r
+ -æ ö

ç ÷-è ø
 

olan bir serbest R - modüldür. 

 

İspat: Bourbaki, N., 1974. 

 

Önerme 4.1.5  A  ve B  R - modüller olsunlar. Bu durumda 

( )2 2 2
RÚ A Å B @ Ú A Ä Ú B  

izomorfizmi vardır. 

 

İspat: Bourbaki, N., 1974. 
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Herhangi bir A  R - modülü için n - inci dereceden simetrik kuvvet modülü 

benzer şekilde tanımlanabilir. 

 

4.2. Kӓhler Modüllerinin Simetrik Türevleri 

 R  bir -k cebir, ( )nJ R ; R - nin k  üzerinde n - inci dereceden evrensel 

diferansiyel modülü, ( )n RW ; R - nin k  üzerinde n - inci dereceden Kӓhler 

diferansiyel modülü, ( ):n nd R R¾¾®W  kanonik dönüşümü R - nin n - inci 

dereceden -k türevidir. ( ){ },n nR dW  çifti evrensellik özelliğine sahiptir. 

 

R R RÄ ¾¾®k  

x y xyÄ ¾¾®  
 

kanonik dönüşümün çekirdeği RI  olmak üzere ( ) 1
R

n n
R

IR
I +W @   dir. 

( )n RW ; ( ){ }:nd r r RÎ  kümesi tarafından üretilir. Eğer R  sonlu üretilmiş 

-k cebir ise ( )n RW  de sonlu üretilmiş R - modül olacaktır. 

 

Tanım 4.2.1 R  birimli ve değişmeli bir k - cebir, ( )1R R® W ; R nin birinci 

dereceden Kähler türevi ve ( )( )1 RÚ W ; R  üzerinde ( )1 RW  tarafından üretilen 

simetrik cebir ve ( )( ) ( )( )1 0 1
p

pR R³Ú W = Å Ú W    olsun. 

( )( ) ( )( )1 1:D R RÚ W ® Ú W  lineer dönüşümü aşağıdaki koşulları sağlarsa 

simetrik türevdir. 
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i. ( )( )( ) ( )( )1
1 1

p pD R R+Ú W Ì Ú W  

ii. D , k  üzerinde birinci dereceden türevdir. 

iii. D  nin ( )( )0
1R R@ Ú W  ye kısıtlanışı ( )1 1:d R R® W  Kähler türevidir. 

 

Teorem 4.2.2  R  bir afin -k cebir olmak üzere R - modüllerin  

 

( ) ( )2 10 ker 0R Rjj¾¾® ¾¾®W ¾¾®W ¾¾®  
 

bir kısa tam dizisi vardır. Her g RÎ  için ( )( ) ( )2 1d g d gj =   dir. Her ,x y RÎ  

olmak üzere kerj , ( ) ( ) ( ){ }2 2 2d xy xd y yd x- -  kümesi tarafından üretilir. 

 

Önerme 4.2.3   ( )( )2
1 kerR jÚ W @  

 

İspat: ,x y RÎ  olmak üzere 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1d x d y x x y y× = Ä - Ä Ä - Ä  

                        1 1xy y x x y xy= Ä - Ä - Ä + Ä         

                        ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1xy xy x y y y x x= Ä - Ä - Ä - Ä - Ä - Ä      

                        ( ) ( ) ( )2 2 2d xy xd y yd x= - -                                    

buradan ( )( )2
1 kerR jÚ W @   elde edilir. W   

 

Teorem 4.2.4 R  bir afin -k cebir olsun. Bu durumda R  bir regüler halka ise 

( )n RW  bir projektif R - modüldür.  

 

İspat: Sweedler, M.E., 1975. 
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Teorem 4.2.5 R  bir afin -k cebir olsun. Bu durumda R  nin regüler halka olması 

için gerek ve yeter koşul ( )1 RW  nin bir projektif R - modül olmasıdır. 

 

İspat: McConnell, J.C. and Rabson, J.C., 1987. 

 

Tanım 4.2.6  R  birimli ve değişmeli bir k - cebir, ( )nR R¾¾®W ; R  nin 

 n -  inci dereceden Kähler türevi ve ( )( )n RÚ W : R  üzerinde ( )n RW  tarafından 

üretilen simetrik cebir ve ( )( ) ( )( )0
p

n p nR R³Ú W = Å Ú W  olsun. 

( )( ) ( )( ): n nD R RÚ W ¾¾®Ú W  k - lineer dönüşümü aşağıdaki koşulları 

sağlarsa genelleştirilmiş simetrik türev denir. 

i. ( )( )( ) ( )( )1p p
n nD R R+Ú W Ì Ú W  

ii. D , k  üzerinde n - inci dereceden türevdir. 

iii. D  nin ( )( )0
nR R@ Ú W  ye kısıtlanışı ( ):n nd R R¾¾®W  Kähler 

türevidir. 

 

Örnek 4.2.7  [ ]1,R x x= lKk   l  boyutlu bir polinom cebiri olsun. Bu durumda 

( )n RW , ( ){ }1
1 1:i i

nd x x i i n+ + £l
l lK K   bazıyla rankı 1

n +æ ö
-ç ÷

è ø

l
l

 olan bir 

serbest R - modüldür. 1
n

t
+æ ö

= -ç ÷
è ø

l
l

 olmak üzere ( )( )2
n RÚ W , rankı 

1
1

t
t
+æ ö

ç ÷-è ø
  

ve üreteç kümesi ( ){ } ( )1 1
1 1 1: }i i i i

n nd x x d x x i i nÄ + + £l l
l l lK K K  olan bir serbest 

R - modüldür. 
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Teorem 4.2.8 R  bir afin -k cebir olsun. Bu durumda her 0n ³  için 

R - modüllerin 

 

( ) ( )( )20 ker ker 0n n nR J R coaa a¾¾® ¾¾®W ¾¾® W ¾¾® ¾¾®  
 

bir uzun tam dizisi vardır. 

 

İspat: R  bir -k cebir, ( )n RW ; R  nin n - inci dereceden Kӓhler türevi 

olsun. ( )( )n nJ RW ; n - inci dereceden evrensel diferansiyel modül ( ( )n RW  nin 

derecesi n  e eşit veya daha küçük) ve ( ) ( )( ):n n n nR J RD W ¾¾® W  evrensel 

diferansiyel operatör olsun. ( )2n RW  nin evrensellik özelliğinden dolayı aşağıdaki 

diyagramı değişmeli yapan ve 2n n nd da = D  olacak biçimde bir tek 

( ) ( )( )2: n n nR J Ra W ¾¾® W   R - modül homomorfizması vardır. 

 

( )

( ) ( )( )
2

2

nd
n

n n

n n n

R R
d

R J Ra

¾¾® W
¯ ¯ D

W ¾¾® W  

 

Homolojik özelliklerden, istenildiği gibi dizi elde edilir. 

Sonuç 4.2.9 R  boyutu l  olan regüler -k cebir olsun. Bu durumda a  injektiftir. 

İspat: ( )( ) ( )( )2n n nd x x d xg b qa = D   olarak tanımlanır. Burada  

 1

1

1

1 1

1 1

1 1

: 2
:
:

i i

i i

i i

x x x i i n

x x x i i n
x x x i i n

g

b

q

= + + £

= + + £

= + + £

l

l

l

l l

l l

l l

K K
K K
K K
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dir. W   

 

Sonuç 4.2.10  R , boyutu 1 olan regüler -k cebir ve 1q =  ise  

 

( ) ( )( )2 1 1q R J RW @ W  

izomorfizmi vardır. 

 

İspat: x , R  nin bir parametreler sistemi olsun. Bu durumda ( )2 RW  ve 

( )( )1 1J RW  sırasıyla ( ){ }2 : 1, 2id x iM = =  ve ( )( ){ }1 1 : 0,1jx d x jN = D =   

üreteç kümeleriyle serbest R - modüllerdir. ( )( ) ( )( )1
2 1 1

i id x i x d xa -= D  olsun. 

Bu durumda a  nın M  ve N  bazlarına bağlı matrisi 
1 0
0 2

é ù
Ã= ê ú

ë û
  biçimindedir. 

Ã tersinirdir, dolayısıyla a  homomorfizmi de tersinirdir. Bu yüzden a  bir 

R - modül izomofizmidir. Bu durum 2n ³  için doğru değildir. W   

 

Örnek 4.2.11 [ ],R a b= k   bir polinom cebiri olsun. Bu durumda  

( )1 RW , ( ) ( ){ }1 1,d a d b  bazı ile rankı 2 olan bir serbest R - modüldür. 

( )2 RW , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2
2 2 2 2 2, , , ,d a d b d ab d a d b  bazı ile rankı 5 olan bir 

serbest R - modüldür. ( )( )1 1J RW , 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , ,d a d b ad a ad b bd a bd bD D D D D D   

bazı ile rankı 6 olan bir serbest R - modüldür. ( )( )2 2J RW ; 



4. SİMETRİK KUVVET MODÜLLERİ                                  Hamiyet MERKEPCİ 

68 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2

{ , , , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

d a d b d ab d a d b ad a ad b

ad ab ad a ad b bd a bd b ab ab

bd a bd b abd a abd b abd ab abd a

abd b a d a a d b a d ab a d a a d b

b

D D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

D ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2, , , , }d a b d b b d ab b d a b d bD D D D

 bazı ile rankı 30 olan bir serbest R - modüldür. 

( )( )2
1 RÚ W ; ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1, ,d a d a d a d b d b d bÄ Ä Ä  bazı ile rankı 3 

olan bir serbest R - modüldür. 

 

Teorem 4.2.12  R  bir afin -k cebir olsun. Bu durumda her 0n ³  için 

( )( ) ( )( )20 ker ker 0n n nJ R R cocc c¾¾® ¾¾® W ¾¾®Ú W ¾¾® ¾¾®   

R - modüllerin bir uzun tam dizisi vardır. 

 

İspat: ( ) ( )( )2:n n nD R RW ¾¾®Ú W  herhangi bir genelleştirilmiş simetrik türev, 

( )( )n nJ RW ; ( )n RW  üzerinde derecesi n£  olan diferansiyel operatörlerin 

n - inci dereceden evrensel modülü ve ( ) ( )( ):n n n nR J RD W ¾¾® W  evrensel 

diferansiyel operatör olsun. ( )( )n nJ RW  nin evrensellik özelliğinden dolayı 

aşağıdaki diyagramı değişmeli yapan tek bir ( )( ) ( )( )2: n n nJ R Rc W ¾¾®Ú W   

R - modül homomorfizmi vardır.  

 

( ) ( )( )

( )( )

2nD
n n

n

n n

R R

J R
c

W ¾¾® Ú W

D
W

] Z  

Homolojik özelliklerden istenen dizi elde edilir. 
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Lemma 4.2.13  ( )( )1 RÚ W  nin simetrik türevlerinin varlığı ile 

( )( ) ( ) ( )2
1 2 10 R R Rj¾¾®Ú W ¾¾®W ¾¾®W   tam dizisinin split oluşu 

birbirine denktir. 

 

İspat: ( )( )1 RÚ W  üzerinde simetrik türev tanımlanmış olsun. 

( )1 1:d R R¾¾®W  ve ( ) ( )( )2
1 1 1:D R RW ¾¾®Ú W  birinci dereceden türev 

operatörü olup bileşkesini aldığımızda ( )( )2
1 1 1:D d R R¾¾®Ú W  ikinci 

dereceden türev operatörü olur. ( )2 RW  nin evrensellik özelliğinden dolayı 

aşağıdaki diyagramı değişmeli yapan ve 2 1 1d D dt =  olacak şekilde bir tek 

( ) ( )( )2
2 1: R Rt W ¾¾®Ú W   R - modül homomorfizması vardır. 

 

( )( )
( )( )

( ) ( )( )

1 1

2
1

2
1

2

2
2 1

1

D d

R

R R

d

R Rt

Ú W

¾¾¾® Ú W

¯

W ¾¾® Ú W  

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2d xy xd y yd x d xy x d y y d xt t t t- - = - -   

                                                   ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1D d xy xD d y yD d x= - -   

                                                  ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1D xd y yd x xD d y yD d x= + - -   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

xDd y d x d y yDd x d y d x

xDd y yDd x

= + × + + ×

- -
  

                                              ( ) ( )1 12d x d y= ×   
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t  yerine 
1
2

t  alınırsa istenen split özellik sağlanır. 

Diğer taraftan, ( ) ( )( )2
2 2: R Rt W ¾¾®Ú W  split özelliği sağlasın. 

( ) ( )1i i i
i

y d x RÎWå  alalım. j  örten olduğundan 

( ) ( )2 1i i i i
i i

y d x y d xj æ ö =ç ÷
è ø
å å  olacak biçimde bir ( ) ( )2 2i i

i
y d x RÎWå  vardır 

ve ( )2 0i i
i

y d xt æ ö =ç ÷
è ø
å  dır. Eğer ( )2 0i i

i
y d x =å  ise bu durumda 

( ) ( ) 31 1 1i i i i i i i
i i

y x x y x y x IÄ - Ä = Ä - Ä Îå å  dür. 

Burada kerI j=  dir ve ( ) 1n n
IR

I +W @  dir. 

 Buradan, ( ) ( )1 1 1 1i i i i i i i
i

y x y x x y yÄ - Ä - Ä - Äå   

                ( )1 1 1i i i i i i i i
i

y x y x x y x y= Ä - Ä - Ä + Äå   

                ( ) ( )2 2 0i i i i
i

d y x x d y= - =å   

bulunur. Sonuç olarak, ( ) ( )1 1i i
i

y d x RÎWå  elemanını 

( ) ( ) ( )2 2 2i i i i
i

d y x x d y R- ÎWå  ye taşıyan bir -k lineer dönüşüm vardır. 

 

( )2 0i i
i

y d xt æ ö =ç ÷
è ø
å  olduğu için ( ) ( ) ( )( )2

1 2 1R R Rd tW ¾¾®W ¾¾®Ú W  

dönüşümlerinin bileşkesini aldığımızda  

 

( ) ( )( )2
1 1 1:D R Rtd = W ¾¾®Ú W  
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( ) ( ) ( )1 1 1 1i i i i
i i

D y d x d y d xæ ö = ×ç ÷
è ø
å å

 
 

olup istenen simetrik türevin varlığı elde edilir. W   

 

Teorem 4.2.15 R  bir afin -k cebir ve ( )( )1 RÚ W  en az bir tane simetrik türeve 

sahip olsun. ( )1 RW  nin bir projektif R - modül olması için gerek ve yeter koşul 

( )2 RW  nin bir projektif R - modül olmasıdır. 

 

İspat: ( )1 RW  nin bir projektif R - modül olduğunu varsayalım. Teorem 4.2.5 den 

R  bir regüler halka ve Teorem 4.2.4 den ( )2 RW  bir projektif R - modüldür.  

Tersine, Önerme 4.2.3 ve Teorem 4.2.2 den 

( )( ) ( ) ( )2
1 2 10 0R R R¾¾®Ú W ¾¾®W ¾¾®W ¾¾®   R - modüllerin bir tam 

dizisi vardır. 

Bu dizi split tam dizidir. Dizinin split oluşu ispat için yeterlidir. 

( ) ( ) ( )( )2
2 1 1R R RW @ W Å Ú W   dir. Bu ise bize ( )1 RW  nin projektif olduğunu 

gösterir. 

 

Sonuç 4.2.16 R  bir afin -k cebir ve ( )( )1 RÚ W , en az bir simetrik türeve sahip 

olsun. ( )1 RW  nin bir serbest R - modül olması için gerek ve yeter koşul ( )2 RW  

nin bir serbest R - modül olmasıdır. 

 

İspat: Olgun, N., 2016, Corollary 3.10'a bakınız. 
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Teorem 4.2.17 R  bir afin -k cebir ve ( )( )1 RÚ W , en az bir simetrik türeve sahip 

olsun. R  nin bir regüler halka olması için gerek ve yeter koşul ( )2 RW  nin bir 

projektif R - modül olmasıdır. 

İspat: Teorem 4.2.4, Teorem 4.2.5 ve Teorem 4.2.15 den görülür. 

 

Sonuç 4.2.18 R  bir afin -k cebir ve ( )( )1 RÚ W , en az bir simetrik türeve sahip 

olsun. R  nin bir regüler halka olması için gerek ve yeter koşul ( )2 RW  nin bir 

serbest R - modül olmasıdır. 

 

Not: Olgun, N., 2016, Corollary 3.12'ye bakınız. 

 

Lemma 4.2.19 R  değişmeli -k cebir olsun. ( )1 RW  nin ( )1 1:d R R¾¾®W  

evrensel türev operatörüyle bir evrensel modül olduğunu varsayalım. Bu durumda 

,i ia b RÎ  olmak üzere ( ) ( )( )2
1 1:D R RW ¾¾®L W   

                                   ( ) ( ) ( )1 1 1i i i i
i i

D a d b d a d bæ ö = Ùç ÷
è ø
å å   

dönüşümü ( )1 RW  üzerinde birinci dereceden diferansiyel dönüşümdür. 

 

İspat: Osborn, H., 1968,  Lemma 9.2'ye bakınız. 

 

Sonuç 4.2.20  R  bir afin -k cebir olsun. Bu durumda R - modüllerin     

 

( ) ( )( ) ( )( )2
2 1 1 10 0R J R RF¾¾®W ¾¾® W ¾¾®L W ¾¾®  

bir split tam dizisi vardır.       
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İspat: Hart, R., 1996, sayfa 179'a bakınız. 

 

4.3. Kӓhler Modüllerinin Simetrik Türevleri Üzerine Elde Edilen Sonuçlar 

 Bu bölümde, birinci dereceden Kӓhler modüllerinin simetrik türevleri 

üzerinde tanımlanmış bazı bağıntılar ikinci dereceden Kӓhler modüllerinde 

incelenmiş ve bazı yeni bağıntılar ve izomorfizmler elde edilmiştir. 

 

Teorem 4.3.1 R  bir afin -k cebir olsun.Bu durumda  

 

              ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
1 1 1 1 1J R R R RW @ W Å Ú W Å L W   

 

izomorfizmi vardır. 

 

İspat: Sonuç 4.2.20 den ( )( )1 1J RW  nin ( ) ( )( )2
2 1R RW Å L W   ye izomorf 

olduğu söylenebilir ve Osborn tarafından ispatlanmış olan R - modüllerin  

 

              ( )( ) ( ) ( )2
1 2 10 0R R R¾¾®Ú W ¾¾®W ¾¾®W ¾¾®  

 

split tam dizisini kullanarak bu iki split tam diziden  

 

           ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
1 1 1 1 1J R R R RW @ W Å Ú W Å L W  

 

izomorfizmi elde edilir. 

 

Örnek 4.3.2 [ ],R a b= k  boyutu 2  olan bir polinom cebiri olsun. Bu durumda  

( )1 RW , ( ) ( ){ }1 1,d a d b  bazıyla rankı 2  olan bir serbest R - modüldür. 
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( )( )2
1 RÚ W , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1, ,d a d a d a d b d b d bÚ Ú Ú  üreteç kümesi ile 

 rankı 3  olan bir serbest R - modüldür. 

( )( )2
1 RL W , ( ) ( ){ }1 1d a d bÙ  üreteç kümesi ile rankı 1 olan bir serbest 

R - modül 

( )( )1 1J RW , ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , ,d a d b ad a ad b bd a bd bD D D D D D  

tarafından üretilir ve rankı 6  dır. İzomorfizm rankları ile bellidir.Dolayısıyla,  

 

            ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
1 1 1 1 1J R R R RW @ W Å Ú W Å L W  dir. 

 

Teorem 4.3.3 [ ]1, sR x x= Kk  değişmeli bir -k cebir olsun.Bu durumda  

 

                        ( )( ) ( )2 2 20 ker 0J R Rqq¾¾® ¾¾® W ¾¾®W ¾¾®  
 

R -  modüllerin bir kısa tam dizisi vardır ve  

 

( )( ) ( )( )2 2
2 2ker R Rq @ L W Å Ú W  

dir. 

Bu teoremin ispatını vermeden önce yardımcı olması bakımından aşağıdaki 

lemmalar verilecektir. 

 

Lemma 4.3.4 [ ]1, sR x x= Kk  bir afin -k cebir olsun.Bu durumda 

R - modüllerin  

 

               ( ) ( )( ) ( )( )2 1 2
2 2 2 2 0R J R RqDW ¾¾® W ¾¾®L W ¾¾®   

bir tam dizisi vardır. 
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İspat: R  birimli ve değişmeli bir -k cebir, ( )2 RW , R  nin ikinci dereceden 

türevlerinin evrensel modülü, 

( )( )2 2J RW ; ( ) ( )( )2 2 2 2: R J RD W ® W  evrensel diferansiyel operatörüyle 

( )2 RW  üzerinde derecesi 2 ye eşit veya daha küçük diferansiyel operatörlerin 

evrensel modülü olsun. Bu durumda, , , ,i j k lx x x x RÎ  ve , , , 0,1, 2m n t r =   

1 , , ,i j k l s£ £  
olmak üzere 

                              µ ( ) ( )( )2
2 2 2:D R RW ® L W  

         µ ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, , , , , ,

m n t r m n t r
i j k l i j k l

i j k l i j k l
D x x d x x d x x d x x

æ ö
= Ùç ÷

è ø
å å  

 dönüşümü ( )2 RW  üzerinde tanımlı ikinci dereceden diferansiyel dönüşümdür. 

( )( )2 2J RW  nin evrensellik özelliğinden dolayı aşağıdaki diyagramı değişmeli 

yapan  

µ 21 2 Dq D =  olacak biçimde tek bir ( )( ) ( )( )2
1 2 2 2: J R Rq W ® L W  R - modül 

homomorfizmi vardır. 

 

( ) µ ( )( )

( )( )

2 2
2 2

2 1

2 2

!

DR R

J R
q

W ¾¾® L W

D $
W

] Z  

 

      ( )( ) µ ( )( ) ( ) ( )21 2 2 2 2 2
m n t r m n t r m n t r
i j k l i j k l i j k lx x d x x D x x d x x d x x d x xq D = = Ù  

olduğundan dolayı 1q  örtendir.Bu yüzden R - modüllerin  
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            ( ) ( )( ) ( )( )2 1 2
2 2 2 2 0R J R RqDW ¾¾® W ¾¾®L W ¾¾®   

 

bir tam dizisi yazılabilir. Bu dizinin ( )( )2 2J RW  de tam olduğunu göstermek 

yeterlidir. 

2Im D , ( )( )2 2 id xD , ( )( )2 2 ,i jd x xD     , 1, ,i j s= K  tarafından üretilir ve  

                   ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 0i j j id x d x d x d xÙ + Ù =    

dır. Dolayısıyla, 

             ( )( ) µ ( )( ) ( ) ( )21 2 2 2 2 21 0i i id x D d x d d xq D = = Ù =  

             ( )( ) µ ( )( ) ( ) ( )21 2 2 2 2 21 0i j i j i jd x x D d x x d d x xq D = = Ù =  

Bu ise, 2 1Im kerqD Í  olduğunu gösterir. Buradan 

( )( ) ( )( )22 2
2

2
: Im
J R

p R
W

¾¾®L WD   dönüşümü 

( )( )( ) ( ) ( )2 2 2 2
m n t r m n t r
i j k l i j k lp x x d x x d x x d x xD = Ù    olarak tanımlanabilir. 

( )( )2 2

2Im
J RW

D  nin üreteç  kümesi,  

                      ( )( ){ }2 2 :1 , , , , , , , 0,1, 2m n t r
i j k lx x d x x i j k l s m n t rD £ £ =     dir. 

( )( )2
2 RL W , ( ) ( )2 2

m n t r
i j k ld x x d x xÙ  bazı ile bir serbest R - modül olduğundan  

                  ( )( ) ( )( )2 2 2
2

2
: Im

J R
q R

W
L W ¾¾® D     dönüşümü 

                 ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2
m n t r m n t r
i j k l i j k lq d x x d x x x x d x xÙ = D   

 olarak tanımlanabilir. 
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Bu dönüşüm pq  ve qp  nin birim olduğunu kanıtlar. 

1
1 2

2

kerker 0 ker ImImp q q= = Þ = DD   dir. Dolayısıyla dizi tam dizidir. 

 

Benzer biçimde aşağıdaki lemma verilebilir. 

 

Lemma 4.3.5 [ ]1, sR x x= Kk  bir afin -k cebir olsun. Bu durumda 

R - modüllerin 

 

             ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
2 2 2 2 0R J R RqDW ¾¾® W ¾¾®Ú W ¾¾®  

bir tam dizisi vardır. 

 

İspat: ( )( )2 2J RW ; ( ) ( )( )2 2 2 2: R J RD W ® W  evrensel diferansiyel 

operatörüyle ( )2 RW  üzerinde derecesi 2 ye eşit veya daha küçük diferansiyel 

operatörlerin evrensel modülü  ve , , , 0,1, 2m n t r =  ve 1 , , ,i j k l s£ £  olmak 

üzere 

( ) ( )( )2
2 2 2:D R R

Ú

W ¾¾®Ú W   dönüşümü 

              
( ) ( ) ( )2 2 2 2

, , , , , ,

m n t r m n t r
i j k l i j k l

i j k l i j k l
D x x d x x d x x d x x

Ú æ ö
= Úç ÷

è ø
å å  

olarak tanımlansın.  

( )( )2 2J RW  nin evrensellik özelliğinden aşağıdaki diyagramı değişmeli yapan  

22 2 Dq
Ú

D =  olacak biçimde tek bir ( )( ) ( )( )2
2 2 2 2: J R Rq W ¾¾®Ú W  

R - modül homomorfizmi vardır. 
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( ) ( )( )

( )( )

2 2
2 2

2 2

2 2

!

DR R

J R
q

Ú

W ¾¾® Ú W

D $
W

] Z      

  ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
m n t r m n t r m n t r
i j k l i j k l i j k lx x d x x D x x d x x d x x d x xq

Ú

D = = Ú  

olduğundan dolayı 2q  örtendir. Bu yüzden R - modüllerin  

 

            ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
2 2 2 2 0R J R RqDW ¾¾® W ¾¾®Ú W ¾¾®   

 

bir tam dizisi yazılabilir.Bu dizinin ( )( )2 2J RW  de tam olduğunu göstermek 

yeterlidir. 

2Im D , ( )( )2 2 id xD , ( )( )2 2 ,i jd x xD     , 1, ,i j s= K  tarafından üretilir ve  

                    ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 0i j j id x d x d x d xÚ - Ú =      dır. 

Dolayısıyla,  

             ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 21 0i i id x D d x d d xq
Ú

D = = Ú =  

           ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 21 0i j i j i jd x x D d x x d d x xq
Ú

D = = Ú =  

Bu ise, 2 2Im kerqD Í  olduğunu gösterir. Buradan 

( )( ) ( )( )22 2
1 2

2
: Im
J R

p R
W

¾¾®Ú WD   dönüşümü 

( )( )( ) ( ) ( )1 2 2 2 2
m n t r m n t r
i j k l i j k lp x x d x x d x x d x xD = Ú    olarak tanımlanabilir. 
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( )( )2 2

2Im
J RW

D  nin üreteç  kümesi,  

                      ( )( ){ }2 2 :1 , , , , , , , 0,1, 2m n t r
i j k lx x d x x i j k l s m n t rD £ £ =     dir. 

( )( )2
2 RÚ W , ( ) ( )2 2

m n t r
i j k ld x x d x xÚ  bazı ile bir serbest R - modül olduğundan 

                 ( )( ) ( )( )2 2 2
1 2

2
: Im

J R
q R

W
Ú W ¾¾® D     dönüşümü 

                 ( ) ( )( ) ( )( )1 2 2 2 2
m n t r m n t r
i j k l i j k lq d x x d x x x x d x xÚ = D   

 olarak tanımlanabilir. 

Bu dönüşüm 1 1p q  ve 1 1q p  in birim olduğunu verir. 

2
1 2 2

2

kerker 0 ker ImImp q q= = Þ = DD   dir. Dolayısıyla dizi tam dizidir. 

Teorem 4.3.3 ün ispatı aşağıdaki gibidir. 

 

İspat: ( )( )2 2J RW ; 2D  evrensel diferansiyel operatörüyle ( )2 RW  üzerinde 

derecesi 2 ye eşit veya daha küçük diferansiyel operatörlerin evrensel modülü  

olsun. 

Bu durumda aşağıdaki diyagramı değişmeli yapan 2 1RqD =  olacak biçimde bir tek  

( )( ) ( )2 2 2: J R Rq W ¾¾®W   R - modül homomorfizmi vardır. 

 

                          
( ) ( )

( )( )

1
2 2

2

2 2

!

RR R

J R
q

W ¾¾® W
D $

W
] Z  
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( ) ( )2 2 2
, , , , , ,

m n t r m n t r
i j k l i j k l

i j k l i j k l
x x d x x x x d x xq

æ ö
D =ç ÷

è ø
å å  , , , 0,1, 2m n t r = , 1 , , ,i j k l s£ £  

olduğundan q  örtendir. Bu yüzden R - modüllerin  

 

                ( )( ) ( )2 2 20 ker 0J R Rqq¾¾® ¾¾® W ¾¾®W ¾¾®  
 

bir kısa tam dizisi yazılabilir. 

( )( ) ( )( )2
1 2 2 2:i R J RL W ¾¾® W   dönüşümü 

( ) ( )( )1 2 2
m n t r
i j k li d x x d x xÙ =  

1
2

[ ( )( )2 2
m n t r
i j k lx x d x xD + ( )( )2 2

t r m n
k l i jx x d x xD  

                                                 + ( )( )2 2
m n t r
i j k lx x d x xD - ( )( )2 2

t r m n
k l i jx x d x xD ] 

olarak tanımlansın. 

Benzer biçimde, 

( )( ) ( )( )2
2 2 2 2:i R J RÚ W ¾¾® W   dönüşümü 

( ) ( )( )2 2 2
m n t r
i j k li d x x d x xÚ =

1
2

[ ( )( )2 2
m n t r
i j k lx x d x xD - ( )( )2 2

t r m n
k l i jx x d x xD  

                                                    - ( )( )2 2
m n t r
i j k lx x d x xD + ( )( )2 2

t r m n
k l i jx x d x xD ] 

olarak tanımlansın. Buradan, ( )( )2
2a RÎL W  ve ( )( )2

2b RÎÚ W  olmak üzere 

( )( ) ( )( ) ( )( )2 2
2 2 2 2:f R R J RL W Å Ú W ¾¾® W   

 ( ) ( ) ( )1 2,f a b i a i bq q= +  olacak biçimde bir dönüşüm tanımlandığında  

( )( ) ( )( )2 2
2 2ker R Rq @ L W ÅÚ W  

elde edilir. 

Dizinin split oluşunu ispatlayalım: 
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µ ( ) ( )( )2
2 2 2:D R RW ® L W  

µ ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, , , , , ,

m n t r m n t r
i j k l i j k l

i j k l i j k l
D x x d x x d x x d x x

æ ö
= Ùç ÷

è ø
å å  

ve 

( ) ( )( )2
2 2 2:D R R

Ú

W ¾¾®Ú W  

( ) ( ) ( )2 2 2 2
, , , , , ,

m n t r m n t r
i j k l i j k l

i j k l i j k l
D x x d x x d x x d x x
Ú æ ö

= Úç ÷
è ø
å å

 
 

dönüşümleri ikinci dereceden türevlerdir. Dolayısıyla ( )( )2 2J RW  nin evrensellik 

özelliğinden dolayı aşağıdaki diyagramları değişmeli yapan   

 

( )( ) ( )( )2
1 2 2 2: J R Rq W ¾¾®L W  

( )( ) ( )( )2
2 2 2 2: J R Rq W ¾¾®Ú W  

 

 R -  modül homomorfizmaları vardır öyle ki 

 

                          

( ) µ ( )( )
( )

( )( ) ( )( )

2

2

1

2
2 2

2

2
2 2 2

1

D

R

R R

J R Rq

W

W ¾¾® L W

D ¯ ¯

W ¾¾® L W

 

ve 

                         

( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )

2

2

2

2
2 2

2

2
2 2 2

1

D

R

R R

J R Rq

Ú

W

W ¾¾® Ú W

D ¯ ¯

W ¾¾® Ú W

 

dir. Bu nedenle, 
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( ) µ ( ) ( ) ( )21 2 2 2 2 2
, , , , , , , , ,

m n t r m n t r m n t r
i j k l i j k l i j k l

i j k l i j k l i j k l
x x d x x D x x d x x d x x d x xq

æ ö æ ö
D = = Ùç ÷ ç ÷

è ø è ø
å å å  

ve 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
, , , , , , , , ,

m n t r m n t r m n t r
i j k l i j k l i j k l

i j k l i j k l i j k l
x x d x x D x x d x x d x x d x xq

Úæ ö æ ö
D = = Úç ÷ ç ÷

è ø è ø
å å å  

yazılabilir. Buradan, 

( )( )2
2

1 1 1
R

iq
L W

=  

( )( )2
2

2 2 1
R

iq
Ú W

=  

1 2 0iq =  

2 1 0iq =  
 

elde edilir. Bu ise dizinin split oluşunu verir. 

 

Örnek 4.3.6 [ ],R k x y=   bir polinom cebiri olsun. 

( )2 RW , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2
2 2 2 2 2, , , ,d x d y d xy d x d y  bazı ile rankı 5  olan bir 

serbest R - modüldür. 

( )( )2
2 RÚ W , { ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2, , , , ,d x d x d x d y d x d xy d x d x d x d yÚ Ú Ú Ú Ú                       

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2 2 2 2 2 2 2, , ,d y d y d y d xy d y d x d y d yÚ Ú Ú Ú ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2 2 2 2 2, ,d xy d xy d xy d x d xy d yÚ Ú Ú ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2, ,d x d x d x d y d y d yÚ Ú Ú } bazı ile rankı 15  olan bir 

serbest R - modüldür. 

( )( )2
2 RL W , 

{ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2 2 2 2 2 2 2, , ,d x d y d x d xy d x d x d x d yÙ Ù Ù Ù , 
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  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2, , ,d y d xy d y d x d y d y d xy d xÙ Ù Ù Ù ,                   

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 2,d xy d y d x d yÙ Ù } üreteç kümesi ile rankı 10  olan bir serbest 

R - modüldür. 

( )( )2 2J RW , { ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2, , , ,d x d y d xy d x d yD D D D D  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2, , , ,xd x xd y xd xy xd x xd yD D D D D

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2, , , ,yd x yd y yd xy yd x yd yD D D D D

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2, , , ,xyd x xyd y xyd xy xyd x xyd yD D D D D

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2, , , ,x d x x d y x d xy x d x x d yD D D D D

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2, , , ,y d x y d y y d xy y d x y d yD D D D D } 

kümesi tarafından üretilir. 

İzomorfizm ( )2 RW , ( )( )2
2 RL W , ( )( )2

2 RÚ W  nin rankları ile bellidir. 

Dolayısıyla,  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
2 2 2 2 2J R R R RW @ W Å L W Å Ú W    dir. 

 

Örnek 4.3.7 [ ], ,R x y z= k  bir polinom cebiri olsun. Bu durumda ( )2 RW ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2, , , , , , , ,d x d y d z d xy d xz d yz d x d y d z  bazı 

ile rankı 
5

1 9
3

æ ö
- =ç ÷

è ø
 olan bir serbest R - modüldür. 

( )( )2
2

10
45

8
rank R æ ö

Ú W = =ç ÷
è ø

, ( )( )2
2

9
36

2
rank R æ ö

L W = =ç ÷
è ø

 dır. 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
2 2 2 2 2J R R R RW = W Å L W Å Ú W  izomorfizmini kullanarak 

( )( )2 2 9 36 45 90rankJ RW = + + =  elde edilir. 
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Örnek 4.3.8 [ ],R x y= k  polinomlar cebiri ve I  da 2 3f y x= -  elemanı 

tarafından üretilen R  nin bir ideali olsun. [ ]
( )

,x yS f= k  alınsın. 

( )2
'

'
FS NW @  dir. Burada 'F , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2

2 2 2 2 2, , , ,d x d y d xy d x d y  

bazıyla bir serbest S - modül, 'N  de 'F  nün ( ) ( ) ( ){ }2 2 2, ,d f d xf d yf  

elemanları tarafından üretilen bir alt modülüdür. 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 23 3d f d y xd x x d x= - +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 3
2 2 2 2 2 26 2 7 2d xf xd y x d x yd xy x d x xyd y= - + + -  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 23 3 3 6d yf yd y xyd x x d xy x d x y d x= - - + -  

( )2

2 1
1 2

1
rank S

+æ ö
W = - =ç ÷

è ø
 olduğundan  

( )2' ' 5 2 3rankN rankF rank S= - W = - =  elde edilir ki buradan 'N  serbest 

S - modüldür. 

Benzer biçimde, ( )( ) 22
2

N

FS l
ÚÚ W @  dir. Burada 2 FÚ ,  

üreteç kümesi ile bir serbest modül, Nl  de 2 FÚ  nin  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 23 3d f d x d y d x xd x d x x d x d xÚ = Ú - Ú + Ú  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 23 3d f d y d y d y xd x d y x d x d yÚ = Ú - Ú + Ú  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 23 3d f d xy d y d xy xd x d xy x d x d xyÚ = Ú - Ú + Ú

 

( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

, , , , ,

, , , , ,

, , , , }

d x d x d x d y d x d xy d x d x d x d y

d y d y d y d xy d y d x d y d y d xy d xy

d xy d x d xy d y d x d x d x d y d y d y

Ú Ú Ú Ú Ú

Ú Ú Ú Ú Ú

Ú Ú Ú Ú Ú
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 23 3d f d x d y d x xd x d x x d x d xÚ = Ú - Ú + Ú  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 23 3d f d y d y d y xd x d y x d x d yÚ = Ú - Ú + Ú

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

3
2 2 2 2

6 2

7 2

d xf d x xd y d x x d x d x yd xy d x

x d x d x xyd y d x

Ú = Ú - Ú + Ú +

+ Ú - Ú
                    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

3
2 2 2 2

6 2

7 2

d xf d y xd y d y x d x d y yd xy d y

x d x d y xyd y d y

Ú = Ú - Ú + Ú +

+ Ú - Ú
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

3
2 2 2 2

6 2

7 2

d xf d xy xd y d xy x d x d xy yd xy d xy

x d x d xy xyd y d xy

Ú = Ú - Ú + Ú +

+ Ú - Ú
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

3 2 2
2 2 2 2

6 2

7 2

d xf d x xd y d x x d x d x yd xy d x

x d x d x xyd y d x

Ú = Ú - Ú + Ú +

+ Ú - Ú
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

3 2 2
2 2 2 2

6 2

7 2

d xf d y xd y d y x d x d y yd xy d y

x d x d y xyd y d y

Ú = Ú - Ú + Ú +

+ Ú - Ú
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

3 3 3

6

d yf d x yd y d x xyd x d x x d xy d x

x yd x d x y d y d x

Ú = Ú - Ú - Ú +

+ Ú - Ú
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

3 3 3

6

d yf d y yd y d y xyd x d y x d xy d y

x yd x d y y d y d y

Ú = Ú - Ú - Ú +

+ Ú - Ú
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

3 3 3

6

d yf d xy yd y d xy xyd x d xy x d xy d xy

x yd x d xy y d y d xy

Ú = Ú - Ú - Ú +

+ Ú - Ú
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

3 3 3

6

d yf d x yd y d x xyd x d x x d xy d x

x yd x d x y d y d x

Ú = Ú - Ú - Ú +

+ Ú - Ú
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

3 3 3

6

d yf d y yd y d y xyd x d y x d xy d y

x yd x d y y d y d y

Ú = Ú - Ú - Ú +

+ Ú - Ú
 

elemanları tarafından üretilen bir alt modülüdür. 

( )( )2
2

2 1 3
3

2 1 1
rank S

+æ ö æ ö
Ú W = = =ç ÷ ç ÷-è ø è ø

 Benzer düşünceyle, 

( )( ) 22
2

N

FS L
LL W @  dir. Burada 2FL ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

{ , , , , ,

, , , , }

d x d y d x d xy d x d x d x d y d y d xy

d y d x d y d y d xy d x d xy d y d x d y

Ù Ù Ù Ù Ù

Ù Ù Ù Ù Ù

bazıyla bir serbest modül ve NL  de 2FL  nin  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2 2 2 2 23d f d x d y d x xd x d xÙ = Ù - Ù

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 23 3d f d y d y d y xd x d y x d x d yÙ = Ù - Ù + Ù

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 23 3d f d xy d y d xy xd x d xy x d x d xyÙ = Ù - Ù + Ù

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 23d f d x d y d x x d x d xÙ = Ù + Ù

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 23 3d f d y xd x d y x d x d yÙ = - Ù + Ù  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

6 2

2

d xf d x xd y d x x d x d x xyd xy d x

xyd y d x

Ù = Ù - Ù + Ù

- Ù
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

3
2 2

6 2

7

d xf d y xd y d y x d x d y yd xy d y

x d x d y

Ù = Ù - Ù + Ù

+ Ù
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

6 7

2

d xf d xy xd y d xy x d x d xy x d x d xy

xyd y d xy

Ù = Ù - Ù + Ù

- Ù
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 3 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2

2 7

2

d xf d x xd y d x yd xy d x x d x d x

xyd y d x

Ù = Ù + Ù + Ù

- Ù
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 3 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2

6 2 7

2

d xf d y x d x d y yd xy d y x d x d y

xyd y d y

Ù = - Ù + Ù + Ù

- Ù
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2

3 3 3d yf d x yd y d x xyd x d x x d xy d x

y d y d x

Ù = Ù - Ù - Ù

- Ù
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 23 3 6d yf d y yd y d y xyd x d y x d x d yÙ = Ù - Ù + Ù

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2

3 3 6d yf d xy yd y d xy xyd x d xy x d x d xy

y d y d xy

Ù = Ù - Ù + Ù

- Ù
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2

3 3 6d yf d x yd y d x x d xy d x x yd x d x

y d y d x

Ù = Ù - Ù + Ù

- Ù
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2

3 3 6d yf d y xyd x d y x d xy d y x yd x d y

y d y d y

Ù = - Ù - Ù + Ù

- Ù
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tarafından üretilen bir alt modülüdür. ( )( )2
2

2
1

2
rank S æ ö

L W = =ç ÷
è ø

 dir. 

( )( )2 2J SW  nin rankı ( )2 SW , ( )( )2
2 SÚ W , ( )( )2

2 SL W  nin ranklarından 

hesaplanabilir. Dolayısıyla 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
2 2 2 2 2J S S S SW @ W Å L W Å Ú W  dir. 
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5. SİMETRİK KUVVET MODÜLLERİNİN PROJEKTİF BOYUTLARI 
 

 Bu bölümde ilk olarak evrensel türev modüllerin projektif boyutları 

incelenecek, daha sonra hiperyüzeylerde evrensel türev modüllerin projektif 

boyutları verilecek ve hiperyüzeylerde evrensel türev modüllerinin ikinci 

dereceden simetrik kuvvet modüllerinin projektif boyutları hesaplanacaktır. 

 

5.1. Evrensel Türev Modüllerinin Projektif Boyutları 
 İlk olarak evrensel türev modüllerinin projektif boyutlarının 

hesaplanmasında gerekli önerme ve sonuçlar verilecek, daha sonra hiperyüzeylerde 

projektif boyutların nasıl hesaplandığı örnekler üzerinde anlatılacaktır. 

 

Önerme 5.1.1   [ ]1, ,R x x= lKk  polinom cebiri ve ( )1, , mI f f= K   R  nin bir 

ideali olsun. K , ( )nJ R  nin 

( ){ }1
1 1: 1, , ;  0 i 1,  i i

n x x f m i n ia aD = £ + £ - Îl
l l lK K K ¥  tarafından üretilen 

bir alt modülü olsun. Bu durumda ( ):n nR J RD ¾¾®   n - inci dereceden 

evrensel diferansiyel operatör olmak üzere ( ) ( )n nR I IJ RD Í K +   dir. 

İspat: nD  bir -k lineer dönüşüm olduğundan herhangi bir 'f RÎ  için 

( ) ( )'n i nf f IJ RD Í K +  olduğunu göstermeliyiz. 'f RÎ  olsun. Bu durumda  

1i ia
lK  , 

1j jb
lK  Î  k  ; 1i i n+ + ³lK  ve 1j j n+ + <lK   olmak üzere 

( )
( )

( )
( )

1 1

1 1
1 1

1 1' i i j j
i i j j

i i j j
f a x x b x x= +å ål l

l l
l l

l lK K
K K

K K   yazılabilir. Bu nedenle 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1
1 1

1 1' i i j j
n i n i n ii i j j

i i j j
f f a x x f b x x fD = D + Då ål l

l l
l l

l lK K
K K

K K   yazılabilir.  
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nD , n - inci dereceden diferansiyel operatör olduğundan 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )1 1 1

1 1
1 1

1 1 1
i i

n i n i i nx x f x x f f x xt t w w
t t w w

t t w w

m mD = D + Då ål l l

l l
l l

l l lK K
K K

K K K   

dir. Burada ( ) ( )1 1
,t t w wm m Î

l lK K k  ve 1 10  , 0n nt t w w£ + < £ + + £l lK K   dir. 

Denklemleri toplarsak,  

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( )( )

( ) ( )

1 1

1 1 1
1 1 1

1

1 1
1 1

1 1

1

'

                      

j j
n i n n ii i j j

i i j j

i ni i
i i

f f a x x b x x f

f a x x

t t
t t

t t

w w
w w

w w

m

m

D = D + D

+ D

å å

å

l l

l l l
l l l

l

l l
l l

l lK K K
K K K

lK K
K K

K K

K
  

elde edilir ki bu toplam ( )nIJ RK +   ye aittir. 

 

Sonuç 5.1.2  ( ) ( )
( )

n n

n

R I IJ R
IJ R

D +   bir R
I - modül olarak 

( ) ( ){ }1
1 1 1:  1, , ,  0 ,  ,i i

n i nx x f IJ R i m i i n i iD + = £ + + < Îl
l l lK K K K ¥  kümesi 

tarafından üretilir. 

 

İspat: ( )
( )

n

n

IJ R
IJ R

K +  , 

( ){ }1
1 1 1:  0 i ,  , ,  i=1, ,mi i

n ix x f i n i iD £ + + < Îl
l l lK K K ¥ K  kümesi tarafından 

üretilir. Bu yüzden ( )
( )

( ) ( )
( )

n n n

n n

IJ R R I IJ R
IJ R IJ R

K + D +=   dir. 

 

Sonuç 5.1.3  ( ):n n
R RJI I¾¾®D   evrensel diferansiyel operatörünü ve 

Önerme 2.2.1 deki 

( )
( )

( )
( ) ( )0 0n n

n
n n

N IJ R J R RJ IIJ R IJ R
b+¾¾® ¾¾® ¾¾® ¾¾®   tam 
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dizisini göz önüne alarak ( )n
RJ I , ( )1

1 1{ :  0 }i i
n x x i i n£ + + £l

l lD K K  kümesi 

tarafından üretilir ve ( ) ( )( )1
1 0i i

n nx x IJ Rb D + =l
lK   bağıntısı vardır. 

 

İspat: ( )nJ R , ( ){ }1
1 1:  0i i

n x x i i nD £ + + £l
l lK K   bazıyla serbesttir. Bu yüzden  

( )
( )

n

n

J R
IJ R  , ( ){ }1

1 1:  0i i
n x x i i nbD £ + + £l

l lK K
 

bazıyla bir serbest 

R
I - modüldür. Dolayısıyla ( )n

RJ I  , ( ){ }1
1 1:  0i i

n x x i i nbD £ + + £l
l lK K

 

kümesi tarafından üretilir ki bu ( ){ }1
1 1:  0i i

n x x i i n£ + + £l
l lD K K  e eşittir. 

ker b  nın üreteçleri tarafından belirlenen bağıntılar son sonuçtan  

( ){ }1
1 1:  0  ; 1, ,i i

n ix x f i i n i mD £ + + £ =l
l lK K K   dir. 

 

5.2. Hiperyüzeylerde Evrensel Türev Modüllerinin Projektif Boyutları 

 R  regüler afin cebirse ( )nJ R  bir projektif R - modüldür. O halde R  

regüler afin cebirse ( )nJ R  nin projektif boyutu sıfırdır. L , R  nin kesir cismi 

olsun. ( )dimL n

n p
L J R

p
+æ ö

Ä = ç ÷
è ø

  dir. Burada p  , L  nin transandant 

derecesidir ve 
n p

p
+æ ö

ç ÷
è ø

 binom katsayısıdır. 

 

[ ]1,R x x= lKk  polinomlar cebiri ve I  da g RÎ  elemanı tarafından üretilen R  

nin bir ideali olsun. Bu durumda  
[ ]

( )
1, ,x xR

I g
= lKk

  olarak gösterilen afin tamlık 
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bölgesine hiperyüzey denir. RS I=  olarak alınsın. F , ( ){ }:nd x nb b £  üreteç 

kümesi ile serbest S - modül ve N  de F  nin  ( ){ }:nd x g nb b <  kümesi 

tarafından üretilen alt modülü olsun. Sonuç 5.1.3 den ( )n
FS NW @   

izomorfizması vardır. Bundan dolayı S - modüllerin 

 

( )0 0n
FN F S N¾¾® ¾¾® ¾¾®W @ ¾¾®

 
 

bir tam dizisi yazılabilir. 

 

Teorem 5.2.1 [ ]
( )

1,x xS g= lKk   bir afin tamlık bölgesi olsun. Bu durumda 

( )nJ S  nin projektif boyutu 1 veya 1 den küçüktür. 

 

İspat: Erdogan, A., 1993, Teorem 3.1.4'e bakınız. 

 

Not: 1n =  için R  sonlu boyutlu bir tamlık bölgesi ise bu durumda R  nin 

complete intersection olması için gerek ve yeter koşul ( )1J R  nin projektif 

boyutunun 1 veya 1 den küçük olmasıdır. Buna göre yukarıdaki teoremde S  bir 

complete intersectiondır. Bu yüzden ( )1J S  nin projektif boyutu 1 veya 1 den 

küçüktür. 

 

Sonuç 5.2.2 [ ]
( )

1, , sx xS g= Kk  bir afin tamlık bölgesi olsun. Bu durumda 

( )( ) 1npd SW £   dir. 
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Örnek 5.2.3 [ ], ,R x y z= k  polinomlar cebiri ve I , R  nin 3g yz x= -  elemanı 

tarafından üretilen bir ideali olsun. RS I=  alalım. S  afin tamlık bölgesi olup  

boyutu 2 dir. Buna göre ( )1 SW , ( )2 SW  ve ( )3 SW  nin projektif boyutları 

hesaplanabilir. 

( )1 SW :  F , bazı ( ) ( ) ( ){ }1 1 1, ,d x d y d z  olan bir serbest S - modül ve N  de 

F  nin ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 13d g yd z zd y x d x= + -  elemanı tarafından üretilen bir 

S - alt modülüdür. Sonuç 5.1.3 den ( )1
FS NW @  dir. 

( )1

3
1 2

2
rank S æ ö

W = - =ç ÷
è ø

 olduğundan ( )1 3 2 1rankN rankF rank S= - W = - =  

olup N  serbest S - modüldür. O halde  

 

( )10 0FN F S N¾¾® ¾¾® ¾¾®W @ ¾¾®  

 

S - modül tam dizisi yazılabilir. Bu ise ( )1 SW  için serbest çözünürlük olup 

( )( )1 1pd SW £  bulunur. 

( )2 SW :  'F , bazı ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2{ , , , , , , , , }d x d y d z d xy d xz d yz d x d y d z  

kümesi olan serbest S - modül ve 'N  de ( )2d g , ( )2d xg , ( )2d yg , ( )2d zg  

elemanları tarafından üretilen 'F  nün bir alt modülü olsun. Burada    

( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 2 23d g yd z zd y x d x= + -  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 3
2 26 8

d xg xd yz yd xz zd xy xyd z xzd y

x d x x yz d x

= + + - -

- + -

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 3 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
2 2

2 ( 2 ) (3 )

(4 2 ) 2

d yg yd yz zd y y d z x yz x d y xy y yx d x

x y xy d x x x d xy

= + - - + + + + -

- + + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 3 2
2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2 3

3 6

d zg yd z zd yz x yz d z xzd x

x d xz x zd x z d y

= + + - -

- + -
  

olup Sonuç 5.1.3 den ( )2
'

'
FS NW @  dir. ( )2

4
1 5

2
rank S æ ö

W = - =ç ÷
è ø

 olduğundan 

( )2' ' 9 5 4rankN rankF rank S= - W = - =  olup 'N  serbest S - modüldür. O 

halde S - modüllerin  

( )2
'0 ' ' 0'

FN F S N
f p¾¾® ¾¾® ¾¾®W @ ¾¾®  

tam dizisi alınabilir. Bu da ( )2 SW  için serbest çözünürlük olup ( )( )2 1pd SW £  

bulunur. Burada p  doğal homomorfizma ve f  ise  

 
2

3 2

2 3 2 2

2 2 3 2

3 0 0 0 0 0 0
8 6 0 0

6 2 2 3 0 2 3 0
6 2 2 0 3 2 3 0

x z y
x yz xz xy z y x x

x y x yz y x y xy z
x z z x yz x z xz y

æ ö-
ç ÷

- - - -ç ÷
ç ÷- - - -
ç ÷ç ÷- - - -è ø

 

matrisidir. 

( )3 SW :  ''F , ( ){ }3 :  , , 0,1,2,3   0 3i j kd x y z i j k i j k= £ + + £  kümesi ile 

serbest S - modül ve ''N  de ( )3d g , ( )3d xg , ( )3d yg , ( )3d zg , ( )2
3d x g , 

( )2
3d y g , ( )2

3d z g , ( )3d xyg , ( )3d xzg , ( )3d yzg  elemanları tarafından 

üretilen ''F  nün bir S - alt modülü olsun. Sonuç 5.1.3 den dolayı 
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( )3
''

''
FS NW @  dir. ( )3

5
1 9

2
rank S æ ö

W = - =ç ÷
è ø

 olduğu için 

( )3'' '' 19 9 10rankN rankF rank S= - W = - =  olup ''N  serbest S - modüldür. O 

halde S - modüllerin  

( )3
''0 '' '' 0''

FN F S N¾¾® ¾¾® ¾¾®W @ ¾¾®  

tam dizisi alınabilir. Bu ise ( )3 SW  için serbest çözünürlük olup ( )( )3 1pd SW £  

bulunur. 

 

Evrensel türev modüllerinin projektif boyutlarının sonlu olmadığı bazı örnekler 

aşağıda verilmiştir. 

 

Örnek 5.2.4 [ ], ,R x y z= k  polinomlar cebiri ve I  da 2f y xz= - , 3g yz x= - , 

2 2h z x y= -  elemanları tarafından üretilen R  nin bir ideali olsun. RS I=  

olarak alınsın. S  afin tamlık bölgesi olup boyutu 1 dir, regüler değildir ve 

( )( )1pd SW = ¥  bulunur. 

 

Not:  Olgun, N., 2005, Sayfa 28'e bakınız. 

 

Örnek 5.2.5 [ ], ,R x y z= k  polinomlar cebiri ve I  da 2f y xz= -  ve 

2 3g z x= -  elemanları tarafından üretilen R  nin bir ideali olsun. RS I=  olarak 

alınsın. S  afin tamlık bölgesi olup boyutu 1 dir ve ( )( )2pd SW = ¥  bulunur. 

 

Not:  Olgun, N., 2005, Sayfa 29'a bakınız. 
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Önerme 5.2.6  S  boyutu 1-l  olan regüler lokal halka olsun. S - modüllerin 

 

( )0 0nN F S¾¾® ¾¾® ¾¾®W ¾¾®  
 

bir tam dizisi alınsın. m , S  nin maximal ideali olmak üzere N mFË  dir. 

 

İspat: S  regüler lokal halka ise Önerme 2.3.3 ve Teorem 2.4.6 dan ( )n SW  rankı 

1
1

1
n + -æ ö

-ç ÷-è ø

l
l

 olan serbest S - modüldür. Böylece 
( )
( )

n

n

S
m S
W
W

 , S
m  üzerinde 

boyutu 
1

1
1

n + -æ ö
-ç ÷-è ø

l
l

 olan bir vektör uzayıdır. N mFÍ  olduğunu kabul edelim. 

Bu durumda 
( )
( ) ( )

n

n

F FS FN N
mF NFm S mFm NN

W
@ @ @

+W
  izomorfizmleri elde 

edilir. 
F

mF
 , S

m   üzerinde vektör uzayı olup boyutu 1
n +æ ö

-ç ÷
è ø

l
l

  dir. Buradan 

1
1

n n+ + -æ ö æ ö
=ç ÷ ç ÷-è ø è ø

l l
l l

  eşitliği yazılır. Bu ise çelişkidir. Böylece N mFË   dir. W   

 

Sonuç 5.2.7  S  boyutu 1-l  olan regüler halka olsun. S - modüllerin  
 

( )0 0n
FN F S N¾¾® ¾¾® ¾¾®W @ ¾¾®

 
 

tam dizisi alınsın. m , S  nin maximal ideali olmak üzere N mFË  dir. 

 

İspat: Olgun, N., 2005, Sonuç. 3.2.2'ye bakınız. 
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Örnek 5.2.8  [ ],R x y= k  polinomlar cebiri ve I  da 2 2 1f x y= + -  elmanı 

tarafından üretilen R  nin bir ideali olsun. RS I=  olarak alınsın. S  afin tamlık 

bölgesi olup boyutu 1 dir ve regüler bir halkadır. m , S  nin bir maksimal ideali 

olsun. F , ( ) ( ){ }1 1,d x d y  kümesi üzerinde serbest S - modül ve N  de 

( ) ( ){ }1 1xd x yd y+  kümesi tarafından üretilen F  nin bir alt modülü olsun. Sonuç 

5.1.3 den ( )1
FR NW @   idi. O halde N mFË   dir. 

 

Önerme 5.2.9  S  boyutu 1-l  olan afin tamlık bölgesi olsun. S - modüllerin   

 

( )0 0n
FN F S N¾¾® ¾¾® ¾¾®W @ ¾¾®

 
 

tam dizisi alınsın. m , S  nin maximal ideali olmak üzere N mFÍ  ise 

( )( ) 1npd SW =   dir. 

 

İspat: Sonuç 5.2.2  den ( )( ) 1npd SW £  dir. O halde ( )( )npd SW  nin 1 e eşit 

olduğunu göstermek için ( )n SW  nin projektif modül olmadığı gösterilmelidir.  

S  lokal halka ve ( )n SW  nin projektif modül olduğunu varsayalım. 

( )( ) 1
1

1n

n
rank S

+ -æ ö
W = -ç ÷-è ø

l
l

  dir.  
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Böylece 
( )
( )

n

n

S
m S
W
W

, S
m  üzerinde boyutu 

1
1

1
n + -æ ö

-ç ÷-è ø

l
l

  olan bir vektör uzayıdır. 

N mFÍ  olduğundan dolayı 
( )
( ) ( )

n

n

F FS FN N
mF NFm S mFm NN

W
@ @ @

+W
   

izomorfizmleri elde edilir. 

 
F

mF
, S

m   üzerinde vektör uzayıdır ve boyutu 1
n +æ ö

-ç ÷
è ø

l
l

 dir. Buradan  

1
1

n n+ + -æ ö æ ö
=ç ÷ ç ÷-è ø è ø

l l
l l

  eşitliği elde edilir. Bu ise çelişkidir. ( )n SW  projektif 

değildir. Dolayısıyla ( )( ) 1npd SW =   dir. W   

 

Örnek 5.2.10  [ ],R x y= k  polinomlar cebiri ve I  da 2 3f y x= -  elemanı 

tarafından üretilen R  nin bir ideali olsun. RS I=  alınsın. S  afin tamlık bölgesi 

olup boyutu 1 dir. Sonuç 5.2.2 den ( )( ) 1npd SW £  dir.  

F , ( ){ }2 3:  ,   , 1, ,    0i j
nd x y y x i j n ve i j n= = £ + £K  üzerinde serbest 

S - modül ve N  de  

[ ]( ){ }2 3
0 1, , , , 1 :   ,   n n id r r r y x r R= ÎK  

kümesi tarafından üretilen F  nin bir alt modülü olsun. ( ),m x y= , S  de 

maksimal ideal olsun. Bu durumda N mFÍ  olur. Böylece Önerme 5.2.9 dan 

( )( ) 1npd SW =  bulunur. 

 

Not:  Olgun, N., 2005, Sayfa 33'e bakınız. 
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Örnek 5.2.11 [ ], ,R x y z= k  polinomlar cebiri ve I  da 2f y xz= -  elemanı 

tarafından üretilen R  nin bir ideali olsun. RS I=  alalım. S  afin tmlık bölgesi 

olup boyutu 2 dir. Sonuç 5.2.2 den ( )( ) 1npd SW £  dir. 

F , ( ){ }2:  ,   , , 1, ,    0i j k
nd x y z y xz i j k n ve i j k n= = £ + + £K  üzerinde 

serbest S - modül ve N  de  

 

[ ]( ){ }2
0 1, , , , 1 :   ,   n n id r r r y xz r R= ÎK  

 

kümesi tarafından üretilen F  nin bir alt modülü olsun. ( ), ,m x y z= ,  S  de 

maksimal ideal olsun. Bu durumda N mFÍ  olur. Böylece Önerme 5.2.9 dan 

( )( ) 1npd SW =  bulunur. 

 

Not:  Olgun, N., 2005, Sayfa 33'e bakınız. 

 

5.3. Hiperyüzeylerde Evrensel Türev Modüllerinin İkinci Dereceden Simetrik 

Kuvvet Modüllerinin Projektif Boyutları 

Önerme 5.3.1 M  bir R -  modül olsun. N  , M  nin bir alt modülü ve NL , 2 MÚ   

nin { }: ,x y x M y NÚ Î Î   kümesi tarafından üretilen bir alt modülü olsun. Bu 

durumda, ( )2 2

N

M M
L N

Ú @ Ú  dir. 
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İspat: ( )2: MM M NJ ´ ¾¾®Ú   dönüşümü 

( ) ( ), 2M M MM M N N N
l l Ú´ ¾¾¾® ´ ¾¾®Ú  olacak biçimde bileşke dönüşüm 

olsun. Burada : MM Nl ¾¾®   doğal örten bir dönüşümdür. 

Bu durumda J  bilineer bir dönüşümdür. 2 MÚ  nin evrensellik özelliğinden 

aşağıdaki diyagramı değişmeli yapacak biçimde bir ( )2 2: MM Nr Ú ¾¾®Ú   

R -  modül homomorfizmi vardır öyleki  

 

( )2

2

MM M N

M

J

r

´ ¾¾® Ú

Ú
Ú

] Z  

dir. ( ) 0NLr =  olduğu açıktır.Bu yüzden ir RÎ  , , 'i ix x MÎ  olmak üzere  

( )2 2:
N

M M
L Nr Ú ¾¾®Ú   

' ' 'i i i i i i i i i
i i i

r x x r x x r x xr ræ ö æ öÚ = Ú = Úç ÷ ç ÷
è ø è ø
å å å   olacak biçimde bir dönüşüm 

tanımlanabilir. Diğer yandan, 
22

N

MM M M L
Ú F Ú´ ¾¾®Ú ¾¾®   bileşke 

dönüşümü bilineer bir dönüşümdür. F  doğal dönüşümdür.Her x MÎ  ve y NÎ  

için ( ), Nx y LF Ú Î  dir. 0x y y xÚ - Ú =  olduğundan Nx y LÚ Î  ve bu 

durumda ( ), Nx y LF Ú Î  dir.Dolayısıyla 
2

:
N

M M M
N N Lb Ú´ ¾¾®  

dönüşümü ( ), ' 'x x x xb = Ú  biçiminde tanımlanabilir. Benzer düşünceyle b  , 
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( ) 22:
N

M M
N Lg ÚÚ ¾¾®   R -  modül homomorfizmini meydana getirir öyle 

ki aşağıdaki diyagram değişmelidir. 

 

( )

2

2

N

M M M
N N L

M
N

b

g

Ú´ ¾¾®

Ú

Ú

] Z  

Bu ise istenildiği gibi rg   ve g r  nin birim dönüşüm olduğunu gösterir. W  

                                                                                                                     

Önerme 5.3.2 [ ]1, , sR k x x= K  bir polinom cebiri ve ( )1, mI g g= K   R  nin bir 

ideali olmak üzere RS I=   olarak tanımlanan bir afin cebir olsun. Bu durumda  

 

( ) 22:
N

F F
N Lj ÚÚ ¾¾®  

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1i j i jd x d x d x d xj Ú = Ú
 

 

 dönüşümü bir S -  modül izomorfizmidir. 

Burada 2 FÚ  , ( ) ( ){ }1 1 :1i jd x d x i j sÚ £ < £  bazıyla bir serbest S -  modül, 

NL  , 2 FÚ  nin ( ) ( ){ }: 1, , ; 1, ,k jd g d x k m j sÚ = =K K  kümesi tarafından 

üretilen bir alt modülüdür. 

 

İspat: Önerme 5.3.1 den açıktır. 
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Teorem 5.3.3  [ ]
( )

1, , sk x xS g= K   bir afin tamlık bölgesi olsun. Bu durumda 

( )( ) 1npd SW £   dir. 

 

İspat: Erdogan, A., 1993, Teorem 3.1.4 ile aynıdır. 

 

Teorem 5.3.4  [ ]
( )

1, sk x xS g= K   bir afin tamlık  

bölgesi olsun. Bu durumda ( )( )2
1 SÚ W  nin projektif boyutu 1'e eşit veya 

küçüktür. 

 

İspat: [ ]1, , sR k x x= K   ve ( )1 1:d R R¾¾®W   R  nin birinci dereceden -k  

türevi olsun. m  , R  nin g  yi içeren bir maximal ideali olduğunu varsayalım. Bu 

durumda R  nin m  deki lokalizasyonu s  boyutlu bir regüler cebirdir. Lemma 

3.2.10 dan ( )( )2
1 RÚ W  bir serbest R -  modüldür. 

Eğer dim R s=  ise ( )1

1
1

1
s s

rank R
s s
+æ ö æ ö

W = - =ç ÷ ç ÷-è ø è ø
  dir.  

1
s

t
s

æ ö
=ç ÷-è ø

  olsun. Bu durumda ( )( )2
1

1
1

t
rank R

t
+æ ö

Ú W = ç ÷-è ø
  dir. m , R  nin 

maximal ideali olduğundan ( )( )2
1

RR mÚ W Ä   boyutu 
1
1

t
t
+æ ö

ç ÷-è ø
  olan bir R

m -  

vektör uzayıdır. ( )( ) ( )
( )

12 2
1

1

RRR m m R
æ öW

Ú W Ä @ Ú ç ÷ç ÷Wè ø
  dir. Bu durumda 

( )
( )

12

1

R
m R

æ öW
Ú ç ÷ç ÷Wè ø

  nin boyutu 
1
1

t
t
+æ ö

ç ÷-è ø
  olan bir R

m -  vektör uzayı olabilmesi için 
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gerek ve yeter koşul 
( )
( )

1

1

R
m R
W
W

  nin boyutu t   olan bir R
m -  vektör uzayı 

olmasıdır. S  , 1s -   boyutuyla bir tamlık bölgesidir. Bu durumda 
( )
( )

1

1

R
g R
W
W

  de 

1s -   boyutlu bir tamlık bölgesidir. L  , 
( )
( )

1

1

R
g R
W
W

  nin kesir cismi olsun. Bu 

durumda 
( )
( )

1

1

deg 1L

R
tr s

g R
W

= -
W

  dir. Dolayısıyla 

( )
( )

1

1

1 1
dim 1 1

1 1 2L L

n s s sR
L

s s sg R
+ - -W æ ö æ ö æ ö

Ä = - = - =ç ÷ ç ÷ ç ÷- - -W è ø è ø è ø
  dir. 

1
s

t
s

æ ö
=ç ÷-è ø

  olduğundan 
1

1
2

s
t

s
-æ ö

= -ç ÷-è ø
  dir. Bu nedenle 

( )( )2
1

1 1
dim

1 1 2
t t

L
t t
+ -æ ö æ ö

Ú W = =ç ÷ ç ÷- - -è ø è ø
  dir. şimdi, 

( )
( ) ( )( )12 2

1
1

0 ker 0
R

S
g R

qq
æ öW

¾¾® ¾¾®Ú ¾¾®Ú W ¾¾®ç ÷ç ÷Wè ø
  tam dizisini 

düşünelim. Bu dizi MS  ile tensörlendiği zaman 

( ) ( )
( ) ( )( )12 2

1
1

0 ker 0M

M M
M

R
S

g R
qq

æ öW
¾¾® ¾¾®Ú ¾¾®Ú W ¾¾®ç ÷ç ÷Wè ø

  elde 

ederiz.Burada M , m  nin S  deki görüntüsüdür. 

 

( )
( )

12

1 M

R
g R

æ öW
Ú ç ÷ç ÷Wè ø

 , rankı 
1
1

t
t
+æ ö

ç ÷-è ø
  olan bir serbest modüldür.Burada 

1
s

t
s

æ ö
= ç ÷-è ø

  

dir. Bu nedenle ( ) 1
dim ker

1 2 1L M L

t t t
L

t t t
q

+æ ö æ ö æ ö
Ä = - =ç ÷ ç ÷ ç ÷- - -è ø è ø è ø

  elde ederiz. 
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Diğer taraftan, kerq , ( ) ( ){ }1 1 : 1, ,jd g d x j sx = Ú = K  kümesi tarafından 

üretilir ve eleman sayısı 
1

t
t

æ ö
ç ÷-è ø

  dir. Bu yüzden x   kümesi ( )ker
M

q   nin bir 

serbest bazıdır. m   keyfi olduğundan, kerq  lokal serbesttir. Dolayısıyla kerq   

bir serbest S -  modüldür.  deki Prop.2.3.5 den kerq   bir projektif S - modüldür. 

Sonuç olarak, ( )( )2
1 1pd SÚ W £   dir. 

 

Örnek 5.3.9 [ ], ,R x y z= k  bir polinom cebiri ve I  da R  nin 2 2f z x y= -  

elemanı tarafından üretilen bir ideali olsun. RS I=  alınsın. Bu durumda ( )1 SW  

ve ( )( )2
1 SÚ W  nin projektif boyutları hesaplanabilir. 

F , bazı ( ) ( ) ( ){ }1 1 1, ,d x d y d z  kümesi olan serbest S - modül, N  F  nin 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1 1 12 2d f d z x y zd z x d y xyd x= - = - -  elemanı tarafından 

üretilen bir S - alt modülü olsun. Sonuç 5.1.3 den ( )1
FS NW @  dir. 

( )1

1 2
2

2 1
s

rank S
s

-æ ö æ ö
W = = =ç ÷ ç ÷-è ø è ø

dir. Bu durumda 

( )1 3 2 1rankN rankF rank S= - W = - =  dir. Lemma 2.3.2 den N  bir serbest 

S - modüldür. Bu yüzden ( )10 0FN F S N¾¾® ¾¾® ¾¾®W @ ¾¾®  tam 

dizisi ( )1 SW  nin bir serbest çözünürlüğüdür ve ( )( )1 1pd SW £  dir.  

Bu modülleri kullanarak Önerme 5.3.1 ve Önerme 5.3.2 den 

( )( ) 22
1

N

FS L
ÚÚ W @  yazılabilir. Burada 2 FÚ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , ,d x d x d x d y d x d z d y d y d y d z d z d zÚ Ú Ú Ú Ú Ú

bazıyla bir serbest modül, NL  de 2 FÚ  nin  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 1 1 1 12 2d f d x zd z d x x d y d x xyd x d xÚ = Ú - Ú - Ú  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 1 1 1 12 2d f d y zd z d y x d y d y xyd x d yÚ = Ú - Ú - Ú  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 1 1 1 12 2d f d z zd z d z x d y d z xyd x d zÚ = Ú - Ú - Ú   

elemanları tarafından üretilen bir alt modülüdür. 
3

3
1 2

s
t

s
æ ö æ ö

= = =ç ÷ ç ÷-è ø è ø
 olmak 

üzere ( )( )2
1

3
3

2 3 2
t

rank S
t

æ ö æ ö
Ú W = = =ç ÷ ç ÷- -è ø è ø

olduğundan 

( )( )2 2
1 6 3 3NrankL rank F rank s= Ú - Ú W = - =  elde edilir. Dolayısıyla NL  

rankı 3 olan bir serbest S - modüldür.  

 

Bu yüzden  

( )( ) 22 2
10 0N

N

FL F S L
Ú¾¾® ¾¾®Ú ¾¾®Ú W @ ¾¾®  

tam dizisi ( )( )2
1 SÚ W  nin bir serbest çözünürlüğüdür ve ( )( )( )2

1 1pd SÚ W £  

dir. 

                                                                                                                  W   

Örnek 5.3.10  [ ], ,R x y z= k   bir polinom cebiri ve 2y xz=   olsun. Bu durumda 

( )1 SW   ve ( )( )2
1 SÚ W  nin projektif boyutları hesaplanabilir. 

F , ( ) ( ) ( ){ }1 1 1, ,d x d y d z  bazıyla bir serbest S -  modül, N  F  nin 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 12d f d y xz yd y xd z zd x= - = - -   tarafından üretilen bir alt 

modülü olsun. Sonuç 5.1.3. den ( )1
FS NW @  dir. ( )1

1
2

2
s

rank S
s

-æ ö
W = =ç ÷-è ø

  

dir. Bu durumda ( )1 3 2 1rankN rankF rank S= - W = - =   dir. Lemma 2.3.2. 

den N   bir serbest S -  modüldür. Bu yüzden 
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( )10 0FN F S N¾¾® ¾¾® ¾¾®W @ ¾¾®   tam dizisi ( )1 SW   nin bir 

serbest çözünürlüğüdür ve ( )( )1 1pd SW £   dir. 

Bu modüller kullanılarak, Önerme 5.3.1 ve Önerme 5.3.2 den 

( )( ) 22
1

N

FS L
ÚÚ W @   yazılabilir. Burada 2 FÚ  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , ,d x d x d x d y d x d z d y d y d y d z d z d zÚ Ú Ú Ú Ú Ú

 bazıyla bir serbest modül, NL   de 2 FÚ  nin  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 12d f d x yd y d x xd z d x zd x d xÚ = Ú - Ú - Ú   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 12d f d y yd y d y xd z d y zd x d yÚ = Ú - Ú - Ú   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 12d f d z yd y d z xd z d z zd x d zÚ = Ú - Ú - Ú   

elemanları  tarafından üretilen bir alt modülüdür. 
3

3
1 2

s
t

s
æ ö æ ö

= = =ç ÷ ç ÷-è ø è ø
  olmak 

üzere ( )( )2
1

3
3

2 3 2
t

rank S
t

æ ö æ ö
Ú W = = =ç ÷ ç ÷- -è ø è ø

olduğundan 

( )( )2 2
1 6 3 3NrankL rank F rank S= Ú - Ú W = - =   elde edilir. Dolayısıyla, NL   

rankı 3 olan bir serbest S - modüldür. Bu yüzden 

( )( ) 22 2
10 0N

N

FL F S L
Ú¾¾® ¾¾®Ú ¾¾®Ú W @ ¾¾®   tam dizisi 

( )( )2
1 SÚ W   nin bir serbest çözünürlüğüdür ve ( )( )( )2

1 1pd SÚ W £  dir. 

 

Örnek 5.3.11 [ ], ,R x y z= k  bir polinom cebiri ve I  da R  nin 3f yz x= -  

elemanı tarafından üretilen bir ideali olsun. RS I=  alınsın. Bu durumda ( )1 SW  

ve ( )( )2
1 SÚ W  nin projektif boyutları hesaplanabilir. 
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F , bazı ( ) ( ) ( ){ }1 1 1, ,d x d y d z  kümesi olan serbest S - modül, N  F  nin 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2
1 1 1 1 13d f d yz x yd z zd y x d x= - = + -  elemanı tarafından üretilen 

bir S - alt modülü olsun. Sonuç 5.1.3 den ( )1
FS NW @  dir. 

( )1

1 2
2

2 1
s

rank S
s

-æ ö æ ö
W = = =ç ÷ ç ÷-è ø è ø

 dir. Bu durumda 

( )1 3 2 1rankN rankF rank S= - W = - =  dir. Lemma 2.3.2 den N  bir serbest 

S - modüldür. Bu yüzden ( )10 0FN F S N¾¾® ¾¾® ¾¾®W @ ¾¾®  tam 

dizisi ( )1 SW  nin bir serbest çözünürlüğüdür ve ( )( )1 1pd SW £  dir.  

Bu modülleri kullanarak Önerme 5.3.1 ve Önerme 5.3.2 den 

( )( ) 22
1

N

FS L
ÚÚ W @  yazılabilir.Burada 2 FÚ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , ,d x d x d x d y d x d z d y d y d y d z d z d zÚ Ú Ú Ú Ú Ú

bazıyla bir serbest modül, NL  de 2 FÚ  nin  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 1 1 1 13d f d x yd z d x zd y d x x d x d xÚ = Ú + Ú - Ú  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 1 1 1 13d f d y yd z d y zd y d y x d x d yÚ = Ú + Ú - Ú  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 1 1 1 13d f d z yd z d z zd y d z x d x d zÚ = Ú + Ú - Ú   

elemanları tarafından üretilen bir alt modülüdür. 
3

3
1 2

s
t

s
æ ö æ ö

= = =ç ÷ ç ÷-è ø è ø
 olmak 

üzere ( )( )2
1

3
3

2 3 2
t

rank S
t

æ ö æ ö
Ú W = = =ç ÷ ç ÷- -è ø è ø

olduğundan 

( )( )2 2
1 6 3 3NrankL rank F rank s= Ú - Ú W = - =  elde edilir. Dolayısıyla NL  

rankı 3 olan bir serbest S - modüldür.  
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Bu yüzden  

 

( )( ) 22 2
10 0N

N

FL F S L
Ú¾¾® ¾¾®Ú ¾¾®Ú W @ ¾¾®  

 

tam dizisi ( )( )2
1 SÚ W  nin bir serbest çözünürlüğüdür ve ( )( )( )2

1 1pd SÚ W £  

dir. 
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