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K karakteristigi sifir olan bir cisim, R bir K - cebir, W, (R); Rnin n - inci
dereceden evrensel tiirev. modulii (Kahler moduli), dn:R?/4?s@Wn(R) kanonik

dénisimii R nin n—inci dereceden K - tiirevi, Jn(Wn(R)); R nin Wn(R)
Uzerinde derecesi N e esit veya daha kiglk olan evrensel diferansiyel moduild,
L® (Wn(R)); R nin W, (R) tizerinde taniml ikinci dereceden exterior kuvvet modiili,

U2 (Wn (R)); Rnin W, (R) tzerinde tamml ikinci dereceden simetrik kuvvet modiili
olsun.

Bu c¢alismanin amaci, Wl(R) Uzerinde tammlanan simetrik tirevin yuksek
mertebeden evrensel tirev moddlleri Gzerinde genellestirilmis tanimini da kullanarak
W, (R) Uzerinde hangi homolojik dzellikleri gosterdigini belirlemektir. Bu anlamda bu
calismada, evrensel tiirev moddllerinin ikinci dereceden simetrik kuvvet modulleri ile ilgili
yeni tam diziler gelistirdik ve ispatladik. Ayrica, q : J, (W2 (R)) oW, (R) kanonik

donustimil ile olusturdugumuz tam dizinin ¢ekirdeginin denk oldugu bagintiyr belirledik.
Daha sonra, tanimladigimiz bir izomorfizmi de kullanarak hiperyiizeylerde evrensel tiirev
modullerinin ikinci dereceden simetrik kuvvet modullnun projektif boyutunu hesapladik ve
ornekler zerinde gosterdik.

Anahtar Kelimeler: Kihler modli, simetrik tiirev, projektif boyut, hiperyzey.
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Let K be an algebraically closed field with characteristic zero, R be a
k - algebra, W, (R) be the module of n — th order Kahler differentials of R over k,

d,:R¥3B®DW, (R) be the canonical map n-th order K- derivations of R,
J. (Wn (R)) be N - th order universal module of differential operators of order less than
or equal to N on W, (R) , L? (Wn (R)) be second exterior power of universal module
of derivations on W, (R) UZ(Wn (R)) be second symmetric power of universal

module of derivations on W, (R) .
The aim of this study is to determine homological properties on second order

Kéahler modules of R using generalized symmetric derivations of higher order universal
modules related to first order Kahler modules. That is, in this study, we identified new
exact sequences related to second order symmetric derivations of Kahler modules and

proved them. Then, we assigned that Kerq is isomorphic to what? where q is a canonical
map from J, (W2 (R)) to W, (R) . Then, we calculated projective dimensions of second

order symmetric derivations of universal modules on hypersurfaces using a new
isomorphism proved by us and gave some examples about them.

Key Words: Kihler module, symmetric derivation, projective dimension,
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1. GIRIS Hamiyet MERKEPCI

1. GIRIS

1.1. Evrensel Modllere Temel Bakis

Diferansiyel operatorler, cebirsel kiimeler ve onlarin koordinat halkalar:
hakkinda bilgi sahibi olmak ve cebirsel kiimelerle ilgili problemleri modil teoriye
tasimak amaciyla gahisilmistir. Diferansiyel operatorlerin evrensel modiilleri ise
indirgenemez sonlu dretilmis cebire karsilik gelen bir koordinat halkasinin reguler
olup olmadigini anlamaya yardimci mevcut Kkriterlere alternatif olan ¢6zim
getirmistir. Evrensel modiller bu anlamda siklikla calisilan bir  konu
olmustur.Evrensel modiillerin ézellikleri, exterior kuvvetleri, simetrik kuvvetleri ve
projektif boyutlar: calisilarak bilime katki saglanmistir. Ayrica uygulama alani olan
da bir konudur. Matematiksel Fizik, Control Sistemleri, Dinamik gibi bazi bilim
dallarinda érneklerine rastlanmastir.

Evrensel moduller ilk defa 1960 yilinda Nakai tarafindan tanimlanmustir.
Nakai, evrensel moddllerle ilgili bir takim sonuclar elde etmistir. Bunlardan biri

sudur ki; R indirgenemez sonlu Uretilmis cebire karsilik gelen bir koordinat

halkasi olmak Gizere R nin regller halka olmasi igin gerek ve yeter kosul Wl(R)

nin projektif modul olmasidir. Bu, bir halkanin regiler olup olmadigini anlamak
icin bir kriter olmustur. R nin regiler halka olmasi ile ilgili baska calismalar da

vardir. Ornegin; Berger, calismasinda bir boyutlu complete intersection afin

halkalarda Wl(R) nin torsiyon serbest modul olmasiyla halkanin reguler

olmasinin birbirine denk oldugunu gostermistir.

Bir cebirin yuksek mertebeden diferansiyel operatdrlerinin evrensel
modiuilleri ilk defa 1967 yilinda Osborn tarafindan tanimlanmustir. Benzer tanimlar
1969 yilinda Heyneman ve Sweedler tarafindan ve daha kapsamli bir ¢calisma 1970
yilinda Nakai tarafindan yapilmigtir. Nakai bu calismasinda yuksek mertebeden
diferansiyel operatorlerin evrensel modillerinin bazi homolojik 6zelliklerini

incelemistir.
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Ornegin; R bir k-cebir ve | da R nin bir ideali olsun. d, :R %3®W, (R)
N - inci dereceden diferansiyel operatér olmak tzere

d (1)+IW (R W (R

0 33 S () W )%@M%%@wn(%)%@o

W, (R) W, (R)

dizisinin % - modul homomorfizmalarinin tam dizisi oldugunu gostermistir.

Sweedler ise 1975 yilinda yapmis oldugu calismasinda R regiler halka ise
W, (R) nin projektif modl oldugunu gdstermistir. W, (R) nin projektif boyutu
ile ilgili en 6nemli ¢calismalar1 Vasconcelos 1968 yilinda yapmistir. Ona gore, R

afin tamlik bolgesi ve pd (Wl(R)) < ¥ oldugunda R nin normal halka olmasi ile

pd (Wl(R))El olmas: denktir. W, (R) nin projektif boyutunun bazi kosullar
altinda sonsuz oldugunu ise 1977 yihnda Matsuoka gostermistir. Daha sonra
Vasconcelos 1978 yihnda W, (R) nin projektif boyutunun sifir, bir veya sonsuz

oldugunu gdstermistir.
Daha sonraki yillarda yiksek mertebeden diferansiyel operatérlerin
evrensel modullerini Erdogan 1993 yilinda c¢alismistir. Bu ¢alismasinda evrensel

modiillerin projektif boyutlar: ile ilgili énemli sonuclar elde etmistir. Ornegin,

R= k[xl,K,xs] ve | da f TR eleman tarafindan dretilen R nin bir ideali ise

R - . .
pd (Wn (%)) £1 oldugunu gdstermistir.

Evrensel tirev modullerinin exterior ve simetrik kuvvetleri de calisilan konular
arasindadir. Bu konularda calisan yazarlarimizin baglicalari; Osborn, Hart,

Erdogan, Olgun ve Bourbaki'dir. Erdogan evrensel tirev modullerinin ikinci
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exterior kuvvetlerinden bahsetmis, Hart ise R bir afin Kk -cebir olmak (zere

R —moddllerin
0%3W, (R) ¥23J, (W, (R)) %23 L° (W, (R)) %30

bir split tam dizisinin oldugunu kanitlamistir. Bu tezde Hart'in bu sonucundan
esinlenilmigtir. Osborn 1968 yilinda birinci dereceden simetrik tlrevleri ve
Ozelliklerini tanimlamis ve daha sonra genellestirilmis simetrik tlirev tanimint ve
bazi 6zelliklerini Olgun vermistir. Ayrica Bourbaki de simetrik kuvvet modilinin
tanimini ve evrensellik ézelligini vermistir.

Bu tezde, evrensel tirev modullerinin simetrik kuvvetleri ile ilgili birinci
dereceden yapilmis olan bu ¢alismalar, genellestirilmis tanimi da g6z 6niine alarak
ve yeni bir takim tam diziler ve izomorfizmler tanimlanarak ikinci dereceye
tasitnmastar.

Teze ilk olarak evrensel modiillere temel bakis bolimu ile giris yapilmustir.
ikinci boélumde, Osborn, Heyneman-Sweedler, Nakai ve Erdogan gibi
yazarlarimizin galigmalarindan elde edilen diferansiyel operatorler ve evrensel
tirev moddallerinin belli basl 6zellikleri ve bazi sonuclari Grneklerle birlikte
verilmistir. Uglinci bolumde, evrensel tiirev modiillerinin tensor, exterior ve
simetrik cebirleri ile ilgili genel bilgiler verilmis ve bu cebirlerin 6zellikleri
tanitilmistir. DOrdiinct bélimde, Hart, Olgun, Osborn, Erdogan ve Bourbaki'nin
calismalarindan faydalanarak evrensel tiirev modullerinin simetrik kuvvetlerinin
Ozellikleri genis bir cerceveden ele alinmis ve daha sonra asagidaki sonuclar elde

edilmigtir:
Sonug I: R bir afin k - cebir olmak lzere

3, (w, (R)) @ W, (R)AU* (w, (R)) AL (W, (R))
3
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izomorfizmi vardir.
Sonug Il: R = k[xl,K, xs] degismeli bir k - cebir olmak tizere R - modullerin
0 %a3kerg ¥a3@J, (W, (R)) ¥ W, (R) %430
bir kisa tam dizisi vardir ve kerg @ L (W, (R))AU? (W, (R)) dir.
sonug 11: R =k[x,K, x,] birafin k - cebir olmak tizere R - modiillerin
W, (R) 333, (W, (R)) va3® L’ (W, (R)) %230
bir tam dizisi vardr.
Sonug IV: R= k[xl,K, xs] bir afin K - cebir olmak tizere R - modullerin
W, (R) %33, (W, (R)) ¥a3@U* (W, (R)) 330

bir tam dizisi vardir.

Besinci bolumde, Erdogan ve Olgun'un yapmis oldugu calismalar 1siginda evrensel
tirev moddllerinin projektif boyutlar1 anlatilmis ve 6zel belirlenen &rnekler
lizerinde hesaplamalar yapilmistir. Daha sonra bu bilgileri kullanarak evrensel
tirev modallerinin ikinci dereceden simetrik kuvvet modallerinin projektif

boyutlar: calisilmig ve asagidaki sonuglar elde edilmistir:
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Sonu¢ I: M bir R-modil, N, M nin bir alt modilu, Ly, UZM  nin

{xUy: xTM, yTN} kimesi tarafindan tretilen bir alt modiili olmak tizere

AL 20 (MA)

izomorfizmi vardir.

Sonug II: R= k[xl,sz] bir polinom cebiri ve g TR bir ideali olmak iizere

S= k[XyKX%) bir afin tamlik bolgesi olsun. Bu durumda UZ(Wl(S)) nin

projektif boyutu 1'e esit veya kiguktdr.
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2. EVRENSEL MODULLER

2.1. Diferansiyel Operatorler ve Evrensel Diferansiyel Moduller
Ilk olarak diferansiyel operatorler ve evrensel diferansiyel modiillerin
tanimu yapilarak 6zellikleri ve ilgili bazi 6rnekleri verilecektir.

Aksi belirtilmedikge, R birim elemanl: ve degismeli bir halkadur.

Tanmm 2.1.1 K hir cisim, R bir k- cebir, A ve B de R - moduller olsunlar.

Hom, (A,B); A dan B ye tamml k- lineer dénlstmlerin kiimesi olsun. Bu

durumda J, T Hom, (A,B) , aTA ve rTR icin

J:AY.3®B
rd,:a¥a3@rJ, (a)

Jdr:a¥aa@dr(a)=J,(ra)

olarak tanimlanirsa Hom, (A, B) Uzerinde ikili R - modil yapis1 asagidaki gibi
kurulur:

[3,.r](a) =3, (ra) - r3, (@) olarak tamimlanstn.

Bu durumda [Jl, r]THomk (A,B) dir.

aTkicin [J,,r](aa)=J,(raa)-rJ,(aa)
=aJ,(ra)-raJ,(a)
=a(J,(ra)-rJ,(a))

=a[J,r](a) du.
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Bundan hareketle,

Hom, (A,B) = Dy (A,B) ={3, THom, (A,B):[3,.r]=0,"r TR}
olarak tammlansin. D™ (A, B) tanimlanmis olsun. Bu durumda
D; (A.B) ={3, THom, (A,B):[J,,r] TDy" (A,B),"r TR} kiimesine

N - inci dereceden diferansiyel operatér moddli denir.
Onerme 2.1.2 Dy (A,B) modili Hom, (A, B) nin bir R - alt modludr.

Ispat: ispat1 n iizerinden timevarim yéntemiyle yapalim:
n=0 icin Dy (A,B)=D;(A,B)=Hom, (A,B) olup R - modiildur.

n -1 icin 6nermeyi dogru kabul edelim. J,,J, T D} (A, B) alalim.

[3,+3,,r]=(3,+3,)r-r(3,+3,)
=J,(r)+3J,(r)-rJ, -rJ,
=J,(r)-r3, +3,(r)-rJ,

=[3.r]+[3..1]

[3,.7].[3,.r] T D{™* (A, B) olup hipotezden dolay:
[Jl, r] + [Jz, r]T D (A,B) dir. Dolayistyla tammdan

J,+J3, TD; (A,B) dir.
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L TR ve J, TD}(A,B) igin [rd,,r]=(rd,)r-r(rd,)
=rJ,(r)-rrd,
=rJ,(r)-nrd,
=1,(3,(r)-r3,)

=15 [3,.1]

[3.,r]TD;* (A.B) olup hipotezden dolay: r,[J,,r] T D3 (A,B) ve tanimdan

rJ, T D} (A,B) olur. Dolayisiyla D} (A,B) bir R -alt modiildir.

NOT: A ve B R- modiller olmak izere,”*n<0 icin Dj(A,B)=0 olarak

alinir. Tanimdan dolayy,

D} (A,A) =D} (A) = End, (A)
D3 (R, A) = Hom, (R,A) @ A
D3(R,R)@R

oldugu goralir.
Onerme 2.1.3 **nT Z icin Dy (A,B) T Dy (A,B) dir.

Ispat: ispat: n iizerinden timevarim yéntemiyle yapalim:

n <0 icin yukarida belirtildigi izere ispat asikardir.
n=0 icin J, T D3 (A,B) = Hom, (A, B) olsun.
Tamimdan, [J;,r] =0T Hom, (A, B) dir. Dolayisiyla J, T Dy (A, B) olur.

9
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n -1 icin 6nermenin dogru oldugunu kabul edelim.

J, TD; (A,B) olmak uzere D3 (A, B) T Di (A,B) olsun. Tanimdan,
[Jl,r]TDQ'l(A,B) olup hipotezden [Jl,r]TDQ (A,B) ve tamimdan

J, TD{"(A,B) dir. W

Diferansiyel operatoér moduliin tanimi geregince,

J, TD3(A,B)=Hom,(A,B) ise "'r, TR veher aT A icin
[3.1.](a) =3, (ra) - rd, (a) =rJ, (a) - r,J,(a) = O dir. Bdylece
JTD;(AB)P[J.,r]=0, ", TR
JTD;(AB)P[3,r]TD;(AB)P g, r,].ng=0, " TR

W

J, TD;(A,B) P ¢[KII[I,. 1] 6] L1 KLLE=0, 6,6 Kr TR,

NOT: [[KI[[[3,,1,],r].,]. K], 1] yerine [Jl,ro,rl,rz,K,rn] yazilabilir.

Ornek 2.1.4 R=K[x,X,] alam. J, T D (R) ye bakahm.
Eger J, T D; (R) ise §[J,.1,].r.§ =0 idi. Dolayisiyla
[0 4] =0 g3 x ] 0 (1) = [304] %, (1) - %, [3,%] (1)
0=J,%,%, = XJ,X, = X, (%) + %%, (1)
3, (%) = %3, (%) + %3, (%) - X%, (1) olur.
¥

Tamm 2.1.5 D, (A,B) = U D; (A, B)

n=0

10



2. EVRENSEL MODULLER

Hamiyet MERKEPCI
kiimesine A dan B ye tanimli tim K - lineer diferansiyel operatorler uzay: denir.

Asagida diferansiyel operatér moddilleri ile ilgili baz1 drnekler verilmistir.

Ornek 2.1.6 R = k[xl] alalim. Bu durumda,

D& (R) @ k[x]
D;(R)zal,iﬁ

X

R I
DZ(R) =41, —, f
R( ) ﬂX1 ﬂX12
W

2 n
DQ(R):él,%,ﬂﬂ—xf,K,%ﬁ dir.

Ornek 2.1.7 R= k[xl, xz] alahm.

L. 1T 9.
D:(R)=41,—,—i
:(R) .
2 2 2
pz(R)=at, -, 1 L T T
™IS % I Tx9X,

M

t

;
—:1E£t=i+ jE£nyf
T, =

N
Dp =41,
T

. i 1]
Ornek 2.1.8 R = k[xl] olsun. D (R) , bazt il,ﬂig kiimesi olan bir serbest
T X

R - moduldir. Bunu gorelim:

11
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fl%+ f,1(1)=0pP f,=0

)l
f,— + f,1 =0
1ﬂX1(X1) 2 (Xi)

f+fx=0Pf=0

Dolayistyla Dy (R) serbest R - moduldir.

Bunu daha genel olarak style ifade edebiliriz:

i 0]
R= k[xl,K,xt] polinomlar cebiri olsun. D (R), baz: il,i,i,K,i’
TG D
kiimesi olan bir serbest R — modildir. Bunu gosterelim:
. A 1 1]
Her 1 =1, K,t olmak tizere D | Dé(R) ve R= il,l,i,K,l’ icin
T X

D(xi”) =n«x""*D(x) dir. Budurumda

gD - gD(Xi )i?()ﬁIl K Xt ) =0 ve dolaysiyla D = éD(Xi)i oldugu
e i=1 X g =1 x

gorulur. Boylece DT4RA  dir. Bu kime ayni zamanda lineer bagimsiz olup

D5 (R) nin baz kiimesi R dir.

Onerme2.1.9 A, B ve K R - moduller olmak iizere

J, TDy(AB) ve J, TD;(B,K) ise 3,3, TDR" (A K) dir.

Ispat: ispat: n+s (izerinden tiimevarim yéntemiyle verelim.

n+s=0 icin J, T Dy (A B) = Hom, (A,B)

12



2. EVRENSEL MODULLER Hamiyet MERKEPCI

J, TDg(B,K) = Hom, (B,K) dur.
Buradan J,J, T Hom, (A,K) olur.

n+s-1 icin dnermenin dogru oldugunu kabul edelim.

J, TD;(A,B) ve J, TD;(B,K) icin

[3.3,,r]=(33,)r-r(3,3,)
=(3,0,)r-r(3,,)+3J,(rd,) -3, (rd,)
=3,(3,(r))-3,(r3,) +3,(r3,) - 13, (3,)
=3,(3,(r)-13,) +(3,r-13,)3,

=J,[3,. r]+[3,.r]3,

J, TD;(B,K) ve [3,,r]T D™ (A,B) olup hipotezden
3,[3,,r]TDF"* (AK) drr.
Benzer sekilde, [J,,r] T D3 (B,K) ve J, TD}(A,B) olup hipotezden
[3,.r]3, TD{**(A,K) dir. O halde
3,[3,,r]#[3,.,r]9, TDF"* (AK) olup 3,3, TDF" (A K) d.

Ozel olarak, A =B =K alinirsa Onerme 2.1.9 un bir sonucu olarak

D;(A,A) , End, (A) mn bir k-altcebiridir. Dy (A,A) ya A uzerinde
diferansiyel operatorler halkas: denir ve Dy (A) ile gosterilir.
R bir k- cebir ve RA, R de R halkasinin kendisiyle olan tensér garpimi

olsun. Xio X1 Yir ¥ I R olmak Uzere

13



2. EVRENSEL MODULLER Hamiyet MERKEPCI

b

géxi A, yiEXgéXJ— A, :é.xixj A VY,
i e ij

2

carpimyla RAk R birim elemanl ve degismeli bir halkadr.

Her x, y TR, J, THom, (A,B) ve aTA icin
(xA,y)J,:a%3@®xJ,(ya) olarak tammlanwrsa Hom, (A,B) iizerinde
RA, R - modiil yapist kurulabilir.

J:RA_R%%I®R cebirsel carpim doniisiimil

éxi Ay, 3/4f®éxi y; olarak tanimlansin. Bu dénistim hem halka hem de R -

modul homomorfizmidir. Bunu gérelim:

o - o .
w,=aXx Ay, w, =aXx; Ay, olarak alinsin.
i j

_ ® o . ] o
J (Wlwz):_l QaXiXJAyiyj+:aXinyiyj
e ij g i
:axiyixaxjyj

"xTR icin j (XWl) =j Exéxi Ayig= éxj (Xi AYi)
o
=Xaxyi

= xj (w,)
O halde kerj , RAk R nin hem ideali hem de R - altmodulidr.

3 ortendir. | =KkerJ olmak tizere R - modil homomorfizmlerin

14
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0%.3®1 3RA _RYEBR 30
bir kisa tam dizisi yazilabilir.

Lemma 2.1.10 | ideali icin baz kiimesi {LAx-xAL:xTR} dir.

ispat:  x Ay T1 alahm. Bu durumda j Eé_xi Ay, °= axy, =0 dir.
[ i /I

Buyiizden 'x.,y, TR icin Qx Ay = Qx Ay - xy, Al

= é.(xi A Yi = %Y Al)

a(x AL)(1Ay -y AL

éxi (1A Yi =i Al)

olup istenen elde edilir.

Not: A ve B R - modiller, J, T Hom, (A,B) olsun. Bu durumda

her xTR ve her aTA icin
[9..x](a)

Ix)(a) - (x3;)(a)

Jix(a)-xJ,(a)

(LAX)3,(a) - (xAL)3, (a)
=(1Ax-xA1)J,(a)

olup buradan [J;,x] = (1A x - xA1)J, esitligi elde edilir.

15
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| ideali RA, R nin bir ideali ise herhangi bir 31 igin 1" de RA,_R nin

=0

14 .. .. — 0
bir ideali olup treteg kimesi O (LA X, - x AL):x T Rg dir.
li

L " " "
Onerme2.1.11 Q(Ax -xA)= § (-1x AXT‘) dir.

i=0 TI{o1Kn}

Burada T : T nin tiimleyeni

[T|: T nin eleman sayisi

X Ox,

k

Ispat: ispat: n (izerinden tiimevarim yontemiyle yapalim.

n=0icin Q (—1)‘T‘XTAxr, =(=1)" xg Ax, +(-1) X, Axg , X =1

T1{0} T=£ T={o}

=1AX, - x, Al

PN ] ‘T‘ o _ 0 . 1 - 1 . 2 .
n=Licin & (~1) % Ax =(=) XA {1 Ak H A+ ) xx Axe
T1{0,3} T 4 4 403
=LA XX = X AX - X AX, + X% Al
n -1 icin 6nermenin dogru oldugunu kabul edelim. Yani,
sl . et "
a(-1) x Ax. =Q1Ax-x A1)

i=0 i=0

st T . 6 , .. .. gl i .. .
n igin Ea(—l) e Ax. EX(len -x,Al) = a(—l) (xT AX X, - XX, AxT.)

i=0

elde edilir.

16
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Onerme 2.1.12 A ve B R - modiiller ve J, T Hom, (A,B) olsun. J, in n-

inci dereceden diferansiyel operatér olmasi icin gerek ve yeter kosul I”“Jl =0

olmasidir.

ispat: §[3,, %], %= (1A x - x A1)[I;, %]
= (1A x - x A1) (1A X, - %, A1),
Benzer sekilde devam edilirse

4 .. ..
63, . %% K, %} = O(1Ax -x A1)J, =0

i=0

olur ve dolayisiyla | ””Jl =0 elde edilir.

Sonug 2.1.13 J, T D} (A, B) olsun.

3, (%, %, K, x,a) = a (—1)‘THXTJ1 (%.,a) d.

TI{01K,n}ve [T|31

Ispat: Bir 6nceki 6nermeden yararlanarak | ”“Jl =0 oldugu séylenebilir.

13,200 Q1A% -x AL =g & (-1)"x Ax 23,20
i=0 gT 1{0,LK,n} )
1", (a) = (-1)° (e Axx K% )3, (a)+ & (-1)" (x Ax.)d,(a)
T1{01Kn}
_ 2 s
3, (xx Kx,a) = a (-1 "x3(xa)
TI{01K,n} ve [T|31
bulunur.
A bir R- modil, xAyTRA,R , xAaTRA_A igin

(xA y)(x'Aa) =xx Aya carpmiile RA,_A izerinde bir RA R -
17



2. EVRENSEL MODULLER Hamiyet MERKEPCI

modul yapist kurulabilir. Bu yiizden herhangi bir n31 icin
RA, A

———&—— fakt6r modulii tammlanabilir. Burada I"™*, RA, R nin
1™ (RA,A)

tanimlandig: gibi bir idealidir.

h:A%BRA A

h(a)=1Aa
dontsimi ve
z :RA, A 3/41®+1RL..A
1™ (RA,A)
z (xAa)=xAa
dogal donlisumu tanimlansin.
RA, A

Bu durumda zh :A3/41®I dénusimi zh (a)=1Aa olacak

"(RAA)

bicimde taniml1 bileske bir k - lineer donustumdar.

Onerme 2.1.14 zh bileske donisimi n- inci dereceden diferansiyel

operatordur.

ispat: 1™zh =0 olup Onerme 2.1.12 den zh homomorfizmas: n- inci

dereceden diferansiyel operatordur.

18
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Tanim 2.1.15 A , B ve K birer R- modill ve D, :A%3B n- inci
dereceden bir diferansiyel operatdrli olmak (izere herhangi bir n- inci dereceden
a:A3s3®K diferansiyel operatori icin asagidaki diyagrami degismeli yapan
bD, =a olacak sekilde bir tek b : B %3 K R - modiil homomorfizmas: varsa
D,:A%3®B diferansiyel operatdriine n - inci dereceden evrensel diferansiyel

operator denir.

A ¥3® K
D n r B 1K
B 33® K

Teorem 2.1.16 R bir k - cebirve A , B R - modiller olsunlar. Bu durumda
Hom, (A,B) @ Hom, (RA, A,B)

izomorfizmi vardir.
ispat: Hom, (A,B) ve Hom, (RA, A B) izerinde RA, R - modil yapisi
vardur.

Hom, (A,B) @ Hom, (RA,A,B) RAR - modil izomorfizmi vardr.

F: Hom, (A,B) %3 Hom, (RA, A,B)
q %.®F(q)(xAa)=xq(a), xAaTRA A
olarak tammlansin.

i. F bir R - modiil homomorfizmidir. *"x TR icin

F(q)(x'xan) = F(q)(x'an) =xxq (a)
19
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ii. F birebirdir.
F(q)=0 P q(a)=F(q)(1Aa)=0, "a igin
Pqg=0

iii. 'Y THom,(RA, AB) veq:A%3®B donisimi q(a)=Y (1Aa)
olsun. Bu durumda F(q)(xAa)=xq(a)=xY(1Aa)=Y(xAa) olup
boylece F(q) =Y oldugundan F 6rtendir.

iv. F, RA_R- modil homomorfizmidir.

F(X'Ax"q)(an):x(x'Ax"q)(a):xx'q (x"a)

((x' Ax") F(q ))(an) = F(a)(x'xAx"a) = X Xq (x"a)

NOT: Eger r, :A%3RA, A
r,(a)=1Aa
ise bu durumda F nintersi F*(Y) =Yr, dir, Y THom, (RA, AB) .

Herhangi bir A R - modili Gzerinde n- inci dereceden evrensel diferansiyel

operatdr vardir ve tektir. Asagidaki teoremlerde bunlar verilecektir.

RA, A

Teorem 2.1.17 (Varhk) zh : A %23 —————
1" (RAA)

zh(a)=1Aa

olarak tamimlanan donusiim n - inci dereceden evrensel diferansiyel operatordr.

20
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ispat: B bir R- modil ve J,:A¥%3B n- inci dereceden diferansiyel
operatdr olsun. RAK A nin evrensellik ézelliginden dolay: asagidaki diyagrami
degismeli yapan gh =J, olacak sekilde bir tek g:RA, A%3®B R - modiil

homomorfizmi vardir ve g(an) = le(a) olarak tanimlanur.

A ¥3® B
h™ 1
RAA 3% B

B

J, , n- inci dereceden diferansiyel operator oldugundan 1"J, =0 dir.Buna
gore

g (I "MRA, A) =0 dir. Boylece

A ¥3® B
h™ 1
RA, A ¥.3® B
z 1
__RAA AcA ve® B
1" (RA, A)

diyagramini degismeli yapan Ez = ¢ olacak sekilde bir tek

.RA_A 3 _ . N
g: %Hl(RAk A) ¥2a3B R - modil homomorfizmi vardir ve

g(an):le(a) olarak tammhichr. Her X, y;,X;,y; TR, x Ay, T1™

1™3J, =0 olmak tizere g §1""RA, Aj=0

21
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€x . OF . ol @ . 0
gegéxi Ay cx Ay -0=gcAxx Ay
gé e | of e g

= Xin‘Jl(yiyj)
=X; (Xi Ayi)‘Jl(yj)
=0

oldugundan 5 iyi tanimlidir.

RA, A

———— Mmodiliine A {zerinde tammli n- inci dereceden
"™ (RAA)

Tanim 2.1.18

evrensel diferansiyel modul denir ve J (A) ile gosterilir. Burada R - modul A

_RA,R

n+l

elde edilir.

yerine R nin kendisi alinirsa J, (R)

Teorem 2.1.19 (Teklik) A R- modil olsun.J, (A) , A R- modiilin baska

bir evrensel diferansiyel modiili olmak tizere J, (A) @ J, (A) dur.

ispat: D, :A%3®J (A) ve D, :A%3®J, (A) n- incidereceden evrensel

diferansiyel operatérler olsun. D, nin evrensellik 6zelliginden dolay:

A YD I (A)
D, zyY
3. (A)

22
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diyagramini  degismeli  yapan YDn:D'n olacak sekilde bir

tek

Y:J,(A)%3J,(A) R- modil homomorfizmi vardir. Benzer bigimde D,

nln evrensellik 6zelliginden

A ¥I® J (A)
D, 1 Zs
3 (A)

diyagramini ~ degismeli yapan sD_ =D olacak  sekilde  bir

n n

s:J, (A) SZS NR (A) R - modul homomorfizmas: vardur.

sYD, =sD, =D,
SYD, (2)=D, (a)

olup buradan

bulunur. Benzer sekilde

YsD, =YD, =D,

YsD, (a)=D,(a)

buradan

23
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2. EVRENSEL MODULLER Hamiyet MERKEPCI

bulunur. O halde J, (A)=J, (A) elde edilir.

Teorem 2.1.20 A ve B R - modiiller olsunlar. Bu durumda
Homg (J,(A),B) @ D} (A,B)
R - modul izomorfizmas: vardir.

ispat: Hom, (J, (A),B) @ Dy (A, B)

W ¥B®WD,
D, nin evrensellik ozelliginden dolay: asagidaki diyagrami degismeli yapan ve
"J,TDy(AB) icin F(w)=wD,=J, olacak sekilde bir tek
w T Homg (J, (A),B) vardur. Dolayisiyla F rtendir.
F(w)=0 olsun. "aTA icinwD, (a)=0 P w(J,(A))=0P w=0

dolayisiyla F birebirdir.O halde F R - modil izomorfizmasidir.

Sonu¢ 2.1.21 A ve B R - modilleri yerine R alinirsa

Hom (J,(R),R)@ D3 (R)  dir.

24
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Teorem 2.1.22 A bir R - modil olsun. Bu durumda
J,(A)@AAJ, (R)
dir.

ispat: A@ RA; A dogal izomorfizmi vardir. Buna gére, J, (A) @ J, (RA; A)

yazilabilir. Tamimdan dolays, J, (RA; A) = RA(RA A%“RA (RA, A)
k R

dir.

. . e ) - (RARAA

1" (RA, (RA;A))=1""AA oldugundan Jn(RAQA):( ARA A A
yazilabilir. Buradan J, (A)=AA; J (R) elde edilmis olur. W

Teorem 2.1.23 i T1 igin A, lerve B R - modiiller olsunlar. Bu durumda
3, (AA)eAd (A)
i. Dp (AAi,B) @ AD;(A;,B)

izomorfizmalar vardir.

Ispat:

i.Teorem 2.1.22 den J, (AA,) @ (AA,) A, J, (R) dir. Buradan
(AA)A, 3, (R)EA(A A, 3, (R))
@ A‘]n (AI)

bulunur.

25
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ii. Teorem 2.1.20 den Dy (AAi,B) @ Hom, (Jn (AAA),B) yazilir.O halde (i) den

dolay1 ~ Hom, (Jn (é\Ai),B) @ Hom, (AJ (Ai),B)
@/iS\HomR(Jn(Ai),B)
@ AD}(A,B)

elde edilir.

Simdi diferansiyel operatorler ve evrensel modulleri ile ilgili érnekler verelim.

Ornek 2.1.24 R=Kk[x,K,x] bir polinom cebiri, ¥ dogal sayilar kumesi, t

sabit bir dogal sayr ve di=di:R3/4~°@R olarak  tamimlansin.
X.

b :(bl’K’bt)T¥t' g :(gl'K’gt)T¥t’ |b|: b, +K+b, ve her
i, j=1K,t igin d,(x,) =d,

(d; kronecker delta) olsun. x° =x}* Kx{ TR olmak tizere |b|" inci dereceden

P =12 KT kismi tirevi

_i g' g-b . 3 b

'1I:(g ‘b)!x 0
‘ﬂb(xg): T

: 0 . diger

3

R nin |b|- inci dereceden diferansiyel operatériidir.

26
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Ornek 2.1.25 R=Kk|[x,K,x] polinom cebiri ve d, :R%3®J,(R) n- inci
dereceden evrensel diferansiyel operat6r olmak tzere J. (R) ,

{dn (xb ) X0 = x> KX |b|£ n} iireteg kiimesi ile bir serbest R - moduldr.

Ornek 2126 L=Kk(x,Kx) ., R=K[x,Kx] nin kesir cismi olsun.
dn:L%@Jn(L) n- inci dereceden evrensel diferansiyel operator olmak
uzere J,(L) , {dn(xa):xa :xf‘le,"’",|a|£n} ireteg kimesi ile bir L -

vektor uzayidir.

2.2.Bolum Halkalar: ve Lokal Halkalarin Evrensel Moddlleri
R ve R' k - cebirlerve e : R343®R" bir cebir homomorfizmasi olsun.

J,(R) ve J,(R') nin n- inci dereceden evrensel diferansiyel modiller

oldugunu varsayalim oyle ki D,:R%3®J (R) ve D,:R'%3®J, (R’
sirastyla R ve R' nin n - inci dereceden evrensel diferansiyel operatorleri olsun.
J. (R) nin evrensellik dzelliginden dolay: asagidaki diyagrami degismeli yapan
ve e'D,=D,e olacak bigimde bir tek e':J, (R)%®®J,(R') R- modil

homomorfizmasi vardir.

R $Z5 7Y R'
D, D,

n n

J,(R) @ J,(R)

Bu tammlardan faydalanarak y, TR' ve x, TR olmak iizere
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J:RAJ (R)¥®J,(R)

384D, (x):= &y, dre x))

olacak bigimde bir R'- modil homomorfizmi tanimlanabilir. | , R nin bir ideali

olmak tizere R'= F% olarak alinsin.

%AR Jn(R)@M oldugundan her y, TR' ve x TR icin J R'- modil

13, (R)

olarak j E?ayiDn (x )g = ayiD'n (Z) olarak tanimlanr.

Onerme 2.2.1 R bir k- cebir, | R nin bir ideali ve R':F% olsun. N,

D,(x), xT1 tarafindan dretilen J, (R) nin bir alt modiili olsun.

Bu durumda R'- moddllerin

o T M (F%n (R)%@‘]n(%n(R)%@@Jn(%) Y4380

bir tam dizisi yazilabilir.

Ispat: Dizinin tam oldugunu ispatlamak igin N+I‘]”(% (R):kerb

oldugunu gostermek yeterlidir. Tanimdan b ortendir ve
N+1J,(R) -

IJn (R) 1 kerb dir.
Bu durumda
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= 1, (R)

n R
b: N +13, (R) Vw3, (%)
3, (R)
bir indirgenmis doniisumu vardir dyle ki kerb = ker b N+ 1 (R) dir.
D

Simdi,
J.(R)

n

J. (R . 13, (R
R¥:¥®J, (R) V.5 n(%n(R)%%D (R)

N+IJH(%H(R)

bileske dontstimiint alahm. Burada I ve ' dogal donustmlerdir.
1'ID,, R nin n- inci dereceden bir diferansiyel operatdrudir oyle Ki
I'IDn(I)ZO dir. Bu nedenle, R' niin n-inci dereceden bir diferansiyel

operatérii  vardur. evrensellik  0Ozelliginden  dolay:

Y J (R)%%@ N+IJ R/ dontistimi - tanimlanabilir

dyle ki Yb =1 dir. Buise kerb T N+1, IJ (R) oldugunu verir.

Onerme 2.2.2 (Lokal Genisleme Lemmas1)) R k- cebir, S R nin carpimsal

kapal1 bir alt kiimesi ve A Ry — modil olsun. D: R %3 A n - inci dereceden

bir diferansiyel operatérii ¢ : Ry %23 A diferansiyel operatorine gt =D olacak
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bicimde tek sekilde genisler. Burada t:R343®R, dénisimi t(x):%

olacak bigimde bir kanonik homomorfizmdir.
Ispat: Sweedler, M.E., 1975, Lemma 13.2'ye bakiniz.

Lemma 2.2.3 R bir k -cebir, S R nin carpimsal kapali bir alt kimesi ve A bir
R, -modil olsun. Her x TR igin m:R, %3®A doniisiminiin m(%)zo

olacak bigcimde n - inci dereceden bir diferansiyel operator oldugunu varsayalim.

Budurumda m=0 dur.

Ispat: n=0 icin m bir R; - modtl homomorfizmidir. Bu durumda %TRS icin

X/|=X =
o[3)=34n(%) o0 o
n>0 oldugunu ve sonucun n ve n den kiglk dereceli tum diferansiyel

operatorler i¢in dogru oldugunu varsayalim. % : % I R olsun. Bu durumda

gm%ﬁ(%) = m(X%)—%m(%) =0  yazhr. gm,%HTDQ'I(RS,A)

oldugundan tlimevarim geregince her %TRS icin gm,%g =0 dir. Bu ylzden

birimi  gdzoninde  bulundurarak gm,%g = gm,%g% —%gm,%g%

esitliginden gm,%g =0 elde ederiz. Buradan m =0 dur.
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Teorem 2.2.4 R k-cebir ve S R nin carpimsal kapali bir alt kiimesi olsun.
J,(Rs), Ry nin n-inci dereceden evrensel diferansiyel modiili oldugunu

varsayalim. Bu durumda J, (Ry) @ Rs A J,,(R) izomorfizmi vardir.

ispat: izomorfizmi ispat etmek igin J, (Ry) nin J (R), ye izomorf oldugunu
gostermek yeterlidir. Giinkii J, (R), @ Ry Az J,(R) dir. D:R¥%®J, (R)
R nin  n-inci dereceden evrensel diferansiyel operatérii  olsun.
a:J,(R)%®®J, (R), kanonik dondsimi dATJ (R) olmak wzere
a(%) :% olarak tammlansm.Jn(R)S nin Ry nin n - inci dereceden evrensel
diferansiyel modilli  oldugunu  kanitlayacagiz. Onerme 2.1.9  dan,
R¥:3®J, (R) ¥, (R), bileske donisimi R nin n - inci dereceden bir
diferansiyel operatériidiir. Lokal genisleme lemmasindan her xTR icin
s Ry ¥%®J, (R),

S(%):aD(x) olacak bicimde n-inci dereceden bir diferansiyel

operatdr vardir. B bir Ry -modiil ve DTDQS (RS,B) oldugunu varsayalim.

d TD}(R,B) olmak uzere d : R %3®B donusimina d (x) = D (%] ) olacak
bicimde tanimlayalim. Jn(R) nin evrensellik 6zelliginden gD:d0 olacak

bicimde bir g:J,(R)%3®B R-modil dénisimi vardir. Bu durumda

0:J,(R), %3®B
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5(%%):9(%) , 4TJ,(R) olacak bicimde Ry -modil homomorfizmi

yazabiliriz. Herhangi bir X TR icin D(%)—g_s (%) =0. Lemma 2.2.3 den

D —g_s =0, dolayisiyla D = g_s elde edilir.

Sonug 2.2.5 A bir R- modil ve S de R nin carpimsal kapali bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda J, (A) @ J, (A), dir.

Ispat:
3. (As)@ A Ay I, (Rs)

QA A, (Rs Az 3, (R))
@A A J,(R)

n

(
0 R, A, (AAJ,(R))

@R A J, (A)@J,(A),
2.3. Regller Cebirlerin Evrensel Tirev Modulleri
R Noteryan lokal bir k-cebir, m R nin F%n@k olacak bicimde

maksimal ideali olsun. Bu durumda herhangi bir j 30 igin her m%qjﬂ sonlu

boyutlu bir k - vektér uzayidir. Burada m® = R dir. Simdi, k - vektor uzaylarinin

her j 30 icin

0343 m%n“l %@%M 3/43®0 tam dizisini alalim. Bu durumda
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n .
dim, %M = A.dim, "f%]m esitliai elde edilir.
j=0

Lemma 2.3.1 R bir reguler lokal halka, X,,KK, X, bir reguler parametreler sistemi

gn+sg_(n+s)!
s 5 nhs!

i} . gN+sy
olmak tizere dim,, V ne1 = - dir.
m™ g s g

ise

Ispat: Litaka, S., 1982, Teorem 2.9' a bakiniz. ]

Lemma 2.3.2 R bir tamlik bdlgesi, L R nin kesir cismi ve A sonlu uretilmis bir

R - modil olsun. Bu durumda A nin serbest R - modil olmas: icin gerek ve

yeter kosul dim_ (LA, A)=m(A) olmasidr.

ispat: m(A): A y1 dreten en kiigik eleman sayisidir.dim_(LA; A) ya A

R - modiiliin ranki denir ve rankA ile gosterilir.

Eger A serbest R - modiil ise ispat asikardir.

Tersine, m(A) =1 olsun. Bu durumda 0 ¥s3®ker F %43®R' 35® A %30
tam dizisi yazilabilir. {ei 1=1K, I} , R' nin bir serbest bazi ve {ai 1=1K, I} ,

A nin minimal treteg kimesi olmak tizere F:R' 33 A donisimi F(e) = a,

olarak tanimhdir. Bu dizi L ile tensérlendiginde

0%.3LA kerF %3LA, R ¥B®LA, A%3®0 tam dizisi elde edilir.
dim_ LA, A=1 oldugundan LA, kerF =0 dir. Dolayisiyla ker F, R' nin

bir torsiyon alt moduludir. R' serbest oldugundan ker F =0 olmalidir.

Sonug olarak A bir serbest R - modulddir.
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Onerme 2.3.3 R regiiler lokal bir k- cebir olsun. m, R nin maksimal ideali

oyle ki k @ % olsun. Bu durumda J,, (R) bir serbest R - modildiir.

Ispat: x,K,x, R nin bir regiler parametreler sistemi olsun. Bu durumda

{Xb +m"t :|b|£n} kiimesi V in bir k-baz kiimesidir. Buna gére
mn+l

J.(R) A, % bir K - vektdr uzayidir ve iretec kiimesi {Dn (xb )A1:|b| £ n}

kiimesidir. Burada D, :R %3 J (R) n - inci dereceden evrensel diferansiyel

operatordir. Nakayama lemmasindan {Dn (xb ) |b| £ n} kamesi J,, (R) igin bir

minimal Grete¢ kimesidir. Diger yandan L R nin kesir cismi ise

r:LAJ,(R)%®J, (L)

1AD, (x*)%®D, (x")

izomorfizmi rankJ, (R) = m(\]n (R)) olmasin saglar. Bu ylzden Lemma 2.3.2

den J, (R) serbesttir.

Lemma 2.3.4 R degismeli bir halka olsun. N nin sonlu retilmis bir R - modl
oldugunu varsayalim. Bu durumda N nin projektif modul olmas icin gerek ve

yeter kosul N nin lokal projektif moddiil olmasidur.

Ispat: N nin projektif boyutu pd(N) ile gosterilsin. Eger pd(N)ZO ise N

projektiftir. m R nin maksimal ideali olmak (izere
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pd (N)=sup { pd(N,) :m R nin maksimal ideali} oldugundan dolay1 istenen

elde edilir.

Sonug 2.3.5 R s boyutlu regtiler lokal k - cebir olsun. M bir serbest R - moddl
ise J, (M) de serbestir.

ispat: x,K,%, R nin bir regiller parametreler sistemi ve {mi} nin M nin bir
bazi oldugu varsayalm. Bu durumda {Dn (xb)Ami :|b|£n} kiimesi
J,(R) Az M nin bir baz kiimesidir.

Bu yuzden d,:M ¥a3®J, (M) M nin evrensel diferansiyel operatorii olmak
uzere  j:J,(R)A;M%3®J (M)  izomorfizmi J,(M)  nin

{dn (xb mi) |b| £ n} izerinde serbest olmasim saglar.

Teorem 2.3.6 R bir regiler afin cebir olsun. Bu durumda J (R) bir projektif

R - moduldur.

fspat: m R nin maksimal ideali olsun. Bu durumda R, regiiler lokal cebirdir.
Dolayistyla Onerme 2.3.3 den J,(R,) serbesttir. J (R,)@J,(R)A;R,

oldugundan ve Lemma 2.3.4 den J, (R) bir projektif R - moduldur.

Teorem 2.3.7 R bir reguler afin cebir olsun. A projektif R -modul ise J (A)

da projektif R — moduldr.
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fspat: m R nin maksimal ideali olmak (izere Sonug 225 den

J.(A,)@ 3, (A)A;R, dir. A, bir serbest R -modil oldugundan sonug

235 den J,(A,) nin de serbest oldugunu styleyebiliriz. Bu yizden J,(A)

m

lokal projektiftir ve Lemma 2.3.4 den J, (A) projektiftir.

Teorem 2.3.8 R bir afin k- cebir olsun. Bu durumda R nin regiler olmast igin

gerek ve yeter kosul J, (R) nin projektif R - modul olmasidr.

Ispat: Nakai, Y., 1970.
2.4. Yuksek Mertebeden Evrensel Tiirev Modulleri
Bu bolimde k bir cisim, R bir K -cebir olmak tizere R nin n - inci

dereceden tirevlerinin evrensel modiliiniin tanimi ve 6zellikleri verilecektir.

Tamm 2.4.1 A bir R - modul olmak Uzere
Dery (R,A)={ETD"(R,A):E(1) =0}
kimesine £ n - inci dereceden evrensel ttirev moduli denir.

Lemma 2.4.2 J,(R), n-inci dereceden evrensel diferansiyel modul olsun. Bu

durumda J, (R), ranki 1 olan bir serbest direk toplama sahiptir.
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R ¥B® R

D 1,

n

J,(R) ¥® R
diyagramu degismelidir ve J, (R) @ kert ARD, (1) dir.

Ispat: 1,:R343®R birim donisim ve D, :R%¥a3®J, (R) evrensel

diferansiyel operator olmak tizere t : J, (R) %3 R bir dénisim vardir 6yle ki

diyagrami degismelidir. € nun o6rten oldugu aciktir ve tDn(l):1 dir. Bu

durumda bir u:x%3®xD, (1) dénisimi R ¥3®J (R) bir R-modil

homomorfizmi tanimlar ve

R
ull 1,
J,(R) ¥¥®R¥¥4®0
diyagrami degismelidir.

x'TJ,(R) olsun. Budurumda x'=x'-ut (x')+ut(x')

(x))+tut (x)
t(x) =t (x-ut (x))+t(x)
=0

t(x)=t(x-ut



2. EVRENSEL MODULLER Hamiyet MERKEPCI

buradan J, (R) =kert +RD, (1) elde edilir.
Eger x'=xD, (1) Tkert CRD, (1) ise 0=t (x')=xtD, (1) ve x'=0 dur. Bu
nedenle

kert CRD, (1) =0 dir. Buyiizden J, (R) @ kert ARD, (1) dir.

Onerme 2.4.3 A bir R-modul olsun. Eger c :Jn(R) Y. kert dogal
izdlisim donlsimu ise
i) cD, n-inci dereceden bir diferansiyel operatordiir ve cD, (1) =0 dir.

i) ETDer"(R,A) ise bu durumda h:kert %3®A tek bir R -modul

homomorfizmi vardir éyle ki

R vs® A
cD, 1 Zh
kert

diyagrami degismelidir.

ispat: i) D,TD"(RJ,(R)) ve cTD"(J,(R) kert) oldugundan
cD, TD"(R,kert) dir. ¢ in cekirdegi RD, (1) modiludir. Dolaystyla
cD, (1) =0 dur.

i) ETDer"(R,A) olsun. Bu durumda a:J,(R)3%3A bir R-modil

homomorfizmi vardir dyle ki
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R VS® A

diyagrami degismelidir ve a(Dn (1))20 dir. Bu nedenle asagidaki diyagram

degismeli yapan b : kert 343 A tek bir R - modil homomorfizmi vardur.

R ¥3.®A
D, ] Za b

J.(R) YY® kert

Tanim 2.44 W, (R) =Kkert modiliine R nin £n-inci dereceden tirevlerinin
evrensel moduilu denir. cD, n-inci dereceden evrensel tiirevdir ve d, ile

gosterilir. Teorem 2.4.2den J, (R) @ W, (R)AR  biciminde yazilabilir.

Teorem 2.45 | RA R%3®R R -modil homomorfizmin gekirdegi olmak

Uzere

R - modul izomorfizmas: vardur.

ispat: W, (R)@ J, (R)Agar |

RAR .
= Agir |

I n+l

|
@ |n+1
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Teorem 2.4.6 J, (R) nin projektif R —modil olmasi icin gerek ve yeter kosul

W, (R) nin projektif R - modiil olmasidr.

ispat: J, (R) projektifise HA J (R) serbest olacak bigimde bir H R -modil

vardir. Dolayisiyla J, (R)@W, (R)AR  oldugundan W, (R) bir serbest

modulin direk toplamidir. Tersine, G bir serbest modil ve T bir modil olmak

uzere TAW, (R)=G ise bu durumda TAW, (R)AR=GAR dir. GAR

serbest oldugundan J, (R) projektiftir.

Onerme 2.4.7 A bir R - modul olsun. Bu durumda

D"(R,A)@ Der"(R,A)AA dr.

ispat: D" (R, A) @ Hom, (W, (R)AR,A) dir. Bu nedenle
D" (R,A) @ Hom, (W, (R),A) AHom, (R,A)
yazilabilir. Onerme 2.4.3 i uygulanrsa Homg(R,A)@A oldugundan

D"(R,A) @ Der" (R,A)A A elde edilir.

evrensel diferansiyel operatdrilyle S - ninci

S

Onerme 2.4.8 JS(Wn(R)), D
dereceden evrensel diferansiyel modil olsun. Bu durumda asagidaki diyagrami
degismeli yapacak bicimde bir tek e :W,, (R) %%@JS(WH(R)) R - modiil

homomorfizmi vardir dyle ki
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R ¥%® 2 (R)

dn+s S
W,..(R) ¥3® J,.(W,(R))

S

ispat: d, TD"(R,W,(R))  ve D, TD*(W,(R),J,(W,(R))) ise

D.d TD" (R,JS (w, (R))) dir. Bu yiizden d_,. nin evrensellik 6zelliginden

S

e:W, . (R)%3®J, (W, (R)) yazlabilir oyle ki ed,,, =D.d, dir.

Onerme2.4.9e:W,,, (R) Va3 J (Wn (R)) R - modil homomorfizmi olsun.

Bu durumda m:W,, (R)%3@W,(R) ve 1:J(W,(R))3m@W,(R)

homomorfizmleri tek sekilde tanimlidir dyle ki

W..(R)  ¥8®  W(R)
el Z1

3. (W, (R))

diyagrami degismelidir.

ispat: d,:R%3®W,(R) donisimi Der™*(R,W,(R)) vye aittir. Yani,
d, TDer"* (R,W, (R))dir.Cinki herhangi bir $30 icin
Der" (R,Wn (R)) 1 Der™® (R,Wn (R)) dir. d_,. nin evrensellik 6zelliginden
md,,, =d, olacak bicimde bir m:W,, (R) %W, (R) dénisimi vardir.,

Benzer dustnceyle, 1:J,(W,(R))%3®W,(R) R-modil homomorfizmi

vardir dyle ki 1D, =1, (R) dir. Bu nedenle e bir homomorfizmdir oyle ki
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ed,,, =D.d, dir. Bu durumda led , =1Dd, =d, =md dir. Teklikten

sTn n n+s

le =m dir.

2.5. Evrensel Turev Moddlleri Arasindaki Bagintilar

Bu bélimde, R bir k-cebir olmak uzere Wn(R) den Wl(R) ye

tanimlanmis g homomorfizmalarin gekirdeginin tretegleri tanimlanacaktir.

Teorem 251 R= k[xl,K,x,] afin k - cebir olsun. d, : R %@Wl(R) birinci
dereceden ve d, :R ¥23W,_ (R) n - inci dereceden evrensel tlrev operatorleri

olsun. x TR igin g (dn (X)) = dl(x) olmak tizere R —modiil homomorfizmalarin

0%.3®kerg %W, (R) ¥8®W, (R) %30

bir tam dizisi vardir ve kerg nin Greteg kiimesi 1@(%@')-5@%(&)3
T b

dir.
ispat: W, (R) nin evrensellik &zelliginden dolay:

R  ¥%® W,(R)

d, 1 Zy
W, (R)
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diyagramim  degismeli yapan gd =d;, olacak bigimde bir tek

n

g:W, (R) %ﬁ@Wl(R) R - modul homomorfizmi vardir. g 6rtendir. Bu yiizden

0%.3kerg %W, (R) ¥8®W, (R) %230

R - modul homomorfizmalarin tam dizisi elde edilir.

... . LX) J
K:}dn(xile:')—éMdn(xi)y ve L de W, (R) nin K
T T, )

tarafindan dretilen bir alt modult olsun. kerg =L oldugunu gosterelim.

L T kerg oldugu tamimdan anlagilir. kerg T L ye bakalim:
% W, (R)/ . ny .
R¥S®W, (R)¥3® "\" )/ bileske donustimiinde zd, birinci dereceden

diferansiyel operatdrdiir. Bunun igin @'Z d,. %, X, 4 (1) = 0 oldugunu gorelim.

6zd,, %, x;§(1) = (zd,. x]x - x;[zd,, x] (1)

=zd, (xixj)— xzd, (xi)— x;zd, (x)+xxzd, (1)

]

STACARTARENLS)
=0

Burada tammdan dolay: d, (1) =0 dir. W, (R) nin evrensellik dzelliginden

dolay1
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R  ¥%® W,(R)
4

. Y/
W, (R)

W,(R) ¥d® "\

diyagramini  degismeli yapan zd =vd, olacak bigcimde bir tek

W, (R) %% W, (R% R - modil homomorfizmi vardhr.
mTkerg olsun. Budurumda g (m)=0 P vg(m)=0
P z(m)=0

P mTL

olur.

Ornek 252 R = k[a,b,c] olsun. R - modillerin
0%3kerg %23 W, (R) ¥8®W, (R) %430

tam dizisinde Wl(R) ve W, (R) nin Urete¢ kimeleri sirasiyla,

{d,(a),d,(b),d,(c)}ve

{d(a).,ds(b) d (<), dy (@), (). (be) (&), &, (0°) (7). () 4 (ac”) (b?)
dy @), o (1), c°)  ab).d ac). s o)k (abo]}

dir.

rankW,(R)=19 ve rankW,(R)=3 olup rankkerg =19-3=16 dir ve

kerg mn Uretecleri
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{4, (ab) - ad (b) o (a), (ac) - ad () - (), o) ~be (c) ~cd b),
?) - 2ad, (a), 3( ?) - 20d, (b), d, (c?) - 20d, (c). d, (ab?) - 2abd, (b) - bd, (a),

d(a
(ac) 2acd, (c) -c*d,(a),d (bc) 2bcd3(c)—c2d3(b),d3(a3)—3a2d3(a),
d
d @

.(b°) - 30°d, ) +(¢®)-3c%d, (c). d, (a%h) - 2abd, (a) - a%d, (b),
c) - 2acd, (a) - a*d, (c), d, (cb?) - 2bcd, (b) - bd, (c),

d, (abc) - bcds( ) acds(b)—abds(c)}
dir. Boylece Lemma 2.3.2 den kerg serbest moduldr.

b,c
Ornek 253 R= P afin halka olsun. R = modiil homomorfizmalarin
-ac

0%3kerg %W, (R) ¥8®W, (R) %230

tam dizisinde W, (R) ve W, (R) sirasiyla {d (a),d, (b),d,(c)} ve

)
(c).d,(ab),dy (ac), d, (bc), dy (a°) d, (*) d, (ac?)  d, (ba®) d, (bc?),

)
{d,(ab)-ad,(b)-bd,(a),d,(ac)-ad,(c) - cd,(a),d, (bc) - bd,(c) - cd, (b),
?) - 2¢d, (c), d, (ac?) - 2acd, (c) - c*d, (a),
( d; (b).d; (bc?) - 2bed, (c) - ¢*d, (b),
(a) a’d (c),d3(a3)—3a2d3(a),ds(c3)—3c2d3(c),
d,(c)}

kiimesi tarafindan dretilir.

rankW, (R) =15 ve rankW, (R) =3 olup rank kerg =15-3=12 dir.

Onerme 25.6 0% ¥kerg %23®W, (R) ¥8®W, (R) %230
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R —modil homomorfizmalarin tam dizisi split olsun. Bu durumda Wn(R) nin

projektif R —modil olmast icin gerek ve yeter kosul R nin regller olmasidir.

Ispat: R regiiler halka olsun. Bu durumda Teorem 2.3.6 dan ve Teorem 2.4.6 dan

W, (R) projektif R-moduldir. Tersine, W, (R) projektif R -modiil olsun.
Dizinin split olusundan W, (R) @W, (R)Akerg dir. Bu izomorfizmadan

Wl(R) projektif R —modil ve Teorem 2.3.8 ve Teorem 2.4.6 dan R reglerdir.

Onerme 257 R=K[x,K,x] afin k-cebir olsun. d,:R%3®W, (R)

n-inci dereceden ve d :R%@WM(R) n+1-inci dereceden evrensel

n+l

tiirev operatorleri ve X TR igin j (dn+l (X)) =d, (X) olmak uzere
0%3kerg %W, (R) ¥8®W, (R) %230

R - modul homomorfizmlerin tam dizisi vardir ve kerj ,

{[dperr %00 %, K, %, ]: % TR} kiimesi tarafindan retilir.

ispat: W, (R) nin evrensellik 6zelliginden dolay: j (d,,,) =d, olacak bicimde

bir tek J :W,,,(R)%3®W,(R) R- modil homomorfizmi vardir dyle ki

asagidaki diyagram degismelidir.

R v® W, (R)
dis 1 Z}
W,..(R)
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3 orten oldugundan
0%3kerj ¥2@W,,, (R) ¥B®W, (R) 3230

R - modul homomorfizmlerin tam dizisidir.

Ispatin diger kismi Teorem 2.5.1 in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

) k[a,b] .
Ornek 258 R= —) afin halka olsun.

(b2 -a’
Bu durumda j : W, (R) %3®W, (R) modul homomorfizmin gekirdeginin reteg

kimesi {[d,, a,a,a](1),[d;.a,a,b](1),[d;,a,b,b](1).[d,,b,b,b](1)} dir.
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3. SIMETRIK CEBIRLER
Bu bolimde, simetrik cebirler hakkinda genel bilgiler verilecek ve K&hler

modullerinin tensor, simetrik ve exterior cebirleri ve ozellikleri anlatilacaktir.

3.1. Temel Tamm ve Teoremler

k bir cisim, R bir k-cebir, Wn(R); R nin k Uzerinde n-inci
dereceden Kahler diferansiyel moduli olsun. |, RAKR%@R kanonik
dénusumin cekirdegi olarak tanimlansin. d, 1R %¥W, (R); R nin n-inci

dereceden K- turevidir.
w, (R) @# dir. W, (R), {d, (x):x TR} kimesi tarafindan uretilir. Eger R

sonlu dretilmis bir k - cebir ise W, (R) sonlu tretilmis R - modil olacaktrr.

Tamm 3.1.1 A bir R - modil olsun.
i. A"A modili A mn n-inci dereceden tensor kuvvetidir ve
A" A" A evrensel R - bilineer dontstimi

(%, K, x,) %23 x, AKAX, olarak tammldhr.

il. L"A moduli A nin n-inci dereceden exterior kuvvet modulidir ve
A" 33 L"A evrensel alterne bilineer dontstimi

(%, K, x,) %23 x, UK U X, olarak tamimlichr.

iii. U"A modilli A nin n-inci dereceden simetrik kuvvet modiiludiir ve
A" 330" A evrensel simetrik R - bilineer dontistimii
(%, K, x,) ¥a3® x, KX,

olarak tanimlidr.
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Bu modiillerin her birinin Uretecleri ve bagintilar: vardir.

A'A=AA, (AAR (K)) (n tane) yazilabilir.

L"A ve U"A, A"A nin faktor modiilleri olarak sirasiyla.

x AKAyAyAKAX
ve

x AKAyAzAKAX -x AKAzAyAKAX,
formundaki elemanlar tarafindan uretilirler.

AlA=A, L'A=A, U’'A=A
A°A=R, L°’A=R, U°’A=R

dir. Bu u¢ yapidaki evrensel 6zellikler asagidaki bigimde yeniden belirlenebilir.
Bir R - modiil homomorfizmi A"A ile x,,K,x TA olmak iizere x, AKAX_
elemanlar: Uzerinde tek sekilde belirlidir.

Bir R -modiil homomorfizmi L"A ile x,K,x, TA olmak iizere x, UKU X,
elemanlari Uzerinde tek sekilde belirlidir.

Bir R-modiil homomorfizmi U"A ile x,K,x TA olmak iizere x KX,

elemanlar: Uzerinde tek sekilde belirlidir.

Lemma3.1.2 A bir R -modil ve a,b negatif olmayan tamsayilar olsun.
Bu durumda
AAAALBAA
(x AKAX,, X, AKAX,,, ) ¥ x AKAX,,,

a’ Ma+l
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olacak bicimde tek bir R - bilineer donlisimi vardr.

L*A” L’ A 343 LA
(x UKUX,,X,,, UKUX,,, ) %23®x UK U X,,,

a’ Ma+l
olacak bicimde tek bir R — bilineer dénusim vardir.

UrA UPA LU A
(x KXy, X KX, ) a3 X, KX,

a’ Ma+l
olacak bicimde tek bir R - bilineer donlisuimi vardr.

Ispat: George M. Bergman, 1997, Lemma 3'e bakiniz. W

Teorem 3.1.3 X ={x,K,x,} sonlu bir kime olmak tzere A bu X baziyla
serbest R —modul olsun. Eger A, X;,K, X, tarafindan sonlu tretilmis ise A* da
R-modil olarak  x, AKAX tarafindan sonlu Uretilmistir. Burada
1£i,K, i, £d dir. A** nin basit tensorler olan a, AK Aa, tarafindan iretildigi
biliniyor fakat her a,, x,K,X,; nin R -lineer kombinasyonu olarak yazilr ve

tensorlerin multilineerligi kullanilarak A* daki her basit tensor xilAKA X,
tensorlerinin R - lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. A serbest R - modiil ve
X, K, X, bir bazi ise x, AKAYX, da A min bir bazidir. dim, (AkA) =d*

dir.
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LA, A% nin bolum modiili oldugundan L*A, xilUKU X, basit wedge
carpimlart tarafindan R -modiil olarak dretilir. Burada 1£i,K,i, £d dir.

x,% T X igin x Ux =0 ve x, Ux, +x,Ux =0 bagintilarim saglar. 01 A,

¥, K, %, baziyla sonlu serbest ise 1£k£d igin x, UKUX , LA nin bir
. K 2d 0§
bazidir ve dlmR(L A): % dir.
0

UA, X iretec kiimesi tarafindan ifade edilebilir. x,,x, T X igin XX, = X,X,
bagintisii saglar. UA, R -modil olarak X KX, carpimi tarafindan retilir.

x, EKEx, TX dir. X sonlu bir {x,K,x.} kiimesi ise bu bazlar x! Kx;,

. . . A r gr+n-1o
I,,K,i, 20 biciminde yazilabilir. dim, (U A) :g R, dir.
L

Ispat : George M. Bergman, 1997, Teorem 5'e bakiniz. W

Onerme 3.1.4 T bir R —cebir ve A bir R - modil olmak izere
Ur(A)A, T@U"(AA,T)

izomorfizmi vardir.
Ispat: Eisenbud, D., 1995.

Onerme 3.1.5 A ve B R -modiiller olsun. Bu durumda

LP(AAB)@ A

atb=p

(L*A)A(L"B)
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izomorfizmi vardir ve
(x UKUx,)A(y, UKYy,) %3®x, UKUX,,y, UK Uy, donisimi ile
tamamlidir. Benzer sekilde

- can\ % (vib

U*(AAB)@ a+b/3;p(u A)A(0°B)

izomorfizmi vardir ve (X1 KX, ) A ( y, K yb) Yax Kx,,y, Ky,

déndsumu ile tanimldir.
Ispat: George M. Bergman, 1997, Teorem 7'ye bakiniz. W

3.2. Kdhler Modullerinin Tensor, Exterior ve Simetrik Cebirleri

Onerme 3.2.1 R, boyutu s31 olan bir afin k - cebir ve W, (R), k uzerinde

R nin  n-inci dereceden Kahler diferansiyel modili olsun. Bu durumda

w, (R), {dn(X}KX;S)3 i1+K+i5£n} baziyla ranki gn:sg—l olan bir
]

serbest R — modulddr.

Ispat: Nakai, Y., 1970, Proposition 2'ye bakiniz. W

Onerme 3.2.2 R bir afin K- cebir olsun. R bir regiler halka ise Jn(R) bir

projektif R —moduldur.

Ispat: Sweedler, M.E., 1975, Proposition 18.3'e bakimz. W
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Teorem 3.2.3 R bir afin k- cebir olsun.R bir regiler halka ise Wn(R) bir

projektif R —moduldur.

ispat: J,(R)@W, (R)AR den ve Onerme 3.2.2 den istenen elde edilir.

Asagidaki teorem regller halkalar hakkinda bilgi verir.

Teorem 3.2.4 R bir afin K - cebir olsun. Bu durumda R nin regiler halka olmasi

icin gerek ve yeter kosul Wl(R) nin bir projektif R - modil olmasidir.
Ispat: Mc.Connell, J.C and Rabson , J.C ., 1987, sayfa 538" e bakiniz. W

Ornek 3.2.5 R = k[a,b] bir polinom cebiri olsun. Bu durumda
i A*(w,(R)),
{d,(a)Ad,(a),d,(a)Ad,(b).d,(b)Ad,(a),d, (b)Ad,(b)} bazyla
rank 4 olan bir serbest R - moduildir.
i.  L’(W,(R)), {d,(a)Ad,(b)} bazyla ranki 1 olan bir serbest
R - moduldiir.
ii.  0*(W,(R)), {d,(a)Ad,(a),d,(a)Ad,(b) d(b)Ad,(b)} bazyla

ranki 3 olan bir serbest R — moduldur.

Onerme 3.2.6 R:k[xl,sz] boyutu 1 olan bir lokal k- cebir olsun. Bu

durumda R nin bir regller halka olmas igin gerek ve yeter kosul hern =2 igin

L" (W, (R)) nin sifir olmasichr.
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Ispat: R nin 1 boyutlu bir lokal K - cebir oldugunu varsayalim. Bu durumda

Teorem 3.2.4 den Wl(R) ranki 1 olan bir serbest R - moduldir. Bu ise Teorem
3.1.3 den her n32 icin L" (Wl (R)) nin sifir oldugunu gosterir.

Tersine, hern32 igin L" (Wl(R)) nin sifir oldugunu varsayalim.m, R nin

maksimal ideali olsun. Bu durumda Onerme 3.1.4 den

) « ) , .2 W (R) 6 _
L™ (w,(R)) A, BZ @ L (W, (R)AR/ Jao L gmg_o dr.
o Wl(R) 0 R = = n® WI(R) 0
————= hir - vektor uzayi oldugundanya L"¢———<+=0 dir
ngl(R)é, %n ngl(R)d
a2 W(R) O Co gt Wi(R)O_
ya da dlm%L gmg—l dir. Eger L gmg—o ise

Wl(R) = le(R) dir ve dolaysiyla Nakayama Lemmasindan Wl(R) =0 dur.
Bu ise geliskidir. Bu yuzden Wl(R) nin ranki minimal Ureteclerinin sayisina

esittir. Yani Wl(R), ranki 1 olan bir serbest R — moduldir. Teorem 3.2.4 den R

bir regller halkadir. W

Onerme 3.2.6, Wl(R) nin n-inci dereceden tensor kuvvetleri ve simetrik
kuvvetleri icin dogru degildir. Ornegin; R = k[x], 1 boyutlu bir polinom cebiri ise
A?(W,(R)) ve U*(W,(R)) hig bir zaman sifir olmaz. A®(W,(R)) ve

u? (W1 (R)) ranklar: 1 olan serbest R —moduller olurlar.

Teorem 3.1.3 ve Onerme 3.2.1 den asagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 3.2.7 R= k[xl,Kx,] boyutu I olan bir polinom cebiri olsun. Bu durumda

an+1§ .
t= - -1 olmak lizere
§ 15

i. A? (Wn (R)) . rank1 t2 olan bir serbest R - modiildiir.

gto
i. L2 (Wn (R)) ranki ) olan bir serbest R — modiildiir.
g

iii.  U? (Wn (R)) ranki g?ig olan bir serbest R - modiildiir.
-1g

Buradan asagidaki teoremi elde ederiz.
Teorem 3.2.8 R, boyutu I olan bir regtiler lokal halka ise

2q+16
t:gql - -1 olmak lzere
g

i A (Wq (R)) ranki t" olan bir serbest R - moduldur.

i. L" (Wq (R)) ranki g;g olan bir serbest R — moduldiir.

0
. gt+n-1§
. U”(W (R)) ranki - olan bir serbest R - moduldiir.
! § t-1 4

Ispat: Teorem 3.2.3, Teorem 3.1.3 ve Onerme 3.2.1 den goriliir.

Sonug 3.2.9 R bir regiler halka olsun. Bu durumda
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i.  A"(W,(R)) bir projektif R - modiildr.
ii. L (W, (R)) bir projektif R - modildir.

iii. 0" (W, (R)) bir projektif R - modidr.

Ispat: m, R nin maksimal ideali olsun. Bu durumda R, bir regtler lokal cebir
olur. Teorem 3.23 den W, (R,) serbest olur. W, (R,)@W,(R)AR,
izomorfizminden Wq(R) bir projektif R -moduldir. Teorem 3.1.4 den
A" (W, (R)) bir projektif R -modldr.

Digerleri de benzer sekilde ispatlanir.

Teorem 3.2.10 R, boyutu s olan bir afin tamlik bélgesi olsun. Bu durumda,

i W, R) nin bir serbest R -modul olmasi icin gerek ve yeter kosul

A" W, (R)) nin bir serbest R = modul olmasidur.
q
W, (R)) nin bir serbest R - modiil olmasidhr.

ii. W, (R) nin bir serbest R-modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul
iii. W, (

R) nin bir serbest R -modul olmasi icin gerek ve yeter kosul

un (Wq (R)) nin bir serbest R - modul olmasidir.

Ispat: Genelligi kaybetmeksizin R nin boyutu s olan bir tamlik bélgesi oldugu

varsayabiliriz. W, (R) bir serbest R-modil olsun. Teorem 3.1.3 den
un (Wq (R)) bir serbest R - modiildir.
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Tersine, U" (Wq (R)) nin bir serbest R - modil oldugunu varsayalim. dimR =s

ise rank(Wq (R)) :qusg_l dir.
g

2Q+5S0

. gt+n-19
--1=t olmak lzere rankU"(W_(R))= = dir. m, R nin
s g ( ol )) § t-1
. . . n A R $t+n_1(..j
maksimal ideali olsun. Bu durumda U (Wq(R))AR %n , boyutu g 1
olan bir
i n A 'n% W (R) 0 F
% -vektor uzayidir. U (Wq(R))AR %@U gm; dir.
LBW (R) O #t+n-10 . .
U"¢——_= nin boyutu = olan bir R/ vektor uzayi olmast igin
G, (R) ¢ 13900 D
W, (R) R )
gerek ve yeter kosul m nin boyutu t olan bir %n_ vektor uzayi
W, (R)

olmasidir. Buradan nin boyutu t olan bir % - vektor uzayr olmasi

mw, (R)
icin gerek ve yeter kosul Wq(R) nin minimal dreteglerinin sayisinin t

olmasidir. rank (W, (R)) =t idi. Bu yiizden istenildigi gibi W, (R) bir serbest

R - moduldur.

Digerleri de benzer bicimde ispatlanir.
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Sonu¢ 3.2.11 R, s boyutlu bir afin tamlik bélgesi olsun. Bu durumda

W R) nin bir projektif R -modul olmas: igin gerek ve yeter kosul

q

A" (W, (R)) nin bir projektif R - modiil olmasidir.

q

W, (R) nin bir projektif R-modil olmasi icin gerek ve yeter kosul
(Wq (R)) nin bir projektif R - modiil olmasidir.

0 R) nin bir projektif R -—modil olmas: igin gerek ve yeter kosul

un (Wq (R)) nin bir projektif R - modil olmasidir.

ispat: W, (R) bir projektif R-modil olsun. m, R nin maksimal ideali

oldugunu varsayalim. Bu durumda Wq(Rm), serbest R —moduldiir. Teorem

3.1.3 den A" (Wq(Rm)) bir serbest R, -modil ve W,(R,)@W,(R)AR,

izomorfizminden A" (Wq (R)) bir projektif R - modiildir.

Digerleri de benzer sekilde ispatlanir.

Teorem 3.2.12 R bir afin lokal tamlik bdlgesi olsun. Bu durumda asagidakiler

birbirine denktir.

R bir reguler lokal halkadr.
A" (W, (R)) bir serbest R - moduldir.

L" (W, (R)) bir serbest R - moduldir.

0" (W, (R)) bir serbest R - moduldr.

59



3. SIMETRIK CEBIRLER Hamiyet MERKEPCI

Ispat: Teorem 3.2.4 ve Teorem3.2.10 dan goriilir.
Bu durumda asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug¢ 3.2.13 R bir afin tamlik bélgesi olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine
denktir.

i. R birregiler halkadir.
i.  A"(W,(R)) bir projektif R -modildir.

iii. ~ L"(W,(R)) bir projektif R - modildr.

iv. iv)0" (W, (R))bir projektif R - modildr.

Not: Olgun N., and Sahin M., 2016, Corollary 3.14'e bakiniz.
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4. SIMETRIK KUVVET MODULLERI

Bu bolumde simetrik kuvvet modillerinin tammi yapilarak Kéhler
modullerinin simetrik tirevleri ve 6zellikleri incelenecek ve elde edilen sonuglar

verilecektir.

4.1. Temel Tamm ve Teoremler
Tamim 4.1.1 R, Kkarakteristigi sifir olan bir kK cismi tizerinde degismeli bir cebir

olmak Uzere, A bir R -modil, AARA ise A nin kendisiyle olan tensor

carpimi, K da a,bTA icin aAb-bAa elemanlar: tarafindan (retilen

AA_ A nin bir alt modiilii olsun. Bu durumda U®A = ALK % modiiline A

nin ikinci dereceden simetrik kuvvet moduliu denir.

AATAYIBAAA

A(a,b)=aAb
olacak bi¢imde kanonik dengeli déniistimi ve
g :AAAIBUA

dogal érten doniistimii tanimlansin. Bu durumda A ve g nin bileske déniistimii

bilineer bir doniistimdiir ve g A = U olarak tanimlanur.
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Lemma4.1.2 A ve B R-modiller ve z : A~ A343® B bilineer bir doniistim

olsun. Bu durumda asagidaki diyagrami degismeli yapan fU=z olacak bicimde

birtek f :U?A343®B R - modiil homomorfizmas: vardr.

A"A ¥B® B
Vi | Zf
UzA

Ispat: Bourbaki, N., 1974.

Onerme 4.1.3 T bir R —cebir ve A bir R - modil olmak iizere
UPAA, TAU*(AA;T)

izomorfizmast vardir.

Ispat: Bourbaki, N., 1974.

gr+2-16

Onerme 4.1.4 A ranki r olan bir serbest R - modiil ise U?A , ranki g 1:
r-1g

olan bir serbest R = moduldiir.
Ispat: Bourbaki, N., 1974.

Onerme 4.1.5 A ve B R -modiiller olsunlar. Bu durumda
U*(AAB)@U*AA U’B
izomorfizmi vardir.

Ispat: Bourbaki, N., 1974.
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Herhangi bir A R -modull ig¢in n-inci dereceden simetrik kuvvet modili

benzer sekilde tanimlanabilir.

4.2. Kahler Modillerinin Simetrik Turevleri

R bir k - cebir, Jn(R); R -nin k Uzerinde n - inci dereceden evrensel
diferansiyel modulu, Wn(R); R-nin k (zerinde n-inci dereceden Kahler
diferansiyel modili, d,:R%23®W, (R) kanonik déniisimi R-nin n - inci

dereceden K - turevidir. {Wn (R) ; dn} Gifti evrensellik dzelligine sahiptir.

RA, R¥3®R
XAy Y38 xy

kanonik dontistimiin cekirdegi |, olmak tizere W, (R) @ g dir.

n+l
R

Wn(R); {dn(r):rTR} kiimesi tarafindan Gretilir. Eger R sonlu dretilmis

k - cebir ise W, (R) de sonlu uretilmis R - modul olacaktur.

Tamm 4.2.1 R birimli ve degismeli bir k - cebir, R@®W,(R); Rnin birinci
dereceden Kahler tirevi ve U(W,(R)); R uzerinde W, (R) tarafindan Gretilen
simetrik cebir ve U(W, (R)) = A ., U? (W, (R)) olsun.

D:U(W,(R))®U(W,(R)) lineer donisimi asagidaki kosullari saglarsa

simetrik tdrevdir.
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i D(UP(W,(R))) T 0" (W,(R))
ii. D, k uzerinde birinci dereceden tirevdir.

iii. D nin R@U°(W,(R)) ye kisitlanisi d, : R @ W, (R) Kahler tirevidir.
Teorem 4.2.2 R bir afin k - cebir olmak tizere R — modullerin
033 kerj ¥23W, (R) ¥B®W, (R) 3230

bir kisa tam dizisi vardir. Her g TR igin j (d2 (g)) =d,(g) dir. Her x,y TR

olmak tizere kerj , {d2 (Xy) - xd, (y) - yd, (X)} kiimesi tarafindan dretilir.

Onerme 4.2.3 U° (W, (R)) @ ker j

ispat: x,y TR olmak izere

d, (x)xd, (y) = (LAx-xA1)(1Ay-yAl)
=1Axy-yAx-xAy+xyAl
=(1Axy-xyA1)-x(1Ay-yAl)-y(1Ax-xAl)
=d, (xy)-xd,(y) - yd,(x)

buradan U* (W, (R)) @ kerj elde edilir. W

Teorem 4.2.4 R bir afin Kk - cebir olsun. Bu durumda R bir regiler halka ise

W, (R) bir projektif R - modiildilr.

Ispat: Sweedler, M.E., 1975.
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Teorem 4.2.5 R bir afin K - cebir olsun. Bu durumda R nin regiler halka olmasi

icin gerek ve yeter kosul Wl(R) nin bir projektif R - modil olmasidir.
Ispat: McConnell, J.C. and Rabson, J.C., 1987.

Tamm 4.2.6 R birimli ve degismeli bir k - cebir, R %23®W, (R); R nin

n- inci dereceden Kahler tarevi ve U(W, (R)): R tzerinde W, (R) tarafindan
iretilen simetrik cebir ve U(W, (R)) = A ., U (W, (R)) olsun.

D: L'J(Wn (R)) 3/4@U(Wn (R)) k - lineer donustimii  asagidaki  kosullari
saglarsa genellestirilmis simetrik tirev denir.

i D(UP(W,(R))) T U (w,(R))

ii. D, k Gzerinde n - inci dereceden turevdir.

i. D nin ROU°(W,(R)) ye kistlamisi d,:R%3®W, (R) Kahler

tlrevidir.

Ornek 4.2.7 R=Kk|[x,Kx] 1 boyutlu bir polinom cebiri olsun. Bu durumda

w, (R), {dn(xlile:l):il+K+i|£n} baziyla ranki gn:'9-1 olan bir
/]

serbest R - modiildiir. t=%n+|9—1 olmak tizere UZ(Wn(R)), ranki at+19

§1 §t-1;

ve Ureteg kiimesi {dn (xl'1 K x| )} Ad (xl'1 KX} ) :i, +K+i, £n} olan bir serbest

R - moduldur.
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Teorem 4.2.8 R bir afin k-cebir olsun. Bu durumda hern30 igin

R - modullerin
0 ¥%3kera ¥23®W,, (R) ¥3®J, (W, (R)) %3@cokera %2380
bir uzun tam dizisi vardir.

ispat: R bir k-cebir, W, (R); R nin n-inci dereceden Kihler tirevi
olsun. J, (Wn (R)); n - inci dereceden evrensel diferansiyel modil (W, (R) nin
derecesi N e esit veya daha kigik) ve D, :W, (R)%3®J, (W, (R)) evrensel
diferansiyel operator olsun. W, (R) nin evrensellik dzelliginden dolay: asagidaki
diyagram: degismeli yapan ve ad, =D d, olacak bicimde bir tek

a:W,, (R)%3m®J, (W, (R)) R-modil homomorfizmas: vardr.

R  ¥® W, (R)
d2n_ B n
W, (R) ¥&® J,(W,(R))

Homolojik dzelliklerden, istenildigi gibi dizi elde edilir.

Sonug 4.2.9 R boyutu I olan regiiler k - cebir olsun. Bu durumda a injektiftir.

Ispat: a (d2n (xg )) =D, (xbdn (xq )) olarak tamimlanir. Burada

X! = xt KX}t + K+ £2n
X" = xEKX) i K+ £

X4 = xp KX i+ K+i £
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dir. W

Sonug 4.2.10 R, boyutu 1 olan regiler k - cebirve g =1 ise

Wy, (R) @ 3, (W, (R))

izomorfizmi vardir.

Ispat: x, R nin bir parametreler sistemi olsun. Bu durumda WZ(R) ve
3,(W,(R)) swasiyla M={d,(x'):i=12} ve N={p,(x'd(x)):j=01]

tireteg kiimeleriyle serbest R - modiillerdir. a(d2 (xi)) = iDl(xi'ldl(x)) olsun.

~ 61 0y
Bu durumda @ nin M ve N bazlarina bagh matrisi A= éO j bicimindedir.
€ u

A\ tersinirdir, dolayisiyla @ homomorfizmi de tersinirdir. Bu ylizden a bir

R - modul izomofizmidir. Bu durum n 3 2 i¢in dogru degildir. W

Ornek 4.2.11 R =k[a,b] bir polinom cebiri olsun. Bu durumda

W, (R). {d, (a),d,(b)} bazi ile rank: 2 olan bir serbest R - moduldir.
W, (R), {d2 (a),d,(b),d,(ab),d, (az),d2 (bz)} bazi ile ranki 5 olan bir
serbest R -modiildir. J, (W, (R)),

{D1 (d1 (a)) Dy (dl (b)) Dy (adl (a)) D, (adl (b)) D, (bdl (a)) D, (bdl (b))}

bazt ile ranki 6 olan bir serbest R - modiildir. J, (W, (R));
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ad, (a)) D, (ad2 (b))

04(0(a]). D (e (1), () 04 ). e 7)),
(@) 04 00, 1), e ),

2(adz(

).D;
D, (ad, (ab)). D, (ad, (a2)),D, (ad, (£?)) D, bd
D, (b, (2¢)). D, (b, (1?)). D, (abe, (2)). D, (abd, (b)) D, (abel, (ab)). D, ab, (2
o bZ)),Dz(awa»D( <b>) o ) ) )

D, (b°d, (a)),D, (b, (b)). D, (b, (ab)), D, (b°d, (@) ). D, (bPel (b2) )
bazi ile ranki 30 olan blr serbest R moduldur
0*(w,(R)): {d,(a)Ad,(a),d,(a)Ad,(b),d,(b) Ad,(b)} baz ile ranki 3

olan bir serbest R — moduldr.

Teorem 4.212 R bir afin k-cebir olsun. Bu durumda her n30 igin
0 ¥a3@ker ¢ %@ J, (W, (R)) %3®U0* (W, (R)) ¥a3@coker ¢ ¥43®0

R - modullerin bir uzun tam dizisi vardir.

ispat: D, :W, (R) 33U’ (W, (R)) herhangi bir genellestirilmis simetrik tirev,
J,(W,(R)): W,(R) uzerinde derecesi £n olan diferansiyel operatorlerin
n - inci dereceden evrensel modili ve D, :W, (R) %3®J, (W, (R)) evrensel
diferansiyel operator olsun. Jn(Wn(R)) nin evrensellik ozelliginden dolay:
asagidaki diyagrami degismeli yapan tek bir ¢ :J, (W, (R)) %30’ (W, (R))

R - modul homomorfizmi vardir.

W,(R) ¥¥® 0°(W,(R))
D, 1 Zc
3. (W (R))
Homolojik dzelliklerden istenen dizi elde edilir.
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Lemma 4.2.13 O(W,(R)) nin simetrik tarevlerinin  varhg ile
0%30° (W, (R)) %43®W, (R) ¥8®W,(R)  tam dizisinin split olusu

birbirine denktir.

Ispat: U(Wl(R)) Uzerinde  simetrik  tlrev  tamimlanmis  olsun.
d,:R%3®W, (R) ve D,:W,(R)%3U°(W,(R)) birinci dereceden tirev
operatori  olup bileskesini aldigimizda  Dyd, : R %3®U0° (W, (R))  ikinci
dereceden turev operatori olur. WZ(R) nin evrensellik 0Ozelliginden dolay1
asagidaki diyagrami degismeli yapan ve td, =D,d, olacak sekilde bir tek

t:W, (R) Y3 U? (Wl (R)) R - modiil homomorfizmas: vardur.

R ¥ 0*(W/(R))

% )
W,(R) @ U°(W,(R))

t(d, (xy) - xd, (y) - yd, (x)) =td, (xy) - xtd, (y) - ytd, (x)
=D, (xy) - xD,d, (y) - yD,d, (x)
D, (xd, (y)+ yd, (x)) - xDd (y) - yD,d, (x)
) (

=xDd, (y) +d, (x)rd, (y) + yDd, (x) +d, (y)d, (x)
‘XDldl(y)_yDldl(X)

=2d, (x)xd,(y)
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t yerine %t alinirsa istenen split 6zellik saglanir.

Diger taraftan, t : W, (R) %3@®U? (W2 (R)) split 6zelligi saglasin.

° — _ "

avd; (x)Tw,(R) alahm. 3 orten oldugundan

i Eéyid2 (xi)g = & v,d, (x) olacak bigimde bir & y,d, (x)TW, (R) vardir
i g i [

Burada | = kerj dirve W, (R) @L dir.

I n+l

Buradan, & (1A y,x - y;x Al)-x (LAY, -y, A1)

(1A Yi%i = ¥iX Al) -x Ay +xy, Al

Qo

dz(yixi)_xidz(yi) =0

Qo -

bulunur. Sonug olarak, & Y,d, () TW, (R) elemanin:

ad, (v,x)-xd,(v;) TW, (R) ye tasiyan bir k - lineer dontisim vardir.

tgéyidz(xi)gzo oldugu icin W, (R) %3®W, (R) %30 (W, (R))
[ 2

dontsumlerinin bileskesini aldigimizda

td = D, : W, (R) %3®U* (W, (R))
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Dlg?ayidl(xi)g: ?adl(yi)xdl(xi)

olup istenen simetrik tirevin varlig: elde edilir. W

Teorem 4.2.15 R bir afin k - cebir ve U (W1 (R)) en az bir tane simetrik tureve
sahip olsun. Wl(R) nin bir projektif R - modil olmas: icin gerek ve yeter kosul

W, (R) nin bir projektif R - modul olmasidir.

Ispat: Wl(R) nin bir projektif R - modil oldugunu varsayalhim. Teorem 4.2.5 den

R bir regiiler halka ve Teorem 4.2.4 den W, (R) bir projektif R — modulddir.

Tersine, Onerme 4.2.3 ve Teorem 4.2.2 den
0 %30 (W, (R)) %43®W, (R) %3®W, (R) %23®0 R -modillerin bir tam

dizisi vardr.
Bu dizi split tam dizidir. Dizinin split olusu ispat icin yeterlidir.
W, (R) @ W, (R)AU? (W, (R)) dir. Bu ise bize W, (R) nin projektif oldugunu

gosterir.

Sonug 4.2.16 R bir afin k - cebir ve U (Wl(R)) , en az bir simetrik tireve sahip

olsun. Wl(R) nin bir serbest R —moddl olmast igin gerek ve yeter kosul W, (R)

nin bir serbest R — modul olmasidur.

Ispat: Olgun, N., 2016, Corollary 3.10'a bakiniz.
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Teorem 4.2.17 R bir afin k - cebir ve U (Wl (R)) , en az bir simetrik tiireve sahip

olsun. R nin bir regiler halka olmasi igin gerek ve yeter kosul Wz(R) nin bir

projektif R —modil olmasidir.

Ispat: Teorem 4.2.4, Teorem 4.2.5 ve Teorem 4.2.15 den goruliir.

Sonug 4.2.18 R bir afin k - cebir ve U (Wl(R)) , en az bir simetrik tlreve sahip

olsun. R nin bir regiler halka olmasi igin gerek ve yeter kosul WZ(R) nin bir

serbest R — modul olmasidur.

Not: Olgun, N., 2016, Corollary 3.12'ye bakinz.

Lemma 4.2.19 R degismeli K - cebir olsun. W, (R) nin d,:R %3®W, (R)

evrensel turev operatdriiyle bir evrensel modil oldugunu varsayalim. Bu durumda

a,,b, TR olmak iizere D:W, (R) %23 L’ (W, (R))

Dt&ad,(n): =810, () Ve )

déntsima W, (R) lizerinde birinci dereceden diferansiyel dontsimdr.

Ispat: Osborn, H., 1968, Lemma 9.2'ye bakimz.

Sonug 4.2.20 R bir afin Kk - cebir olsun. Bu durumda R - moddllerin

0%3W, (R) ¥5®J, (W, (R)) %3 L* (W, (R)) %3@0

bir split tam dizisi vardur.
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Ispat: Hart, R., 1996, sayfa 179'a bakiniz.
4.3. Kihler Modiillerinin Simetrik Turevleri Uzerine Elde Edilen Sonuglar

Bu boélimde, birinci dereceden Kaihler modillerinin simetrik tlrevleri
Uzerinde tanimlanmis bazi bagintilar ikinci dereceden Kahler modillerinde

incelenmis ve bazi yeni bagintilar ve izomorfizmler elde edilmistir.

Teorem 4.3.1 R bir afin K - cebir olsun.Bu durumda
J, (W, (R)) @ w, (R)AU*(w, (R)) AL (W, (R))
izomorfizmi vardir.

Ispat: Sonug 4.2.20 den Jl(Wl(R)) nin WZ(R)ALZ(WI(R)) ye izomorf

oldugu sdylenebilir ve Osborn tarafindan ispatlanmis olan R - modiillerin
0330’ (W, (R)) ¥a3®W, (R) ¥a3®W, (R) 330
split tam dizisini kullanarak bu iki split tam diziden
3, (w4 (R)) W, (R) AU (W, (R)) AL (W (R))
izomorfizmi elde edilir.

Ornek 432 R= k[a, b] boyutu 2 olan bir polinom cebiri olsun. Bu durumda

W, (R), {d,(a),d,(b)} baziylarank: 2 olan bir serbest R - moduldir.
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0*(w, (R)). {d,(a)Ud,(a),d;(a)Ud,(b),d,(b) Ud,(b)] tretec kiimesi ile
rankt 3 olan bir serbest R - moduldiir.
L*(W,(R)). {d.(a)Ud,(b)} dretec kiimesi ile ranki 1 olan bir serbest

R - moddl

3, (W, (R)) {0y(e (). Bx(c (0} By () Bk b). (o (=), (c (1)}

tarafindan iretilir ve ranki 6 dir. izomorfizm ranklari ile bellidir.Dolayisiyla,
J, (W, (R)) @ W, (R)AU* (W, (R))AL>(W,(R)) dir.
Teorem 4.3.3 R = k[x, K x, ] degismeli bir k - cebir olsun.Bu durumda

0 %a3kerg ¥a3@J, (W, (R)) ¥ W, (R) %430
R- modullerin bir kisa tam dizisi vardir ve

kerq @ L* (W, (R))AU* (W, (R))
dir.
Bu teoremin ispatin1 vermeden 6nce yardimci olmasi bakimindan asagidaki

lemmalar verilecektir.

Lemma 4.3.4R:k[x1,sz] bir afin K-cebir olsun.Bu durumda

R - modullerin

W, (R) %¥®J, (W, (R)) %@L’ (W, (R)) ¥23@0

bir tam dizisi vardir.
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Ispat: R birimli ve degismeli bir Kk - cebir, WZ(R), R nin ikinci dereceden
tlrevlerinin evrensel moduld,

J,(W,(R)); D,:W,(R)®J,(W,(R)) evrensel diferansiyel operatoriyle
W, (R) Uzerinde derecesi 2 ye esit veya daha ki¢ik diferansiyel operatorlerin
evrensel modult olsun. Bu durumda, xi,xj,xk,xlTR ve m,n,t,r=0,12
1£1, ),k I1£s

olmak uzere
B.:w,(R)®L*(W,(R))
Bzaé a ximx;‘dz(xix{)gz a dz(ximx?)Udz(xix,r)
gijkl g ikl
dondstimu W, (R) uzerinde tanimlz ikinci dereceden diferansiyel dontstmdr.
JZ(WZ(R)) nin evrensellik 6zelliginden dolay: asagidaki diyagrami degismeli
yapan
a,D, = B2 olacak bicimde tek bir g, :J, (W, (R))®L*(W,(R)) R -modil

homomorfizmi vardur.
W,(R) ¥¥®  L*(W,(R))
D, 1 Z $lg,
3, (W (R))
a,D, (x{“x?d2 (xix,r )) =B (x{“xj“d2 (xix{)) =d, (Ximxl'?) ud, (x,‘(x,r)

oldugundan dolay: g, ortendir.Bu yiizden R - modiillerin
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W, (R) %¥®J, (W, (R)) %@L’ (W, (R)) ¥23@0

bir tam dizisi yazilabilir. Bu dizinin J, (W, (R)) de tam oldugunu géstermek

yeterlidir.

ImD,, D, (d,(x)). Dz(dz(xi,xj)) i, j =1 K,s tarafindan Uretilir ve
dz(xi)Udz(xj)+d2(xj)Ud2(xi):0
dir. Dolayisyla,
0,0, (d, (%)) =B2(d,(x)) =d,(1)Ud,(x) =0
a0, (d, (%)) = B2 (d, (xx;)) = d, (1) Ud, (xx,) =0
Buise, ImD, T kerq, oldugunu gosterir. Buradan
p: % (W, (R% p, ¥4¥® L* (W, (R)) déntisimi
p(Dz(ximx;‘dz(xix,r))):dz(ximx;‘)Udz(xix{) olarak tanimlanabilir.

Jz(Wz(R% D, nin dreteg kiimesi,

{D2 (x{“x;‘d2 (xix{)) 1£i, j,k, 1 £s,m,n,t,r=0,1, 2} dir.

L? (W2 (R)) d, (ximxj'?) ud, (xf(x,‘) bazi ile bir serbest R - modl oldugundan
a:L* (W, (R)) yam 2 (Vs (R% p, dontstmi

q (d2 (x{”x;‘) ud, (xix{)) =D, (Ximx?dz (Xixlr))

olarak tanimlanabilir.
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Bu  donusum pq ve qp nin  birim  oldugunu  kanitlar.

ker p = kerq, ImD, =0b kerg, =ImD, dir. Dolayisiyla dizi tam dizidir.

Benzer bigcimde asagidaki lemma verilebilir.

Lemma 4.35 R:k[xl,KxS] bir afin k-cebir olsun. Bu durumda

R - modiillerin

W, (R) ¥¥®J, (W, (R)) ¥48@U* (W, (R)) %4380

bir tam dizisi vardir.

ispat:  J,(W,(R)); D,:W,(R)®J,(W,(R)) evrensel diferansiyel
operatoriyle W, (R) lizerinde derecesi 2 ye esit veya daha kiguk diferansiyel

operatdrlerin evrensel modili ve m,n,t,r =0,1,2 ve 1£1i, j,k,1 £s olmak

Uzere

=
= - O
=

olarak tanimlansin.

J, (W2 (R)) nin evrensellik 6zelliginden asagidaki diyagrami degismeli yapan

4,D, = Dz olacak bigimde tek bir g, J, (W, (R)) va3@0* (W, (R))

R - modil homomorfizmi vardir.
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W, (R) Ve 0% (w, (R))
D, 1 Z 3lq,
3, (W, (R))

a,D, (x{“x?d2 (xf(x,r)) =D, (x{“x;‘d2 (xix,r)) =d, (x{“x?)U d, (xf(x,r)

oldugundan dolay: q, ortendir. Bu yuzden R - modillerin
W, (R) ¥2¥@J, (W, (R)) 3@V (W, (R)) Y430

bir tam dizisi yazilabilir.Bu dizinin Jz(Wz(R)) de tam oldugunu gostermek

yeterlidir.

ImD,, D, (d,(x)). Dz(dz(xi,xj)) i, j =1K,s tarafindan uretilir ve
dz(xi)Udz(xj)—dz(xj)Udz(xi):O dur.
Dolayisiyla,
6.0, (d, (%)) = D, (d, (x)) = d, (1) Ud, (x) =0
q,D, (d2 (xixj)) = II;2 (d2 (xixj)) =d,(1)Ud, (xixj) =0
Buise, ImD, T kerg, oldugunu gésterir. Buradan

o1 (w: (R% p, YU’ (W, (R)) donusim

P, (D2 (Ximx?d2 (X,t(xlr ))) =d, (Ximx?) Ud, (Xi Xlr) olarak tammlanabilir.
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Jz(Wz(R% D, nin Urete¢ kimesi,

{D2 (ximxj“d2 (xix{)) 1£i4,j,k,1 £s,m,n,t,r=0,1, 2} dir.

0% (W, (R)). d, (x{“x?) Ud, (xix{) baz1 ile bir serbest R - modiil oldugundan

q,:0% (W, (R)) va3@ % (W, (R% p, dontsum

g, (d2 (ximxj“) Ud, (xix,r )) =D, (ximxj“d2 (xix,r ))
olarak tanimlanabilir.

Bu  donusum pg  ve 0,p, in  birim  oldugunu verir.
k _kerq, _ _ . - .
erp, = 1170 4 0 b kerg, =ImD, dir. Dolayisiyla dizi tam dizidir.
2

Teorem 4.3.3 Un ispat1 asagidaki gibidir.

ispat: Jz(Wz(R)); D, evrensel diferansiyel operatériyle W, (R) uzerinde

derecesi 2 ye esit veya daha kiglk diferansiyel operatdrlerin evrensel modulu

olsun.

Bu durumda asagidaki diyagram: degismeli yapan qD, =1 olacak bicimde bir tek

q:J,(W,(R)) ¥23W, (R) R -modil homomorfizmi vardr.

W,(R)  va®  W,(R)
D, 1 Z $lq

3. (W, (R))
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qugaxlx (%, ) A xd, (Xx) mnt,r=012,1£i, j,k1£s

ei.jkl g ikl

oldugundan q o6rtendir. Bu yuzden R - modullerin
0 Yadkerq %23 J, (W, (R)) ¥43®W, (R) Y430

bir kisa tam dizisi yazilabilir.

i, 1L (W, (R)) %3, (W, (R)) donisim

il(dz(ximx?)l]d (xkx, )) %[Dz(x{“x;‘dz(x;x,r))+D2(xﬁx,rdz(ximx?))
+ xi’“x;‘Dz(dz(xix,“))-xf(x{Dz(d (x,mxj”))]

olarak tanimlansin.

Benzer bigimde,

i, 0% (W, (R)) ¥a3J, (W, (R)) donistimi
iz(dz(ximxj“)l]dz(xﬁx,r)) :% (x X! d (ka, )

x))-o
xxD( )xkx, ( )]

olarak tamimlansin. Buradan, a T L? (W (R)) bTU? (W (R)) olmak Uzere

f:L2(w,(R))AU* (W, (R))3%J, (W, (R))

f (a,b) =qi, (a) +qi, (b) olacak bicimde bir doniisiim tanimlandiginda

kerg @ L* (W, (R))AU? (W, (R))
elde edilir.

Dizinin split olusunu ispatlayalim:
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B.:w,(R)®L*(W,(R))

Bzaé a ximxj“dz(xix,r)gz a dz(ximx?)l]dz(xix,r)

eijkl g ikl
ve
D, :W, (R) %230° (W, (R))
6

Ej)zg a xi"‘x;‘dz(xix{)s a dz(ximx?)U d, (x,t(x,r)

ei,jk,l g Wikl

déntstmleri ikinci dereceden turevlerdir. Dolayisiyla J, (W2 (R)) nin evrensellik

ozelliginden dolay1 asagidaki diyagramlari degismeli yapan

g, 13, (W, (R)) va3L* (W, (R))

d, : 3, (W, (R)) 33@0° (W, (R))
R - modiil homomorfizmalari vardir dyle ki

W,(R) %¥® L*(W,(R))

D2 le(R)
J,(W,(R)) @ L*(W,(R))
W, (R) V5@ 0% (w, (R))

D2 lWZ(R)
J,(W,(R)) ¥@® U*(W,(R))

dir. Bu nedenle,
81



4, SIMETRIK KUVVET MODULLERI Hamiyet MERKEPCI

qlng a x"xid, (xix{)g = Bzaé a x"xid, (xix{)? = é d, (ximxj“) ud, (xix{)

ei.jkil /] i, j.k,l g ikl
ve
a o O U & o) 0 o -
D,¢ & X'xjd, (xkxI )_ D,¢c & ,mxj“dz(xix,r)+: a dz(x{“x?)Udz(xix{)
ei,j.k,l [} ei,j.k,l g ikl

yazilabilir. Buradan,
Bh =L, squ, e
Gelz =Lz o)
Qi =
g,i, =0

elde edilir. Bu ise dizinin split olusunu verir.

Ornek 4.36 R=Kk [X, y] bir polinom cebiri olsun.

W, (R). {d,(x).d,(y).d,(x).d,(x*).d,(y?)} baz ile ranki 5 olan bir
serbest R - modildir.

0% (W, (R)). { d,(x)0d,().d,(x)Ud (), (¥) Udt ()., (x) U ()., (x) U ().
d,(y)Ud,(y).d, (y)Ud, (xy).d,(y)Ud, (x*).d, (y)Ud, (y*).

d, (xy)Ud, (xy).d (xy) Ud, (x*).d, (xy) Ud, (v*),
d,(x*)0d,(x*).d,(x*)0d,(y?).d,(y*)Ud,(y*)} baz: ile ranki 15 olan bir

serbest R — moduldir.
L (W, (R)),

{d,(x)Ud,(y).d,(x)Ud,(xy),d,(x)Ud,(x*),d, (x)Ud, (y?).
82
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d2(y)l:sz(xy),d2(y)l.‘sz(xz),dz(y)l‘sz(yz),dz(xy)l:Jd2 (xz),

d,(xy)Ud, (yz),d2 (XZ) ud, (yz)} ireteg kiimesi ile ranki 10 olan bir serbest

R - modiildr.

3,(W, (R)). €D, (d, (x)).D, (d, (¥)).D, (d, (%)).D, (d, (%)).D, (. (¥*))
D, (xd, (x)).D, (xd,(y)).D,(xd, (xy)) Dz(xdz(xz)) Dz(xdz(yz))
Dz(ydz(x)),Dz(ydz(y)),Dz(ydz(xy)) Dz(ydz(xz)),Dz(ydz(yz))
Dz(xydz(x)),D2(xydz(y)),DZ(xydz(xy)),Dz(xydz(xz)) Dz(xydz(yz))
Dz(xzdz(x)),Dz(xzdz(y)),Dz(xzdz(xy)) Dz(xzdz(xz)),Dz(xzdz(yz))
D, (y7d (x)). D2 (y7da (¥)). D2 (' (x9)). o (v (). 0. (e (v*))3

kiimesi tarafindan Uretilir.

izomorfizm W, (R), L*(W, (R)), U*(W, (R)) nin ranklar: ile bellidir.

Dolayssiyla, J, (W, (R))@W, (R)AL*(W,(R))AU*(W,(R)) dir.

Ornek4.3.7 R= k[X, Y, z] bir polinom cebiri olsun. Bu durumda W, (R) ,

{dz(x),dz(y),dz(z),dz(xy),dz(xz),dz(yz),dz(xz),dz(yz),dz(zz)} bazi

250
ile ranki 83+ -1=9 olan bir serbest R - modildir.
g

§85 52,

J, (W, (R)) =W, (R)AL*(W,(R))AU*(W,(R)) izomorfizmini kullanarak

rank 0% (W, (R)) 45, rankL? (W, (R)) =36 dur.

rankJ, (W, (R))=9+36+45 =90 elde edilir.
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Ornek 438 R=K[x,y] polinomlar cebiri ve 1 da f=y*-x> eleman

tarafindan dretilen R nin  bir ideali olsun. Szk[x’y](f) alinsin.

s)@F ). dir. Burada F', {d,(x).d,(y).d,(x).d,(x").d,(y?)}
baziyla bir serbest S-modil, N' de F' nin {dz(f),dz(xf),dz(yf)}
elemanlar: tarafindan dretilen bir alt modultddr.

d, (f)=d,(y?)-3xd,(x*)+3x%d,(x)
dz(xf):xdz(yz)—zedz(x2)+2yd2(xy)+7x3d2(x)—2xyd2(y)
dz(yf):3yd2(y2)—3xyd2(xz)—3x2d2(xy)+6x2d2(x)—yzdz(x)

rankW, (S) = §2I12-1:2 oldugundan
o

rankN ' = rankF '- rankW, (S) =5-2=3 elde edilir ki buradan N' serbest

S - moduldur.

Benzer bicimde, U? ( ,(S ))@U FI dir. Burada U?F |

{dz(x)Udz(x),dz(x)UdZ(y),dz(x)Udz(xy) d,(x)Ud, (xz) d,(x)Ud, (y)
d,(y)Ud, (y).d,(y) 0d, (xy).d, (y) U, (x°). 4, (y) Ud, (¥°). 0, (xy) U, (x),

(
d, ()03, (x).0; () Ud, (y°).d, (x°) 0, ()., (<°) O, (y°). . () O (y°)3

uretec kiimesi ile bir serbest modiil, I, de U%F nin
dz(f)Udz(x):dz(yz)Ud2(x)—3xd2(x2)Ud2(x)+3x2d2(x)Ud2(x)
dz(f)Udz(y):d2(yz)Udz(y)—3xd2(XZ)Udz(y)+3x2d2(x)Ud2(y)

d,(f)0d,(xy)=d, (yz) Ud, (xy)-3xd, (xz) Ud, (xy)+3x’d, (x)Ud,(xy)
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dz(f)Udz(xz) :d2(yz)Udz(xz)—3xd2(x2)Ud2(x2)+3x2d2(x)0d2(x2)

dz(f)Udz(yz) :dz(yz)Udz(yz)—Sxdz(x2)0d2(y2)+3x2d2(x)Ud2(y2)

d,(xf)Ud,(x)=xd, (yz)U d, (x)-6x’d, (XZ)U d,(x)+2yd, (xy)Ud,(x)+
+7x%d, (x) U d, (x) - 2xyd, (y)Ud, (x)

d,(xf)Ud,(y)= xd2(yz)Udz(y)—6x2d2(XZ)Udz(y)+2yd2(xy)Ud2(y)+
+7x°d, (x)Ud, (y)-2xyd, (y)Ud,(y)

d,(xf)Ud, (xy) =xd, (yZ)U d, (xy) - 6x°d, (XZ)U d, (xy)+2yd, (xy)Ud, (xy)+
+7x°d, (x) Ud, (xy) - 2xyd, (y) U d, (xy)

64)06, ()21, 06, ()¢, (<)00, ) 20, () 0 <)
+7x%d, (x) Ud, (x*) - 2xyd, (y) 0 d, (x*)

dz(Xf)Udz(yz) :Xdz(yz)Udz(yz)_6X2d2(XZ)Udz(y2)+2yd2(xy)UdZ(y2)+
+7x, (x) U d, (y?) - 2xyd, (y) Ud, (v?)

d,(yf)Ud,(x)=3yd, (yz)U d, (x) - 3xyd, (XZ)U d, (x)-3xd, (xy)Ud,(x)+
+6x°yd, (x)Ud, (x) - y?d,(y)Ud,(X)

d,(yf)Ud,(y) :3yd2(y2)Ud2(y)—3xyd2(x2)Ud2(y)—3x2d2(xy)Ud2(y)+
+6x°yd, (x)Ud, (y) - y*d,(y)Ud,(y)
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d,(yf)Ud, (xy) :3yd2(y2)Ud2(xy) —3xyd2(x2)Ud2(xy) -3x%d, (xy) Ud, (xy)+
+6x°yd, (x)Ud, (xy) - y*d, (y) Ud, (xy)

d, (¥F)Ud, (x*) =3yd, (v*) Ud, () -3xyd, (x*) Ud, () -3¢¢d, (xy) Ud, (X ) +
+6x°yd, (X) Udz(xz) - y?d,(y)Ud, (xz)

dz(yf)Udz(yz) :3yd2(y2)Ud2(y2)—3xyd2(x2)Ud2(y2)—3x2d2(xy)Ud2(y2)+
+6x2yd2(x)Ud2(y2) —yzdz(y)Udz(yz)

elemanlar: tarafindan Uretilen bir alt moduluddr.
, 22 +1o _ 230

rank U* (W, (S)) = =3 Benzer disiinceyle,
§2-1; glﬂ

L (Wz (S)) @ L*F L, dir. Burada L°F

baziyla bir serbest modil ve L, de L°F nin

d,(f)Ud,(x)=d,(y*)Ud,(x)-3xd,(x*)Ud,(x)
d,(f)ud,(y)=d,(y*)ud 3xd( 2)Ud, (y)+3x%d, (x)Ud, (y)
d,(f)Ud,(xy)=d, (y )Ud -3xd (xZ)Ud2 (xy)+3x’d, (x)Ud, (xy)
d,(f)Ud,(x*)=d,(y*)Ud,(x )+3x2d (x)Ud,(x*)
dz(f)Udz(yz)——:%xdz( )Udz(y)+3x2d2(x) .(¥?)
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d,(xf)ud,(y)= xd2(yZ)Udz(y)—6x2d2(xz)Udz(y)+2yd2(xy)Udz(y)
+7x%d, (x)Ud, ()

d,(xf)Ud,(xy)=xd, (yz) Ud, (xy)-6x°d, (xz) Ud, (xy)+7x°d,(x)Ud,(xy)
-2xyd, (y)Ud, (xy)

d,(xf)ud, (xz) = xd, (yz)l‘sz(x2)+2yd2(xy)L‘Jd2 (x2)+7x3d2 (x)Udz(xz)
—2xyd2(y)Ud2(x2)

dz(xf)Udz(yz) = —6x2d2(x2)Udz(y2)+2yd2(xy)Udz(y2)+7x3d2(x)0d2(y2)
‘2Xyd2(y) Udz(yz)

d,(yf)Ud,(x)=3yd, (yz) Ud, (x) -3xyd, (xz) Ud, (x)-3xd, (xy)Ud,(x)
-y*d,(y)Ud, (x)

d,(yf)Ud,(y) :3yd2(yz)Ud2(y)—3xyd2(xz)Udz(y)+6x2d2(x)Udz(y)

d,(yf)Ud,(xy) :3yd2(y2) ud, (xy) —3xyd2(x2)L‘Jd2(xy)+6x2d2 (x)Ud,(xy)
_yzdz(y)Udz(Xy)

dz(yf)Udz(xz) :3yd2(y2)Ud2(x2)—3x2d2(xy)Udz(x2)+6x2yd2(x)0d2(x2)
—yzdz(y)Udz(xz)

dz(yf)Udz(yz) = —3xyd2(x2) Ud, (yz) -3x°d, (xy) L‘sz(y2)+6x2yd2 (x) Udz(yz)
‘yzdz(y) Udz(yz)
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’:
“E0_ 1 i,
825

JZ(WZ(S)) nin ranki W, (S), UZ(WZ(S)), LZ(WZ(S)) nin ranklarindan

tarafindan  dretilen bir alt modaludar. rankL*(W, (S))

hesaplanabilir. Dolayisiyla

J,(W,(s))@w,(S)AL>(w,(S))AU*(W,(s)) dir.
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5. SIMETRIK KUVVET MODULLERININ PROJEKTIF BOYUTLARI

Bu boélimde ilk olarak evrensel tirev modullerin projektif boyutlar:
incelenecek, daha sonra hiperylzeylerde evrensel tiirev modillerin projektif
boyutlar1 verilecek ve hiperyiizeylerde evrensel tirev modullerinin ikinci

dereceden simetrik kuvvet modullerinin projektif boyutlar: hesaplanacaktir.

5.1. Evrensel Turev Modullerinin Projektif Boyutlar:
Ilk olarak evrensel tirev modillerinin  projektif  boyutlarinin
hesaplanmasinda gerekli 6nerme ve sonuglar verilecek, daha sonra hiperytzeylerde

projektif boyutlarin nasil hesaplandig: érnekler Uzerinde anlatilacaktir.

Onerme 5.1.1 R= k[xl,K,x,] polinom cebiri ve 1 =(f,,K, f,) R nin bir
ideali olsun. K, J,(R) nin
{Dn (xi'l KX/ fa):a =1,K,m; 0£i, +Ki, £n-1, i,T¥} tarafindan Uretilen
bir alt modulii olsun. Bu durumda D,:R%23J,(R) n-inci dereceden
evrensel diferansiyel operat6r olmak zere RD, (1) T K+ 13, (R) dir.

Ispat: D, bir k - lineer donuisim oldugundan herhangi bir f ‘TR icin

D,(f,f") T K+1J,(R) oldugunu gostermeliyiz. f'TR olsun. Bu durumda
Qi o Dy, 1 K +K+i3n ve j+K+ j, <n olmak tizere

fro é a(ilKi,)Xlil KX+ é b(lejl)xljl K x)" yazilabilir. Bu nedenle

(i,Kiy) (iKir)

D, (i f) = & D0 (X KX )+ & by Da (X KX F;) yazilabilir.

iy Kiy hKJy
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D, ., n-inci dereceden diferansiyel operator oldugundan
i iy - 2 1 1 2 Wy W)
Dn(Xl I'<XI 1:i)_( )m(t1Kt,)Dn(XI KX: 1:i)-l- fl( a)m(w1Kw,)Dn(X1 I‘<XI )
t, Kt w; Kw,

dir. Burada M . 1, M, 1) TK Ve O£, +KE, <n, 0£w, +K+w, £n dir.

w Kw, )

Denklemleri toplarsak,

Do(fif)= A uu)Mewe)Dn (KX )+ & by D (X2 KX )
(i Kiy )(tKt,) (hKi)

+ fi é a(ilKi,)m(lew,)Dn (Xiwl I’<X\|NI )

(i Ky ) (wy Ky )

elde edilir ki bu toplam K + 13 (R) ve aittir.

Sonu¢ 5.1.2 RD“(I)H‘]”(% (R) bir I%—mod[]l olarak

{o. (X KX f)+19, (R): =LK, m, O£, +K+i, <n, i, Ki, T¥] kimesi

tarafindan Uretilir.

. K+1J (R
Ispat: ¥ ”( )IJ (R)

{Dn(X}KX:' fi): 0£i, +K+i, <n, i, Ki, T¥, i:1,K,m} kiimesi tarafindan

+1J,(R) _RD, (1)+13,(R)

13, (R) 13, (R) dir

Uretilir. Bu ylzden

‘R R : : o
Sonu¢ 5.1.3 D, : %%:@Jn(ﬁ) evrensel diferansiyel operatoriini ve

Onerme 221 deki

L o N+1J, (R Yo (R \ \
0 %3 (%n(R)A@ (R) (R)/fa@Jn(F%)mm tam
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dizisini g6z oniine alarak J, (F%) {D, (Xf KX} ): 0£i, +K+i, £n} kimesi

tarafindan dretilir ve b (Dn (xl'1 KX} )+ 1J, (R)) =0 bagintisi vardr.

ispat: J, (R), {Dn (xlile:'): 0£i +K+i, £ n} baziyla serbesttir. Bu yizden
‘]“(F\%n(R) , {bDn(x}Kx:'): 0£il+K+i,£n} baziyla bir serbest

% - modiildur. Dolayisiyla J, ('%) , {bDn (Xill KX} ) 0Ei +K+i, £ n}
kiimesi tarafindan dretilir ki bu {Dn (xl'1 KX} ) 0EL+K+I £ n} e esittir.
ker b nin Gretecleri tarafindan belirlenen bagintilar son sonugtan

{D. (KX £): 0£i +K+i, £n;i=1K,m} dir

5.2. Hiperytzeylerde Evrensel Turev Modillerinin Projektif Boyutlarn

R reguler afin cebirse J, (R) bir projektif R -modildir. O halde R
regller afin cebirse J, (R) nin projektif boyutu sifirdir. L, R nin kesir cismi

_gn+pod

olsun. dimLLAJn(R)—g .
[/

dir. Burada p , L nin transandant

. gn+po .
derecesidir ve g = binom katsayisidir.
g

R= k[xl,Kx,] polinomlar cebiri ve | da g TR eleman: tarafindan uretilen R

X, K, %]

k
nin bir ideali olsun. Bu durumda % = [ ( ) olarak gosterilen afin tamlik
g
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bolgesine hiperyiizey denir. S = % olarak alinsin. F {dn (xb ):|b| £ n} firetec

kiimesi ile serbest S-modil ve N de F nin {dn(xbg):|b|<n} kiimesi

tarafindan Gretilen alt moduli olsun. Sonug 5.1.3 den Wn(S)@F%\|

izomorfizmasi vardir. Bundan dolay: S — modullerin
0%:3®N V3 F %3BW, (S) 0 P/ %30

bir tam dizisi yazilabilir.

Teorem 521 S = k[XpKX%) bir afin tamlik bolgesi olsun. Bu durumda

J,(S) nin projektif boyutu 1 veya 1 den kiigiiktir.

Ispat: Erdogan, A., 1993, Teorem 3.1.4'e bakiniz.

Not: n=1 icin R sonlu boyutlu bir tamhk bdlgesi ise bu durumda R nin

complete intersection olmas: igin gerek ve yeter kosul Jl(R) nin projektif

boyutunun 1 veya 1 den kiicik olmasidir. Buna gore yukaridaki teoremde S bir
complete intersectiondir. Bu ylizden Jl(S) nin projektif boyutu 1 veya 1 den

kucuktr.

Sonug 522 S = k[xi’K'X%) bir afin tamhk bdlgesi olsun. Bu durumda
pd (W, (S))£1 dir.
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Ornek 523 R = k[x, Y, z] polinomlar cebiri ve |, R nin g =yz - x3 eleman

tarafindan dretilen bir ideali olsun. S = % alalim. S afin tamlik bdlgesi olup

boyutu 2 dir. Buna gére W,(S), W,(S) ve W,(S) nin projektif boyutlar:
hesaplanabilir.

W, (S): F, bazi {d;(x),d;(y).d,(z)} olan bir serbest S - modil ve N de
F nin d,(g)=yd,(z)+zd,(y)-3x*d,(x) eleman: tarafindan wretilen bir
S-alt  modulidir.  Sonug 513 den W, (S)@ % dir.

-
82

olup N serbest S - moduldir. O halde

rankW, (S) 1=2 oldugundan rankN = rankF - rankW, (S)=3-2=1

0 %3N Y3 F %.3BW, (S) @ P %30

S - modil tam dizisi yazilabilir. Bu ise Wl(S) icin serbest ¢dzunlrluk olup
pd (Wl(S))ﬁl bulunur.

W, (S): F' bazi {d,(x),d,(y),d,(2).d,(%),0,52) &, (y2). &, (x¢). 0, () (2}
kimesi olan serbest S - modil ve N' de d,(g), d,(xg), d,(yg), d,(z9)

elemanlarn tarafindan Gretilen F' nln bir alt modult olsun. Burada

d,(g)=yd,(z)+zd,(y)-3xd,(x)
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d,(xg) = xd, (yz)+yd, (xz) +zd, (xy) - xyd, (z) - xzd, (y)

-6x°d, (xz) + (8x3 - yz)d2 ()
dz(yg):2yd2(yz)+zd2(y2)—y2d2(z)—(x3+2yz+x2)d2(y)+(3xy+y—yx)d2(X2)
—(4x2y+2xy)d2(x )+(x2 +2x) d, (xy)

d,(zg) = yd2(22)+22d2(yz)+(2x3 —2yz)d2(z)—3xzd2(x2)

-3x’d, (xz) + 6x%zd, (x) - 2°d, (y)

olup Sonug 5.1.3 den W, (S) @ F%\I  dir. rankW, (S) = E;k_) -1=5 oldugundan
/]

rankN ' = rankF '- rankW, (S)=9-5=4 olup N' serbest S - moduldir. O

halde S - modiillerin
0%IBN' V5@ F YW, (S)0 F ) 730

tam dizisi alinabilir. Bu da W, (S) icin serbest ¢tzinirlik olup pd (W2 (S)) £1

bulunur. Burada p dogal homomorfizma ve T ise

& -3x° z y 0 0 0 0 o0 o6
ESX3 -yz -XZ - Xy z y x -6x2 0 0.
¢ 6x°y 2x°-2yz -y? -3x* 0 2y -3xy z 07

6x°z 22 2xX¥°-2yz 0 -3x* 2z -3xz 0 yj

matrisidir.

Wy(s): Fr, {dy(x'y'z*): i,ik=0123 OLi+j+KE3} kimesi ile
serbest S -modil ve N" de d,(g), d;(xg), d,(ya). d;(zg). dy(x*g).
d;(y?a). d;(z°g). dy(xyg). d;(xzg). d,(yzg) elemanlan tarafindan

uretilen F" nin bir S-alt modili olsun. Sonu¢ 5.1.3 den dolay
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W,(S)@ F"N" dir. rankW3(S):ae59—1:9 oldugu igin
824

rankN " = rankF "~ rankW, (S) =19-9=10 olup N " serbest S - moduldir. O
halde S — modullerin

0%3BN"Ya3DF " %3W, (S) @ F /. %380

tam dizisi alinabilir. Bu ise W, (S) igin serbest ¢ézunurlik olup pd (W3 (S)) £1

bulunur.

Evrensel tirev modillerinin projektif boyutlarinin sonlu olmadigi bazi 6rnekler

asagida verilmistir.

Ornek 5.2.4 R = k[x, Y, z] polinomlar cebirive | da f =y*-xz, g=vyz-x°,
h=2°-x?y elemanlan tarafindan Gretilen R nin bir ideali olsun. S :F%

olarak alinsin. S afin tamhik bdélgesi olup boyutu 1 dir, regiler degildir ve

pd (Wl(S)) =¥ bulunur.
Not: Olgun, N., 2005, Sayfa 28'e bakiniz.

Ornek 525 R= k[X, Y, z] polinomlar cebiri ve | da f=y*-xz ve
g = z? - x° elemanlar tarafindan tretilen R nin bir ideali olsun. S = % olarak

alinsin. S afin tamlik bolgesi olup boyutu 1 dir ve pd (W2 (S)) =¥ bulunur.
Not: Olgun, N., 2005, Sayfa 29'a bakinz.
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Onerme 5.2.6 S boyutu I -1 olan regiiler lokal halka olsun. S - modillerin

033N Y23 F Ya3W (S) 3,30
bir tam dizisi alinsin. m, S nin maximal ideali olmak tizere N E mF dir.

ispat: S reguler lokal halka ise Onerme 2.3.3 ve Teorem 2.4.6 dan W, (S) ranki
gn+1-1§ W, (S

-—1 olan serbest S - moduldir. Béylece M : S/ Uizerinde
$ -1 mw, (S) ~ /M

gn+1-1

0 4
boyutu g - =1 olan bir vektor uzayidir. N I mF oldugunu kabul edelim.
g

w,(s) o N o P
mw, (S) m(%) mFE N

F &n+ |f)
edilir. — S Uzerinde vektor uzay: olup boyutu -=1 dir. Buradan
mF /n R T

Bu durumda

@ 5 izomorfizmleri elde
mF

gn+lo an+l-15 . o - :
g | +=8 1.1 % esitligi yazilir. Bu ise geligkidir. Boylece N E mF dir. W
] - 2

Sonug 5.2.7 S boyutu | -1 olan regler halka olsun. S - moddillerin
0%:3®N Y3 F %3BW, (S) 0 P %30

tam dizisi alinsin. m, S nin maximal ideali olmak tizere N E mF dir.

Ispat: Olgun, N., 2005, Sonug. 3.2.2'ye bakiniz.
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Ornek 528 R= k[x, y] polinomlar cebiri ve | da f =x*+y*-1 elmam

tarafindan Uretilen R nin bir ideali olsun. S = % olarak alinsin. S afin tamlik

bolgesi olup boyutu 1 dir ve regiler bir halkadir. m, S nin bir maksimal ideali

olsun. F, {d,(x),d,(y)} kiimesi Gzerinde serbest S-modil ve N de

{xd, (x)+yd, (y)} kumesi tarafindan dretilen Fnin bir alt modlii olsun. Sonug

5.1.3den W, (R) @ /| idi. O halde N & mF dir.

Onerme 5.2.9 S boyutu I -1 olan afin tamlik bolgesi olsun. S - modiillerin
0%3N Y3 F 3/4?@Wn(8) @ % Y230

tam dizisi alinsin. m,S nin maximal ideali olmak tizere N T mF ise

pd (W, (8))=1 dir.

ispat: Sonu¢ 5.2.2 den pd (Wn (S))El dir. O halde pd (Wn (S)) nin 1 e esit
oldugunu gostermek icin W, (S) nin projektif modul olmadig: gosterilmelidir.
S lokal halka ve W, (S) nin projektif modil oldugunu varsayalim.

rank (W, (S)) :§n:-11—1§_1 dir.

97



5. SIMETRIK KUVVET MODULLERININ PROJEKTIF BOYUTLARI
Hamiyet MERKEPCI

W ( ) en+1-1§
Boylece —2_ S/ izerinde boyutu -—=1 olan bir vektdr uzayidir.
Y W, (s) 7 B P Y

wi(s) o N o T o F
mF

mw, (S) m(%) mF N

N T mF  oldugundan dolay:

izomorfizmleri elde edilir.

F S . ; en+1p .
_—, lizerinde vektor uzayidir ve boyutu = =1 dir. Buradan
mF m g | g

gn+16 _an+1-1¢ . : M .
g I +:8 -1 = esitligi elde edilir. Bu ise celiskidir. Wn(S) projektif
/] -+ g

degildir. Dolayisiyla pd (Wn (S)) =1 dir. W

Ornek 5210 R=K|[x,y] polinomlar cebiri ve | da f =y*-x> eleman
tarafindan dretilen R nin bir ideali olsun. S = % alinsin. S afin tamhk bolgesi
olup boyutu 1 dir. Sonug 5.2.2 den pd (Wn (S)) £1 dir.

F, {dn (xiyj): y2=x3 i,j=1LK,n ve Ofi+j£ n} lizerinde  serbest
S -modilve N de

{[dn,ro,rl,K,rn](l): y2 = x5, rTR]

1
kimesi tarafindan dretilen F nin bir alt moduld olsun. m=(x,y), S de

maksimal ideal olsun. Bu durumda N T mF olur. Béylece Onerme 5.2.9 dan

pd (Wn (S)) =1 bulunur.
Not: Olgun, N., 2005, Sayfa 33'e bakiniz.
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Ornek 5.2.11 R= k[x, y,z] polinomlar cebiri ve | da f =y*-xz eleman

tarafindan dretilen R nin bir ideali olsun.S = % alalim. S afin tmhk bolgesi
olup boyutu 2 dir. Sonug 5.2.2 den pd (Wn (S)) £1 dir.
F, {dn(x‘yjz"): y2=xz, i,j,k=1K,n ve 0L i+ j +k£n} tizerinde

serbest S - modil ve N de
{[dn,ro,rl,K,rn](l): y? =xz, riTR}

kimesi tarafindan dretilen F nin bir alt modali olsun. m=(x,y,z), S de
maksimal ideal olsun. Bu durumda N T mF olur. Boylece Onerme 5.2.9 dan

pd (Wn (S)) =1 bulunur.

Not: Olgun, N., 2005, Sayfa 33'e bakiniz.

5.3. Hiperyiizeylerde Evrensel Tiirev Modiillerinin ikinci Dereceden Simetrik

Kuvvet Moddllerinin Projektif Boyutlar

Onerme 5.3.1 M bir R - modil olsun.N , M nin bir alt modlii ve L, U’M

nin {xUy:xTM,yTN} kimesi tarafindan dretilen bir alt modulii olsun. Bu

durumda, UZ'\%N @ UZ('V%\I) dir.
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ispat: J:M" M ¥U° (N%\I) déniistim

M~ M 348 N%\I g N%\I Y5 ()2 (N%\I) olacak bicimde bileske doniisiim
olsun. Burada 1 : M %.3® N%\I dogal 6rten bir donisumddr.

Bu durumda J bilineer bir donisimdir.U?M nin evrensellik 6zelliginden
asagidaki diyagrami degismeli yapacak bicimde bir r:U’M 374@02('\/%“)

R - modil homomorfizmi vardir dyleki

M° M 3@ UZ(N%\')
VN | Zr
U’m

dir. r (Ly ) = 0 oldugu agiktir.Bu yiizden r, TR , X, x,"TM olmak tizere
r-0’M/ 3 '2(|v| )
r: AN V@0 (M

;

Fgérixi Ux 0=r 8rxUx"2=8rxUx olacak bigimde bir donisim
i i g i

,—

tanmimlanabilir. Diger yandan, M~ M %43® UM ?/B@UZ'\% bileske
N

doniisimi bilineer bir dénisimdir. F dogal doniisimdir.Her XTM ve yTN

icin FU(x,y)TL, dirxUy-yUx=0 oldugundan xUyTL, ve bu
, — . ) , 2
durumda FU(x,y)TL, dir.Dolayisiyla b 'N%\I N%\I 3,3 U '\%N

donustimi b (i,x_'): xU X' biciminde tanimlanabilir. Benzer diisiinceyle b
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g -2 ('V%\I)%%@UZ'\% R - modil homomorfizmini meydana getirir dyle
N

ki asagidaki diyagram degismelidir.

M/ - M U*Mm
WA e AN
0 Zyg

s 2 M
0*(MA)

Bu ise istenildigi gibi Fg ve gF nin birim déniisum oldugunu gosterir. W

Onerme 5.3.2 R=k[X1,K,XS] bir polinom cebiri ve | :(gl,Kgm) R nin bir

ideali olmak lizere S = F% olarak tanimlanan bir afin cebir olsun. Bu durumda

i ZUZ(%)?/H@UZ%N

] (mUdl(X,‘))zdl(Xi)Udl(xi)

donistimi bir S - modil izomorfizmidir.

Burada U°F ,{dl(xi)Udl(xj):1£i< jES} baziyla bir serbest S - modiil,

L, . U°F nin {d(gk)Ud(xj):k:LK,m;j:1,K,s} kiimesi tarafindan

Uretilen bir alt modalidar.

Ispat: Onerme 5.3.1 den agiktir.

101



5. SIMETRIK KUVVET MODULLERININ PROJEKTIF BOYUTLARI
Hamiyet MERKEPCI

Teorem 5.3.3 S = k[xl’K’X%) bir afin tamlik bélgesi olsun. Bu durumda

pd (W, (S))£1 dir.

Ispat: Erdogan, A., 1993, Teorem 3.1.4 ile aynidur.

Teorem5.34 S = k[xl'KX%) bir afin tamlik

bolgesi olsun. Bu durumda UZ(Wl(S)) nin projektif boyutu 1'e esit veya

kucuktdr.

Ispat: R=k[X1,K,XS] ve d,:R%3W,(R) R nin birinci dereceden k -
tirevi olsun. m , R nin g yi iceren bir maximal ideali oldugunu varsayalim. Bu
durumda R nin m deki lokalizasyonu S boyutlu bir regiler cebirdir. Lemma

3.2.10 dan U* (W, (R)) bir serbest R - moduldur.

1+s S
Eger dimR =s ise rankW -2 9— =8 9 dir.
75 s §s-1g

/]
50 : 2t+16
L= | . k 2 W.(R)) = - ir. i
-1 t olsun. Bu durumda rank U% (W, (R)) o1} dir. m, R nin

. t+1§
. . . o 2 R & : ir R/ _
maximal ideali oldugundan U (W / boyutu gt— B olan bir /n

0

)é

vektor uzay1d1rU %n dir. Bu durumda

U E%T nin boyutu g:tig olan bir %— vektor uzay: olabilmesi igin
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W (R)
erek ve yeter kosul —=—~_ nin boyutu t olan bir R/ - vektér uzay:
g y $ le(R) Y/ A y
. i W, (R)
olmasidir. S , s-1 boyutuyla bir tamlik bélgesidir. Bu durumda de
gW, (R)
. N W(R)
s-1 boyutlu bir tamhk bélgesidir. L , nin kesir cismi olsun. Bu
gW, (R)
W, (R) :
durumda trdeg, =s-1 dir. Dolayisiyla
oW, (R)
W,(R) . . _&n+s-16 2 s 6 . _&s-1¢

dImLW(R) L —8 s-1 ;— _83_15_1:85_25 dir.

g S0

£S-10
-=1 oldugundan -=t-1 dir. Bunedenle
§s-1; §s-2;
et+1-16 2 t o
= = = dir. simdi,

dim0? (W, (L)) C&t-1-1; §t-2;

0 ¥a3kerq %@UZEME v U’ (W, (S)) %30 tam dizisini

ng (R) ]

dustinelim. Bu dizi S,, ile tensérlendigi zaman

& W, (R) 9 vay@®0? (W, (S)),, Y30 elde

Eaw, (R)},

ederiz.Burada M , m nin S deki goruntusudr.

033 (kerq),, Yo U?

& W (R) 0 et +19 & S0
Uzg 1( ) + , ranki g = olan bir serbest modiildir.Burada t=g 1
. S-

t-1;

E
_Et+lo 2t b_& t o
“St-1; §t-25 St-1,
103
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Diger taraftan, kerq, x:{dl(g)Udl(xj):j:LK,s} kiimesi tarafindan

2
uretilir ve eleman sayisi gt L dir. Bu yuzden x kimesi (kerq)M nin bir
I}

serbest bazidir. m  keyfi oldugundan, kerq lokal serbesttir. Dolayisiyla kerq
bir serbest S - moduldir. deki Prop.2.3.5 den kerq bir projektif S — moduldr.

Sonug olarak, pd U? (WI(S)) £1 dir.

Ornek 5.3.9 R= k[x, y,z] bir polinom cebiri ve |1 da R nin f =2z*-x%y
eleman tarafindan dretilen bir ideali olsun. S = F% alinsin. Bu durumda W, (S)
ve U2 (Wl(S)) nin projektif boyutlar: hesaplanabilir.

F , bazi {dl(x),dl(y),dl(z)} kiimesi olan serbest S - modiil, N F nin
d(f)= dl(z2 - x2y) = 2zd, (z) - x*d, (y) - 2xyd, (x) eleman: tarafindan

aretilen bir S - alt modulii olsun. Sonug 5.1.3 den W, (S) @ % dir.

s-16 #20
# S:a S: 2 dir. Bu durumda
§s-25 €1y

rankN = rankF - rankW, (S) =3-2=1dir. Lemma 2.3.2den N bir serbest

rankW, (S) =

S - modulldir. Bu yiizden 0 %23 N .3 F ¥%,3®W, (S) @ % ¥43®0 tam
dizisi W, (S) nin bir serbest ¢ozinirlugudur ve pd (Wl(S)) £1 dir.

Bu modillleri kullanarak Onerme 5.3.1 ve Onerme 5.3.2 den

0 (w,(s))@U°F [ vanlabilr. Burada U°F

{6 () U6k (). ()06, ()., (X) U, (2) () Uk (). () Uk (2,4 (2) U, 2}

baziyla bir serbest moddl, L, de U%F nin
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)-x%d, (y)Ud, (x)-2xyd, (x)Ud,(x)
d,(f)0d,(y)=2zd,(z)Ud,(y)-x*d,(y)U0d,(y)-2xyd,(x)Ud,(y)
d,(f)U0d,(z)=2zd,(z)Ud,(z)-x%d,(y)Ud,(z)-2xyd, (x)Ud,(z)

o
i
—~
—h
~
(=
o
iy
—~
>
~—
]
N
N
o
iy
—~
N
~—
(=
o
i
—~
>

S 6 &30
& 0_¢ O—3 olmak

elemanlari tarafindan uretilen bir alt modilidir. t = s 2=
§s-1; €24

gt 6 &2 390
= = =3oldugundan

C§t-2; §3-2;
rankL, = rank U° F - rank U* (W, (s)) = 6 - 3 =3 elde edilir. Dolayisiyla L,

iizere rank U? (W1 (S))

ranki 3 olan bir serbest S — modulddr.

Bu ylizden

0%, IBU'F a0’ (W, (s)) 0 VP vimo
N

tam dizisi Uz(Wl(S)) nin bir serbest ¢ozundrligiidir ve pd (Uz(Wl(S)))El

dir.
W

Ornek 5.3.10 R=K][x,y,z] bir polinom cebiri ve y* =xz olsun. Bu durumda
W, (S) ve U (W, (S)) nin projektif boyutlar hesaplanabilir.
F,{d.(x).d,(y).d,(z)} baziyla bir serbest S - modil, N F nin

d,(f)= dl(y2 - xz) =2yd, (y)-xd, (z) - zd, (x) tarafindan dretilen bir alt

_&8-10_
s 20"

dir. Bu durumda rankN = rankF - rankW, (S) =3-2=1 dir. Lemma 2.3.2.

modiil olsun. Sonug 5.1.3. den W, (S) @ % dir. rankW, (S) 2

den N bir serbest S — modiildir. Bu yiizden
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0 V3N Va3 F Ya3®W, (S) @ F/{ %30 tam dizisi W, (S) nin bir

serbest coziintrligidir ve pd (W1 (S)) £1 dir.
Bu modiiller kullanilarak, Onerme 5.3.1 ve Onerme 5.3.2 den

U2 (Wl(S)) o U*F | yazilabilir. Burada UF |
N

{d.(x)Ud,(x),d,(x) 0dk (y),d,(x) Ud (2).d, (y) Uek (v),d,(y) Ud (2),d, (2) Ud (2)}
baziyla bir serbest modl, L, de U2F nin

d,(f)Ud,(x)=2yd,(y)Ud,(x)-xd,(z)Ud,(x)-zd, (x)Ud,(x)
d,(f)Ud,(y)=2yd,(y)0d,(y)-xd,(z)Ud,(y)-zd,(x)Ud,(y)
d,(f)Ud,(z)=2yd,(y)Ud,(z)-xd,(z)Ud,(z)-zd,(x)Ud,(z)

S § &30
& 0_¢ 0—3 olmak

elemanlar: tarafindan uretilen bir alt moduludir. t = = 2=
§s-1; §2,

gt 6. & 360
= = =3oldugundan

lizere rankL'Jz(Wl(S))_gt 2+283 y
—2g §3-2g

rankL,, = rank U* F - rank U° (W, (S)) =6-3=3 elde edilir. Dolayisiyla, L,
ranki 3 olan bir serbest S — modiildiir. Bu ylizden

0%, Y0'F v U* (W,(5)) 0 VP w0 tam dizis
N

UZ(WI(S)) nin bir serbest ¢cozunurligdir ve pd(Uz(Wl(S)))El dir.

Ornek 5.3.11 R= k[X, y,z] bir polinom cebiri ve 1 da R nin f=yz-x°

elemani tarafindan dretilen bir ideali olsun. S = % alinsin. Bu durumda Wl(S)

ve U? (Wl(S)) nin projektif boyutlar: hesaplanabilir.
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F ., baz {dl(x),dl(y),dl(z)} kiimesi olan serbest S-modil, N F nin

d(f)= dl(yz - x3) = yd, (z)+zd, (y) - 3x°d, (x) eleman: tarafindan dretilen
bir S-alt modili olsun. Sonu¢ 5.1.3 den W, (S)@ % dir.

2s-10 220
Es-25 glﬂ
rankN = rankF - rankW, (S)=3-2=1 dir. Lemma 2.3.2 den N bir serbest

rankW, (S) = =2 dir. Bu durumda

S - moduldir. Bu yiizden 0%3®N ¥23®F 3%.3®W, (S) @ % ¥430 tam

dizisi Wl(S) nin bir serbest ¢dzuntrlugidar ve pd (Wl(S)) £1 dir.

Bu modilleri  kullanarak Onerme 5.3.1 ve Onerme 5.3.2 den

U2 (W1 (S)) 0 UZ% yazilabilir.Burada U?F |
N

{d(x)0d,(x),0,(x) Ud,(y),d, (x) Ud,(z),d (y) Ud,(y).d,(y) Ud, (2).d,(z) Ud (2)}

baziyla bir serbest modiil, L, de U?F nin

d, (1) 00, (x) = ya, (2) U (x) + 20, () U d, (x) -3¢, (x) U (x)
(1) 0d, (y) =y, (2) 0. () + 2, (y) U (y) -3¢, (x) 0. (y)
()00, (2) = yd, (2) 0 (2) + 20, (y) U, (2) - 3¢°d, (x) U, (2)

2 S o ae3o
elemanlar: tarafindan dretilen bir alt modaludir. t = —g g =3 olmak
s-1g §2

gt o_& 30
§t-2; §3-2;
rankL, = rank U° F - rank U* (W, (s)) = 6 - 3 =3 elde edilir. Dolayisiyla L,

azere rank U (W, (S)) = = 3oldugundan

ranki 3 olan bir serbest S - modulddr.
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Bu ylizden

0V, B U'F a0’ (W, (s)) 0 VP vimo
N

tam dizisi U (W, (S)) nin bir serbest coziiniirligidir ve pd (UZ(WI(S)))£1

dir.

108



KAYNAKLAR

Berger, JW., 1988. On The Torsion Of The Differential Module Of A Curve
Singularity, Archiv d. Math. 50, 526-533.

Bourbaki, N., 1974. Algebra, Hermann, Paris.

Eisenbud D., 1995. Commutative Algebra with a View Toward Algebraic
Geometry, Springer Verlag, New York.

Erdogan A., 1993. Differential Operators and Their Universal Modules,
Phd.Thesis,University of Leeds.

Erdogan A., 1996. Homological Dimension Of The Universal Modules For
Hypersurfaces, Communications In Algebra, 24:5, 1565-1573.

George M.Bergman, 1997. Tensor algebras, exterior algebras and symmetric
algebras, http://math.berkeley.edu/gbergman.

Hart, R., 1996. Higher Derivations and Universal Differentials, Journal of Alg. 184
175-181.

Hart, R., 1998. Differential Operators and Affine Algebras, Journal London Math.
Soc. (2)28, 470-476.

Johnson J., 1969. Kahler Differentials and differential algebra, The Annals of
Mathematics, Second series, Vol.89, No 1, 92-98.

Komatsu H., 2001. High order Kahler Modules of Noncommutative ring
extensions, Comm. Algebra 29, 5499-5524.

Kunz, E., 1985. Introduction to Commutative Algebra and Algebraic Geometry.

Litaka, S., 1982. Algebraic Geometry, Springer Verlag, Berlin/Newyork.

Matsuoka, T., 1977. On Almost Complete Intersections, Manuscript Math. 21 329-
340.

Mcconnell, J.C and Rabson , J.C ., 1987. Noncommutative Noetherian Rings,
Wiley-Interscience.

M. Mohan Kumar, 1977. Complete Intersections, J. Math. Kyoto Univ., 17-3, 533-

538.
109


http://math.berkeley.edu/gbergman

Nakai, Y., 1970. High Order Derivations, Osaka J. Math. 7, 1-27.

Olgun, N. and Erdogan, A., 2006. Some Results On Universal Modules, Int. Math.
For. 1(15), 707-712.

Olgun, N. and Sahin, M., 2016. Tensor, Symmetric and Exterior Algebras On
Kahler Modules, New Trends in Mathematical Sciences NTMSCI 4, No:3,
290-295.

Olgun, N., 2005. The Universal Modules of Finitely Generated Algebras, PhD.
Thesis,.

Olgun, N., 2016. Symmetric Derivations On Kahler Modules, arXiv:1602.01343
[math.AC]

Osborn, H., 1968. Modules of Differentials 11, Math. Ann. 175, 146-158.

Sweedler, M.E. and Heyneman, R.G., 1977.Affine Hopf Algebras, J.Algebra 13,
192-241.

Sweedler, M.E., 1975. Groups of Simple Algebras, Publ. Math. No: 44.

Vasconcelos, W.V., 1968. A note On Normality And The Module of Differentials,
Math. Z., 105, 291-293.

Vasconcelos, W. V., 1978. On The Homology of I/I2 , Comm. Algebra 6(17),
180-189.

110



OZGECMIS

29-07-1979 yihinda Gaziantep'te dogdu. ilk, orta ve lise 6grenimini
Gaziantep'te tamamladi. Lise 6greniminde 1 yil ingilizce hazirlik sinifi okudu.
Lisans egitimini 1998-2002 yillar1 arasinda inonii Universitesi Egitim Fakiiltesi
Matematik Ogretmenligi boliimiinde, yiiksek lisans egitimini 2006-2009 yillar:
arasinda Gaziantep Universitesi Matematik Anabilim dali Fonksiyonel Analiz ve
Fonk.Teorisi bilim dalinda, doktora egitimini 2010-2016 yillar: arasinda Gukurova
Universitesi Matematik Anabilim dali Cebir ve Sayilar Teorisi bilim dalinda
tamamladi. 2002-2003 egitim-6gretim yilindan beri Milli Egitim Bakanhgina
bagli okullarda matematik Ggretmeni olarak calismaktadir. Evli ve iki gocuk

annesidir.

111





