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1. GIRIS Deniz OZONUR

1. GIRIS

Uygulamalarda orneklem bilgisine ek olarak yardimci bilgi de aym anda
gorilebilmektedir. Orneklem ve yardimer bilgiyi aym anda kullanarak elde edilen
yeni bir tahmin edici ilk olarak Durbin (1953) tarafindan 6nerilmistir. Daha sonra
Theil ve Goldberger (1961) ve Theil (1963), Orneklem ve yardimci bilgiyi
birlestirerek karmatahmin teknigini gelistirmislerdir.

Parametreler hakkinda yardimc: bilgi olmasi durumunda klasik en kiguk
kareler tahmin edici uygun olmamaktadir. Bu nedenle daha iyi tahmin edici bulma
calismalart yapilmaktadir. Bu calismada, yardimc: bilgiyi goz 6nune alan karma
regresyon tahmin edicileri ele alinmustir. Calismanin birinci bdlimiinde gerekli temel
bilgiler verilmis ve genel lineer regresyon modeli ele alinmustir. Ikinci bolimde tam
lineer kisit altinda tahmin ediciler, baz1 6zellikleri ve karsilastirmalar1 incelenmistir.
Uciincti bolimde stokastik lineer kistt altinda karma tahmin ediciler detayli bir
sekilde incelenmistir. Ayrica dordinct bolimde zayiflatilmis lineer kisitlamalar
altinda yansiz tahmin ediciler ve besinci bélimde karma tahmin edicilerle iligkili

yeni tahmin ediciler verilmistir.
1.1. Temel Bilgiler

Bu bolimde, sonraki bdlumlerdeki, bazi teoremlerin ispatlarinda gerekli

olabilecek tanim ve teoremler verilecektir.
Teorem 1.1

A, B, C, D matrisleri uygun boyuttaters alinabilir matrisler ise, asagidakiler
gecerlidir:
i. ¢ bir skaler olmak Uizere, (cA) " =c*A ' dir.
ii. (AB)'=B'A.

iii. A:p” p,B:p" " n,C:n" nD:n" p matrisise,
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(A+BCD) = A*- A'B(C+DAB) DA®

dir.

iv. a ve b uygun boyutta vektorler olmak lizere, 1+b'A*a® 0 ise (iii)’den,

A-lablA-l

Ao
(A+ab) =A 1+b'Ala

olur.

v A=A
Teorem 1.2

Azgi :_Zlgmatrisi icin, Exn" n,F:n" n,,G:n,” n,H:n," n,,
5

(n+n,=n)ve D=H - GE'F olsun. E ve D tekil olmayan matrisler olmak

lizere, A matrisinintersi A™*:

A_l_aE'l(I+FD'lGE'1) -E'FD'0_ s A20
é -D'GE! Dl 5 &Ar AZg

dir.
Teorem 1.3

A:nxntipindeve A>0olsun. |, , A’min 6zdegerleri olmak Uizere;
i.l,>0
ii. x* Oicinx'Ax >0
iii. A'>0
iv. tr(A)>0
V. P:nxm, rank(P)=m£ n olsun. O zaman P'AP >0
chr.
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Teorem 1.4

A ve B nxntipindeve A>0,B?3 0 olsun. O zaman;
i.C=A+B>0
i. A'- (A+B)'3 0
cr.

Teorem 1.5

A3 0 olsun; | ,’ler A’rin 6zdegerleri olmak Uzere;
i.l.30.
ii. tr(A)2 0.
iii. A2 =GY*Gticin A= A2AY> dir.
Burada, L =diag(l,,..,l ;), A matrisinin 0zdegerlerinden olusan kosegen matris ve
G=(Yy ¥ ) » Sandartlagtirlmis 0zvektorlerden olusan ortogonal matristir.
iv. Herhangi bir C:n” m matrisi icin CR®C 3 0’dur.
v. Herhangi bir C matrisi icin C€3 0 ve CC® 0’dur.

Teorem 1.6

[,3..3 1, simetrik A:n" n matrisinin 6zdegerleri olmak Uzere;

X"AX _ o XPAX
sup——=1,, inff——=1

x XX X XX

dir.



1. GIRIS Deniz OZONUR

Teorem 1.7

rank(A)=m£n, A:n” m matrisve B:m” m tipinde herhangi bir simetrik

matrisolsun. ABA® 0 U B3 0 olmasidrr.
Teorem 1.8

A>0 veB>0 olsun. O zaman, B- A>0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Al- B1>0 olmasidr.
Teorem 1.9

| :n” n tipinde birim matris ve a:n-vektdr olsun. |- aa'3 0U a'afl

olmasidir.

Teorem 1.10

A:n’ n matris, (- A) >0 ve a bir n-vektdr olsun. n3 2 olmast durumunda

A+aa' highir zaman negatif olmayan tamiml1 (n.n.d.) olamaz.
Teorem 1.11

A>0 ve T herhangi bir karesel matris isg;

(x'y)”

i. wpxlomz yIA-ly,

. 2
ii. sup,., (122 =y'TAT'y

drr.
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Teorem 1.12

A:n’ n matrisi, rank(A) =r £n olan idempotent matris olsun.
i. A matrisinin 6zdegerleri, 1 veya O’ dur.
ii. tr (A) =rank (A)=r.
iii. A matrisi tamrankli matrisise A=1,dir.
iv. A ve B matrisleri idempotent ve AB =BA ise bu durumda AB matrisi de
idempotenttir.
v. A idempotent ve P ortogonal matris ise bu durumda PAP¢ matris de

idempotenttir.
vi. A idempotent matrisise | - A matrisi de idempotenttir ve

A(l- A)=(1- A)A=0
dur.

Teorem 1.13

A:m’ n matrisolsun. A", A’nin Moore-Penrose tersi olmak Uizere,
i. A tekil olmayan matrisise A" = A",
i. (A7) =A.
i, (A7)%= (A9
iv. rank(A):rank(A*):rank(A*A):rank(AA*).
v. A ortogonal izdisimise A" = A.
vi. rank(A):m" n=mpP A" = A{AAY " ve AA" =1 .
vii. rank(A):m n=nb A" =(A®Q) " Alve A'A=1.

viii. P:m” m ve Q:n" n ortogonal matrisler ise (PAQ)" =Q *A"P *"dir.
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ix. (A®)"=A"(AY" ve (AAY" =(AQ" A"
x. A" =(AR)" At= A AAY’
dur.

Tanim 1.1

X :TxK matrisi icin AT ’nin bir alt uzayi olan
A(X)={q:q=Xb,bT A*}

kolon uzay olarak adlandirilir.

Teorem 1.14

&, A0

= Simetrik matris olsun. Bu durumda,

A_gAa A g
(&) A3 0 olmas icin gerek ve yeter kosul,
i. A,%0,
i Ay = Ay AL A,
A3 AALA,
olmasidir.

(b) A>0 olmast icin gerek ve yeter kosul,
i. A,>0,
i A > AALA,

olmasidir. Burada A", A’nin genellestirilmis tersini (g-ters) gosterir.
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Teorem 1.15

X bir n- vektdr ve A bir n° n simetrik matris olsun. Bu durumda,

ik X' AX = 2AX
Ix
dir.
Teorem 1.16
xbir n- vektor, y bir m-vektor ve C bir n© m matris olsun. Bu durumda,
ﬂ 1 1
—X =
iC Cy=xy
olur.
Teorem 1.17
X bir K-vektor, A: TXT ve C:TxK tipinde matrisise,
lx'C'ACx =2ACxx'
1C
olur.
Teorem 1.18
Iz(trace)’in turevleri icin asagidaki kurallar gecerlidir;
i itr(AX) =A
X

i, ﬂixtr(X'AX):(A+A')X
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i, 1 tr(XAX) = X A+ A'X "
X

iv. ﬂlxtr(XAX')= X(A+ A)

2 ltr(X'AX'):AX'+X'A
X

vi. ﬂlxtr(X'AXB)=AX|3+A'XB'

Tanmim 1.2

y bir T-vektor, C: KXT ved: Kxdstokastik olmayan matrisler olsun. ' nin bir
tahmini olarak b asagidaki sekilde yazilabilir;

b =Cy+d.

Eger d=0ise b homojen tahmin edici olarak adlandirilir. Aksi halde heterojen
tahmin edici olarak adlandirilir.

Tamm 1.3

b, ve b,, b’mniki tahmini olsun. M (b,b) = E§D - b)(b - b)'H hata
kareler ortalamasi (M SE) olmak Uzere;

i. D(b,,b,) =M (b,,b)- M(b,,b)3 0 ise; 0 zaman b, , MSE- | kriterine gore
61’ dan Gsttndur denir.
ii. EGB; - b)'(b,- b)l- E&B,- b)(b,- b)i=tr{D(b,,b,)} 2 0 ise; 0 zaman

b,, MSE- I kriterine goreb,’ dan tistiinduir denir.
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i,
E§Xb, - Xb)'(Xb, - Xb)U- E§Xb,- Xb)'(Xb,- Xb)§=
ED, - b)'S(b, - b)J- E4B, - b)'S(b, - b)i=tr{SD(B,,b,)} 2 0

ise 0 zaman; 62 ,MSE-Ill kriterine gore Bl’dan Usttnddr denir.

Tamm 1.4
Karesel risk fonksiyonu; MSE'nin skaler bir versiyonudur:
R(b,b,A) =tr{AM (B,b)}

Tanim 1.5

R(b,b,A)=E§b- b)all, at 0 K-vektsr
R(b,b)= Eg(y- xb)'Wi(y- XB)B.

Ayricai=1, 2, 3icin  R(b,b,)ER(#,b,) ise b lineer tahmini b icin R(b)-

minimum risklidir denir.
Tamm 1.6 (Lineer M oddl)

Y bagimli degiskeni; X,,K, X, bagimsiz degiskenlerinin bir fonksiyonu

olsun.

Y= £ (X, K, X, ) +e

f lineer oldugunda Y = X b, +K+ X, b, +e lineer regresyon modeline donsr.
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y=(¥.K,y), T -vektor
X = (%, K, %), K -vektor
X = (X, K, X;)", T -vektor
e'=(e,K,e)
b'=(b,K,b,)

Matris notasyonu ile y = Xb +e yazilabilir.

y=Xb+e; E(e)=0,E(ee) =s’l (11)

X :TxK sabitlerin matrisi ve rank (X) = K seklinde tanimli modele lineer regresyon

modeli denir.
Bu varsayimlar altinda EKK tahmin edicisi sOyle elde edilebilir:

S(b)=§,,e’ =e'e=(y- Xb){(y- Xb)

fonksiyonu bilinmeyen regresyon parametreleri b '=(b,,K,b, ) ’ye gére minimum

yapilarak (b,,K,b, ) parametreleri tahmin edilir.

S(b)=y'y+b'X'Xb-2b'X"'y

fonksiyonunun b ’'yagére tlrevi alinirsa,

M:2X'Xb- 2X'y,
2

TS(b) =2X'X (n.n.d).
b

denklemleri elde edilir. Birinci dereceden turevler sifira esitlenirse normal
denklemler elde edilir.

10
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2X'Xb-2X'y=0b X'Xb=X'y.

Eger rank (X) =K ise X' X tekil olmayan matristir. BOylece;
b=(X'X)'X'y
elde edilir.

Teorem 1.19 ( Rao(1973), syf.317)

E(T)=q ve V(T)<¥ olmak Uzere T bir istatistik olsun. (q:skaler bir

parametre) O zaman, T'nin  parametresi icin minimum varyansli yansiz tahmin
edici olmasi icin gerek ve yeter kosul; her t icin Cov(T,t) =0 olmasidir. Oyle ki;
E(t) =0ve V(T) <¥ olur.

Teorem 1.20

b "mn minimum varyansl: yansiz tahmin edicisi (MDLUE);

b=(X'X)'X"y

dir. b ’min EKK tahmin edicisi ile aymdir ve minimum varyans-kovaryans matrisi;

sA(X'X)?

drr.

Tanim 1.7

t, ve t,, gq’nin iki tahmin edicisi olsun. D(t,,t,)=M (t,,q)- M (t,,q)
n.n.d. matrisise D(t,,t,) 3 0’dir. Bu durumda t, tahmin edicisi, MSE-I'e gore

t, "den daha gucludir denir.

11
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d, =bias(t,q) =12

D(t,,t,)=D+d,d, - d,d,’

olmak tizere D(t,,t,) icin asagidaki kosullar incelenerek, bu matrisin p.d. veyan.n.d.

oldugunakarar verilebilir:

d,d, "3 0 oldugundan,

D>0ise D+d,d,'>0
D3 0ise D+d,d,'2 0

oldugunu gérmek kolaydir. Boylece D(t,,t,)’ nin p.d. veya n.n.d. olup olmadigina

karar verme problemi, A p.d. yadan.n.d. iken A- aa' matrisinin, p.d veya n.n.d.

olup olmamasi problemine donlstr.
1. Kosul: D>0
Teorem 1.21 (Farebrother, 1976)

A, n’ n tipinde p.d. bir matris ve a, bir n-vektor olsun. A- aa'>(2)0

olmast igin gerek ve yeter kosul a'A*a<(£)1 olmasidir.

2.Kosul: D30

Bu kosul atinda, iki yanli tahmin edicinin MSE matrislerinin
karsilastirmalari, temelde A- aal matrisinin A3 0 oldugu durum ile agiklanabilir.

12
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Teorem 1.22 (Baksalary ve Kala, 1983)

A, n’ n tipinde n.n.d. bir matrisve a, bir n-vektér olsun. A matrisi A’nin
g-tersmatrisi olmak tizere (AA" A= A), A- aa® 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul,
al A(A) ve a® a£1 olmasidir.

Not: al A(A) ise herhangi bir ¢ vektord icin, a=Ac’dir. Bundan dolays,

a®Wa=c®A Ac=c®c olur ve a® a, A'nin secilen herhangi bir g-tersine gore
degismez.

Teorem 1.23

p- p tipindeki her simetrik A matrisi, A:GLG¢:§1Iig(i)g'(i) seklinde
yazilabilir. Burada, L =diag(l,,..,l )), A matrisinin Ozdegerlerinden olusan
diagonal matris ve G=(y),.-»Y,)), Standartlastinilmis Ozvektorlerden olusan

ortogonal matristir.
Teorem 1.24

A simetrik matrisve A=GL Gl olsun.
i. A ve L ayn 6zdegerlere sahiptir.
ii. A=GL Gl oldugundan L = GG olur.

iii. A, p~ p tipinde bir simetrik matrisise, n herhangi bir tamsay1 olmak Uzere,
A'=GL"Gtve L" =diag(l ") yazilabilir. A matrisinin 6zdegerleri pozitif ise s>0

ve r tamsayilar olmak lizere, As =GL @ ve L s =diag(l 5) tammlanabilir.

iv. A herhangi bir kare matrisise, A matrisinin ranki, sifir olmayan 6zdegerlerinin
sayisina esittir.

13
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1.2. Genel Lineer Regresyon Modeli

1.2.1. b’mn Enlyi Lineer Tahmini

y=Xb +e;E(e)=0,E(ee’)=s W (1.2)
modeli igin; W:pozitif tamml1 X :stokastik olmayan bir matris ve rank(X) =K
olsun. Bu sekilde tamimli modele Genel Lineer Regresyon Modeli denir.

R, e G0re Optimal Tahmin Ediciler

(&) Ry’ e Gore Optimal Heterojen Tahmin Edici

b , Tamm 1.2’ de verildigi gibi olsun.

b-b=(CX-1)b+d+Ce
drr.
R(b,b.A)=E&Db - b)'Ab - b)J

=Eg(CX- )b +d+Ce}'A{(CX - )b +d +Ce} g
=[(CX- )b +d]' A[(CX - 1)b +d]+E[e'C' ACe] (1.3)

(2.3.)"Un ikinci pargasi d’den bagimsizdir. BOylece d "nin optimal degeri ilk ifadeyi
minimum yapar. Ilk ifade negatif olmadig: icin,

d=-(CX- )b (14)
oldugunda minimum degerine ulasir.

ming E[e'C'ACe] = min, tr{ACE(¢¢)C} = min, c?tr{ACWC'} (1.5.)

O halde Teorem 1.17 ve Teorem 1.18'den
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<5 ‘r{ACuC} =25 "ACW (L6)

sifir matrisine esitlenirse, A ve W pozitif taniml1 olduklarindan C =0 olur. (1.4.)de
C=0Oyazilrsad =b olur.

Sonug olarak b 'nin R,’e gore optimal heterojen tahmin edicisi kendisidir.
Y ani;

R(b,,b,A)=0veV(b)=0ileb,=b

drr.

(b) R’e Gore Optimal Homojen Tahmin Edici

Tanim 1.2°de d =0 alinirsa b = Cy olur.

b-b=(CX-l)b+Ce,

R(b,b,A)=E§b - b) A(b - b)U

=[(CX - )b]' A[(CX - I)b]+E[e'C'ACe]

=b'(X'C"- 1)A(CX - )b +E[e'C' ACe]
=b'X'C'ACXb-b'X'C'Ab- b'ACXb +b'Ab +E[e'C'ACe].  (1.7)

Teorem 1.16 ve Teorem 1.17 nin kullanmimasiyla,

—ﬂRl(?K’:b’A) =2ACXbb'X"- 2Abb "' X '+25 *ACW

=2AEC(Xbb ' X *+s W)~ bb' X} (18)

olur. Teorem 1.4'den Xbb ' X '+s W pozitif taruml: oldugu icin tekil olmayan
matristir. (1.8.) sifira esitlenirse;
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C,=bb'X'(Xbb'X'+s AW)*
olur. Teorem 1.1 (iv) uygulanirsa;

s W iXbb'X'W!

(Xbb'X'+s W) t=s AW - —~ =
1+s “b'X'W Xb

olur. rank(X) =K oldugundan S= X'W 'X pozitif tamml1 olur. Béylece, R;’e

gore optimal homojen tahmin edici;

b,=C,y=bb'X(Xbb'X +s AW) 'y
s W iXbb'X'W!?

=bb'X'(s W*-
( 1+s'2b'X'W'1Xb)y
—b(s % X Wly- S "‘b'Sbb'X'W'ly)
1+s %b'Sh
b'X'W-
b(—y)
2+b'Sh
dir.
b'Sb
alb)=(———
(b) (sz+b'Sb)

notasyonu kullanilirsa, a (b) <1 ve E(b,) =ba (b) 'dir. b, nin yanlilik vektori;

Bias(b,,b) =E(b,)- b =ba(b)- b

2

S
=la(b 1b——b
e b =
kovaryans matrisi;
bb'X'W 'y
V(b V—
(02) =V ()
:szbb'—zb Sb >
(s“+b'Sh)

16



1. GIRIS Deniz OZONUR

ve hata kareler ortalamas;

s%bb'

M, b)=—
(b2, D) s2+b'Sb

dr.

() R’eGore Optimal Homojen Yansiz Tahmin Edici
CX-1=0 (1.9)
ise homojen lineer tahmin edici yansizdir. Esit olarak;

c'X-¢'=0(=12..,K)

dir. Burada €' ve C'srasiyla | ve C’'nin i-nci satir vektorleridir. (1.9.) esitligi

(1.7.)' de kullanmlirsa; Ri(B,b,A):sztr(ACWC') olur. Boylece, bu durumdaki en

uygun C asagidaki esitlikten elde edilir;

N K I
minl%i:nlinisztr(ACWC')- 28 1,'(c' X - q')g .
c |

i=1

Bu ssitlikte | ,K,|  ; Lagrange carpanlarimin K -vektorleridir. L', =(1,K,I )

yazilarak C ve L 'yagoreturev alinip sifira esitlenirse,

ﬂ:2s ZACW-2LX'=0
1C (1.10.)

"

—2=2(CX-1)=0 1.11.

o ( ) (1.11)
elde edilir. (1.10.) ve (1.11.)’ den optimal C;

C,=(X'WIX)IX'Wi=sxw

olur. C, matrisi (1.9.) kosulu ile tutarldir. Y ani;
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C,X =SIX'WIX=5!S=]

dir. Boylece, R;’ e gore optimal homojen yansiz tahmin edici;
b,=b=S!X'Wly

seklindedir. Risk fonksiyonu ve kovaryans matrisi ise;
R(b,b,A) =s %r(AS™*) =tr (AV (b))
V(b)=s*S*

cr.

Teorem 1.25

(1.2.)'deki genel lineer regresyon modeli dusinulsin ve karesel risk
fonksiyonu;

R(b,b,A)=E§b - b)'A(b - b)J,A>0

olsun. O zaman b i¢in optimal lineer tahmin ediciler;
(a) Heterojen: 61 =b

b'X'Wly

b) Homojen: 6 =b(————=
() J 2 (Sz+b,sb

)

(c) Homojen yansiz: b, =b=S!X "Wy
seklindedir. R’e gore optimal tahmin ediciler A’dan bagimsizdir. Ayrica, optimal

tahmin edicilerin risk fonksiyonlar sirasiyla,

R(b,,b,A) £ R (b,, A £R(b,,b,A)

drr.
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(d) R,’eGore Optimal Tahmin Ediciler

Tanim 1.5’ deki R3(6,b) riski ve b =Cy+d heterojen lineer tahmin edici
icin hesaplanirsa;
R(b,b) =Egy- Xb)'W(y- Xb)

=[(1- CX)b - d]'S[(I- CX)b - d]+s tr @V *(1- XC)W(I - C' Xy

- u2 +V2
olur. Ikinci terim v?, d’den bagimsizdir. Bu yiizden d’nin optimal degeri u®'yi
minimum yapan degerdir. u® negatif olmayan tammli oldugundan minimum deger
sifir olabilir. Boylece u?=0 alinirsa,

d=(-CX)b (1.12)
olur. Burada C, C’nin optimal degeridir. C’nin optimal degeri v*'nin
minimizasyonu ile elde edilir. Teorem 1.15, Teorem 1.18’ e uygulanirsg;

V' =s4r(l+C'SCW- 2C' X))

elde edilir. Boylece,

2
LIV —sow- x'=0
257 9C

olur. Buradan, C = S'X "W 'elde edilir ve C, (1.12.) de yerine yazilirsa,

d=(1- S*X'WX)b =0

olur.

19



1. GIRIS Deniz OZONUR

Teorem 1.26

R,’egore b icin optimal tahmin edici; b=S*X'W'y ve varyansi;

V(b)=s S " dr. S=X'W X icin,

R,(b,b)=sr(l- W'XS*X")
=s*(T - K)

drr.

1.2.2. Aitken Tahmin Edici

Klask modelde EKK tarafindan belirlenen en iyi lineer yansiz tahmin
edici(BLUE),

b=(X'X)*X"y
dir. (1.2.) genel lineer regresyon modelinde b icin BLUE, klasik model ile (1.2.)

arasinda basit islemler yapilarak bulunabilir;

W ve W' simetrik ve pozitif taniml1 olduklari igin,
W=MM veW*=NN

olacak sekilde M ve N (Teorem 1.24) meatrisleri vardir. Burada M W2 ve

N :W'y2 duzenli ve simetriktir. (1.2.) modeli N ile carpilirsa,
Ny = NXb + Ne

olur. Ny=¥ ,NX = X ve Ne =& olsun.

E(&)=E(Ne)=0 ,E(é") =E(Nee'N)=s?|

elde edilir. Boylece lineer sekilde donustlrilmis model;
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y=Xb+é (113)

klasik modelin varsayimlarin igerir.
Bu modelde EKK tahmini

b=(X"X) X"y
=(X'NN"X) 1 X'NN'y
=(X'WEX) X Wty (1.14)

dir. Teorem 1.20 kullanilarak bu tahmin edicinin yansiz oldugu gosterilebilir:

E(b) = (X "W X) 1X "W E(y)
=(X'WX)IX'WXb =b.

Ayrica minimum varyanshidir: B =&y ,b icin baska bir lineer yansiz tahmin edici
olsunve C=SX'W* icin & = C+D olsun. O zaman ' nin yansizligt DX =0 ile

saglanir ve CWD = 0’dir. I’ min kovaryans matrisi;

V(8) = E(Gee' &)
=s?(C+D)W(C'+ D)
=5 2CWC '+s 2DWD"
= V/(b) +s 2DWD"

olur ve V(t%) - V(b) =s *DWD" negatif olmayan tammlichr (Teorem 1.5).
Teorem 1.27

y=Xb+e, e : (0,;s W)
genel lineer model icin genellestirilmis EKK tahmin edicisi (GLSE);
b=(Xwix) " xevty

drr.
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E(b) = E((xwlx)'lxwly)
= (xwix) XwWE(y)
= (XWX) " XWiXb =b
oldugundan b tahmin edicisi b icin yansizdir ve eniyi lineer yansiz tahmin edicidir
(BLUE). b’nin kovaryans matrisi;
v(b) :v((xwlx)'lxwly)
. - ¢
=(xw*x) 1XW']\/(y)((XW'1X) 1x«wl)
= (X ix) " xovis e (Xavix )
=s Z(X‘IN'lX)'1 =s’st
dir. Bu tahmin edici R ve R,’ye gore optimal yansiz tahmin edici olmakla birlikte
R,’e gore de optimal tahmin edicidir.

Bilinmeyen s ? parametresi ve kovaryans matrisi icin kullanilan tahmin edici

,_(y- Xb)q;\N'l(y- Xb)

% =
T-K

ve
Y (6) =s’s?
dir. Bu tahmin ediciler s * ve s °S™* igin yansizdr;

E(s’)=Ry(b,b)(T- K)'=s?

dir.
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Teorem 1.28

(1.2.) genellestirilmis lineer modelini elealalim. d =a'b lineer formunun en

iyi lineer yansiz tahmin edicisi; d=a'b olur ve varyansi;

V(d)=s?a'S'a=a'V(b)a

dr.
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2. TAM LINEER KISITLAMALAR Deniz OZONUR

2. TAM LINEER KISITLAMALAR

Klasik regresyon modeli olan; y = Xb +e modelinde, b i¢in yansiz tahmin
ediciler sinif1 iginde en iyi tahmin edici olan en kuiguk kareler tahmin edicisi (L SE);

b=(XX)"X¢

dur. Istatistiksel arastirmalarda daha iyi tahmin ediciler saglamak icin birgok calisma
yapilmistir. Ornegin;
i) b "mn bazi Bi elemanlarinin varyanslarint minimum yaparak veya uygun bir X
secimiyle s *(X ' X)* kovaryans matrisi tasarlayarak
i) Yanl tahmin ediciler tammlayarak
iii) Tam veya stokastik kisitlamalar: dnceki bilgilerle birlestirerek (Chipman ve Rao,
1964, Toutenburg, 1973, Y ancey ve ark., 1973, 1974)
olabilir. Bu boltimde (iii)’ deki yontemle ilgilenilecektir.
Klasik regresyon modeli Uizerinde yogunlasilan bu ¢alismalarda X , rank(X) =K
olan T" K matris kabul edilmistir.

Regresyon katsayilar1 Uzerinde sahip olunan yardimct bilgiler, asagidaki
lineer denklem formunda yazilabiliyor olsun. r bir J° 1 vektér ve R bir J° K

matris olmak Uzere;

r=Rb
rank(R) =J

olsun.
2.1. Kiaith En Kucguk Kareler Tahmin Edici (RL SE)

Orneklem ve yardimer bilgiler kullanilarak, hatalarin kareleri toplami S(b) ,

r = Rb lineer kisitlamas: altinda minimize edilecektir. Y ani,
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2. TAM LINEER KISTLAMALAR Deniz OZONUR

S(b,I)=(y- Xb)'(y- Xb)- 2 '(Rb-r)

minimize edilecektir. Burada | , K~ 1 vektdr olan Lagrange carpandr.

%“S:IZ" ) = X9+ XXb- Rt =0
{, 2.1)
195(b.I) i
— =Rb-r=0 I
2 9 b

olmak Uzere, problemin ¢ozimi b(R) kistl en kiigik kareler tahmin edicisi

(RLSE):;
b(R)=(XX) " X9+(XK)"'R¢
dir ve
Rb(R)=r =Rb +R(XX) 'R¢
oldugu gértlir. R(XX )" REH0 oldugu kullanilirsa, optimal |
"=(R(x%)*RY " (r- RS
olarak bulunur. S= XX olmak Uzere;
b(R)=b +S'R{RS'RY " (r - Rb) (22)
seklinde yazilabilir. Rb(R), r =Rb kisitlamasint saglar. Y ani,
Rb(R) = Rb + (RS *R§(Rs*RY " (r - Rb)
=r

dir.
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b(R)’ nin beklenen degeri: E(b)=b olmak tizere;
E(b(R))=b +S'RY(RS 'R *(r - Rb)
=b

dir. Dolayisiyla b(R), b icin yansiz tahmin edicidir. b(R)’nin varyansy;

V(b(R)) =5 >S*- s ?S 'RYRS'RY RS

dir. Goriildugi gibi, b(R)’nin kovaryans matrisi sadece R'ye baghdir. Bu, b(R)
tahmin edicisinin, b ile karsilastirildiginda her zaman daha kiiguk varyansa sahip
oldugunu gosterir.

V(b)- V(b(R)) =s ’S'RYRS'RY RS2 0 (2.3)
dir. Dolayisiyla regresyon modeli Uzerinde lineer kisitlarin kullamimasinin yeteri
kadar etkili oldugu sdylenebilir.

2.2. Tam Lineer Kiatlayialarin Kademeli Olarak Eklenmes

Bu bdlumde iki lineer bagimli veya lineer bagimsiz kisitl en kiiglk kareler
tahmin edicisi arasindaki iliski incelenecektir.

Rb =r lineer kisitlamas: J <K tane lineer kisita sahiptir.

r = R j=:L2,...,J

J J

r,=Rb, r,=R,b lineer bagimsiz kisitlar olsun.

(2O WO o

gfzra éR g
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rank(R)=J,, rank(R,)=J, ve rank(R)=J,+J,=J"dir. b(R),b(R,), b(R);

kisit matrisleri R, R, ve R olan kisitli en kiiguk kareler tahmin ediciler ise,

V(b(R)) EV(b(R))EV(b) =12
dir. V(b)- V(b(R))3 0 ve V(b)- V(b(R)) 2 0 oldugu bilindiginden,

V(b(R))- V(b(R))2 0

esitsizligi kontrol edilecektir:

i RS R RSURSSE, RGO
b(R)=b +S (R‘ER?)gRZS-lRlct RS 'Ry grz- Rb 5

E=RS'R¢ F=RS'R§ G=RS'R§ H=G- FE'F

kisaltmalar: kullanmlirsa,

aE Fo

A=RS'R¢= e
SFC G

aE'+E'FH'FE' -E'FH '6aR 0
A/b(R))=S*- SRS e 1281
S ( ( )) (Ri Rg)g CHEE! H-L gngg

Cov(b(R).b(R)) = EZb(R)- b)(b(R)- b)Y
olur.

b(R)- b=S"'(I- RE'RS"')X&

b(R)- b =S¢l - (RE R@)A‘lg“;:?sl?xre

2

(LE'F)A=(E",0)
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R&I, E'lF)A'léd;:g: RE 'R

kullanilirsa;
Cov(b(R) b(R)) =V (b(R))

elde edilir. (b(R)- b(R))(b(R)- b(R))¢3 0 oldugu bilindiginden (Teorem 1.5),

E(R)-b- (b(R)- b)ygh(R)- b- (b(R)- b)§
=V (b(R))+V (b(R))- 2Cov(b(R).b(R))
=V (b(R))- V(b(R))* 0

olur ve asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 2.1

r,=Rb, rank(R) =J, olarak tamumlanmis tam lineer kisitlarin bir kiimesi
olsun. Eger baska bir bagimsiz kist kiumesi; r,=Rb,rank(R)=J, ve
rank(R)=J =J,+J, ise kisith en kiigiik kareler tahmin edicileri b(R) ve b(R)
yansizdir ve V (b(R))- V (b(R))2 0'dir. Dolayisiyla bagimsiz ~ kisttlayicilarin

sonuclarina ek olarak, tam kisitlayicilari kademeli olarak eklemenin, varyansi
kademeli olarak azalttig1 sdylenebilir.

Not: R ve R asagidaki lineer donustime sahip ise;

R =PR, P=(1,0)

A= RS 'R¢matrisi kullamlarak asagidaki gibi farkli bir kovaryans matrisi
yazilabilir:
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s 2/ (b(R))- V (b(R))§=S*R(RS'RY 'RS*- S'RYRS'RY RS
=S'R{A*- PAPAPY " P)RS

rank(R) = J kabul edildiginden, bu farkin n.n.d. olmasi igin gerek ve yeter kosul,

A*- PAPAPY " P2 0 veyaTeorem 1.11°den, A (P®A )i A(A™*)olmasidr.
b(R) ile b(R,)’nin Kargilastirimas;

r=Rb, rank(R)=J;, j=12 (24.)
b(R)=b+S'RHRSRY (1 - RD)

A =RS'Re

G, =S'RIA'RS™

kisaltmalar: kullanmlarak;

V(b(R))=s*(s*-©))

]
elde edilir.

€=V (b(R))-V(p(R))
=s?%(G,- G))
=s’S*(RIA'R,- RW'R)S '3 0

veya RIA'R, - R 'R 2 0 isekisitl en kiigiik kareler tahmin edicisi b(R,), b(R)
tahmin edicisinden daha iyi bir tahmin edicidir.
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Teorem 2.2 (Trenkler, 1987)

(2.4.) kabul altinda,

RIA'R, - R 'R0 (2.5)

olmas: igin gerek ve yeter kosul, R =PR, olacak sekilde J,” J, tipinde bir P

matrisi olmasidir.
Sonug 1.

R=PR, ve rank(R)=J, ise, bu J £J, ve rank(P)=J, olmasin

gerektirir. Ayrica r, =Pr, olur.

Not: J,=J, durumunda, r,=Rb ve r,=Rb kisitlar1 ile bu kisitlara ait tahmin
ediciler birbirine esit olacagindan sadece J; <J, durumu incelenebilir. Bu asagidaki
sekilde gosterilebilir:

rank(P)=J,=J, i¢in R =PR, oldugundan P vardr, dolaysiyla
R, =P 'R ve r,=P'r, saglamr. Bu sebeple r, =R,b kistt1 P *(r,- Rb) =0 olur.
R=PR, (P:J,” J, ve rank(P)=J,=1J,) icin, tahmin edicilerin esitligi kontrol

edilirse;

b(R,) =b+S 'R} (PRSRP) (P'r,- P'Rb)
=b(R)
oldugu goraldr.
J; <J, Durumu;
C:J,” J, tipinde tekil olmayan matris olmak Uzere, r,=Rb ve Cr,=CRb

kosullar1 birbirine ssittir. rank(P) =J, olmak tizere J,” J, tipinde bir P matrisi icin
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R=PR, olsun. rank(C9=J, olmak izere C¢=(Q¢P® olacak sekilde,
(3,- 3,)" 3, tipinde ve rank(Q) =J, - J, olan bir Q matrisi segilsin. Bu Q matrisi

P matrisini tamamlayan matris olarak adlandirilir. Qr, =r, ve QR, =R; olsun,

_a8r,6_a8,0 aR,0_aR 0
Cr, = eCR, =

gPrzg grua "&PR 5 &R
olur. n=Rb ve r,=Rb kistlan R =PR, lineer dénisimi ile baglanirsa,
r,=Rb kisitimin r,=R,b kisitin1 icerdigi kabul edilebilir. Genelligi bozmaksizin

=(1,0) segilebilir.

Sonug 2.
r=Rb, ,=Rb, R=PR, Pr,, rank(P)=J,<J, kisit kiimes,
Qr,, R =QR, olmak Gzere r, =Rb , gglg—gagb Rb ve Q matrisinin
el g 2

P’yi tamamlayan matris olmasi kosullar1 birbirine denktir. Teorem 2.2'den, iki tam

lineer kisitlayicinin, uygun iki kisitli tahmin edicilerinin karsilastirilabilmesi icin gerek ve

yeter kosul R =PR, ve rank(P)=J,<J, olmasidir. P:(I,O) ozel durumu

aRo

a0

R, = =¢ = kisitlarini tammlar.

GRE2Tg
/] e 7]

2.3. Yanh Lineer Kisitlamalar ve M SE Kriterine Gore L SE ile Karsilastirmalar

r =Rb lineer kisitlamasinin modele eklenmesi durumunda, bu kisitlamanin
H,: Rb =r hipotezi ve F-testi yardimi ile kontrol edilmesi gerekir. Bu hipotezin
reddi,
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ya

r=Rb+d, d!O0 (2.6.
yada

r=Rb+d+F, F:(O,sz\/)

olmasindan kaynaklanabilir. Burada d , stokastik olmayan yanlilik ve F stokastik
etkidir.
Eger kistlamada d * O yanlilik vektorii varsa, b(R) yanh olur. Ayrica,

b(R)nin kovaryans matrisi d 'dan etkilenmez ve her durumda b(R), b ’den daha

kiclk varyansa sahip olmaya devam eder. Bu nedenle, MSE kullamlarak b ’nin
b(R) tzerindeki etkisinin arastirilmast gerekir. (2.6.) kabuli altinda,

E(b(R))=b +S'RY(RS 'R} 'd
olur.

A=RS'R¢= A¥2AY2

H=S'RA"’ (2.7)

kisaltmalar: kullanmlirsa,

E(b(R))=b +Hd

bias(b(R),b) = Hd (2.8)

V(b(R)) =V (b)- s *HAH (2.9)

M (b(R),b)=V(b)- s >HAH ¢+ Hdd H ¢ (2.10)
elde edilir.
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b ve b(R)’nin MSE Kargilastirmas

i) b ve b(R)’nin Karsilastirmas: icin M SE-I Kriterinin K ullamimas::
D(6.b(R)) =V (5)- v (b(R))- (bias(b(R)).b)(bias(b(R)).b)"
=s ?H (A- s %dd§H e 0
olmast icin gerek ve yeter kosul, rank (R) =J oldugundan,

A-s%dde 0 (2.11)
olmasichr. Bu durumda Tamm 1.3'den b(R) tahmin edicisinin, MSE-I kriterine

gore yansiz tahmin edici b 'den daha iyi oldugu soylenir. Teorem 1.9 ve Teorem

1.217'in kullamilmasiyla (2.11.)’in,
| =s 2de’d =s “dqRS'RY d £1 (2.12)

kosuluna denk oldugu goraldr.

i) b ve b(R)nin Karsilastirmas: igin M SE-11 Kriterinin K ullamimasi:

MSE-I1 kriterini kullanarak, b(R) ve b karsilastirilsin. Buradan,
tr{D(B,b(R))} =s 2r{HAH¢ - dH ¢id 2 0 olmast icin gerek ve yeter kosulun,
dteid £s %r{HAH$=tr{V (5)- v (b(R))} (2.13)

oldugu elde edilir. Bu durumda Tamm 1.3'den b(R) tahmin edicisinin, MSE-I|

kriterine gore yansiz tahmin edici b *den daha iyi oldugu sdylenir.
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XX =S kisaltmasi ile, H&H = A™* olur, dolayisiyla (2.12.) deki | ile,

dHSHd =d@ 'd =s 7l

elde edilir. Teorem 1.11’in kullamimasiylave d * O varsayim ile

dH &Hd

d £ >4
dH $id

£d,

elde edilir. Burada, d, 2 d, 3 Kd, >0, S>0’1n 6zdegerleridir. Bu durumda
(2.13.)’Uin sol tarafrigin,

dH®¢d £d.'dA'd =d;'s 2
st sinir1 elde edilir. Dolayisiyla (2.13.) formiluniin saglanmast igin yeterli kosul;

| £dtr{HAH¢
- thr{S'lRa( RS'RY RS 1}
=|

0

olmasidir.

iii) b ve b(R)nin Karsilastirmas: igin M SE-111 Kriterinin K ullamimas:

tr{sD(5.b(R))} =s *r{ s RYRS *RY " Rs 1} - dan e

s?(tr{1,}-1)

s?(J-1)30

olmast icin gerek ve yeter kosul, | £ Jolmasidir. Bu durumda Tamm 1.3 den b(R)

tahmin edicisinin, MSE-I11 kriterine gbreﬁ "den dahaiyi oldugu sdylenir.
J3 2 ise MSE-III kriteri, MSE-I"den daha zayiftir. J =1 ise iki kriter
birbirine esittir.
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Teorem 2.3

r- Rb =d yanl bir lineer kisitlama olsun. Bu durumda yanli RLSE
b(R)’nin, yansiz olan b *den MSE kriterlerine gére dahaiyi olabilmesi icin gerek ve

yeter kosullar asagidaki gibi verilebilir:
i. MSE-| kriterine gore dahaiyi olmasi icin gerek ve yeter kosul, | £1 olmasidr.

ii. MSE-11 kriterine gore daha iyi olmas icin gerek ve yeter kosul, | £1 , olmasidir.

iii.MSE-IIl  kriterine gbre daha iyi olmas icin gerek ve yeter kosul
| =s2(r- Rb)¢(RS‘1RG)'1(r- Rb) icin | £J olmasidir.
| £1, 1 £1, veya | £J kosullarn test etmek igin, e = N(0,s?I) kabul
edilir ve test istatistigi olarak;
_ 1 \ oo 1pd °
F—§(r- Rb)"(RS*RY " (r - Rb)

kullanilir. Burada F merkezi olmayan F,,_, (I ) dagilimindan gelmektedir.

Hy:l £1(veyal £1,veyal £J)
H,:l >1 (veyal >1,veyal >J)

hipotezleri  test  edildiginde;, FE£F,;,..(1), FEF . ..(l,) Vveya

FEF,, .. (J) ise H, kabul edilir. Aksi halde H, reddedilir.

2.4. iki Yanh Kiath Tahmin Edicinin M SE K arsilastirmas

b Uzerindeki iki kisitlama;

r=Rb+d, =12
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olsun. Burada R, J,” K tipinde J, tam satir rankl1 bir matristir. Bu kisita en uygun
lineer RLSE;

b(R)=b+S'R(RS*RY " (r,- Rb)
seklinde verilir. S¥2, S* matrisinin p.d. karekoki ve rank(R)=J; oldugu

varsayilirsa, RSV? matrisinin J,” K tipinde ve rank(RS‘l’z):Ji oldugu goruldr.

Bu matrisin Moore-Penrose ters matrisi; (Teorem 1.13)

(Rs-llz)‘f:S.l/zRq(RS-qu)-l i=12
dir.
i =12 icin,
P :(RS-1/2)+ RS—l/Z (2.14.)

matrisinin J, <K rankli idempotent matris ve A(S‘”ZRG) kolon uzay: lizerinde

ortogonal projektor (izdistim) oldugu gz 6ntine alinirsa, (2.8.) ve (2.9.)'dan

d, =bias(b(R),b)=S'R(RS'RA 'd
=s?(Rs*?) g,
V(b(R))=s?*s**(1- R)S**
elde edilir. Burada, d, =Rb - i =1,2'dir.
P.=P- R

gosterimi kullanilirsa dagilim matrisleri farki;

37



2. TAM LINEER KISTLAMALAR Deniz OZONUR

D=V (b(R))-V(b(R))

=g 28—1/2|3218—1/2

olarak yazilabilir. Dolayisiyla D3 0U P, 3 0’drr.

Not: ¢ = S"*d :(RS'”Z)+di olmak lizere;

D(b(Ri),b(Rz)) =S (s ’p, +cct czcgi)S'”2 30

ise veya denk olarak P, +c¢,c8- c,c$2 0 ise b(R,) nin MSE-| kriterine gore b(R)
"den daha iyi oldugu soylenebilir. Teorem 1.19'a gore,
P, = SYRYRS'RE) RS Y? matrisi J,<K rankl: oldugundan, K K tipindeki

simetrik P, matrisi p.d. olamaz ve bdylece P, matrisi tekil (singller) olur.
Teorem 2.4

(2.14.) formulu ile verilen P, ve B, icin P, =P, - B olsun. Asagidaki
durumlar birbirine denktir.
l. B, 2 0;
1. A(SY?RYT A(SY?RY);
I11. R =FR,olacak sekilde bir F matrisi vardir;
IV. ER=R;
V. Rk =F;

V1. B, ortogonal izdusUimdur.
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Teorem 2.5

rn=Rb ve r,=Rb +d, verilsin ve D=V (b(R))-V(b(R,))* 0 olsun.
Yanlt b(R,) tahmin edicisinin MSE kriterine gére yansiz b(R) tahmin edicisinden

daha iyi olabilmesi icin gerek ve yeter kosul;
s *d¢(R,S'RY) "d, £1 (2.15)
olmasidr.

Teorem 2.6

d,=r- Rb* 0 olsun. O zaman, D(b(R),b(R,))* 0 olmasi igin gerek ve
yeter kosul; bias(b(R),b) =bias(b(R,),b) olmasidr.
Ozet olarak, 1, =Rb+d, =12 lineer kistlamalart ve b(R) ve b(R,)

uygun RLS tahmin edicilerini gostersin. Bu tahmin edicilerin varyans-kovaryans
matrisleri farkinin n.n.d. oldugu kabul edilirse,

i.d, =0 veya
ii. bias(b(R),b)=bias(b(R,),b)

ise bu lineer kisitlamalar MSE-1 kriterine gore karsilastirilabilir. (ii) kosulu
saglanmyorsa bu tahmin edicilerin MSE matrislerinin farki,

D(b(R).b(R,))=V(b(R))- V(b(R,)) varyanskovaryans meatrislerinin farkina

indirgenir.
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2.4.1. Kademeli Yanh Kistlamalar (Ozel Durum)

iki RLS tahmin edicinin onceki karsilastiriimalarnn V (b(R))- V (b(R,))
farkinin n.n.d. olmasi gerekliligini gostermistir. Bu kosul R = PR, olmasina denktir.
Teorem 2.2'nin ikinci sonucuna gore genelligi bozmadan P =(1,0) kabul

edilsin. Dolayisiyla V (b(R))- V(b(R,))2 0 kabulii atinda asagidaki lineer

kisitlamalar verilebilir;

rzz(?slg’ Rzzéﬂg, dzz(?g 2! J,+3;=J,
&g éR g &d; g
olmak Uzere
r,=Rb rank(R) =3,
3K
r,=Rb +d, rank( Rz) =, (2.16)

3 K

r,=Rb +d, rank( R3) =J,

3K

dir. Teorem 2.5 ve Teorem 2.6'dan, 1, - Rb =d, =0 oldugu bilinmektedir. Burada

amag bgagzb(Rz) ile b(R)’in MSE kriterlerine gore karsilastiriimasicir ve
Y
ozellikle,

b =SX¢ (yansiz tahmin edici),
b(R)=b + s'lRlc(Riisiﬂ)'l(rl - Ritf) (yansiz tahmin edici),

b(R,)=b +S'RYRSRY (r;- R (ds * 0 ise yanls tahmin edici),
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-1
a6 ~ o O_ 0 o880 aR0-0 .
bg, +=b+S*(RRf)¢c  =S*(RRY)+ 99r1+'9 =b = (d, ! 0 iseyanl
éR g &R g g kg ERg g
tahmin edici) tahmin edicilerinin karsilastiriimast ile ilgilenilecektir.

A=RS'R¢ A>0i=123 ve H =S'R®'i=123 notasyonlar
kullanilirsa, biasb(R,b)=Hd, i=12 3yazlabilir.

(@) b(R) veb 'nin Kargilastinimas:

Karsilastirilan iki tahmin edici de yansizdir ve b(R ), MSE kriterlerine gére

daimab ’ den daha iyidir. Bunun sebebi;

N

D(B,b(Rl)) =v(b)- V(b(R))
= "H,AHg
=5 zs-lquAl-lRls-l 30

olmasidir.

(b) b(R,) veb "nin Karsilastiriimas:
D(B,b(Rg)) — g2 ;§ 2S-u2R3¢A3-1RSS-JJ2 ) S'HZRSQ%lde%lRGS'MBS'W,
S-HZR%;,ldg =5 28-112%1%8-112% -2(R3S.y2)+gd3’

s ZS—l/ZR%les—l/Z 3 o

oldugu bilinmektedir. Teorem 1.22' nin uygulanmast ile asagidaki sonuca ulasilir:

l,=s%dgA'd,£1 U D(bb(R))2 0 (2.17.)
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ar 0

(c) bg_ = ve b(R)’in Kargilastinimasi:
éR: g
R=PR,, P=(1,0), Rzzgag, dzzg@ 2 ve Teorem 1.2 kullanlarak,
&R g &d; g

(2.15.) formull asagidaki sekilde elde edilir;

2(0,ag RS R RS'RES" e 0
"ERSIRE RS'REy &, 5 (2.18)

=s dg(A - RS'RA'RS'RY) d, £1

s '2d2¢( RS 1R§t)' 'd, =s

(2.17.) ve (2.18.) kosullarimn karsilastirilmasiyla Teorem 1.21' den,

s “%dgA'd, £5 dg( A - RS 'RW'RS'RY) 'd,

elde edilir.
Teorem 2.7 (Toutenburg, 1989)

(2.16.) formultndeki kisitlamalar saglamyorsa asagidaki sonuclar elde edilir;

a. Yanl lineer kisith tahmin edici bﬁgg’ijn MSE kriterlerine gére RLSE b(R)
éRsg

oy

"den daha iyi olabilmesi icin gerek ve yeter kosul, bg 2 tahmin edicisinin MSE
e

2

kriterlerine gore b *den daha iyi olmast yani (2.18.) formulinin saglanmasidir.

b. Déj;ebi.;(_),b(l?l).:(—j3 0ise D(b(Rg),B)3 0 olmak zorundadhr.
¢ éRyg

2

42



2. TAM LINEER KISTLAMALAR Deniz OZONUR

Sonug:

y=Xb +e modeline r, =Rb tam kisitimin eklenmesi her durumda modelin
etkinliginin artmasint saglar. Bir baska kisit olan ;- Rb =d, kisitinin kademeli
olarak eklenmesinin, MSE kriterlerine gore modelin etkinliginin artmasini saglamasi

icin, (2.18.)’in saglanmasi gerekir. Bu durumda yanh tahmin edici b(R,), MSE
kriterlerine gére b’den dahaiyidir, bu gerekli kosuldur fakat yeterli kosul degildir.
aR 0

b(R) ve bg_ - tahmin edicilerinin varyans-kovaryans matrisleri farki n.n.d.'dir.
2

=(1,0) kullamlarak F matrisi;

@0 @65 | e
" gl o (A

:Ai./Zﬁl-l 09 1/2
£0 0y

seklinde yazilabilir ve asagidaki sonuca ulasilir;

V(b(R))- vgbgERl T_szs-lmﬂz(l -F)ARS!
&R gy
=s ’S'RIA'R,S - s °S 'R RS
é @10 , N
o/ [5)-v i S & [6)- viblR)
Teorem 1.2, parcali matris A,’ye uygulanarak,
U=R-RS'RAR
- R3S-1/2(| .- S-lllemi-lRls-l/z)Suz

notasyonu kullanmilsin. S Y*R® ‘R S™"? matrisi idempotenttir ve rank: J,’dir.
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Teorem 1.12 (iv)'den I, - SY*R®W 'R S ¥? matrisi de idempotenttir ve ranki K - J,
"dir. rank (U) =J, oldugunu gostermek icin, J, £ K- J, yani J;+J, £ K oldugunu
gostermek gereklidir.

Zy0, = A- RS'RA'RS'RY

kisaltmasi kullanilsin. A, matrisinin alt matrisleri asagidaki gibi degistirilir ve yeni
matris A, seklinde adlandirilarak Teorem 1.14 A, ’yauygulanirsa,

§-TER REROE A RERS
§RE'R, RE'Ry &RE'R, A 4

A, >0"1n Z >0’adenk oldugu goriilir. (Teorem 1.14 h(ii))

v(b(R))- vg%aao__s S UEUS?

&R, 20

blasbg@aob-—-S]U@ g,

ee'sgd g

bulunur ve asagida gorildug gibi MSE matrisleri farki n.n.d. olur.

(5]
D(b(R))- ngaﬂO__S]U@ V2 52| . 77V d@ ¢V RZEVUS 3 0.

20
Burada rank (U ) = J, olmast igin gerek ve yeter kosul,

| =s 2d@'d, £1 (2.19)

olmasidir. (Teorem 1.21). BOylece (2.15.) igin gerekli ve yeterli bir sonug bulunmus
olur. (2.18.) kosulu F istatistigi kullanilarak test edilebilir.
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(r- R36)¢Z'1(r3- RD)

F= = o S (1)
3

Burada | (2.19.)’datarimlanan parametredir. Hipotez testinin sonucuna asagidaki

sekilde karar verilir.

Ho:l £1, FEF, ;. (1) isekabul edilir.

H,: 1 £1, F>F, . (1) isereddedilir.

Not: Bu karar kuralina gore, pre-test (6n-test) tahmin edici olarak adlandirilan,

i aRo .
. ibc_ +, FEF . (l)ise
b :: &R 5 sl

’:\b(Ri) ! F> FJs:T'K (I )Ise

tahmin edici tammlanabilir. Bu tahmin edicinin MSE matrisi basit bir yapida
degildir. Judge ve Bock (1978) bu tahmin ediciyi detayli bir sekilde incelemislerdir.
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3. STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR

3.1. Mixed Tahmin Edici

Pratik uygulamalarda, (y, X ) matrisinin 6rneklem bilgilerine ek olarak cogu

Zaman,

r=Rb+f, f:(0s¥) (3.1)

tipinde ifade edilen bir lineer stokastik kisit bilgisi de bulunur. Burada r: J" 1 ve
R:J” K tipinde matrisler, rank(R)=J" dir. Ayrica R ve V 'nin bilindigi kabul
edilmektedir. V >0 olsun. r vektord E(r)=Rb beklenen degeri ile bir rasgele

degisken olarak yorumlanabilir. Boylece (3.1.) kisitlamasi bu anlamda tam olarak
saglanmaz. r’'nin bilindigi kabul edilirse bitin beklenen degerler r’ye baglh

E(B \r) gibi kosullu beklenen deserler olur. Durbin (1953) drneklem bilgilerini ve

yarcimcr (ek) bilgiyi aymi anda kullanarak, parametrelerin stepwise (asamali,
kademeli) tahmin edicisini tanumlayan ilk kisidir. Theil ve Goldberger (1961) ve
Theil (1963) 6rneklem bilgilerini ve 6n bilgiyi,

ay0_aX0_ a0
&5 Ro 85 o

ortak modelinde birlestirerek mixed tahmin teknigini ortaya koymuslardir. Burada
hatalar arasinda korelasyon olmadig: kabul edilmelidir. Y ani;

E(ef )=0 (3.3)

dir. Daha 0nceki varsayimlarin aksine burada genel regresyon modeli kabul edilir ve

E(ee')=s W olur. (3.3.) kullamlarak varyans-kovaryans matrisi;
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seklinde yazilabilir. Mixed model,

y=Xb+é, é:(0sW) (3.4)

olarak yazilir. Burada,

@6 & 08

_®0 y  aXo B
“ar Mws Tar Ve vy

dir. rank (%) =rank(X)=K oldugunda (3.4.) modeli, genellestirilmis lineer model

gibi gorinir. S= X¥ *X olmak lizere Teorem 1.27'nin uygulanmastyla asagidaki

teorem elde edilir.
Teorem 3.1
(3.2.) mixed modelinde b igin eniyi lineer yansiz tahmin edici;

b (R) =(S+R&/R) " (X0 ty+Re/ )

=b+5'RYV +Rs'RY " (r - Rb) (3.5)

dir ve b (R)’nin varyans-kovaryans matrisi;
-1

V(b (R))=s?(s+Rw'R) (36)

dir. B(R) tahmin edicisi b ’mn mixed tahmin edicisi olarak adlandrilir.
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Ispat.

Teorem 1.27, (3.4.) modeline dogrudan uygulanirsa, b igin GLSE;

b

(1) wirry
(X0 2x + R&/R) (X 0v iy + R/ )

olur. Teorem 1.1 (iii) uygulanirsa,

(s+Rw'R) =s'- S'RYV +RS'RY RS’ (3.7)
elde edilir. Bu sonug b (R)’de kullanilarak ispat tamamlanir.

b (R) ile GLSE’ nin Karsilastiriimas:

Mixed tahmin edicisi yansizdir ve GLSE den daha kicuk bir varyans-
kovaryans matrisine sahiptir, yani

v(b)- V(b (R))=s *s*"Rev +RS'RY RS2 0

dir. Mixed tahmin edicisinin daha kiigik varyansa sahip olmasi E(r)=Rb

denkleminin saglanmp saglanmamasindan bagimsizdir.

3.2. Varyans-K ovaryans Matrisi Uzerine Varsayimlar

(3.1.) modelinde, E(ff § =s ?/ kabul edilmistir. Pretikte bu gosterim yeterli
olmayabilir. Dolayistyla, bazen E(ff § =V gosterimi daha gergekgi olabilir. Bunun

bir sonucu olarak bilinmeyen s ?’yi iceren mixed tahmin edici,
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b(Rs?)=(s 2S+R&/'R) (s 2XWly+R&/ )

seklinde ifade edilebilir. Bu problemin giderilmesi igin ¢esitli metotlar Gnerilmistir.

i. b(Rs?)'deki s?yi Tahmin Etmek igin, Orneklem Varyans s*'nin

Kullaniimas

s®’nin s ?'yi tahmin etmek icin kullamlmas: Theil (1963) tarafindan

onerilmistir. Genelde b (R s*) tahmin edicisi yansiz degildir. Belirli kosullar
saglanirsa B(R, sz) asimptotik olarak yansiz ve asimptotik olarak B(R, sz) ile ayn

varyans-kovaryans matrisine sahiptir. Bu tahmin edicinin ¢zelliklerini inceleyenler
arasinda, Giles ve Srivastava (1991), Kakwani (1968, 1974), Mehta ve Swamy
(1970), Nagar ve Kakwani (1964), Srivastava ve Chandra (1985), Srivastava ve
Upadhyaya (1975), Swamy ve Mehta (1969) gosterilebilir.

ii. Bir Sabit Kullaniimas;

Theil (1963), Terasvirta ve Toutenburg (1980) ve Toutenburg (1982)

GLSE tahmin edicisinden daha kiclk varyans-kovaryans matrisine sahip olacak
sekilde secilebilen stokastik olmayan bir sabittir.
M. =cS+R& 'R notasyonuile,

b(Rc)= M(;l(CXW'ly+ RC&/'lr)
V(b (Rc)) =M (c%s *s+ RV R)M?

elde edilir.
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B(c,s 2):s 2S‘1+(2$ 2. 1)(Rt1i/'1R)'1

matrisi tammlanirsa, varyans-kovaryans matrislerinin farki olan,

(3.8)

I
<
o
o
—_

R&'R)B(c,s *)(RV 'R)M,"

matrisi n.n.d. olur. Yani D(c)3 0 olmast icin gerek ve yeter kosul M;'>0 ve
(Rd&/'lR)>0 iken B(c,s 2)3 0 olmasidr.

Burada incelenmesi gereken iki durum ortaya ¢ikmaktadr;

a. B(O,s 2):s ’st. (RC&/'lR)'1<O (n.d.), B(s 2128 2):s ’St (pd) ve
a®(c,s?)a (at 0 sabit K -vektor) c’nin sirekli bir fonksiyonu iken,

a®(c,(a),s *)a=0, 0<co(a)<%s “2icin

(o]

atB(c,s 2)a>0, c>c,(a)icin

olacak sekilde ¢, (a) kritik noktas: vardir. a®(c, (a),s *)a=0 denklemi ¢,(a) icin

¢cOzulUrse, kritik deger,

ats'a

- - (3.9)
2ac1( RC&/'lR) a

olarak bulunur. Acikca bu s ’nin bilinmeyen bir fonksiyonudur. s * hakkinda 6n

bilginin kullanilmasi bu zorlugun ortadan kalkmasina yardimci olur.
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Teorem 3.2

s ? icin alt ve Uit sinirlarin;
i.0<s’<s?<s’<¥ve
ii. B(0,s7)<0
seklinde verildigi varsaylsin. Bu durumda b(R,c) tahmin ediciler ailes

F ={6(R,c): c3s 1-2} seklinde 6zellestiriimis GLSE’den daha kiigiik varyans-

kovaryans matrisine sahiptir.

Ispat:

B(0.s 2) <0 oldugundan B(0,s ) <0 bulunur. s >%s “2*dir ve boylece
s;°>c,(a) oldugundan c? s;” icin D(c)2 O olur.
b. B(0,s?) nnd.dir. Bu durumda B(c,s?)? 0 ve dolayisiyla her ¢>0 igin
D(c)2 0’dr.
B(O,sz)3 0 kosulunu incelemek igin, B(O,sf)3 0 ile 0<s?<s? at sinirinn
oldugu varsayilir. Dolayisiyla tahmin ediciler igin uygun aile F, :{B(R, c): cs 0}
olur.

Ozetle, s ? igin s 2 <s 2 <s ? geklindeki 6n bilgi, b (R,c) tahmin edicisi,
b’dan daha kiigiik bir varyansa (D(c)? 0) sahip olacak sekilde bir ¢ sabitinin

bulunmasinin mimkin olacagin: ifade eder.
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Verimliligin Olglilmesi

D(c)2 0 olmas niteldir. GLSE b yerine b(R,c) tahmin edicisini
kullanarak verimliligi 6lgmek icin skaler bir 6lgim tammlanr. Tamum 1.4'den
R(b,b,A) riski segilsinve A=S= XWX olsun.

Ri(b,.,S):sztr{SS'l} =s K

oldugundan verimliligin 6lgimu;

d(c)=R®.9)- R(b(RC),.,S)
R(b,.,S)
_tr{SD(c)}
=

dir ve 0£d(c) £1olur. cs 2 =1 alinirsa V(b (R,c)) » M_"* olur. O zaman,

4(9»1 tr{SMc'l}
c)»l- ——
s 2K
_, (S(S+c 'RV IR
cs 2K
tr{S(S+c'R'V'R)*
»1- { ( " ) }

olur. d(c) 1'eyaklastikgca yardimci bilgi daha 6nemli olur, O’ a yaklastikca tahmin
ediciye olan etkisi daha az 6nemli olur.

3.3. Yanh Stokastik Kisitlamalar

Boliim 2’ dekine benzer sekilde E(r)- Rb =d, d * Ooldugu varsayilsin. Bu

durumda (3.1.) stokastik kisitlamasi,
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r=Rb+d+f, f :(O,SZ\/)

olur ve bu varsayimin saglandigi durumda mixed tahmin edicisi yanli olur:
E(B(R))=b+S'RYV+RS*RY 'd.
3.3.1 MSE-l Kriterine Géreb (R) nin b Uzerine Ustiinliigu

D ; varyans-kovaryans matrislerinin farki olmak tzere,
v(b)-v(b(R))=D
=s 25 'RYV +RS'RY RS2 0 (3.10)

elde edilir. Ayrica,

bias(b (R),b) =S *RYV +RS'RY 'd
= Dd

(3.11)

dir. Burada, R = R{RR®) " olmak Uizere, d = SR'ds ?' dir. Bu nedenle

bias(B(R) : b)T A (D)’ dir ve Teorem 1.22 uygulanabilir.

Teorem 3.3

Yanli tahmin edicinin MSE-I kriterine gore GLSE b’'dan daha Ustiin
olabilmesi icin gerek ve yeter kosul;

| =s 2dqv+RS'RY d £1 (3.12)

olmasidir. e ve f bagimsiz olarak normal dagilima sahiplerse | |,
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F :J—iz(r - R6)¢(V + RS'lRﬂ)'l(r - RB) (3.13)

istatigtiginin merkezi olmama parametresidir. Burada merkezi olmayan F, ;. (I )

dagilimi H,:1 £1 hipotezi altinda bulunur.

Not: (3.12.) ve (2.12.) kosullar karsilastirildiginda, mixed tahmin edici b (R) ve

RLSE b(R)'nin MSE-| kriterine gore LSE b *ye olan Ustinl iz,

(RS'RY - (V+RS'RY "3 0

ile goraldr ki (3.12.) kosulu, (2.12.) kosulundan daha zayiftir. Dolayisiyla, r = Rb

kisitina stokastik f teriminin eklenmesi, parametre bolgesinin genislemesine neden

olarak yardimci bilgiye dayali tahmin edicinin, LSE b 'den daha iyl olmasini

kesinlestirir.
3.32. MSE-l Kriterine Gére b'nin (R) Uzerine Usttinliigi

MSE matrisleri farkinin n.n.d. yani,
p(b(R).6)=M (5 (R).b)-Vv(b)
=-s 25 'RV +RS 'R "RS™?
+bias(b (R),b )bias(b (R),b )% 0
olmasi icin gerek ve yeter kosul,
-1, +(V+RS'RY “ddqv +RS*RY 3 0 (3.14)

(Teorem 1.7) olmasidir.
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Teorem 1.10'a gore; J 3 2 icin bu matris highir zaman n.n.d. olamaz. J =1 igin
kisit,

r=Rt +d+f f : (O,szv)
11 1,K 11

11 11

olur. Buradan (3.14.) matrisinde - 1+d°? (v+ Rts'lR)'1 3 0 olmasi igin gerek ve yeter

kosul,

d2

| =031

(v+R&'R)
olmasidir. Asagidaki teorem bu bulgular: Ozetler.

Teorem 3.4

Y anl tahmin edici b (R)’nin MSE-1 kriterine gore, b tahmin edicisinden

Ustiin olmast icin gerek ve yeter kosul,

| =s 2dqv+RS'RY d £1
olmasidir. Tersine,
i.J=1017321
ii. J3 2 icin highbir durumda
kosullari igin b tahmin edicisi MSE-I’e gére b (R)’den daha iyidir.

J =1 kabul edilsin. | parametrelerinin bolgesi, {I <3} ve {I >1} ayrik alt
bélgelerine ayrilir, bu bolgeler srasiyla b (R) ve b tahmin edicilerinin birbirlerine
Ustinlik sagladiklar: alt bolgelerdir.| =1 icin, her iki tahmin edici birbirine denk

olur.
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J3 2 igin, b(R)’nin b tahmin edicisinden daha Gstiin oldugu bir bolge

(I £1) vardrr fakat b'nin b (R)’den dahaiyi oldugu bir parametre bélgesi yoktur.
3.3.3. MSE-ll Kriterine Gore b (R)'nin b Uzerine Ustiinlugi

Tam 1.3 e gore, mixed tahmin edici B(R) ,

- bias(B (R), b)bias(b (R),b)* 0 (315)

ise MSE-11 kriterine gére GLSE b’dan daha iyidir. (3.10.) ile (3.11.) formullerinin

uygulanmasi ve A=V + RS 'R¢ notasyonunun kullaniimasiyla (3.15.),

Q(d)=s *d'RS'S'RW'd £1r (S'RA'RS ) (3.16))

seklinde yazilabilir. Bu kosul, Q(d) merkezi olmama parametreli bir istatistik yoksa
tet edilemez. Bu esitligin saglanmast icin yeter kosul, Wallace'in (1972)
distncesine dayal1 olarak aranr.

s “dA'RS'GS 'R® 'd =s “dA d =1
olacak sekilde K~ K tipinde bir G simetrik matrisi oldugu kabul edilsin.
R*=R{RRY" (Teorem 113 (vi)) igin, G=S+SRVR™S'dir. Buradan da
RS 'GS 'R¢= A olur. Teorem 1.6’ dan;

s “7dA'RS'GS'RAd _ |

| i (G)£ Q(d) Q(d)

veya denk olarak,
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dir. Boylece,

| £1 ., (G)tr (S‘lR(l(V + RS'lRa)'l RS'l) =1, (3.17)

kosulunun, (3.16.) formilunin saglanmast igin yeterli kosul oldugu sdylenebilir.

Ayricakosul (3.17.) test edilebilir. F ((3.13.)) istatistigi, H,:| £1 , hipotezi atinda

For« (1) dagiliminasahiptir.

Not: Tam lineer kisitlayicilar igin, V =0 ve dolayistyla G=S'dir. W =1 igin
(3.17.) kosulu, b(R)’'nin MSE-II kriterine gore b’ den daha iyi olma kosuluna denk

olur.

334. b(R) veb igin MSE-IIl Karsilastirmas

MSE-III kriteri tammina gore, A=V + RS 'R¢ olmak (izere,
tr{sD(5,5 (R))} =s %r{ A'RS 'R - dox'RS 'R®Hd 2 0 (3.18)
iseveyadenk olarak 1,3 1,3 K3 | ,>0 olmak Uzere,

s dW RS RN D £ J - tr(A-lv)

J- §(1+| ) (3.19)

j=

éj.l,»(1+|,»)

=1

iy

-1

ise b (R) tahmin edicisi MSE-111 kriterine gére b’ dan dahaiyidir. Burada | ;" ler

V Y2RS RO/ V2 matrisinin 6zdegerleridir. Bu asagidaki gibi gosterilebilir;
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tr(AV)=tr (VV2A V) =tr ((V-uz Av-uz)'l)

:tr{(l +V'1’2RS'1R¢/'”2)'1} :tr{(l +L)'1} =4 (1+1,) -

j=1

(3.19.) denkleminin sol yan, (3.12.)’de tammmlanan | ile asagidaki sekilde sinirlanr;

s 'deA'l(RS'lR¢+V - v)A'ld
=s d®Ad-s d@avAd

£s 2d'd =1 .
J -1
LEQ1,(1+1)) =1, (3.20)

=1
kosulu, 6rnegin (3.18.) formulunun saglanmast igin yeterlidir. H,:l1 £1; hipotezi
atinda F istatigtiginin dagilim F, (I 3) oldugu icin (3.20.) kosulu, (3.13.)’ deki

F istatistigi kullamlarak test edilebilir.

Not: 1,2 1,3 K3 1| ;>0 oldugundan,

IJ EéJ Ij Il

1, Gl 1,

J

olur. 1,>(3-1)" ve J2 2 olsun, buradan | ,>1 ve MSE-IIl kriterinin MSE-I'e

gore daha zayif bir kriter oldugu sonuglarina varilr. J =1 igin | ,=1,/(1+1,)<1
elde edilir.

Yanli iki mixed tahmin edicinin MSE-| karsilastirmalari ve yanli stokastik
kistlamalarin - uyarlanmast icin  stepwise (kademeli) ekleme prosedirlerinin
uygulanmasi problemleri Freund ve Trenkler (1986), Terésvirta (1979a, 1981, 1982,
1986) ve Toutenburg (1989a, b) tarafindan incelenmistir.
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4. ZAYIFLATILMIS LINEER KISITLAMALAR

4.1. Zayif (Rr)-Yansizhk

Bir lineer iliskinin modellenmesinde ve test edilmesinde bazi yardimci
bilgiler mevcut olabilir; 6rnegin, 6n tahminler, parametreler Uzerindeki dogal
kisitlamalar (b, <0 vb.) ya da uzman tahminleri.

Yaygin bir kullamm sekli, bu yardimci bilgileri asagidaki sekilde lineer
stokastik kisitlayici formunda birlestirmektir. r:J" 1 ve R:J” K olmak Uzere,

r=Rb +f f:(oV)

dir. Ancak bu bilgiler agirlikli olarak f ’nin varyans-kovaryans matrisi olan V
matrisi hakkinda sahip olunan bilgilere baglichr. igtatistiksel uygulamalarda V
matrisi genellikle bilinmediginden b (R)’ler hesaplanamaz. Yine de r =Rb +f
kisitindaki uygulanabilir bilgiler kullamlmalidir. Bu kisittaki yardimci bilgilerin

kullamiimas: distincesi ile E(r)=Rb olur ve b ’mn, b tahminlerini olustururken,

r=Rb +f kisitindaki bilgileri dikkate almak igin
E(RB / r) =r
denklemine ihtiyag duyulur.

Tanim 4.1

E(RB/r):r ise r =Rb +f stokastik lineer kisitina gére b tahminlerine

b'min zayif (Rr)-yansiz tahmin edicisi denir. Bu tamm ilk defa Toutenburg,

Trenkler ve Liski (1992) tarafindan verilmistir.
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4.2. Optimal Zayif (R,r)-Yansiz Tahmin Ediciler

- Heterojen tahmin edici;
Oncelikle tahmin edici icin lineer heterojen bir form yani,
b = Cy+d

segilir. Bu durumda, zayif (R,r) -yansizhig: gereksinimi,
E(Rb)=RCXb +Rd =r

ifadesine denk olur. Ri(t;,b,A):Eé(B- b)*A(5 - b)g, (A>0) karesel risk

fonksiyonu kullanilirsa asagidaki optimizasyon problemi ele alinmalidir:

in{R (6,b,A)- 21 *(ReXb +Rd - 1)}

I
Ccd

ing(C,d,l ) (4.1)

Ccd,l

Burada | , Lagrange carpanlarimin bir J-vektoridir. En uygun sonug igin
g(C,d,l') fonksiyonunun C, d ve | 'ya gore tirevlerinin alinmast ile (Teorem

1.15 ve Teorem 1.16), asagidaki birinci dereceden denklemler elde edilir:

1E:Ad+A(Cx-|)b-R¢ =0 (4.2)
29d

179 - Acxb'bXe Abb' X e+ Adb ' X¢

29C (4.3)
+s2ACW- R¢b'X¢=0

199 _ rexb +Rd- 1 =0. (4.4

219
Ad icin (4.2.) denklemi ¢ozUlUrse,

Ad=- A(CX-1)b+R¢

62



4. ZAYIFLATILMIS LINEER KISITLAMALAR Deniz OZONUR

elde edilir ve bu sonug (4.3.) denkleminde kullanilirsa,

s2ACW =0

olur. A ve W pozitif tamml1 oldugundan C =0’dir. (4.4.) denklemi tekrar
kullanilarak,

d=b +A’'R¢ (4.5)

bulunur. (4.3.) denklemi Rile carpilirsa,

Rd =r = Rb +(RA RO

olur, buradan |” = (RA*RY }(r - Rb) ve d =b + A*RERARY (r - Rb) elde edilir.
Simdi asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1

y = Xb +e regresyon modelinde, b icin heterojen R -optimal zayif (Rr)-

yansiz tahmin edicisi;

b,(b,A)=b + A*R{RA Ry *(r - Rb)

ile verilebilir ve r "ye bagli risk fonksiyonu;

R &, (b,A),b, All=(r - Rb)§RA'RY*(r - Rb)

dr.

Not:

i. b,(b,A); R optimal heterojen tahmin edici b, = b ’larin toplamidir ve zayif

(R r) -yansizligin gidermek icin diizeltme terimi asagidaki gibidir;
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E &R, (b, A)ll= Rb +(RA'RY(RARY " (r - Rb) =r.

ii. by(b,A) bilinmeyen parametre vektorii b'ya baghdir ve bu dogrudan
kullanilamaz. Ancak b yerineb ’nin yansiz tahmin edicisi B kullanilirsa elde edilen

Bl(k%, A) uygulanabilir tahmin edicisi zayif (R,r)-yansiz hale gelir.

E4R0, (B, A)i= RE(6) + (RA'RY(RARY " (r- RE(B)) =r.

b,(b,A) bilinmeyen b’y icermesine ragmen bu ifade kullanilabilir tahmin
edicinin zayif (R r)-yansiz olmasini saglayan yapiyr belirler ve bu tir tahmin
edicilerin daha iyi istatistiksel 6zelliklere sahip olabilecegini gosterir.

iii. Ri(B,b,A), C'nin konveks fonksiyonu oldugu icin, d=b,(b,A) ¢dztim
minimum degerdir.

iv. Minimum risk icin verilen R €b,(b,A),b, All, karesel risk fonksiyonu

Ri(B, b,A) ve b, (b, A)’nin basit bir sonucudur.

v. b,(b,A); A agirhk matrisine bagli oldugundan A’yabagl yeni bir tahmin edici
sinifi tammlar. Bu nedenle A matrisi ek parametre olarak tammlanabilir. Ornegin,

b =(XX) " X9 LSE tahmin edicisi b yerine kullamilsin. Bu durumda A= XX =S

secerek b(R) RLSE
b, (b,S)=b +S'R{RSRY " (r- RO
elde edilir.

- Homojen Tahmin Edici;

b =Cy isezayif (Rr) yansizligi igin,
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Deniz OZONUR

RCXb =7

olmalidir. (4.1.) denkleminde d =0 alinip, C ve | 'ya gore tlrevler incelenirse

(heterojen tahmin edicilerde C =0 alinmusti), B=Xbb'X&+s AW ile taml: olmak

Uzere,
179 _ AcB- Abb'X¢ R 'b'X¢=0
24C
199 _rexb-r=0
29

denklemleri elde edilir. B pozitif tanumlidir ve ters,

g1g 2@y, WIXbb'XW 8
& s?+b'XWXbg

dir (Teorem 1.1 (iv)). (4.6.) denklemi C igin ¢ozulUrse,
C=bb'X8'+A'R¢ 'b'XB"

bulunur. Bu ifade (4.7.) denkleminde kullanilarak,
RCXb =r = €Rb +(RA'RYI 'a (b)

elde edilir ve buradan,

b'Sb
b)=——"
a(b) s?+b'Sb

ile tammlanan a (b ) icin optimal |
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olarak bulunur. |, (4.8.) denkleminde kullanilirsa, C i¢in asagidaki ¢cozim elde
edilir;

C=bb 'XB'1+A'1R4(RA'1RG)'1(;@ (b)g'r- Rb)b X

Sonug olarak, C, =bb 'Xﬁ(Xbb ‘X s Z\N)'1 ve

. A S WIXbb XYV
(Xbb'X¢rs W) =s AW 15 7 X OIXE

b'X®v 'ty

ifadelerinin kisaltilmis formu a =ph'XBly=—"T- "7
R (y) y s?+b'Sh

olmak Uzere R -

optimal homojen zayif (R, r) -yansiz tahmin edicisi,

ey )

b, (b,A)=ba (y)+A 'R{RA'RY TR

olarak ifade edilir. b, =ba (y)'nin b igin R -optimal homojen tahmin edici oldugu
gercegi g6z 6niinde bulundurulmalidir. Burada,

~ €& L, oo 1 S *h'Sbb'XW lyl

b, =b & o XW Y-
e S a
é s *b'Sb U

=bg ?- ———b'XW!

€ "T+s bl Y
éb'XW ty U
&2+b'Sby

dir. E(a(y)) =a(b) oldugundan b, (b,A) zayif (Rr)-yansizdir. Y ani;

r
a(b)

E€Rb, (b, A)li=Rba (b)+ a(b)- Rba(b)=r

dir. Bu tahmin edici, b "yagoére yanhdir. Yanlilik ise,
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2= AR RA'le)'laeL - Rb 2 olmak iizere,
a(b) @

bias€p, (b, A),bl=b (a(b)- 1)+ za(b)

dir. Ayricavaryans-kovaryans metrisi;

- e , s‘a(b) . s‘a(b)
V(B0 A) =V (B:) 2 S 2 gy
olur ki burada

b'Sb
(s?+b'sb)’

dir. Buradan b, (b, A)’ in MSE matrisi;

N

M (b, (b,A),b)=M(b,.b)+za(b)

. ~ _ s’bb’ .
dir. Burada, M (bz,b) “375°50 seklindedir. Dolayisiyla,

D(b,(b,A).b,)=z'a (b)? 0

oldugu gordlar.
Teorem 4.2

b igin R-optimal homojen zayif (R,r)-yansiz tahmin edicisi b, (b, A)

olarak verilir. Bu tahmin edici igin R -riski;
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R(b,(b,A).b,A)=R (b,.b,A)

&er O¢ FTNPE- I § 0]
+a(b)8a(b)' RbE(RA RY a0 Rbg

dir. Burada Ri(Bz,b,A):tr(AM (Bz,b)), b, 'min R-riskidir.
4.3. b, (b, A) Tahmin Edicisinde b ’nin En Uygun Segimi

b’nin herhangi bir yansiz tahmin edicisi B 'min kullamimas: b, (b, A)’y1
zayif (Rr)-yansiz yapar (Bolum 4.2). Karesel riske gore, bl(t%,A)’mn

uygulanabilir ve en uygun formunu olusturan B tahmin edicisi belirlenirken, bu

tahmin edicilerin iyi tammli kiimeleri ile sinirlama yapilir. Bu, lineer homojen

tahmin edicilerin {&§ = Gy: & =1} sinifi icin gosterilebilir;

A= A'R(RARY

notasyonunun kullanimasi ile,

6, (G, ) =By+ Afr - &)

elde edilir. Bu ifade b igin yansizdir, yani;

E(b,(Gy, A))=6xXb + A(r- R8xb)=b

ve varyans-kovaryans matrisi,

v(6,(Sy. A)) =s (1 - AR)EWE(1 - AR)’
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1 1
olur. Ayrica, Q=1- A ZRﬁ(RA'lRG)'l RA 2 matrisi, K - J rankli, idempotent bir

matristir ve

1 1
(1- R A1 - AR) = A2QA?
oldugu kolayca gorulir. Lagrange carpanlar: olan |, vektorlerinin K” K matrisi,

L=(,,..1 ) olsun, B(t%,A) tahmin edicisinin yansiz R-optimal b =&y ifadesi

asagidaki optimizasyon probleminin ¢dzumaidur;

o3
>
H (D\
2

b, 8y, A))u- 2 éK (d&x-l))g

:rgin?szt gAZQAZd/BWd/Bd‘U Zal (&x - I)

=1

'O:T<\'E=

@ vel "yagore tirev alinirsa minimumluk icin gerek kosullar;

1Ta(6L) e
EﬂT—AQA Gw- LX¢=0
iﬂg(&’L)_&x- =0

2 1L

olarak elde edilir. d/E’ya gore tirev, W'X ile carpilarak, L ’ya gore tiirev

1 1
formilunde kullamlirsa, L = A2QA2S'olur ve sonug olarak d/E’ya gore tlrev

formultnden,

1 1
AQA2 &8 - STXWV =0
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elde edilir ve bu ifadenin ¢éziimu, B 'yakarsilik gelen b GLSE ve
b, (8.y,A)=b+A*R{RARY " - RD)

ile ® =S'XO* olarak verilir.
4.4. Mixed Tahmin Edici Yerine RLS Tahmin Edicisinin Kullanilmas

V varyans-kovaryans matrisi biliniyorsa, r=Rb +f,f - (0,V) 6n bilgisi

kullanilabilir.
V matrisinin bilinmedigi durumlarda, Boélim 3.2'de anlatilan V 'yi tahmin

etme yontemi kullanilr. Alternatif ¢oziim ise RLSE b(R)’nin kullanimasidhr.

Bu durum V vyerine hatali olarak, V., =0 varyans-kovaryans matrisi kullamlarak

elde edilen eksik belirlenmis mixed tahmin edici olarak tanimlanabilir. Bunu daha
fazla agiklamak igin,

b(R)=b(R\V,)=b +S'RYRS'Re+V, ) *(r - Rb

notasyonu kullamlir. r=Rb +f,f 2 (0,V) stokastik kisitlamasinin dogru olarak

tamimlanmast ile b(R,V,,), b igin yansiz tahmin edici olur yani,

E(b(RV,))=b

dir. Fakat V(b(R)) RLSE'nin kovaryans matrisi olmak tizere, b(R\V,)’nin

kovaryans matrisi;
V(b(RV,,))=V (b(R))+s s *R{RS'RY 'V (RS'RY "RS™*

dir. Karsilastinlan b(RV,) ve b (R) tahmin edicilerinin yansizligindan dolay:

MSE karsilastirmalar1 yerine varyans-kovaryans matrisleri karsilastirilabilir.
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A=S'R{RS 'R} "V
olmak Uzere varyans-kovaryans matrislerinin farki;

D(b(RV,).b (R))=s 27 - (I +v”2(RS'1Rd)'1v”2)'18A¢
u

g

olarak elde edilir.

Mixed tahmin edici b (R)'nin optimal olmasina bagh olarak b(R\V,)
tahmin edicisi daha az etkin olmalidir. Yani her durumda,

D(b(RV,).b (R))? 0
esitsizlizi saglanr. V' bilinmedigi icin etkinlikieki bu kaybin biyukliigii tahmin
edilemez. b(R\V, ) ve GLSE b karsilastirilirsa,

D(6.b(RV,,)) =5 2Ad/ RS 'RV 2~ IjA 0
veya denk olarak,

| (V-1/2RS-1Rw-1/2)3 0

min

ise hatal1 olarak tammlanan b(R,V,,) tahmin edicisi, MSE kriterine gére b’ dan daha

Ustuindur denir. Fakat bu kosul V bilinmediginden kullanilabilir degildir
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5. MIXED TAHMIN EDIiCi iLE iLGiLi TAHMIN EDICILER
5.1. Ridge Regresyon (RR) Tahmin Edicis

Hoerl ve Kennard (1970), b'b™ ‘yi (y- Xb")(y- Xb")=c ‘ye baglh
olarak minimize etme probleminin ¢6zimu olan ridge regresyonu tammlamaktadr;
(c, bir sabit)

f.=b"b’ +%gy- Xb")(y- Xb')- cff (5.1)

Burada k Lagrange carpamdir. (5.1.)'deki ifadenin ¢6zimu olarak ridge regresyon
tahmin edici (RRE);

b(k)=(X'X+kl )*X'y, k>0 (5.2)

seklinde 6nerilmektedir. Burada k pozitif bir sabittir. (5.2.)’ deki ridge tahmin edici,

b(k)=(X'X +kl )Xy =T,b (5.3)

seklinde yazilabilmektedir. Burada, T, =(1+kS*)*=S'S=S5* seklindedir. Bu
k

tahmin edici aym zamanda (1.1.) modelinin

0=k¥?p +e (5.4.)

ile genisletilip, genisletilmis modele en kicik karelerin uygulanmasiyla da elde
edilmektedir.

Ayrica X/ X matrisinin koti kosullu olmast durumunda, coklu ig iliski

problemi GLSE 6’y1 etkiler. Trenkler (1984), bu disiinceyi ridge regresyona
tasimaktadir.
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Otokorelasyon ve c¢oklu i¢ iliski problemlerinin etkisi azaltmak igin
(1.13.)' deki donustartalmis modelde ridge regresyon tahmin edici

b(k) = (X X +K1 )X §= (XWX +KI )X Wy (5.5.)
olarak tanimlanmaktadr.

Tanim 5.1

A:nxn ve B:nxn tipinde iki matris olsun. |A- | B|=0 eitliginin kokleri

I.=1,°(A), B metriginde A’nin 6zdegerleri olarak adlandirilir.

Teorem 5.1

A>0 (veya A3 0) ve B>0 olsun. B- A>0 olmasi icin gerek ve yeter

kosul | ®(A) <1 olmasidir.
B(k) ve B(R) "nin Karsilastirilmas:

B(R) ve B(k) "nin kovaryans meatrisleri;
V, =Cov(b (R))=s (X WX +R&'R) ' =s *(S+R& 'R’

V, = Cov(b(k)) =s (X 'W X +KkI) ™ X "W X (X "W X +klI)
=s *(S+kl) *'S(S+kI)*
=s 23(-1$<-1

dir. Burada S, = X "W *X +kl = S+Kkl seklindedir. B(k)’nin yanlilik vektoru;

Bias(b(k)) = - kS, *b
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ve hata kareler ortalamasi;
MSE(b(K)) =s 2S, 'S5t +k?S, bb 'S,
dr.
V.-V, =5 2g(s+ R&/IR) - SK'lssK'lgzs D

dir. V;-V, >0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, D>0 olmasidir. S>0 (Teorem

1.3) ve R& 'R pozitif yar1 tamml1 (Teorem 1.7) odugundan S+ R®& 'R>0 olur.
Benzer sekilde, S 'S5 ' >0’ dir.

Teorem 1.8'den
D>0U €5S'S - (S+RW 'R)I>00 gki+k’S*- RV 'Ry>0

elde edilir. G=2kl+k*S* ve H =R& 'R olsun. Tim k>0 degerleri icin G

pozitif tammli ve H pozitif yari tamml1 oldugundan, Teorem 5.1’ den

G-H>0U I °(H)<lveyal _(G'H)<1

olur. Bu asagidaki teoremile verilir.

Teorem 5.2

B(k)’nln varyansinin B(R) "mn varyansindan daha kicuk olmasi igin gerek

ve yeter kosul, | °(H)<1veyal (G 'H)<1 olmasidir.
Cov(B(R)) = MSE(B (R)) oldugundan ,

MSE(b (R))- MSE(b(k)) =s *D- k*§*bb 'S, * (5.6.)

75



5. MIXED TAHMIN EDICI ILE ILISKILI TAHMIN EDICILER
Deniz OZONUR

olur. d =S 'b notasyonuyla, (5.6.) esitligi s °D- k*dd' olarak yazilabilir. D>0
olmasi igin gerek ve yeter kosul | °(H)<1 olmasidir. Teorem 1.7'yi kullanarak

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.3

| ©(H)<1 olsun. MSE(B(R))- MSE(B(k)) pozitif tamimli olmas: igin
gerek ve yeter kosul,

2
b '@k +K’S*- SS'R(V +RS'R)*RS'S b <15
olmasidr.
5.2. Liu Tahmin Edici

Liu tahmin edici olarak adlandirilan ,

b, =(X'X+1)}(X'y+db) ,0<d<1 (5.7.

Liu (1993), tarafindan tanimlanmaktadir.

Fy = (S+1)}(S+dl), S=X'X (58)

olmak Uzere Liu tahmin edici

b, =F,b (5.9)

seklinde yazilabilmektedir. Bu tahmin edici, (1.1.) modelinin

db =b +e' (5.10)
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ile genisletip, genisletilmis modele en kiglk karelerin uygulanmasiyla elde
edilebilmektedir. E(Bd):de oldugundan Bd yanhidir ve kovaryans matrisi
Cov(b,) =s 2F,S'F," seklindedir.

5.3. Stokastik Kigith Liu Tahmin Edici (SRLE)

(1.2)’de W =1 alinarak elde edilen genel mixed tahmin edici (OME);

Bove =(S+RV 'R (X'y+RVr)

=b +S'RYV + RS'lRa)'l(r - Rb) (5.11)

Durbin (1953), Theil ve Goldberger (1961) ve Theil

(1963) tarafindan
tanimlanmaktadir. Burada S= X' X seklindedir. Ayrica,

® Yy 6 aXo oo
Cb(R+S0y &l g &g

N

genisletilmis modeline EKK uygulanarak elde edilen kisitli Liu tahmin edici
b,, =F,b(R) Kagrranlar ve ark. (1999) tarafindan tammlanmaktadir. Burada
g=S'R(RS'R)}r- Rb) ve E&)=0, Cov(@)=s?l, E(é")=0 seklindedir.
Bu tahmin ediciden ve Liu tahmin edicinin Bd = FdB olmasindan esinlenerek,

bAsrd =F BOME (5.12)

seklinde alternatif bir Liu tahmin edici M. H. Hubert ve P. Wijekoon (2006)
tarafindan tanimlanmaktadir. Bu tahmin edicinin,

e Yy 0 aX0, o 0
~ +: +b + = 513
gdbOME"'SJE gl 7] gé@ ( )
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genigletilmis  modeli ile elde edilebilecegi de gogerilmektedir. Burada
g=S'R'W+RS'R)r- Ro) ve &, E()=0, Cov(@) =s?, E(eé)=0
seklinde bir rasgele vektordir.

(5.13.)’ deki modelden b "nin en kiiclk kareler tahmin edicisi bulunursa;;

Baq =(S+1) (X" y+dbgye + )

= (S+1) ' (S+d1)boye (5.14)

elde edilir. Bu tahmin edici stokastik kisitli Liu tahmin edici (SRLE) olarak
adlandirilmaktadir. SRLE’ nin beklenen degeri,

E(b,,) =F,b +F,S'RW+RS'R) d
ve kovaryans matrisi,
Cov(b,,) =s 2F,AF,"

dir. Burada d =E(r)- Rb ve A=(S+RW'R)'=S’- S’RW+RS'R) RS
seklindedir.

N A

b, ve b,, 'nin Karsilastiriimasi:

b, ve b_, nin hatakareler ortalamas;,
MSE(b,) =s *F,AF, "+ (F, - 1)bb '(F, - 1)’
MSE(b,,) =s 2F, AF, "+ §F, - )b +F,Sd" §§(F, - )b +F,Sd}j

seklindedir. Buradad™ = R'(W + RS 'R")'d *dir. Buradan,
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MSE(D,) - MSE(D,,) =8 *Fy(S - A)F, "+ (F, - 1)bb (F, - 1)’
- §(F,- )b +F,Sd" §&(F, - hb +F,Sd" § (5.15)

elde edilir.
(i) E(r) = Rb kisit1 dogruyken (d =0)
MSE(b,)- MSE(b,,) =S 2F,(S- AF,’

olur.

A'- S=(S+RW'R)- S=RW'R

dir. RW'R negatif olmayan tanimli oldugundan A*- S de negatif olmayan
tammlicr. S*- A negatif olmayan tanimli oldugundan MSE(Bd)- MSIE(BS,d)3 0
olur. Boylece, d =0 iken SRLE, MSE matris kriteri altinda Liu tahmin edicisinden

Ustinddir.
(if) d * O iken, (5.15.)'de bazi kisaltmalar yapilirsa,

MSE(b,)- MSE(b,,) = F,(D +d,d," d,d,)F,’
olur. Burada,

D=s2S'RW+RS'R) RS,

d, =(d- 1)(S+dl) b,

d,=(d- 1)(S+dl)'b +S'd’

seklindedir.

b;d "nin Bd "den Ustiin olmasi igin gerek ve yeter kosul (D+d,d,"- d,d,") 'nin
negatif tammli olmayan matris olmasidir. D negatif tammli olmayan bir matris
oldugundan, asagida verilen Baksalary ve Trenkler (1991)'in teoremi uygulanarak

N

MSE kriteri bakimindan b b, 'den Gstlin olmaktadhr.

srd ?
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Teorem 5.4: (Baksalary ve Trenkler, 1991)

C, negatif tamml1 olmayan bir matris ve ¢, C, lineer bagimsiz vektorler

olsun. Ayrica C’nin genellestirilmis tersi C™ icin, fij =c 'C'cj; =12, =12 ve

2 G- CC)(I- CC)e,
¢'(I- CC)'(I- CC)g

olsun. Burada, A(.) ilgili matrisin kolon uzayi ve ¢ 1 A(C)'dir. O zaman
C+cc '+c,c, '3 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul,

@ ¢l AC), c,T A(C) ve (f,+1(f,-DEf,” veya

() ¢ AC), ¢, 1 A(C,c)) ve (c,- x¢)'C (- s¢) £1- &

olmasidir.
5.4. Alternatif Stokastik Kisith Liu Tahmin Edici

H. Yang ve J Xu (2009), (5.11.)'de OLSE yerine Liu tahmin ediciyi
yerlestirerek elde edilen tahmin ediciyi alternatif stokastik kisitli Liu tahmin edici,

Dee (d) = by + SRV +RS'R)(r - Rb,)
=S'FX'y+S'R(V+RS'R)!(r- RS'F,X"y)
=(S'- SRV +RS'R) RS H)(F, X 'y+R'Vr)
:(S+ R'V-lR)-l(FdX Iy+ R'V'lr) (516)

olarak tammlamaktadirlar.
Bu tammdan d=1 iken bg.()=b,. ve R=0 iken bg.(d)=b,
oldugu sdylenebilir. Boylece SRLE, OME ve Liu tahmin edicinin genellestirilmis

hali olarak dustnulebilir.
Bu tahmin edicinin beklenen degeri;

E(Dgyc(d)) = AF,S+RV 'R)b =b + AF, - 1)Sb
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ve kovaryans matrisi;

Cov(bgy . (d)) =s 2A(F,F, "+ RV 'R A

dir. Burada A= (S+R'V 'R)* dir.
BOME ve bASRLE (d)’nin Karsilastirilmas:

MSE(boye) =S 2A
MSE(bgy - (d) =s 2A(F,SF, '+ RV 'R)A+hb,’

dir. Burada, b, = Bias(bg. (d)) = A(F, - 1)Sb seklindedir.

D, = A- AF,SF,+RV 'R)A= A(S- F,SF,)A

olmak Uzere,

D, = MSE(BOME) - MSE(BSRLE (d))=s 2Dl -bb,’

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.5

MSE kriteri altinda alternatif stokastik kisitli Liu tahmin edici 6SRLE (d)'nin

boye ' den tistiin olmas igin gerek ve yeter kosul, b,' D, 'b, £5 2 olmasidhr.
bASRLE(d) ve b;d (d) 'nin Karsilastirilmasi:

MSE(bg - (d) =s 2A(F,SF, '+ RV 'R)A+hb,’

MSE(b,,(d)) =s 2F,AF, +bh '
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dir. Burada, b =(F, - )b ve b, = Bias(Dg . (d)) = A(F, - 1)Sb  seklindedir.

D, =F,AF, - A(F,SF,'+R'V'R)A
olmak Uzere,
D, = MSE(Bsrd (d))- MSE(BS?LE (d))=s 2Ds +bhb - bb,’

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.6

MSE kriteri altinda alternatif stokastik kisitli Liu tahmin edici 6SRLE (d)'nin
b;d (d)’den Ustiin olmasi igin gerek ve yeter kosul, b,'(s°D,+bb")'b £1

olmasidir.
5.5. Genel Mixed Ridge Tahmin Edici

Yalian Li ve Hu Yang (2010), (5.3.) ve (5.11.)'deki tahmin edicileri
birlestirerek ;

bAOMRE(k) :ka'\OME =T (S+RV'R*(X'y+RVr) (5.17)
genel mixed ridge tahmin ediciyi (OMRE) tammladilar. Bu tahmin edici, OME ve
ORE’nin genel halidir; k=0 iken bgye(0) =boye, R=0 iken by (K) =b(K),
k=0 ve R=0 iken by (0) =b.
OMRE nin beklenen degeri ;

E(boyre (K)) =T.b +T,S'RY(S+R'V'R) *d

ve kovaryanst;
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Cov(boyee (K)) =S 2T AT, '

dir. Burada A=(S+R'V'R)* ve d =E(r)- Rb seklindedir.

MSE (Boyre (K)) =S *T, AT, +biby’

MSE(bg,c) =s 2A+S'd'd"'S?

MSE(b (k)) =s 2T, ST, '+b,b,"
dir. Burada, d" =R(V+RS'R)*d, b =Bias(Dy,e (k) =(T.- Db +T,Sd" ve
b, = Bias(b (k)) = (T, - )b seklindedir.

D, = MSE(b (K)) - MSE(byyee (K) =5 2T (S - AT, +bb,™- bh

olur ve asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.7

(a) Kisit dogru iken (d =0), MSE kriteri bakimindan BOMRE(k), B(k)’den daima
dstunddr.
(b) Kisit dogru degil iken (d * 0), BOMRE(k) "nin MSE kriteri bakimindan B(k) "den

Ustiin olmast icin gerek ve yeter kosul,

&(1- k)*b (S+kl) 'D*(S+kI)"b +1j
‘ g(l- K)(S+kl) b +s-1d*}" D*{(@- k)(S+ki) b +Sd’} - 18

£§1- k)b (S+kI) "D {(1- k)(S+kI)'b +S'1d*}82

olmasidir. Burada, D=s’S'R'(V+RS'R)'RS* seklindedir ve D* Moore-

Penrose tersidir. Ayrica,
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D, = MSE(Boye) - MSE(Boyre (K)) =5 *(A- T,AT, ) +S'd'd" "S- by’
seklindedir ve S=X"'X oldugundan S=walL o' olacak sekilde ortogonal bir =

matrisi vardir. Boylece asagidaki teorem verilehbilir.

Teorem 5.8

(a) Kisit dogruyken (d =0), MSE kriteri bakimindan b, (k) 'nin by, "den tistiin

olmasi icin gerek ve yeter kosul,

SZ

a'E'a £

olmasidir. Burada, E = o'(G- H)a, G=2I+(1+k)S ' ve
H=S'R'(V+RS'R)'R+R'(V+RS'R)*+(1- k) 'R'(V+RS'R) 'RS*
seklindedir.

(b) Kisit dogru degil iken (d * 0), BOMRE(k) "nin MSE kriteri bakimindan BOME’den

Ustiin olmast icin gerek ve yeter kosul,

gl eE ad’ +s°(1- R (L +kILmd - (- Ka}
"E{(L+kL Mad’ - (1- K} - s 2(1- k)Y

Lo T .2
£ aE {(L +k)L 'a'd" - (1- K)a} ¥

olmasidir.
5.6. Kisitaz ve Kiaith iki Parametreli Tahmin Edici

Ridge regresyon (RR) tahmin edicisinink 'ya bagli olmasindan dolay1 bazi
dezavantajlar: vardir. k® ¥ iken b(k)® 0 olup b icin yanli bir tahmin edici

olur. k® 0 iken 6(k)® b olup yansiz tahmin edici olur.
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k arttikca B(k) ve b arasindaki farkin azalmasi beklenir. Fakat, bir nokta tahmin

Ureten k 'nin tek bir degeri yoktur. Bu dezavantajlarin olmasi nedeniyle, RR tahmin
edicinin elde edilisi gz Onune alinarak, asagidaki minimizasyon probleminin
¢Ozumil olarak modified ridge regresyon (MRR) tahmin edicisi Swindel (1976)
tarafindan 6nerilmektedir;

. . 1, . R N
(b -b)'(b" - b)+?8(y- Xb")'(y- Xb")-cy
b 'nin bir denklik simif1 iginde ayni rezidii kareler toplamiyla b’ye en yakin tahmin
edici,
b(k,b) = (X' X +KkI)}(X'y+kb), k30 (5.18)

seklindedir. Burada b, b Uzerindeki 6n bilgiyi yansitan parametre uzayinda keyfi

bir noktadir. k sonsuzayaklastikca, b (k,b) ® b 'ye yaklasmaktadir.

RR ve MRR tahmin edicilerin elde edilisi gbz 6nune alinarak, asagidaki
minimizasyon problemlerinin ¢dzumii olarak yeni bir tahmin edici b (k,d), Ozkale
ve Kagiranlar (2007), tarafindan 6nerilmektedir;

b (k,d), b’mn tahmin edicilerinin bir denklik simifi icinde aymi rezidii

kareler toplamiyla db "ye en yakin tahmin edicidir,
(b* - db)'(b” - d6)+%[(y- Xb*)(y- Xb*)- ¢ (5.19)

Burada c, bir sabit ve % Lagrange carpanidrr. (5.19.) daki fonksiyonun b™’a gére
turevi alinarak,

(X'X +kDb" =X "'y+kdb (5.20.)

elde edilir. RR tahmin edicisinde oldugu gibi (X' X +KkI) tekil degildir. BOylece,

(5.20.)’ nin ¢6zUmu olarak,
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b(k,d)=(X'X +kl) (X'y+kdb), k>0 ,0<d <1 (5.21.)
elde edilir. Bu tahmin edici asagidaki gibi de elde edilebilir:
b hakkindaki 6n bilgi,
kdb =kb +é (5.22)

seklinde olsun. Burada é , pxi tipinde bir rasgele vektor ve E(&) =0, Cov(é) =s I
seklindedir. Ayrica, E(eé") =0 oldugu varsayilir. Mixed tahmin teknigi kullamlarak,

kdb =kb +4& ile (1.1.) modelinin birlestirilmesiyle b (k,d) elde edilir. Bu asagida
verilen Liu(2003)’ te tanumlanan tahmin ediciden farklidir.

b (k,d) "dafarkli d ve k degerleri igin farkl: tahmin ediciler elde edilir;

(i) Limy,b(k,d)=(X'X)*X"y , OLStahmin edicisidir.
(i) Lim, b (k,d)=(X'X)*X'y , OLS tahmin edicisidir.
(iii) Limy, b (k,d)=(X'X +kl)*X"y, RR tahmin edicisidir.
(iv) k=1 icin b(L,d) =b,, Liu tahmin edicisidir.
(v) b(k,d)=(X'X +KI)"(X'y+kdb)

= [1+K(X X)X X)X y+kdb)

= [1+K(X' X) T4 (b, +kd(X'X) D)

=[1+k(X'X) " *(b, - db,)+db

Buradan, Lim, 5(k,d) =db , contraction tahmin edicidir.

b(k,d) = (X' X +k)" (X"y+kdb)
= (X' X +KI) (X' X +kdI)b

olarak yazilirsa b *run her bir elemanin: farkl: sekilde buzen bir tahmin edici oldugu

gorilmektedir.
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Kisitl: ridge regresyon tahmin edicisi
b’ (k)=TDb(R) , T, =(,+k(X'X)™")*, k20

Sarkar (1992) tarafindan tarimlanmaktadir. Burada b(R), (2.2.)' de verildigi gibidir.

Gross (2003), b (k)’'min (3.1) kisitii saglamadigi icin kisith tahmin edici
olmadigini ifade etmektedir. Bu nedenle (3.1.) kisitimt saglayan yeni bir ridge tahmin

edici;

b, (k) =b(k,b,)- S(k) *RTRS(k) *R]*(Ro(k,b,)- r), k3 0
Gross (2003) tarafindan  Onerilmektedir.  Burada, S(k)=X'X +kl,
b, =R'(RR)'r ve B(k,bo):S(k)'l(X'y+kR'(RR')'1r) seklindedir. Ayrica,
b. (k) =b(k)- S(k) *RTRS(k) *R] *(Rb(K)- r) oldugu Kaciranlar ve ark. (2011)
tarafindan gosterilmektedir.

RR, MRR ve RLS tahmin edicilerin elde edilisleri gbz 6nine alinarak,
asagidaki minimizasyon probleminin ¢ozimi olarak yeni iki parametreli kisitl

tahmin edici, Ozkale ve Kagiranlar (2007), tarafindan 6nerilmektedir.

(3.1.)’de verilen kisit dogruyken b 'min tahmin edicilerinin bir denklik sinifi

icinde aym rezidu kareler toplamiyla db "ye en yakin tahmin edici,
Y, =(b"- db)(b" - d6)+%[(y- Xb*)(y- Xb’)- c]- 21 (Rb" - 1)

minimizasyon probleminin ¢oziml olarak Onerilmektedir. Burada % Lagrange
carpani, | , Lagrange carpanlarimin bir vektord ve c, bir sabittir. Bu fonsiyonun

srasiyla b”, %ve | "yagoretirevi alinarak,
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(b"- d6)+%(X'Xb*- X'y)- R'l =0 (5.23)
(y- Xb")(y- Xb")=c (5.24.)
Rb - r=0 (5.25.)
normal denklemleri elde edilir. (5.23.)'den
b™ =(X'X +KkI)[X'y+kdb]+(X'X +kI) 'R'KI (5.26.)
elde edilir. (5.26.) R ilecarpilir ve (5.25.) kullanmlirsa,
kI =[R(X'X +KI) 'RTYr- R(X"'X +kI) *(X'y+kdb)] (5.27)

elde edilir. (5.27.), (5.26.)’ da yerine yazilirsa, normal denklemlerin ¢cozimu,

b, (k,d) =b (k,d) +S(k) *RTRS(K) *RTY(r - Ro(k,d)), k>0, 0<d <1
olur.

Ozel durumlarda, b (k,d)’dan OLS, RR, Liu ve contraction tahmin edicileri
elde edilmisti. Ayni 6zel durumlar b (k,d)’dauygulanirsa;
(i) Limg b, (k,d)=b +(X'X)*RIR(X'X)RT(r- Rb), RLSEdir.
(ii) Lim,g b, (k,d) = b (k) + S(k) *RTRS(k) 'RT(r - Rb(k)), Grossun onerdigi
kisitli ridge tahmin edicisidir.
(iiii) Limg, b, (k,d) =b.(d) =db + RTRRT*(r - Rdb)
(iv) k=1 igin by, =D, (Ld) =b, +(X "X +1)*RIR(X ' X + 1) *RT*(r - Rb,) (5.28.
elde edilir.

Br (k,d), (3.1.) kisitim sagladig: igin bu dort tahmin edici de (3.1.) kisitim

saglar: k® 0’ayaklastikca b (k,d), OLSE yeve b, (k,d), RLSE'ye yaklasir;
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d ® 0'ayaklastikga b (k,d), RR tahmin edicine ve 6, (k,d), kisitl ridge tahmin
edicisineg; k ® ¥ ’ayaklastikca, b (k,d), contraction tahmin edicisine yaklasir ve
k=1 iken, Liu tahmin edici olur. Bu nedenle Ozkale ve Kaciranlar (2007),
BR(d) "yi kisitli contraction tahmin edici olarak ve (5.28.)'i kisithi Liu tahmin edicisi
olarak adlandirmaktadir. (5.28.), daha once Kaciranlar ve ark. (1999) tarafindan
tanimlanan kisitl Liu tahmin edicisinden farklidir. Bu farki ayirt etmek igin, b,

modified kisitli Liu (MRL) tahmin edici olarak adlandirilmaktadir.

6(k,d) ve OL S Tahmin Edicisinin Karsilastirilmas:

b (k,d) = S(k) *S(kd)b

seklinde yazilabilir. Burada, S(k)=S+kl, S(kd)=S+kdl ve S=X'X
seklindedir.
V(B(k,d)) =5 29(k) " S(kd)S 'S(kd)S(k)*

Bias(b (k, d)) = (S(k) “S(kd) - 1)b =k(d - )S(k) 'b

oldugundan
MSE(B(k, d)) =s 2S(k) *S(kd)S *S(kd)S(k) * +k?*(d - 1)*S(k) *bb 'S(k)*

olur. OLS b icin MSE(b) =s 2S “'dir.

D=MSE(b) - MSE(b (k,d))
= S(k) * 5 2S(K) S 'S(K) - 5 2S(kd)S *S(kd) - k(d - 1)2bb '§S(K)*

olur. Gerekli kisaltmalar yapildiktan sonra asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 5.9

MSE kriteri bakimindan b (k,d)’nin b’den Gistiin olabilmesi icin gerek ve

yeter kosul s “2k(L- d)b'gk(1+d)S*+ 21 b £1 olmasdir.
B(k,d) ve Br (k,d) ‘nin Karsilastirilmas:

b, (k,d) =M (K)S(kd)b + S(k) *R'gRS(K) ‘R'§ 1
seklinde yazilabilir. Burada, M (k) =S(k)* - S(k)-lR'gRS(k)-lR'H-l RS(k) *"dir.
V (b, (k,d)) =s 2M (k) S(kd) S ‘S(kd)M (k)

Bias(b, (k,d)) =M (k)[S(kd) - S(K)]b =k(d- )M (k)b

olup

MSE(b. (k,d)) =s M (k) S(kd)S *S(kd)M (k) +k?(d - 1)>M (k)bb ‘M (k)

elde edilir ve asagidaki teorem verilehilir.

Teorem 5.10

MSE kriteri bakimindan b, (k,d)’nin b (k,d)’den Gstiin olabilmesi igin
gerek ve yeter kosul | __(B*M(k)S(k)BS(k)M(k))£1 olmasicir. Burada,

B=MSE(b(k,d)) seklindedir.
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5.7. Stokastik Kisith Ridge Tahmin Edici

(3.5.)"de verilen mixed tahmin edici;

Y2:(ym_ me)ls-l(ym_ me)
=(y- Xb)'s & }(y- Xb)+(r- Rb)'s AW *(r - Rb)

fonksiyonunun minimizasyonu ile elde edilmektedir. Ridge regresyonun elde edilisi
g6z Ontine alinarak,
1 Sz -1
Y3: b'b +?[(ym_ me) S (ym_ me)_ C_L]
2
=b'b +ST[(y- Xb)'s AV *(y- Xb)+(r- Ro)'s W™*(r- Rb)- c,]

fonksiyonunun minimizasyonuyla elde edilen stokastik kisitli ridge regresyon
(SRRR) tahmin edici;

b(K) = (X VX +RWIR+kI ) H(X 'V y+RWr) , k>0
veya

b, (k) =b(k) + G, R'(\W+RG,R) (r - Ro(k)) ,k>0 (5.29)

2

seklinde Ozkale (2009) tarafindan 6nerilmektedir. Burada S? , Lagrange carpan: ;

,, bir sabit ve G, =(X 'V *X +kI ) seklindedir.

f,'de b'b yerine b'X 'V *Xb kullamldig: distinelim. O zaman,

f= b'X'V'1Xb+%[(y- Xb)'V-i(y- Xb)- d]

olur. f,’nin minimizasyonu ile elde edilen
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R
b —(m)b, k>0 (5.30.)

0<ﬁ<1 oldugu icin shrinkage GLS olarak Ozkale (2009) tarafindan

onerilmektedir. Bu dlstince Y ,’e uygulaninca,
y,=b'X'ViXb
2 ~ ~
+S?[(b - B)'s 2X 'V IX(b - B)+(r - Rb)’s AW (r- Rb)- ¢]]

elde edilir vey ,"n minimizasyonu ile elde edilen,

b =(k+1) b+ (k+1) G RW + (k +1) *RG 'R (r - R(k +1)"*b)
= b " +GA+k\W+RG'RT(r- Rb") (5.31)

stokastik  kisith - shrinkage tahmin edici olarak Ozkale (2009) tarafindan
Onerilmektedir.

MSE(b,(k)) =s 2M, M, M, +k?M,bb'M,
MSE(b (R)) =s *M,

dir. Burada, M, =(X'V X +R'W 'R+KkI)™* seklindedir.

D=MSE(b(R))- MSE(b,, (k)
=s°’M,- s *M M, M, - kM, bb 'M,

olur. D>0 olmast icin gerek ve yeter kosul
K?b'M, gM,- MMy *M, [ M,b <s?

olmasidir (Farebrother, 1976). Bu kosul gerekli kisaltmalar yapilarak asagidaki
teoremle basitlestirilebilir.
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Teorem 5.11

MSE kriteri bakimindan Bm(k)’nln B(R) "den Ustiin olmasi igin gerek ve

yeter kosul,
. -1
b 'gél +H(X'VIX + R'W'lR)'lﬁ b<s?
olmasidr.

5.8. Coklu Cok Degiskenli Ridge Tahmin Edici

Yin =B, HK+D X ey,
y2h = 12X1h +K+ b p2Xph +%h
M M M M

th = quih S bpqxph +eqh

regresyon denklemlerinin sistemini goz onune alalim(h=1,2,...,n). Bu denklem

sistemi matris formunda asagidaki gibi yazilabilir;

Y =XB+e. (5.32)

Burada Y, nxq tipinde bagimli degiskenlerin matrisi, X, nxptipinde agiklayici
degiskenler matrisi, B =(b,,K,b_), pxq tipinde bilinmeyen katsayilar matrisi ve

e=(e,K,g), nxq tipinde hata matrisidir ve j,1=12,..,q icin E(g) =0,

E(eg)=s j,zln varsayimlari yapilsin. Matris formlari olarak gosterildiginde;
éyll Ya Yu K Ya U é‘xu X X K Xp1 U
e u € u
Y = éY12 Yoo Ya K qul;| X = ész Xp X K szl;'
e n ba o T @ (v
e u e u
éyln y2n y3n K yqn Q éxln X2n X3n K Xpn Q
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éb, b, b, K by l;' éeu & & K g, l;'
8 G ) G
B= éb21 b, b, K b2q a o= ée21 e, & K g, a
en 0 a STen wow i G
é G é G
&0 b by K byj Er & & K &g

seklindedir.

(5.32) ile gosterilen lineer regresyon sistemi yeniden diizenlenerek;

y=2b+e (5.33)

elde edilmistir. Burada y, gnx1 tipinde y vektorl, hata matrisi olan €, gnx1
tipinde € vektori olarak dizenlenmistir. Bilinmeyen b parametreleri  pgx1
tipinde bir vektor ve Z, q(nxp) tipinde kosegeni Uzerinde orijinal X,
j =1,2,K,q matrisinin oldugu bir blok matristir. A matrislerin Kroneker carpimin
gostermek lzere Z =1, A X, dir. Hata vektort O (sifir) ortalamali ve S:{s ”2}
gxqg tipinde pozitif tammli simetrik bir matris olmak Uzere dagilim matrisidir
(dispersion matrix) E{ee}=SA 1, =G.

(5.33) formundaki modeller, gorinuste iliskisiz model (SURE) olarak
adlandirilir. Modeldeki esitlikler yapisal olarak iliskisiz gortnseler bile, gercekte

capraz esitliklerle iliskilendirilen hatalar onlarin  arasinda bir  baglanti
olusturmaktadr.

Fule (1994), SURE modelde tahminleri orijin yoninde blizmek yerine,
modified ridge regresyonda oldugu gibi, b, gibi verilen bir parametre vektori
yonuinde biizme yontemini ortaya koymustur. Burada, stokastik olmayan vektdr b,
formunda, b Uzerinde 6n bilgiye sahip olundugu varsayillmaktadir. Minimize etme
yaklasimi disunuldiginde, ©onceki ©6n bilgiye dayanarak bazi degiskenlere
digerlerinden daha fazla agirlik verildigi varsayilir. O zaman minimize etmek,
orijinden baska verilen bir noktaya uzakligin minimize edilmesi seklinde olacaktir.

Bdylece b'b 'y1 minimize etmek yerine, (y- Zb)'G'(y- Zb) =1, sabit kisitina

bagl1, uzakhigin agirliklandirilmis karesi olan (b - b,)’'Q *(b - b,)’ mn minimize
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edilmesi secilir. Burada agirlik matriss Q'  bilinen pozitif elemanli kdsegen
matristir. 1k ¢arpanyla Langrange carpaninin gosterilmesiyle ve tirevin alinmasiyla
SURE modelde, b ' min modified ridge tahmin edicisi;

b =(Z'G*Z+kQ ) }(Z'Gly+kQ*b,) (5.34.)

seklinde elde edilir.
Modified Ridge tahmin ediciyi elde etmenin ikinci yolu incelendiginde, her
iki bilginin kaynaklarimin birlestirildigi gorulir. Temel SURE model y=2b +e ve

b, =b +v stokastik kisitlamasi ile stokastik bilesen v, E(v)=0, E(w)=k'Q ve

k >0 olmak Uzere bir tek modelde birlestirdiginde,

u eZu éet]
y* = =a & (=Z*b +e* (5.35.)
SooH g ral

elde edilmektedir. Burada € ve V' nin bagimsiz olduklar: varsayilir ve

P'WP =1 olacak sekildeki P donusim matrisi kullanlir. P matrisini kullanarak PP’
esitligi;

P'Y =P'Zb+P'e
esitligine dontsturalir ve EKK yontemi bu donisttrdlmis modele uygulandiginda
=(Z2'G'Z+kQ ) (Z'G'y+kQ 'b,)

tahmin edici elde edilmektedir.

95



5. MIXED TAHMIN EDICI ILE ILISKILI TAHMIN EDICILER
Deniz OZONUR

Ekolojik regresyonda EKK tahmin edicisinden kaynaklanan problemlerden
kacinmak ve mumkin olmayan bazi varsayimlarindan dolay:r bircok yontem
gelistirilmistir. Bunlardan biri de Fule (1994)' nin gelistirdigi (5.34.) ile gosterilen
tahmin edicinin genellestirilmis halidir.

X, =X j=12,...., q Z=1,AX ve S=diag{s;} vasyaak, G;' ,
(paxpg) tipinde bir kdsegen matrisicin z'G'z ifadesi z'zG,' ifadesine esit

olacaktir ve Z'G'y ifadesi de G,'z'y gibi yazilabilecektir. Y ani;

G,'= S=diag{s }}
72'Gz=2'2G}
Z'G'y=G'z'y

esitlikleri vardir. Bunu gorerek modified ridge tahmin edici, kQ'G, ifadesiyle
(pax pq) tipindeki kosegen K matrisi tarafindan yeniden diizenlenerek,

Buer =(Z'Z+K) Y(Z'y+Kby) =(Z'Z+K) Y(Z'Zb +Kb,) (5.36.)

olarak modified genellestirilmis ridge tahmin edici (MGR) olarak adlandirilan yeni
bir tahmin edici elde edilir.
(5.36.) ile gosterilen tahmin edicide b," in Onceden belirlenmis degerleri

yonunde EKK ile tahmin edilmis parametreler bizilmektedir (shrinkage).

Ancak Onceden belirlenmis b, degerleri yoninde parametre degerlerini

blzmek, orijinal modelin bircok 6nemli 6zelliklerini kaybetmesine neden olmaktadir.
CUnkU gecis matrisinin satir toplamlar1 bire esit olmal1 ve elemanlarin her biri gegis

olasiliklar1 olarak yorumlanabilir olmalidir. Bunu yapabilmek icin, b parametre

vektori Uzerine

Rb =r
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lineer esitlikli kisit tanimlanmaktadir. Burada her ikisi de bilinen sabitler olmak
iizere; R, (px pq) tipinde bir matrisve r, (px1) tipinde bir vektérdir. Regresyon
parametrelerinin - gecis  olasiliklari  olarak  yorumlanabilmesi  durumu

orneklendirebilmek icgin, lineer regresyon denklemindeki b matrisinin sadece

birleri iceren r vektor gibi gosterilerek (satir toplamlari), satir toplamlar: Gzerine
kisitlamalar getirilmektedir. ¢' birlerden olusan satir vektori olmak Gzere, R matrisi

c'A | olarak yazilabilir ve R matrisi satir toplamini hesaplar.
Son olarak, Rb =r, kistina karsi, (y - Z'b)'W?!(y - Z'b) denklemi
minimize edildiginde asagidaki tahmin edici elde edilir.

BSI)GR = BMGR +W-1RI(R\N-1RI)-1(r - RBMGR) (5.37)

Burada W =(Z'Z+K) veb,,cr, MGR tahmin edicidir. b, shrinkage yéntemi

yoluyla EKK ile tahmin edilmis parametre degerlerini saglamak sartiylab igin

kisitlanmis bir gozim olarak gosterilmistir. Boylece b (., tahmin edici ekolojik

regresyon modelindeki tahminler igin tiim sartlar: saglamaktadir.
5.9. Agirhikh Mixed Tahmin Edici

(2.1) ve (3.1.) modellerini birlestirerek elde edilen agirlikli mixed tahmin
edici (WME);

b(w) = (S+WR'W R (X'y+WRWr)  0gwel
=b +WS'R'(W +WRS 'R }(r - Rb) (5.38)

Schaffrin ve Toutenburg (1990) tarafindan Onerilmistir. Burada S=X'X ve w,
stokastik olmayan skaler bir agirliktir. (5.38.)'de b yerine (5.7.)’ de tanimlanan Liu
tahmin edici yerlestirilerek elde edilen agirlikli mixed Liu tahmin edici (WMLE);
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b(w,d) =b, +WS 'RW+WRS 'R (r - Rb,)
= S'leX 'y+WS 'R'(W +WRS 'R (r - RS'leX "y)
=(S*t- WS'lR'(\N+WRS'lR')'lRS'l)(FdX 'y +WR'W'r)
= (S+WR'W Ry Y(F, X"y +WR'Wr) (5.39)

Y ang (2010) tarafindan Gnerilmistir.
MSE(b (w,d)) =s 2A(F,SF, '+ WR'W 'R)A+bb,'
MSE(b (W) =s *A(S+WR'W 'R)A
MSE(b (d)) =s 2F,S'F, +hyb,’

seklindedir. Burada,
A=(S+WR'W'R)?,
b, = Bias(b (w,d)) = A(F, - 1)Sb,
b, = Bias(b (d)) = (F, - I)b

seklindedir.

B(W) ve B(W,d)’nin Karsilastirniimas:

MSE(b (W) - MSE(b (w,d)) =s 2A(S+WR'W R)A- s 2A(F,SF, +WR'W 'R)A+bb *
=S 2D1 - blbll

olup burada D, = A(S- F,SF, ") A seklindedir.

Teorem 5.12

MSE kriteri bakimindan B(W,d)’nin B(W) "den Ustlin olmasi igin gerek ve

yeter kosul, b 'D; ' £s ? olmasidrr.
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B(d) ve B(W,d)’nin Karsilastirniimas:

MSE(b(d)) - MSE(b (w,d)) =s 2F,S*F, +hb, - (s 2A(F,F, +WR'W R)A+hbh )
=s’D,+hb,- hpy'

olup burada D, =F,S'F, " A(F,S'F, '+WR'W 'R) A seklindedir.

Teorem 5.13

MSE kriteri bakimindan B(W,d)’nin B(d) "den Ustiin olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul, b '(s °D, +b)b,")* £1 olmasidhr.
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6. SONUC VE ONERILER

Parametreler hakkinda yardimci bilgi olmasi durumunda klasik en kuiclk
kareler tahmin edici uygun olmamaktadir. Bu nedenle daha iyi tahmin edici bulma
calismalar: yapilmaktadir. Istatistiksel arastirmalarda daha iyi tahmin ediciler
saglamak icin birgok calisma yapilmstir. Ornegin; b 'min bazi Bi elemanlarinin
varyanslarini minimum yaparak veya uygun bir X secimiyle s >(X'X)™* kovaryans
matrisi tasarlayarak, yanli tahmin ediciler tammlayarak, tam veya stokastik
kisitlamalar: 6nceki bilgilerle birlestirerek olabilir.

Bu calismada, tam veya stokastik kisitlamalar1 énceki bilgilerle birlestirerek
elde edilen karma regresyon tahmin edici incelenmistir. Ayrica, karma regresyon
tahmin edici ile iliskili yanli tahmin ediciler; Ridge regresyon (RR) tahmin edicisi,
Liu tahmin edici, stokastik kisitli Liu tahmin edici (SRLE), alternatif stokastik kisitli
Liu tahmin edici, genel Mixed Ridge tahmin edici, kisitsiz ve kisitli iki parametreli
tahmin edici, stokastik kisitli Ridge tahmin edici, ¢oklu gok degiskenli Ridge tahmin
edici ve agirlikli Mixed tahmin edici ele alinmustur.

Yapilan karsilastirmalara gore, yardimci bilgi olmasi durumunda bu yanli
tahmin edicilerin EKK tahmin edicisinden daha kullamsl1 oldugu gorulmektedir.
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