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1. GIRIS

Risk, Kkisi ya da kurumlarin her tirli maddi, manevi kayip ve zararinin
olusumuna iliskin belirsizliktir. Risklerin gerceklesmesi halinde ortaya cikabilecek
kotd durumlar: bilip bunlara karsit 6nceden hazirlikli olmak amaciyla riskleri 6lgme
ve kontrol altina alma yollari aranmistir. Riske dayali zararlari temin etmek amaciyla
sigortacilik bilimi ortaya ¢ikmistir. Sigorta, ileride meydana gelme olasiligi bulunan
bir riskten dogacak zararin giderilmesinin Onceden yapilan ©6demeler yoluyla
guvence altina alinmasidr.

Risk, cogunlukla onceden gerceklesmesi kesin olmayan olumsuz olaylarla
ilgili bir terim olarak kullanilir. Yangin, kaza, hirsizlik gibi olaylar ve su baskini,
deprem, firtina, sel gibi dogal felaketler bu durum igin verilebilecek 6rneklerdir ve
bunlarla ilgili sigortalar olayin ad: verilerek tanimlanir. Ornegin, kaza sigortasi,
yangin sigortas;, vs. Ote yandan 6lim, gerceklesmesi kesin olmakla birlikte
gerceklesme zamani belli olmayan bir olaydir ve 6lim halinde dogabilecek zarar
temin icin hayat sigortasi denilen sigorta devreye girer. Insanlar riskler
gerceklesmeden bunlar1 sigortayla guvence altina almak isterler. Sigortacilik
acisindan tanimlamak gerekirse risk, bir kimsenin para ile 6lgtlebilir bir menfaatini
zarara ugratan tehlikedir.

Riskleri 6lcme ve kontrol altina alma durumlart model olusturma ihtiyacini
dogurmustur. Bir operasyonel risk modeli, belirsiz gelecek kayiplar: temsil eden bir
matematiksel fonksiyondur. Buradaki belirsizlik i¢ anlamda olabilir. Bunlar,
herhangi bir gerceklesme olup olmamasi (kaybin olup olmamasi), zamanlama
(kaybin ne zaman ortaya ¢iktigi) ve boyut (olay gerceklestiginde kaybin buytkligl)
seklindedir. Belirsizligi temsil etmede en kullanigh arag olasilik oldugundan olasilik
modellerine ihtiya¢c duyulmaktadir. Boylece operasyonel riske dayali olasilik
modelleri kavrami ortaya cikar.

Sigortac1 tarafindan 6denen tazminat sirekli rastgele bir cokluktur ve
operasyonel risk konusunda rastgele degiskenlere dayali bir takim tanimlar vardir.
Bunlardan birisi sagkalim fonksiyonudur. Eger X kaybi gosteren bir rastgele

degiskense P(X > x) olasiligina agan fonksiyonu denir. Bu fonksiyon ile kaybin
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belli bir degeri asmasi olasilig1 ifade edilir. Kaybin bir d esik degerini astigi

verildiginde bu fonksiyon ile ilgili rastgele degisken X —d|X >d kosullu rastgele

degiskenidir. Bu rastgele degiskenin beklenen degerine ortalama asan kayip
fonksiyonu adi verilir. Aktueryada ortalama asan kayip, kaybin esik degeri astigi
verildiginde esik miktardan fazla olan ortalama 6deme anlamina gelir.

Ote yandan kayip rastgele degiskenlerinin toplami, operasyonel risk igin
biylik 6nem tasimaktadir. Bir sirketteki k birimden dogan operasyonel risk kayiplar
dustnildiginde K birimin timu Uzerinden operasyonel risk kayiplar: toplam: tek tek

birimler icin kayiplarin toplamidir, yani S, = X, + X, +...+ X, dir. Burada S, mn
tam dagiliminin belirlenmesi cogunlukla zor bir problemdir ve bunun yerine S, ile

ilgili olaylarin olasiliklarini  yaklasik olarak hesaplamak igin similasyon
yontemlerine ya da merkezi limit teoremine basvurulur. Boylece toplam kayb:
kapsayicit uygun sermaye miktari aktarimi onceden degerlendirilebilir ve birimlere
uygun sermaye paylasimi yapilabilir.

Bir risk 6l¢tsu riskleri temsil eden reel bir say1 degeri olan donlsimdir. Risk
6lcuslnln amaci rastgele degisken ile ilgili belirsizlik ya da riskin derecesi igin bir
deger vermektir. BOyle risk Olgulerine Ornek olarak dagilimin standart sapmasi,
kantili ya da riske maruz deger (Value at Risk) (VaR) verilebilir. VaR, ¢ok yaygin
kullanilan bir risk 6lcist olmasina ragmen, eger kayiplar normal dagilimli degilse
ciddi yetersizliklere sahiptir. Artzner vd. (1999) bir risk 6lclsiinin tam olarak sahip
olmasi istenilen 6zellikleri siralamislar ve bu 6zelliklere sahip risk 6lculerine tam
risk Olctleri adin1 vermiglerdir. Buna gore VaR tam bir risk 6l¢ust degilken alternatif
bir risk 6lgisu olan kosullu kuyruk bekleneni (Conditional Tail Expectation) (CTE)
tam bir risk Olctsuddir.

Aktuerya literatirt surekli olasilik dagilimlart yoluyla risk modellemesi
lizerine ¢ok sayida calismayi icerir. Ornegin, Hogg ve Klugman (1984) ve Klugman
vd. (2004) kaynaklarinda basta normal, log-normal, Weibull ve Pareto olmak Uzere
bircok dagihmlar islenmektedir. Ote yandan sigorta risklerinin carpik dagilimlara
sahip olduklar: iyi bilinmektedir (bknz. Lane 2000, Wang 2002). Bu nedenle
kayiplar1 ya da sigorta risklerini modellemede klasik normal dagilim o kadar
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gercekei bir model degildir ve alternatif olarak birgok carpik dagilim literatlirde
kullanilmistir.  Ornegin, ters Gauss, Ustel, log-normal, Fréchet, Weibull gibi
dagihmlar aktleryal istatistikte tazminat miktar1 verisini modellemede basarili bir
sekilde kullanmlmstir (bknz. Kaas vd. 2009, s. 67). Pareto dagilim: ve
genellestirilmisi zarar tazminati miktarint modellemede kullanilmistir (Boyd, 1988;
Brazauskas ve Serfling, 2003). Kayiplari modellemede kullanilan diger dagilimlar
sOyle Ozetlenebilir: Azzalini (1985)° nin carpik normal dagilimi (Vernic, 2006),
asimetrik tstel kuvvet dagilim: (Komunjer 2007, Zhu ve Zinde-Walsh 2009), Pareto
pozitif stabil dagilim: (Guillen vd. 2011), logPH(Ahn vd. 2012), genellestirilmis
asimetrik Student-t dagilim: (Zhu ve Galbraith 2010), Birnbaum-Saunders-t dagilimi
(Paula vd. 2012).

Ayrica risk heterojenligini modellemek ve daha cok esneklik igin karma
dagilmlar da kullanilmistir. Ornegin, kesikli Poisson-ters Gauss dagilim: (Willmot,
1987) sigorta portfoylndeki tazminatlarin sayisini modellemede kullaniimistur.
Poisson ve gamma dagilimlarinin bir karmasi olarak negatif binom dagilim:
(Lemaire, 1979), negatif binom-Pareto karmas: (Klugman vd., 2004, Meng vd.,
1999) ozellikle otomobil sigortasi konusunda uygulamalara sahiptir. Aktieryal
istatistik literattriinde rastlanilan siirekli karmalara 6rnek olarak Ustel-ters Gauss
karmasi (Frangos ve Karlis, 2004), Erlang karmas: (Willmot ve Lin, 2011), gamma-
genellestirilmis ters Gauss karmasi (Gomez-Deniz, 2013) verilebilir.

Police, bolinmez bir primle hem milk hem de sorumluluk kapsamin: igerir.
Bunun anlami, sigorta sirketinden, sigorta ettirene tim riskler igin tek bir prim
Odenir. Sigortac1 tarafindan Odenen bu tazminat (miktar) slrekli rastgele bir
miktardir. Ornegin bir yangin sigortas: portfoyi icin bir risk bolustim calismas
uygulanirken tazminat blyikligu analizi kisitlamas: yapilarak ve tazminat sayisi
bilgisi disarda tutularak arastirma yapilir. Binanin tipiyle ve sigortalanmis toplamla
kayip dagilimlarinin nasil degistigi degerlendirilir. BOylece kategorik bir degiskenle
tazminat verisi yanit degiskeni olarak regresyon modellemesi yapilabilir ve bu
sekilde bir boltsum yapilabilir.

Aktieryal istatistikte yaygin olarak kullanilan, regresyon modellerinde uzun

kuyruklu dagilima sahip olan pozitif yanit degiskenlerini modelleyen Gslendirilmis
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Fréchet dagiliminin tanitilacagi bu tez ¢calismasinda, aciklayici degiskenleri modele
dahil edebilmek icin link fonksiyonlarindan yararlanilacaktir. Olustururulan link
fonksiyonlar: araciligiyla regresyon parametreleriyle acgiklayici degiskenler arasinda
iliski kuran iki farkli parametrizasyon Onerilecektir. Sonrasinda parametrelerin
maksimum olabilirlik tahmini hem teorik olarak hem de deneysel olarak ele
alinacaktir. Bir aktuerin isteklerine cevap vermek amaciyla Uslendirilmis Fréchet
dagilimz icin belirli risk olculerinin kapal: form ifadeleri elde edilecektir. Son olarak
ise 6nerilen bu model motosiklet hasar verisine uygulanacaktir.

Tezin 2. Boliminde aktueryadaki temel kavramlardan bahsedilecek ve
yasamin ic¢inden karsilasilabilecek cesitli riskli durumlarina ait érnekler verilip
sigorta yaptirmanin O6nemi belirtilecektir. Bunun yanisira, risk yodnetiminden
bahsedilecek olup risk yonetimi adimlar: agiklanacaktir. 1yi bir risk yonetimi icin
olusacak kaybi1 dogru sekilde belirlemenin 6neminin belirtilmesinin ardindan ise iyi
bir portfoy olusturabilmek ve sirketleri minimum riske maruz birakabilmek agisindan
risk élgimunun 6nemi zerinde durulacak ve tam bir risk 6l¢lstnin sahip olmasi
gereken ozellikler belirtilecektir. Bu boélimun son kisminda ise sigortacilar ve
yatirnmcilar acisindan riskli yatinmlar durumunda olusabilecek risk miktarini
Olgebilme adina oldukga 6nemli olan risk Olgtleri ele alinacak olup cesitli kayip
dagilimlar1 icin hesaplamalar: yapilacaktir.

Tez calismasinin 3. Bolumde ise risk modellemesinde normalden daha kalin
kuyruklu ve saga carpik dagilimlarin kullanildigr vurgusu yapilacaktir. Ozellikle
sigorta  sirketlerinin  yuktdmlaluklerini  Kkarsilayabilmesi  ve  devamliligim
saglayabilmesi acgisindan hasar tutari dagilimlarinin  6neminin belirtilecegi bu
bolumde saga carpik bir dagilim olan tslendirilmis Fréchet dagilimi tanitilacaktr.

4. Bolumde ise uslendirilmis Fréchet dagilhiminin aktieryal istatistikte
regresyon ¢Ozimlemesinde kullanimi ele alinacaktir. Ayrica simulasyon calismasi
yapilacak ve 2. Bélimde tanitilan risk olgulerinin Gslendirilmis Fréchet dagilimi icin
sonuglar1 bulunacaktir.

Calismanin 5. Boluminde ise elde edilen sonuclar gercek bir veri kiimesinde

uygulanacaktir.
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2. AKTUERYAL iSTATISTIKTE TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bolimde aktleryal istatistikteki temel tanim ve kavramlar Olivieri ve
Pitacco (2011) ve Panjer (2006) kaynaklarindan yararlanilarak aktarilacaktir.

Risk, Kkisi ya da kurumlarin her tlrli maddi, manevi kayip ve zararinin
olusumuna iligkin belirsizlik hallerinde ortaya ¢ikan ve tehlikenin ciddiyetine verilen
isimdir. O halde riske bir rastgele degisken gdzuyle bakilabilir ¢unki gercek sonucu
Onceden kesin olarak bilinmez.

Risklerin gergeklesmesi halinde ortaya cikabilecek kot durumlart bilip
bunlara kars1 6nceden hazirlikli olmak amaciyla riskleri 6lgme ve kontrol altina alma
yollar1 aranmistir. Insanlar, riskler gerceklesmeden bunlar: sigortayla giivence altina
almak isterler. Ornegin; X , bir endustriyel binada yangimn neden oldugu zararn
finansal terimlerle temsil edebilir. Bu durumda X = 0 zararin olmadigin1 gosterirken,
X =X

binanin toplam zararin1 gosterir. Boylece [O,x ] arahigr X riskinin olasi

maks maks

sonuglarinin  kiimesidir. Ya da eger X bir firmanin yillik ekonomik sonucunu

gosterirse, X > 0 bir kar: temsil ederken, X < 0 zarari1 temsil eder. Maksimum olas1

zarar x@(x¢<0) ve maksimum olas: kar xm(x@ >O)tahmin edilmelidir. Boylece X in

olast giktilar: [xt,x"] arahg: ile verilir.

2.1. Rastgele Sonuclu Ticari Islemler

Ticari islemler (sifir faizli tahvil, hisse senedi yatirimi, vs.) A,B... gibi
harflerle gosterilir. Her bir islem ifade edilen siire sonunda bir rastgele ¢iktiyla

sonuclanir ve bunlar X ,, X; ¥ gibi harflerle gosterilir. Cizelge 2.1. de goraldug
uzere, A isleminin rastgele sonucu X, dir. Her bir rastgele sonucun gergek ¢iktis
ikiserli ayrik sartlarin igcinden (Sl,SZ) hangi sartlarin ortaya ¢ikacagina baglidir. Her

bir sart, sonuclar: etkileyebilen ekonomik-finansal senaryonun 6zelliklerini dzetler.
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Cizelge 2.1. Olasi ¢iktilar ve sonlu sayidaki sart arasindaki iligki

S, S,
Xa Xt Xz
Xg Xg1 Xg.2
Xc Xea X2

1. Durum: Sifir Faizli Tahviller: Sifir faizli tahvil, 6deme gununde (1 yil) 6demesi
0 gunun sartlarina bagli olan tahvildir. Tahvil alindiginda, 6deme glnlndeki sartlar

bilinmedigi icin rastgeledir. S, ve S, ile gésterilecek iki olas: sartin var oldugu, 50

ve 150 nin ise tahvilin karsilik gelen 6demeleri oldugu kabul edilsin.
Ozel olarak 50 giktisimin, tahvili satin alirken yapilan yatinm miktaryla

iligkili bir zarar1, 150 nin ise bir kar1 gosterdigi varsayilabilir. X, 6deme zamaninda
yapilan rastgele 6demeyi, diger bir tahvil X sartlardan bagimsiz olan bir 6demeyi

gosterir. Yukaridaki ilk tahvil riskli bir tahvil iken digeri risksizdir.

Cizelge 2.2. Riskli ve risksiz tahvil durumu

S1 SZ
Xa 50 150
Xg 100 100

2. Durum: Rastgele Kazanch Yatirimlar: Dort farkli yatirnm aracindan elde edilen
olas1 kazanclar asagidaki tablodadir. Herhangi bir tercih icin her bir ¢ikti bir sartla
iligkilidir. Dustk kazanglar (6rnegin tablodaki % 0) uygun bir esik degerle
karsilastirildiginda “zarar’ olarak degerlendirilebilir.
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Cizelge 2.3. Farkl yatirnm araclarindan elde edilen kazanclar

S, S, S,
X, 5.0 6.0 7.0
X, 0.0 6.0 12.0
X 5.2 6.1 6.1
X, 5.0 6.0 6.5

2.2. Sigortalanabilir Bir Risk Ornegi

Bir acenta (bir Kisi, bir sirket, bir enstitu) ifade edilen bir dénem icginde ortaya
cikan bir olay (bir kaza ) nedeniyle zarara ugrayabilir. Ornegin, olay bir kargonun bir
ucakla tasinirken kaybolmasi nedeniyle ortaya cikabilir. e ile ekonomik zarara
neden olan olay ve x ile zararin miktar: gosterilsin. Boylece eger olay ortaya ¢ikarsa
zararin olacag: kesindir.

Bu Ornekte kargonun hicbir kismi zarari aciklanamaz. Potansiyel zarar

asagida tamimlanan (2.1.) numarali esitlikle gosterilmektedir.

X, e durumunda

o: 2.1

70, efdurumunda

Bu temel model, riskin baska durumlarini géstermede de kullanilir. Ornegin,
ailesinin gecimini geliriyle surdiren bir kisinin 6ldigl dustnaldiginde (1 yillik
donem iginde) bu kisinin 6limu0 finansal kaynaklarin elde edilebilirligi Gzerinde
olumsuz sonuclara sahiptir. Olimiin ekonomik etkisi gelecekte elde edilmesi
beklenen gelirlerin simdiki degerleri agisindan degerlendirildigi halde x ekonomik
kayip miktarini tanimlamadaki blyuk belirsizlik yok olmamaktadir.

Bir baska 6rnek, bir kaza ya da yaralanma nedeniyle daimi ve timden sakatlhk
ile verilebilir. Bu durum Kkisinin calisma yetersizligine neden olur. X miktarin

tanimlamadaki belirsizligin ylksek derecesi bu durumu da etkiler.
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Daha gercekgci durumlar yukaridaki érnekte ifade edilen riski genellestirerek
ortaya konulabilir. Bu genellestirmeler rastgele sonuclarin daha genis bir kiimesini ya

da daha uzun bir zaman ufkunu icerir. Bu amacla asagidaki durumlar verilebilir.

1. Olay, deterministik bir kayip yerine rastgele bir kayba neden olur.

2. Ifade edilen bir donem icinde en ¢ok bir olay yerine rastgele sayida olay
ortaya ¢ikabilir ve her bir olay deterministik bir kayba neden olur.

3. Daha uzun bir zaman ufku adres gosterilir ve bdylece paranin zamana karsi
degeri ihmal edilemez.

4. Donem iginde rastgele sayida olay ortaya ¢ikabilir ve her bir olay bir rastgele

kayba neden olur.

2.3. Cesitli Durumlara Ait Ornekler
Olivieri ve Pitacco (2011) konuyla ilgili asagidaki 6rnekleri vermistir.

Ornek 2.1. Bir Kargonun Kaybolmasi: Bir kargonun kaybolmas: ile verilen
sigortalanabilir risk drneginin (sabit miktarla olas: zarar) aksine tasima suresince bir

kargonun kismi zarara ugrayabilecegi hesaba katilir. Boylece zarar bir X rastgele

miktaricir. X in olast giktilar: hakkinda ya kesikli olarak {0, X, X,,%4, X, } Kiimesi ya

! “*maks

da sirekli olarak O£ X £ X, Yani [0,X,,] arahg: dustnilebilir. Tipik olarak

maks

maksimum miktar olan x_.. kargonun degerine esit olacaktir. X = 0 ¢iktis1 kazanin

olmayis1 nedeniyle zararin yoklugunu gosterir.

X kesikli ise, X in ¢iktilar: asagida (2.2.) numaral: esitlikteki gibi verilebilir.

X, e gerceklesirse
x2 e, gerceklegirse
I (2.2.)
Xno €n gerceklesirse

T 0 ,e° gerceklesirse

X

11
—
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Burada X, =X .. ve e, ler artan kayip miktarina goredir. e ise siddeti ne

maks

olursa olsun bir olayin ortaya c¢ikisii gosterir ve e =e, Ee, E¥4Ee  olarak

yazilabilir. e ise olayin ya da kazanin yoklugunu gdsterir.

Cesitli amaclar icin rastgele kaybi, beklenen deger gibi tipik bir 6lci
kullanarak 6zetlemek kullanishdir. Acik¢a bilinmektedir ki beklenen deger ya da
baska bir tipik degeri hesaplamak prensipte olasi c¢iktilar kimesi Uzerindeki
olasiliklar1 bilmeyi gerektirir. Alternatif olarak pratikte o©nceki ve benzer
tecriibelerden faydalanarak beklenen degerin bir tahmininin  kullanildig:

varsayilabilir.

Ornek 2.2. Maluliyet Tazminati: Bir isveren bir kaza nedeniyle daimi sakatlik
durumunda iscilerine toplu tazminat 6édeme riskini goze alr. Boyle bir durumda

asagidaki hipotezler varsayilir.

1. Planlanan zaman dilimi bir yildir.

2. nisci kaza riskine maruzdur.

3. Her bir isci igin tazminat miktar: C dir.

K verilen bir yil icindeki kazalarin rastgele sayisi olsun. Boylece isveren

tarafindan 6denen toplam tazminat
X=CK (2.3)
esitligi ile ifade edilir. K nin olasi ¢iktilar1 0,1,2,...,n dir. Boylece X in karsilik gelen
ciktilart 0,C,2C,...,nC dir. Bu durumda rastgele 6deme miktar1 bir tipik deger,
ornegin beklenen deger, kullanilarak o6zetlenebilir. Toplam tazminatin beklenen
degeri

E[X]=E[cK]=CE[K] (2.4)

esitligi ile ifade edilir.
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4.  j-inci isgi icin tazminat miktar ct dir,
3. hipotezin 4. hipotez ile yer degistirmesi durumunda, isveren tarafindan
verilen toplam tazminat sadece kaza sayisina bagli olmaz ¢iinkli bu durumda hangi

iscilerin sakatlikla Kkarsilastigi da 6nem kazanmis olur. Yani, j-inci isci referans

alinarak ct) rastgele degiskeni (2.5.) esitligindeki gibi tanimlanir.

- 1C!,  kazaolmas:durumunda
X=j ’ (25)
70, kazaolmamas:durumunda
Bu durumda isverenin toplam rastgele 6deme miktar
X =gxW (2.6.)

=1

—

esitligi ile verilir.

Ornek 2.3. Maluliyet Tazminati (Cok Yillik Dénem): Bu érnek, zaman diliminin
m yil (m>1) oldugu varsayilarak genellestirilir. m yillik dénemin baslangicinda yine
n iscinin maluliyet riskine maruz kaldig: varsayihr. Ustelik verilen bir yilda bir kaza
sonucu daimi sakat kalan her bir iscinin takip eden yilin basinda baska bir isgiyle yer
degistirildigi varsayilir. Ayrica yeni ise katilanlara izin verilmez. Boylece her bir
yilin basinda n is¢i riske maruz kalir. Kazanin oldugu yilin sonunda her bir isgi igin

Odenen bireysel toplu tazminat belirtilen dénemin iginde yil ne olursa olsun C dir,

Cesitli yillarda meydana gelen rastgele kaza sayis1 K, K,,%,K_ ile gosterilsin.
Boylece
X, =CK, (2.7.)

esitligi ile t=1,2,...,m igin t zamaninda yani t yilin sonunda isverence 6denen rastgele

miktar ifade edilmektedir. Eger isverenin toplam 6demesi

10
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X=X, + X, +..+X_ (2.8)

esitligi ile tanimlanirsa, paranin zamana bagl degeri 6nemsenmemis yani dikkate

alinmamis olur. Bu da faiz oraninin sifir varsayildigi anlamina gelir.

Ornek 2.4. Fabrika Yangini: Verilen bir déneme gore ( 6rnegin 1 yil) bir fabrikanin
0 dénem icin bir ya da daha fazla sayida zarara ugrayabilecegi varsayilsin. Olasi her
bir yanginda olusacak zarar miktar: rastgeledir. Bu ornekte kaybin rastgeleligi ve
olayin meydana gelis sayisindaki rastgelelik bir aradadir. Matematiksel olarak, N,

belirtilen dénem iginde meydana gelen yangin sayist olsun. X, , k-inct yanginmn

neden oldugu zarar1 gostersin. Boylece toplam rastgele zarar miktar X,

, N=0

0
X =
X, + X, +¥a+ X, N>0

(2.9.)

—)

esitligi ile tanimlanir.

Her bir k i¢in X, >0 dir ¢uinks sifir zarar N=0 ile gésterilir. Ustelik her bir

X, icin, bir minimum miktar x_.. ve bir maksimum miktar x_.. ifade edilmelidir.

maks
Ozel olarak maksimum miktarin fabrikanin maddi degeri oldugu diistinilebilir.
Bununla birlikte dénem icinde ¢ikabilecek birden fazla yangin durumunda her bir
olayin fabrikayr tamamen harap etmesi pek mimkin degildir. Bu 6zel durumla
N, X,, X,,..., X, rastgele sayilarina uygun olasiliksal yap1 tahsis edilerek
ugrasilabilir.

N rastgele sayisinin 0,1,2,... gibi degerler alabilecegi varsayilabilir. Ayrica N

icin N, gibi mantikli bir en blylk deger oldugu varsayildiginda N nin olasi

degerleri 0,1,2,Y4,N__. olacaktir. Ornek 2.2 de maksimum kaza sayisi N dir.

maks
Yukarida bahsedilen rastgele cokluklari, 6rnegin beklenen deger kullanarak

Ozetlemek icin bu cokluklarin olasi ¢iktilariyla iliskili olasiliklarin bilinmesi gerekir.

11
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Pratikte beklenen degerlerin kestirimleri igin ©nceki tecrubelerden
faydalanilarak varsayimlarda bulunulabilir. E(N) ile verilen dénem igindeki olaylarin

ortaya cikiglarinin (bu Ornekte yanginlarin) rastgele sayisinin beklenen degeri,

E(X,) ile k. ortaya gikistan sonuglanan zararin beklenen degeri ve E(X) ile toplam

zararin beklenen degeri gosterilir. Ozel olarak, eger tim X, rastgele miktarlarinin

ayni beklenen degere sahip oldugu varsayilirsa yani,
E(X,)=E(X,)=Ya=E(X,_ ) (2.10.)

esitligi dikkate alinirsa, asagida verilen (2.11) numaral esitlige ulasilir.

e N
B(X)= %_ax_ ESE&aX'lN 4 2.11)

=EgNE(X,)§=E(N)E(X,)

Fabrikada meydana gelen hasarlar (6zel olarak binalarda, makinalarda,
ekipmanlarda) yanginin neden oldugu direkt kayiplarin bir Ornegini olusturur.
Tersine dolayl kayiplar, direkt kayiplarin bir sonucu olarak ortaya ¢ikarlar. Ornegin,
hasarlanan makinalar, normal tretim diizeyini indirerek kayip olusmasina ve bdylece
fabrika tarafindan dretilen karin azalmasina neden olarak dolayli bir kayip
olusmasina sebep olabilir. Bu yiizden yanginin her bir olas:1 ortaya ¢ikisi i¢in dolayh

kayiplar da dikkate alinmalidir.

Ornek 2.5. Surticuniin Sorumlulugu: Bir stirticti baskalarinin 6zel malinin (6rnegin
arabalarinin) zarara ugramasina neden olabilir veya kisilere (yayalara ya da diger
stirtictilere) zarar verebilir. Bu durumda bir Gglinct sahis sorumlulugu ortaya cikar.
Verilen bir donem (bir yil) referans alinarak, dénem iginde sirucunin neden oldugu

zararlarin ya da yaralanmalarin sayist olarak Ornek 2.4. teki gibi N rastgele sayist

12
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tammlanirken, X, ile k-inc1 ortaya ¢ikisin neden oldugu zarar gosterilir. Boylece

verilen donemdeki toplam zarar X;

, N=0

0
X =
X, + X, +¥a+ X, N>0

(2.12)

—)

esitligi ile ifade edilir.

Bu durumda maksimum kayip miktarlarinin ifade edilemeyecegine dikkat
edilmelidir. Cunkil zarara ugrayan mal (ya da yaralanma tipi veya siddeti) 6nceden
taniml1 degildir.

2.4. Risk Yonetimi

Riskleri sigorta s0zlesmeleri yolu ile transfer etme eylemi, risk yonetimi icin
uygulanabilen eylem sekillerinin genis bir yelpazesi icinde sadece bir ihtimali
olusturur.

Risk yonetimi, bir firma, bir banka, bir kamu kurumu vs. tarafindan goze
alinmis riskleri analiz etmeyi hedefleyen ve risklerle yizlesmek icin cesitli eylemler
Onermeyi amaglayan disiplinin adidur.

Onceki bolimde verilmis olan bir kargonun zarar gormesi ya da
kaybolmasindan bir fabrikadaki yangina kadar olan gesitli drneklerde ortaya ¢ikan
riskleri yonetme ve analiz etme, isletmelerin risk yonetimi olarak degerlendirilir.
Bunun yan1 sira otomobil strtctusunin yukumlultgt, emeklilikte kaynak ihtiyac, bir
Kisinin erken olumd ve emeklilikte hazir kaynaklarin harcanmasi gibi 6rneklerde
ortaya ¢ikan, bireylerin ya da ailelerin karsilastigi riskleri analiz etme ve yonetme de
kisisel risk yonetimi gercevesinde degerlendirilebilir.

Risk yonetimi prensiplerinin yerine getirilmesi, risk yonetim streci yoluyla

gerceklesir ve temelde asagidaki 5 safhadan olusur (Olivieri ve Pitacco, 2011).

1. Risk belirlemesi

2. Risk degerlendirmesi

13
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3. Olasi1 eylemlerin analizi
4. Eylemlerin secimi

5. Gbdzetim

Risk yonetim streci sonu olmayan bir stirectir. Son adim olan gdzetim safhasi
davraniglarin sonuclarini kontrol etmeyi ve daha 6nceden uygulamaya konulmus 4

adimin bir revizyonunu dnermeyi amaglar.

i i Olasi Eylemlerin
—-— [ Risk Risk ¥
t—= | Belirlemesi : Degerlendirmesi ——| Analizi

v

Eylemlerin
Gézetim = — Secimi

Sekil 2.1. Risk Yonetim Sireci Semasi

2.4.1. Risk Belirlemesi ve Risk Degerlendirmesi

Risk belirleme safhasinda, bir isletmenin, bir bireyin ya da ailenin maruz
kaldiklar1 potansiyel kaybin belirlenmesi amaclanir. Risk degerlendirme safhasinda
ise kayiplarin siddeti ve potansiyel sayisinin degerlendirilmesi hedef alinir.
Genellikle kayiplarin ortalama sayis1 ve ortalama bir siddeti tahmin edilir. Risk
degerlendirmesine dogru bir yaklasim yapmak icin, kayip durumlarinin rastgele
sayisinin ve her bir potansiyel kaybin rastgele miktarinin olasiliksal modellerle nasil
kullanildiginin bilinmesi gerekmektedir.

Risk degerlendirme safhasi adimlar dizisinden olusan ve kendi basina bir
stirece donusen bir dongudir. Bu safhada ilk olarak bazi degiskenlerin kiimesi ifade

edilmeli, sonrasinda uygun olasiliklar varsayilmali ve son olarak da gesitli durumlari

14
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karsilastirmada ve karar almada yardimci olmas: adina baz tipik degerler (beklenen
deger, varyans, vs.) belirlenmelidir (Olivieri ve Pitacco, 2011).

2.4.2. Risk Yonetimi Eylemleri

Risk yonetimindeki eylemler birbirlerinden ayriktirlar ve gogunlukla iki ya da
daha fazla eylemin bir kombinasyonu riskleri karsilamak icin secilir. Bu eylemler
asagidaki gibi siniflandirilabilir (Olivieri, A., Pitacco, E., 2011.).

1. Kayip kontrolii
a. Kayip 6nleme
b. Kayip azaltma
c. Riskten kaginma
2. Kaybin finansmani
a. Riski tutma
b. Sigorta
c. Hedging
d. Diger s6zlesmeli risk transferleri
3. Isletme ici risk azaltim:
a. Cesitlendirme

b. Bilgiye yatirim

Cesitli risk yonetimi eylemlerini 6rneklendirmek igin fabrika yangini 6rnegi
verilebilir. Kayip kontroli eylemleri (ya da risk kontroli eylemleri) genel olarak

toplam kaybin beklenen degeri E[X] i azaltmay: amaglar.

Ozel olarak ortaya ¢ikislarin beklenen sayis1 E[N] yi diistirmeye meyilli olan
eylemler kayip 6nleme yontemleri olarak bilinirken, her bir zararin beklenen siddeti

k =1,2,%4, N olmak lzere, E[Xk] y1 azaltmayi amagclayan eylemler, kayip indirgeme

yontemleri olarak adlandirilir.
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Ornegin uygun elektrik ekipmanlari, olasi yangin cikislarinin beklenen
sayisint indirgemede katki saglayabilir. Bununla birlikte yangindan koruma tedbirleri
(6rnegin kapilar) yanginin yayilma riskini disUrebilir ve boylece beklenen zarar
miktarin1 disdrebilir.

Kayip kontroli, daha az riskli uretim yollarina gegerek riskli aktivitelerin
diizeyini azaltarak da gergeklestirilebilir. Bu eyleme ¢ogunlukla riskten kaginma adi
verilir.

Kayb1 finanse etme ifadesi (ya da riski finanse etme) her halikarda
kaginilmaz olabilen olasi1 kayiplari karsilamak icin finansal kaynaklar elde etmeyi
amaglayan genis bir yontemler kiimesini gosterir. ilk olarak isletme, kayiplar1 6deme
yukumlultgt altina girebilir. Bu isleme siklikla kendi kendine sigorta denilir.
Ornegin bir isletme calisanlarinin saglik masraflarin: bir saglik sigortas: plani satin
almak yerine kendisi 6demeye karar verebilir. Benzer sekilde eski bir arabaya sahip
olan bir kisi aracina gelebilecek zarar riskini tutmaya karar verebilir ve kapsamli
sigortadan vazgecebilir.

Hedging (finansal riskten korunma); opsiyonlar, takaslar, ileriye donuk
islemler, vadeli islemler gibi finansal tlrevlerin kullanimina dayalidir. Bu tirevler
doviz oranlari, faiz oranlari, emtia fiyatlarindaki degisiklikler vs. gibi nedenden
kaynaklanan potansiyel kayiplari dengelemek icin kullanilabilir. Ornegin, uretim
safhasinda petrol kullanan bir fabrika petrol fiyatindaki beklenmedik artiglardan
kaynaklanan kayiplara maruz kalir. Bu risk, petrol Greticisinden kullaniciya belirtilen
bir tarihte belli bir fiyattan belli bir miktar petrol saglamasina dayali bir ileri anlagsma
icine koyularak garanti altina alinabilir.

Son olarak isletme i¢i risk azalttmini amaglayan eylemlere bakilir.
Cesitlendirme, tipik olarak yatirim stratejileri ve iliskili risklerle ilgilidir ve tim
varhig: tek bir tahvil igine koymaktan ziyade bir takim farkli tahviller igine nispeten
kiicuk miktarda varliklari yatirmaktan olusur. Cesitlendirme yatirnm sonuclarini
sadece bir sirketin ekonomik sonuglarina tamamen bagl olarak yapmaz ve boyle
yatirim risklerini azaltmay: amaglar.

Bilgiye yatinnm, isletme ici risk azaltiminin ikinci buyik seklidir. Uygun

yatinmlar, tahmin ve kestirimlerin kalitesini gelistirebilir (Olivieri ve Pitacco, 2011).
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2.5. GOzetim ve Risk Ydnetim Dongusu

Eylemlerin secimi risk yonetim slrecinin dordinct safhasidir ve Onceki 3

safhanin sonucu olarak ortaya ¢ikmistir. Gozetim safhasinin iki ana amaci vardir.

1. Ustlenilen eylemlerin etkinligini kontrol etmek

2. Senaryodaki degisikliklerin yeni ¢oztimler 6nerip 6nermedigini belirlemek

Risk degerlendirme (ya da risk 6lcimi) anlamli hedef sonuclar (parasal giderler,
karlar, vs.) Uzerindeki risklerin etkisini nicel terimlerle ifade etmeyi amagclar. Bu

anlamda asagidaki noktalar vurgulanmaldir.

1. Riskin kendi dogasindan 6tard her bir riskin etkisi rastgeledir.

2. Kullaniglhi olmasina ragmen sadece minimum ve maksimum etkinin
degerlendirilmesi operasyonel amagclar icin agikca yetersizdir.

3. Konum ve yayilim o6lcleri gibi tipik degerler, verilen bir referans noktadan
daha kotidir ya da kayip ifade edilen bir (kritik) esik degerden daha
yuksektir gibi olaylarin olasiliklari ile birlikte genelde ¢ok daha kullanishdir.

4. Tipik degerler 6rnegin beklenen deger ya da mod (konumun tipik olculeri) ve

varyans (bir yayilim 0l¢usu) asagidaki amaglar igin 6zellikle kullanighidir.

a) Cesitli riskli durumlar arasindaki karsilastirmalar ve kararlar, 6rnegin
risk tutma ve risk transferi arasindaki secimler.

b) Tutma durumunda nakit akisi ve cari varliklar yoluyla ya da belli
sermaye bolustirme islemi yoluyla olabilen kayip finansmani
hakkindaki kararlar.

c¢) Sigortacinin bakis acisindan prim hesaplamas: igin uygun bir arag Kiti

yoluyla riskli durumlarin fiyatlandirilmasi.
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Benzer sekilde yukarida bahsedilenler gibi olasiliklar, frekans verisinden de
kestirilebilir. Buna ragmen tam bir olasihik modelinin insasi gegerli bir risk
degerlendirmesi icin en uygun yaklasimdir.

Elbette olasiliksal modelin karmasiklig: belirli riske ve ele alinan sonuca
baghdir. Bir model gergekligin basitlestirilmis bir sunumunu olusturmalidir ve
boylece degerlendirme surecinde 6nemli bir role sahip olan tim elemanlar:
icermelidir. Tersine sonuclar1 anlamca etkilemeyen elemanlar g6z ard:i edilir
(Olivieri ve Pitacco, 2011).

2.6. Rastgele Sayida Olaylar ve Rastgele Miktarlar

Burada bir kargonun zarar gormesi ya da kaybolmasi 6rnegindeki durum
gecerlidir. Bir olasihk dagilim: kaybin siddetini tamimlayan X rastgele miktarina
tahsis edilmelidir. Dagihim kesikli ya da strekli tipte olabilir. Surekli durum, hayat
dis1 sigortalarin aktteryal pratiginde oldukga yaygindir. Kesikli durumda ise olasi
sonuclarin bir kiimesi uygun bir sekilde secilmelidir. X rastgele miktarinin olasi

sonuglart X, =0,X,X,, %4, X, ile gosterilir. X, =0 ¢iktis1 kazanin ve bdylece

zararin yoklugu anlamina gelir. Bu durumda olasilik dagilimi asagidaki olasiliklarin

tahsisi ile belirlenir (Olivieri ve Pitacco, 2011).

P,=P(X=Xx,), h=0,12,..,m (2.13)

m
olmak tizere, g P, =1 kisit1 altinda,

E(X) =A%, P, (2.14)
Var(X)=& (%, - E(X))'P, (2.15.)
Var(X)=gs (X (2.16.)

18



2. AKTUERYAL ISTATISTIKTE TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
Fatma Feyza GUNDUZ

2.6.1. Rastgele Sayida Olaylara Ait Ornekler

Olivieri ve Pitacco (2011), rastgele sayidaki olaylara ait asagidaki ornekleri

vermistir.

Ornek 2.6. Olas1 bir kaza, miktar: kazanin siddetine bagh olarak bir kayba yol acar.
X rastgele kaybinin ¢iktilar: 0, 100, 200, 300, 400, 500 ve Kkarsilik gelen olasiliklar
0.99, 0.002, 0.004, 0.002, 0.001, 0.001 olarak ele alindiginda X=0 ¢iktis1 kazanin

gerceklesmedigini gosterir. Bu durumda,

E(X) =25
VaR(X) = 763.76
s(X) =27.64

olarak bulunur.

Siddeti ne olursa olsun bir kazanin ortaya c¢iktigi varsayilirsa rastgele
kayiplarin ¢iktilari pozitif degerlere kisitlanir yani 100, 200, 300, 400, 500
seklindedir. Uygun olasiliklarin toplam: 1 e esit olmalidir ve bdylece nispi degerleri
tutarak 0.2, 0.4, 0.2, 0.1, 0.1 degerleri elde edilir. Bu olasiliklardan bir kazanin

gerceklestigi hipotezi altinda kaybin beklenen degeri X =250 olarak hesaplanabilir.

Bir kaza olsun yada olmasin kaybin beklenen degeri asagidaki sekilde ifade edilir.
E(X)=X"P(kaza) = 250" 0.01=25

Ornekten ¢ikarilan sonuclar sunlardir:

1. Siddeti ne olursa olsun bir kazanin p olasilig1 p = éPh ve B, =1-p olmak
h=1

uzere,

p=P(e)=P(e,Ee, E..Ee,) (2.17.)
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olarak (2.17.) esitligindeki gibi ifade edilebilir.
2. Kosullu olasilik teoremine gore,
P(X=x)=P(X=X,le)P(e) (2.18.)

olmak Uzere bir kazanin ortaya ¢ikmasinda kosullu olarak kaybin miktarinin olasilik

dagilimi

P(X:Xh|e):%:p—;, h=12,..,m (219)

esitligi ile ifade edilir.
3. Bir kazanin ortaya ¢ikmasinda kosullu olarak kaybin beklenen degeri

xP(X=X,[e)= &x =18 xR, (2.20))
1 P Phra

QJOB

X =E(Xe)=

=>
Il

olarak ifade edilir. x =x, iken

E(X[e)P(e)= :XhPﬁéXhPﬁE(X) 2.21)

h

esitligi ile verilir.

Boylece kosulsuz beklenen deger
E(X)=E(Xe)P(e)=xp (2.22.)
olarak bulunur,
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Kaybin beklenen degeri E(X)=Xp ifadesi istatistiksel verinin bulundugu

format: isaret eder. Yani, X kaza basina g6zlenmis ortalama zarara dayal: olarak
kestirilebilirken p, kazanin sikligina dayali olarak kestirilebilir.

Maluliyet tazminati 1 yilhk donem durumuna donildiginde maluliyet
durumunda n isciden herhangi birine ayn1 C tazminatinin ddendigi varsayilsin. O
zaman riskli durum, maluliyete neden olan kazalarin rastgele sayis1 K ile tam olarak
ifade edilir. K nin olas1 riskleri 0,1,2,..., n oldugundan sonlu bir olasilik dagilim:

tahsis edilmelidir. Ozel olarak

1. Her bir is¢i i¢in kaza olasiliginin p oldugu
2. Kazalarin bagimsiz olaylar oldugu varsayildiginda K nin olasilik dagiliminin n ve
p parametreli binom dagilim: oldugu sonucu ortaya ¢ikar. Yani,

K ~b(n, p) (2.23)
seklinde ifade edilir. Boylece k = 0,1,...,n olmak lzere

k

s

g

esitligi ile verilir.
Bununla birlikte ikinci varsayim tartismali olabilir. Cunk( 6rnegin bir fabrika
icinde meydana gelen kazalarin pozitif korelasyonlu oldugu yukaridaki olasilik

modeline gore dustnulebilir.
E(K)=np (2.25.)
VaR(K)=np(1-p) (2.26.)

Isveren tarafindan 6denen toplam tazminat X ile ilgili olarak asagidaki

esitlikler verilebilir.
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P(X =kC)=P(K =k)=t,, k=0,1%a,n (2.27)
E(X)=CE(K)=Cnp (2.28)
Var(X)=C*%ar(K)=C’np(L- p) (2.29)

s(X)=C./np(1- p) (2.30.)

Ayrica hi¢ kazanin olmamas: olasiligi ve bunun sonucunda hi¢ 6demenin

olmamasi olasiligi
P(X =0)=P(K=0)=(1-p)’ (2.31.)

esitligi ile ifade edilir.

Daha 6nce de deginildigi gibi isveren tarafindan katlanilan risk aslinda n
bireysel riskin bir havuzudur. Havuzun buytkligt havuzun kendisinin riskliliginde
o6nemli bir rol oynar. n nin rolinin daha iyi anlasilmasi icin riskin nispi bir ol¢usd

olan varyasyon katsayisi

(7))

(X)

E(X)

CV(X)= (2.32)

esitligi ile ifade edilir

Ornek 2.7. Bir firmamn iscilerinden herhangi birine daimi maluliyet durumunda
C=1000 tutarlik bir tazminat 6densin. Her bir isci i¢in daimi maluliyete neden olan
bir kaza olasiligi 0.005 olsun ve kazalarin bagimsiz olaylar oldugu varsayilsin.

Cizelge 2.4. n=10, n=100 ve n=1000 durumlarinda cesitli sonuclar1 gosterir. Dikkat

edilirse E(X >0) kosullu bekleneni en azindan bir kaza meydana gelmesinde
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kosullu olarak yapilacak rastgele 0Odemenin beklenen degeridir. Havuzun
bilyiikluginiin rolii tablodan gériilebilir. Ozel olarak,

1. Ortalama olarak her

= (1K) yilda bir kaza meydana gelir.

2. Hem K hem de X in beklenen degeri ve varyansi n arttikca lineer olarak artar.

3. n kicuk oldugunda hi¢ kazanin olmama olasiligi ¢ok yiksekken n nin buytk
degerleri icin bu olasilik ¢cok dusuktur. Ayrica E (X| X > O) deki degisime de

bakilabilir.

Cizelge 2.4. Maluliyet Tazminati (1 yillik donem)

n=10 n=100 n=1000
E(K) 0.05 05 5
VaR(K) 0.0497 0.497 4.975
s(K) 0.2230 0.7053 2.23047
E(X) 50 500 5000
VaR(X) 49750 497500 4.975
s(X) 223.04 705.34 2230.47
CV(X) 4.4609 1.41068 0.44609
P(X =0) 0.9511 0.6058 0.0067
P(X >0) 0.0489 0.3492 0.9933
E(X|X >0) 1022.7 1268.30 5033.49

Bir fabrika yangini ve otomobil surtctsuntn sorumlulugu ile tanimlanmis
problemlere bakildiginda, bunlarin bir kargonun kaybi ya da zarari ve maluliyet
tazminatt (1 yillik donem) problemlerinin 6zelliklerini birlestirdigi goruldr. Zararlar
(ya da sorumluluklar) tanimlayan tum rastgele miktarlar X, X,,%a, X, icin aym
olasilik dagilimi varsayilsin. Bir kargonun kaybi ya da zarari durumundaki gibi
dagihm kesikli ya da surekli tipte olabilir. Kesikli durumu ele alindiginda ve
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X, Xy, Y4, X, ile her X, , k=1,2,...,n rastgele miktar: i¢in olas: ¢iktilar: gosterildiginde

ortak olasilik dagilimi
f,=P(X,=x,) ,h=12%m (2.33)

esitligi ile ifade edilirken beklenen deger ve varyans

X =E(X,)=axf, (2.34.)
h=1
Var(X,)= & (x, -’ f, (2.35)
h=1

esitlikleri ile verilir.

Kazanin olmamasi ve boylece zararin 0 a esit olmas: durumu kaza rastgele
sayist N nin O a esit ¢iktistyla agiklanir. N rastgele sayisi hakkinda agikga kesikli bir
dagilim kullanmiimahidir. Ozel olarak sonlu bir dagilm ve mantikli bir maksimum

cikti n_,. 1n dogru sekilde se¢imini gerektirir ve alternatif olarak Poisson dagilim:
siklikla kullanilir. Sonlu dagilim durumunda asagidaki olasiliklar tahsis edilmelidir.

t,=P(N=h);h=0,1%,n,, (2.36.)

Beklenen deger n ve varyans asagidaki esitliklerdeki gibi elde edilir.

mn=E(N)=ght, (2.37)
var(N)= & (h-n)t, (2.38)
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0, N=0

(2.39.)
X, +X,+Ya+ X, , N>0

‘I
X_,
—~

ile tanimh toplam kayip miktar1 X in olasilhik dagilhimi ve ilgili tipik degerler
onemlidir ¢unkl X ifade edilmis doneme ait toplam rastgele masrafi (zarar) temsil
eder.

Ornek 2.8. Bir fabrikanin bir yil icinde muhtemelen yangin nedeniyle cok kez zarar

gordigu varsayilsin. X,, k=12,... rastgele zararlar1 hakkinda m=5 oldugu ve

asagidaki olas ¢iktilarin ve bunlarin olasiliklarinin ele alindig: varsayilsin:
X, =100 ;x, =200 ;x, =300 ;x, =400 ; x, =500
f1:0.2 ; f2 =04 ; 1‘3 =0.2; f4 :().1;1‘5 =01

Bu durumda k=1,2,... igin X, rastgele miktarinin beklenen degeri;

5
X = E(X,)= &x,f, = 250

h=1

olarak bulunur.

N rastgele sayist i¢in n_., =4 oldugu ve asagidaki olasiliklar varsayilsin.
t, =0.9934 ;t, =0.0040;t, = 0.0020 ;t, =0.0004 ;t, = 0.002

Bu durumda

4
o

n=E(N)=4nt, =001

n=0
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olarak ele alinir ve uygun hipotezler altinda

seklinde bulunur.

2.7. Risk Olcumii

Sirketler sermayelerini biyttmek icin faaliyetleri stiresince cesitli riskler
alirlar. Riskin gerceklesip gerceklesmeyecegi, risk gerceklestiginde kaybin ne kadar
olacagi konular1 belirsizdir cunki risk gelecekle ilgili bir kavramdir ve gelecek
belirsizlik ifade etmektedir. Dolayisiyla bu noktalarda olasiliksal diistinceler devreye
girer.

Sirketler risk gerceklestiginde ne kadarlik bir kayba ugrayabileceklerini
Onceden tahmin etmek isterler ¢linki isin ucunda iflas etme tehlikesi vardir. Bu
nedenle riskin gerceklesmesi durumunda ne kadarlik bir sermayeyi olusacak kaybin
karsilanmasinda kullanacaklarini bilmek isterler.

Portfoy, riski azaltmak ve Ustlenilen riskten en yiuksek getiriyi saglamak
amaciyla, aym veya farkli 6zelliklere sahip en az iki yatirim aracinin bir araya
getirilmesiyle olusan toplam degeri ifade etmektedir.

Portféy yonetimi agisindan, yatirimc tiplerinin belirlenmesi de son derece
Onemlidir. Yatirimcinin serveti arttigi zaman riskli varliklara yaptig: yatirrm miktar
artityorsa, bu yatinmcinin risk almay: seven bir yatirimci oldugu sdylenebilir.
Yatirimcinin serveti arttigi zaman riskli varhiklara yaptig: yatirnm degismiyorsa riske
kars1 kayitsiz yatirimcr oldugu Ote yandan yatirimcinin serveti arttigi zaman, riskli
varhiklara yaptigi yatinm miktart azaliyorsa risk almaktan kaginan bir yatirimci
oldugu soylenebilir.

Farkli menkul kiymetler bir araya getirilerek ¢ok sayida portfoy alternatifi
olusturulabilir. Ancak olaya hisse senedi ve tahvil gibi geleneksel menkul kiymetler

acisindan bakildiginda farkli portféylerden soz edilebilir;
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Yalnizca tahvillerden olusan portfoyler
Yalnizca hisse senetlerinden olusan portfoyler

Karma portfoyler

M w0 p e

Diger yatirim araglarindan olusturulan portfoyler

Kisaca bu portfoy tiplerinden bahsedilecek olursa,

Tahvil; devletin ya da 6zel sektor sirketlerinin borclanarak orta ve uzun
vadeli fon saglamak tzere gikarttiklar1 borg senetleridir.

Hisse Senetleri; anonim ortakliklar tarafindan ¢ikarilan sirket sermayesine
katilimi temsil eden, yasal sartlara uygun olarak diizenlenmis kiymetli evraklardir.

Diger yatirnim araglarindan olusan portfoyler ise; yatirim fonlari, finansman
bonolari, altin, hazine bonosu, gelir ortaklig: senetleri, banka bonolari, repo, déviz,
gayrimenkul sertifikalar1, kar-zarar ortakligi belgesi, opsiyon sozlesmeleri ve vadeli
islem s6zlesmeleri seklinde siralanabilir.

Portféy yonetimi, cok sayida yatirim aracini, ¢esitli sinirlamalar altinda,
yatirimciya en fazla getiriyi saglayacak, buna karsilik en az risk ile yonetme faaliyeti
olarak tanimlanabilir. Portfoy yoneticisi ise, musterisi adina bir yatirim portfoyunu
yOneten Kisi veya sirkettir.

Portféy yonetiminin ilk asamasi portfoy bolusumidir. Bu asamada portfoye
girmeye aday olan menkul kiymetlerin 0zellikleri incelenip yatirim siresi boyunca
menkul kiymet performansinin nasil olacagr tahmin edilir. Burada 6nemli olan
sadece yatirim yapilabilecek finansal varliklarin gegmis performansinin incelenmesi
ve degerlendirilmesi degildir, cesitli bilgilerden yararlanilarak ileri donik agik ve
matematiksel tahminlerin de yapilmas: gerekmektedir.

Portfdy segimi ise Oncelikle her yatirnm kategorisine yapilacak yatirim
tutarinin daha sonra da degisik menkul kiymetlere yapilacak yatirim tutarinin
saptanmasini gerektirir. Portféy seciminde ©nce portfoyin hangi varliklardan
olusacagi belirlenmeli ve portfoyun genel kompozisyonu hakkinda karar verilmelidir
cunkld bu durum portféy yoneticisinin yatirrm kararlarina netlik getirebilmesi ve

karsilasilmasi muhtemel riskleri minimuma indirmesi agisindan énemlidir.
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Portfoy dinamik bir yapr tasimasindan dolay:r belirli zaman araliklarinda
degerlendirilmesi gerekmektedir. Zaman icerisinde portfoyun verimi ve degerinde
olan degisiklikler incelenir. Bunlarin, yatirim slresinin basinda saptanan yatirimcinin
amagclari ve yatirim olcdtleri ile uyumu degerlendirilerek bir sonuca ulasilir.

Portfoy yonetiminde ulasilmak istenen son asama ise, belirli bir risk
seviyesinde portfoyin getirisini maksimize etmektir. Bu amacla da risk 6l¢ilerine
ihtiya¢ duyulmustur.

Normal dagilim varsayimi borsada fiyatlarin logaritmasindaki degisikliklerin
modellenmesiyle ilgili olarak yogun bir sekilde kullanilmasina ragmen operasyonel
kayip sureglerini de igeren birgok siireci modellemede tam olarak uygun bir dagilim
olmayabilir. Sigortacilik alanindan iyi bilinir ki carpik dagilimlar simetrik olanlara
nazaran kayiplar: daha iyi modellerler.

Risk ya da kotu sonug ortaya ¢iktiginda kayip da ortaya gikar. Riskle iligkili
kayb1 temsilen bir X rastgele degiskeni kullanilir. Bir risk 6l¢lsti X den reel sayilar
kiimesine r(X) ile gosterebilecegimiz bir donusim (fonksiyon) dir. r(X) maruz
kalinan riskin miktarin1 6lgme gorevindedir ve X kaybini parasal acidan karsilamak
icin gerekli sermaye ya da varliklarin miktarin 6lger.

Olasilik tabanli modeller, riske maruz kalmanin tanimini saglarlar. Riske
maruz kalmanin derecesi genelde ya bir say1 ile ya da en azindan sayilarin kiguk bir
kiimesi ile ifade edilir. Bu sayilar modelin gerekli fonksiyonlaridir ve sik sik “anahtar
risk gostergeleri” olarak adlandirilirlar.

Ozellikle riske maruz deger (Value at Risk) (VaR) toplam riskin dagiliminin
kantilidir. Risk yoneticileri siklikla ters bir sonucun olasiligina bakarlar. Bu 6zel bir
olasilik duzeyinde VaR ile ifade edilebilir. VaR, boyle ters sonuglara dayanmasi
gereken sermaye miktarinin tespitinde kullanilir. Yatinmcilar, diizenleyiciler ve
derecelendirme kuruluslar1 0Ozellikle boyle olaylara karst sirketlerin durabilme
yetenegi ile ilgilenirler. VaR, bazi istenmeyen Ozelliklerden zarar gérmektedir. Daha
aydinlatict ve kullanigli bir risk 6lgciimi ise riske maruz kuyruk degeri (Tail Value at
Risk) (TVaR) dir. TVaR, cesitli alanlarda bagimsiz olarak ortaya ¢ikmistir. Kosullu
riske maruz deger (CVaR) (Conditional Value at Risk), kosullu kuyruk bekleneni
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(CTE) (Conditional Tail Expectation) ve ES (Expected Shortfall) gibi farkl: isimlerle
de ifade edilmektedir.

Burada 6ncelikle temel olasilik modeli olusturma Uzerine odaklanilacak ve
daha sonra risk yoneticisine kullanigl bilgi saglamak icin bir risk o6lcusu, olasilik
modeline uygulanacaktir. Risk sermayesinin tespiti konusu arastirmacilari,
diizenleyicileri ve mali kurumlar: oldukga ilgilendirmektedir.

VaR, riske maruz kalmay: degerlendirmek icin kullanilan standart risk
Olcumda haline gelmistir. Genel anlamda VaR, sirketin teknik olarak iflas etmemesini
temin edecek gerekli sermaye miktaridir. Pratikte bu tim sirket icin %99.95 gibi
yuksek bir deger olabilir ya da sirket i¢indeki tek bir birim ya da risk sinifi igin %95
gibi daha dusuk bir deger olabilir. Bu dlstk ytzde mevcut olan birimler aras: ya da
riskler aras: gesitliligi yansitmaktadir. VaR gibi kavramlarin yikselisi, sayisiz yazar
tarafindan risk 6l¢limi calismasina yol agmistur.

Risk olglimu c¢alismalari, bireysel birimlerdeki risk olgimi ile birimler
birlestirildikten sonraki risk Olcimu arasindaki tutarliligin saglanmasi (izerine
odaklanmistir. Risk olgUmlerinin tamligi kavrami ise Artzner ve ark. (1999)
tarafindan anlatilmastir.

X ile ifade edilen toplam operasyonel kayiplarin olasilik dagilimi, sadece tek
is birimleri igin, operasyonel kayiplarin dagilimina bagl degildir ayn1 zamanda
onlarin arasindaki iligskilere de baghdir. Korelasyon, boyle bir iligski Olcustdur.
Korelasyonun en kullanish tanimi; iki rastgele degisken arasindaki basit lineer iliski
olmasidir. Korelasyon 6lgist degiskenler arasindaki muhtemel bir lineer olmayan
iliskiyi ortaya ¢ikarmada yetersizdir.

Lineer korelasyon o6l¢usu tekli is birimlerinden gelen operasyonel kayiplarin
cok degiskenli normal dagilimi olusturdugu durumda degiskenler arasi iliskileri tarif
etmede mikemmel performans gosterir. Borsada fiyatlarin logaritmasindaki
degisimleri modellemede normal dagilim yaygin olarak kullanilsa da, operasyonel
kayip surecini de igeren bircok slreci modellemek icin ¢cok uygun bir dagilim
olmayabilir. Normal dagilim modeli bir referans nokta olarak gorev yapar ve 6nemli
iliskileri anlamamizda yardimc: olur. Sigorta alanlarinda, ¢arpik dagilimlar kayiplari

simetrik dagilimlardan daha iyi tanimlar. Sigorta sirketleri ve bankalar gibi kompleks
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organizasyonlar igin sermaye ihtiyaclarinin  belirlenmesinde risk  6lgimi
uygulamasina iki yaygin yaklasim vardir. Ilk yaklasim, maruz kalinan risklerin her
biri icin ayr1 ayrt bir matematiksel model gelistirip maruz kalinan o riskle ilgili
calismaya dayali olarak her bir maruz kalisa bir sermaye gereksinimi tahsis etmektir.
Bu yaklasim siklikla sigortacilikta riske dayal sermaye yaklasimi (risk-based capital)
(RBC) olarak, bankacilikta ise Basel yaklasimi olarak adlandirilir.

Toplam sermaye gereksinimi maruz kalinan her bir risk icin sermaye
gereksinimlerinin toplamidir. Burada bir kesinti mikemmel korelasyonlu olmayan
risklerin hedging etkisi ya da bir gesitliligin mevcut olabilirliginin farkindalig
nedeniyle mumkin olabilir. Ikinci yaklasim ise tiim organizasyonun entegre bir
modelini kullanir. Bu yaklasimda tiim organizasyonu tanimlamak i¢in matematiksel
bir model gelistirilir. Model, sirketteki is birimleri ve risk tipleri arasindaki tim
etkilesimleri birlestirir. Degiskenler arasindaki tlm iliskiler direkt olarak modele
yerlestirilir. Bdylece, korelasyonlar model yapisinda elde edilir. Bu yaklasimda
risklerin butln tdrleri icin toplam sermaye gereksinimi, organizasyonun en yuksek
duizeyinde hesaplanabilir. Durum bdyle oldugunda, toplam sermayenin birimlere geri
bolisuma bir tir is yonetimi ya da bor¢ 6deme glicti agisindan gereklidir. Yukarida
bahsedilen sermaye belirlenisine ilk yaklasim “asagidan yukariya” yaklasim olarak
adlandirilirken, ikinci yaklasim da “yukaridan asagi” yaklasim olarak adlandirilir.

Bir risk olglsu risklerle ilgili kayb1 temsil eden rastgele degiskenden reel
sayilar kiimesine bir donustimdir ve maruz kalinan riskin miktarint 6lgme niyetinde
olan tek bir say: verir. Ornegin standart sapma ya da dagilimin standart sapmasinin
bir kat1 bir risk ol¢usudir ¢unkl belirsizligin bir dlcimuni saglar. Normal dagilimh
bir kayip icin bu durumun uygunlugu agiktir. X icin gereken varliklarin miktar:

olarak gosterilen r(X) risk 6lgtimu fonksiyonunu temsil etmektedir.

2.7.1. Tam (Evren Uyumlu) Risk Ol¢iimii
Tam (Evren uyumlu) risk olgimi (tam risk olgumi) r(X) ; herhangi iki

sinirlt X ve Y kayip rastgele degiskenleri icin asagidaki 4 6zellige sahip olacak
sekilde tanimlanir (Panjer, 2006).
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Ozellik 1. Alt Toplamsallik: Bir araya getirilmis iki risk icin risk 6l¢tistiniin ayr
ayri ele alinan riskler igin olandan daha buyik olmayacagr anlamimna gelir.
Alttoplamsallik 6zelliginin gerekliliginin uygunlugu tartisma konusu olmustur.
Ozellikle cesitli kicik sirketlerin birlesip bilyiik bir sirket olusmasiyla Kkiigiik
sirketlerin herbiri digerlerinin itibar riskine maruz kahr. Cesitlilik ihtimalini
yansittigi icin alttoplamsallik 6zelligi dnemliligini korumustur.

r(X+Y)Er(X)+r(Y) (2.40.)

Ozellik 2. Monotonluk: Eger bir risk, tim durumlarda diger riskten her zaman daha
biylk kayiplara sahipse risk ol¢istnin her zaman daha biyik olmas: gerektigi
anlamina gelir. Monotonluk 6zelligi ekonomik bir bakis agisindan da agikca

degerlendirilebilir.
XEY ise r(X)Er(Y) (2.41)

Ozellik 3. Pozitif Homojenlik : Riskin 6lclebildigi durumda risk élgimi para
biriminden bagimsizdir. Bu ifadeye denk olarak, 6rnegin 6zel bir riske maruz
kalmayi iki katina ¢ikardigimizda bu sermayeyi de iki katina ¢ikarmay: gerektirir. ¢

pozitif sabiti igin;
r(cX)=cr(X) (2.42.)
esitligi ile verilir.

Ozellik 4. Doniisumde Degismezlik Ozelligi: Ozel olarak X sifira denk ise belirli

bir ¢ikt1 icin gerekli varliklar, tam olarak o ¢iktinin degeridir. ¢ > Oise;
r(X+c)=r(X)+c (2.43))

esitligi ile ifade edilir.
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2.8. Cesitli Risk Olcileri

Sigortacilar ve yatirimcilar, sirasiyla sigorta riskini ve riskli yatirimlar
durumunda ortaya ¢ikacak risk miktarini 6lgme ile ilgilenirler. Monte Carlo
simiilasyon yontemleri ile risk 6lcimd mumkandir. Alternatif olarak bu risk élguleri,
uygun bir kayip dagilim: esas alinarak kayip verinin modellenmesiyle, analitik olarak
degerlendirilebilir,

Aktueryada kayba dair veriler genellikle saga carpik dagilim ortaya koyarlar.
Bu sebeple bu tezin 4. Boliminde kayiplar Gslendirilmis Fréchet dagilimi ile

modellenecek ve risk 6l¢uleri icin kapali form ifadeleri elde edilecektir.
2.8.1. Standart Sapma

Standart sapma, ortalamadan sapmay:1 o6lcen klasik bir risk Olctsuddir.
Varyans ve standart sapma simetrik risk ol¢tleridir ¢inku beklenen degerden pozitif
ve negatif sapmalar alikonmustur. Standart sapma, rastgele miktar X ile ayn1 birimde
ifade edilir ve bir dagilimin belirsizliginin 6lgtstdur. X kaybi temsil eden bir rastgele

degisken olmak Uizere varyans ve standart sapma asagidaki sekilde tanimlanr.

+¥

Var[X]=E§(X -m)* 8= g (x-m)" f(x)dx (2.44.)

s [x]=Var[X] (2.45)

Istatistikte varyasyon katsayisi;

(2.46.)

esitligi ile ifade edilir ve ortalamaya gore X deki degisimi olcer. Ozellikle risk

yonetimi ve sigortacilik alaninda risk indeksi olarak bilinmektedir.
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2.8.2. Riske Maruz Deger ( Value at Risk) (VaR)

X, kayb1 temsil eden bir rastgele degisken olsun. p duizeyinde riske maruz deger
VaR,[X]=inf {xRIF, (x)2p} 0<p<1 (2.47.)

olarak tanimlanur.

VaR @

CTE
Sekil 2.2. Riske Maruz Deger Grafigi

X, surekli ise VaR, F(xp): p olacak sekildeki x, degeridir. Riske maruz

deger p olasilig1 ile maksimum kaybolacak miktar: 6lcer. Bu da riske maruz degerin,
stirekli kayip dagiliminin kantil fonksiyonuna esit oldugu anlamina gelir. Bu yiizden
kantil, risk 6lcusi olarak da adlandirilir. Risk sermayesini belirleme konusu sirketler
icin 6nemlidir ve bunun i¢in VaR kullanilabilir. VaR risk dagiliminin kantil degeridir
ve alt toplamsallik 6zelligini saglamadig: icin tam bir risk ol¢ust degildir. Sirketler
kaybedecekleri maksimum kayb1 yuksek kesinlik derecesiyle bilmek isterler. Yuksek

olasilikla sirketin kaybedecegi miktar VaR  yi asamaz. Sirketlerin sermayelerinin

biylk kismint risk sermayesi olarak ayirmas: istenilen bir durum degildir. Risk
sermayesini minimum duzeyde tutmalari, geri kalan sermayelerini calistirmalar

yararlarina olacaktir.

P(X £vaR [X])=p (2.48.)
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(2.48.) esitliginden de anlasilacag: Uzere sirket VaR  kadar miktari risk
sermayesi olarak ayirarak, iflasini yuksek olasilik derecesiyle engellemis olur. VaR

miktar1 eger ug bir olay (kuyruk olayi) meydana gelmemisse maksimum kayip olarak

ifade edilir. (Sermaye - VaR, ) farki dagitilirsa, o zaman kuyruk disinda kalan
herhangi kayip tamamen fonlamr. Eger bir u¢ olay meydana gelmisse, VaR, nin

kendisi olas1 kayip hakkinda herhangi bir bilgi saglamaz.

kuyruk disi kaybi

I |
kayip kazang

Sekil 2.3. VaR-TVaR grafigi

kuyruk kaybi

2.8.3. Riske Maruz Kuyruk Degeri (Tail Value at Risk) (TVaR)

X, kayb1 temsil eden bir rastgele degisken olsun. Riske maruz kuyruk degeri,

1
TVaRp[X]:ﬁ(‘)VaRq[X]dq, 0<p<l (2.49)
p

olarak tamimlanir. Burada p, verilen bir given dizeyidir. p dizeyinde TVaR, p-

kantili Uzerinde X in tiim kantillerinin ortalamasina esittir.
TVaR,[X], p£q<1 olmak iizere x,=VaR [X] in [p,1] arahgindaki

ortalama degeridir. Sabit bir p degeri icin sirketlerin sadece p olasilig: ile maksimal
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olarak kaybolacak miktar: yani VaR, yi bilmeleri yeterli olmayabilir. Clnkd kaybin
VaR, yi asmas az da olsa ihtimal dahilindedir. Bu ytizden risk yoneticileri VaR  yi

asan kayiplarin ortalamasini  bilmek isterler. Bu da qg>p olmak uzere

VaR, degerlerinin ortalamasinin dUstinGlmesini gerektirir. g, [p,1) arahginda
degisecegi icin VaR, surekli bir egridir ve TVaR, bu egrinin [p,1) araligindaki

ortalama degerini verir. TVaR, VaR’ dan daha bilgilendirici ve kullanighidir.

\ VaR, f( )d
0_¥ XTI { X)dX

el 2.50.
P[X <VaR,] (2:50)

TVaR, =E§X|X <VaR, =
2.8.4. Kosullu Kuyruk Bekleneni ( Conditional Tail Expectation) (CTE)

X kayb1 temsil eden bir rastgele degisken olsun. CTE,
CTE,[X]=E(X|X >VaR [X]), 0< p<1 (2.51.)

olarak tanimlanir. CTE, en kot %100.(1-p) durumdaki ortalama kayiptir. Ayrica

CTE tam bir risk 6l¢tstdir. X, surekli ise
CTE,[X]=TVaR,[X] (2.52.)

olarak ifade edilir.
2.9. Cesitli Dagihimlar igin Baz1 Risk Olciilerinin Hesaplanmasi

Her ne kadar yukarida verilen risk Olculeri Monte Carlo similasyon
yontemiyle yaklasik olarak hesaplanabilirse de bu 6lculeri tam/kesin olarak elde

etmek ancak analitik yaklasimlarla olur. Bu amagla X kayip degiskeni bir olasilik

dagilimiyla modellenir. Bu durumda da model parametrelerini tahmin etme problemi
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ortaya cikar. Asagida cesitli kayip modeli varsayimlar altinda VaR ve TVaR

hesaplamalar: verilmistir (Panjer, 2006).

2.9.1. Normal Dagihm

é -mau
f(x)= L expé—laex mo i (2.53.)
S g ]

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip p ortalamali s standart sapmali normal

dagihm ele alinsin. g(x) ve F(x) sirastyla standart normal dagilimin olasilik

yogunluk fonksiyonu ve kimiilatif dagihm fonksiyonu olsun. (m=0,s =1) X

rastgele degiskeninin VaR ve TVaR degerleri sirasiyla asagidaki gibidir.

VaR[X;p]=m+s F*(p) (2.54.)

TVaR[X;p]=m+s A _\P)) (Tjip)) (2.55.)
2.9.2. Ustel Dagihm

f(x) :qiexpg_?xg (2.56.)

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip q ortalamal: Ustel dagilim ele alinsin. X

rastgele degiskeninin VVaR ve TVaR degerleri sirasiyla asagidaki gibidir.

VaR_ (X)=-qIn(1- p) (257

TVaR,(X)=q-qIn(1- p) (2.58.)
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2.9.3. Student t Dagilim
Ga\il@ , v
f(x)= B2 G dexomelt (2.59.)
x/_sGEVOQ vE s g
2¢

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip p ve s parametreli, v serbestlik dereceli t
dagilimi ele alinsin. t(x) ve T(x) sirasiyla standart t dagiliminin v >2 serbestlik

derecesi ile olasilik yogunluk fonksiyonu ve kumulatif dagilim fonksiyonu olsun.

(m =0,s :1) X rastgele degiskeninin VaR ve TVaR degerleri sirasiyla asagidaki
gibidir.

VaR[X;p]=m+sT™(p) (2.60.)

2

u
;,_ (2.61.)
b

t(T'l(IO))";“éT‘l(IO)H
1

TVaR[X; p]=m+s oo v

Cizelge 2.5. : Farkli p degerleri igin risk 6lgilerinin hesaplanmasi

p - degeri Risk 6l¢st Normal Student Ustel dagilim
dagilhim t dagilimi
VaR 8.845 0.4274 6.9077
03 TVaR 10.2653 12.8147 9.9077
VaR 9.9344 11.045 8.9872
095 TVaR 11.1887 15.4879 11.9872
VaR 11.9789 15.0947 13.8155
099 TVaR 12.9965 25.0071 16.8155
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3. USLENDIiRIiLMiS FRECHET DAGILIMI

Risk modellemesinde normalden daha kahin kuyruklu ve saga carpik
dagihmlarin  kullanildigr  bilinmektedir.  Ozellikle  sigorta  sirketlerinin
yukimldliklerini - karsilayabilmesi ve devamliligini saglayabilmesi agisindan
incelenmesi gereken en Onemli konulardan birisi, hasar tutari dagilimlarinin
modellenmesidir.

Cok yuksek tutarda kayiplarin gozlemlenmesi, kayip dagiliminin kuyruk
alaninin geniglemesine yol acar. Bu nedenle gercekgi ve dengeli bir fiyatlandirmanin
yapilabilmesi icin hasar tutar dagilhimlarinin sag kuyruk bdlgesinin dogru sekilde
modellenmesi gerekmektedir. Olasiligi diuslik ancak kayip degeri yiksek olan
risklerin modellenmesinde kalin kuyruklu dagilimlarin kullanilmas: ¢ok daha

gercekci sonuclar elde edilmesini saglamaktadir.

Olasthk

100 200 300 400 500 800
|

o I
I I I I I I 1
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
Kavip degeri

Sekil 3.1. Pozitif tazminat taleplerinin tipik bir histogrami

Siradan bir dagilimin genellestirimini  tanimlamanin alternatif bir yolu

dagilimin kimulatif dagilim fonksiyonunun kuvvetini ya da 1 den farkini almaktir.
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Bu da G* ya da 1-(1-G)” ile gdsterilir dyle ki burada G temel dagihmdir. Bu

yontem uslendirilmis tipteki dagilim ailelerini olusturur ve bunlar literattirdeki ¢arpik
veriyi modelleyen esneklikleriyle bilinirler. Ornegin, tslendirilmis Weibull dagilim,
bathtub sekilli tehlike hiz fonksiyonlu alternatif bir yasam siresi modelidir
(Mudholkar ve Srivastava, 1993). Uslendirilmis Gumbel dagihmi cevre
modellemede kullanilmistir (Nadarajah ve Kotz, 2006). Uslendirilmis sinh Cauchy
dagilimi hem tek modlu ¢arpik veriyi hem de iki tepeli veriyi de modeller (Cooray K,
2013).

3.1. Uslendirilmis Fréchet Dagihmimin Tanmmi ve Genel Ozellikleri

Fréchet dagilimi uc deger olaylarint modellemek icin uc¢ deger analizinde

kullanilan bir dagilimdir ve kiimalatif dagilim fonksiyonu s, 1 >0 olmak Uzere

1

e u
G(y||,s):expé—ae§2 ( (3.1)
B €Yo

seklindedir.

Fréchet dagiliminin daha esnek bir Gslendirilmis versiyonunu elde etmek icin
G? yerine 1—(1—G)a formunu kullanmak daha avantajlidir ¢tinki ilk durumda o
baska bir 6lgek parametresi iken ikinci durumda ikinci bir sekil parametresi olarak
onerilebilir. Bu durumda Uslendirilmis Fréchet dagihmi 1-(1-G)* formu ile

tanimlanmistir. (Nadarajah ve Kotz, 2003). Dagilimin kimulatif dagilim fonksiyonu

ve olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla asagida verilmistir.

“‘1‘

l € 250
, 1-11- —.
(y|a S) e g Syg iy (3.2)

f
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1 é ' é '
f(yla,1,s)=als' b expe 8 2 lf y Vexpe- giﬂ’u (3.3)
f Yo gb g €Yo g

Uslendirilmis Fréchet dagilimi saga carpik bir dagilimdir (Nadarajah ve Kotz,
2003). Dagilimin olasihik yogunluk fonksiyonunda a =1 alinirsa siradan Fréchet
dagilimi elde edilirken A=1 alinirsa ters genellestirilmis Gstel dagilim elde edilir
(Abouammoh ve Alshingiti, 2009).

Nadarajah ve Kotz (2003), dagilimin matematiksel 6zelliklerini calismis ve
parametrelerin maksimum olabilirlik tahminlerini ele almigslardir. Devandra (2011)
ve Jamjoom ve Al-Saiary (2012), Uslendirilmis Fréchet dagilimindan gelen sira

istatistiginin dzelliklerini ¢alismiglardar.

1 1
c-_ds 4 (3.4)

(r-1)Y(n-r)!

olmak tzere, r-inci sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir.

a-1
é T§ é all
frn (y) =C h_expé_gig qy y—(1+l) expé_gig u
) B Yoy B Yo
i an I a(n-r) (35)
& é ue M F é VU
- |L1—(;1—exp§—g—_ u- )l/ |l1—exp§—§ig u;l/l
¥ BeYogp gt EcVogp
s' =t alarak olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi tamimlanir.
T € &t OU‘;' Loty gy € B T Ou
f(yla,1t)=alt {l-expg-c—r=qy ¥ “"expg- (3.6.
T 8)/ z“p‘ 83/

Tanm: X r.d. ninin dagiliminin saga dogru uzun kuyruklu olabilmesi igin,

t >0 olmak Uzere,
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limP(X > X +t|X >x) =1

X®¥

saglanmalidir.

Uslendirilmis Fréchet dagiliminin Fréchet dagilimi gibi uzun kuyruklu bir
dagihm oldugu yukaridaki tanimdan kolayca gosterilebilir (Asmussen, (2003).,
5.412).

Blyuk kayiplar uzun sag kuyruk dagilimlarint genellediginden, onlar
modellemek icin bir u¢ deger dagihim: ya da Uslendirilmis Fréchet gibi bir
genellemesini kullanmak uygundur (Panjer, (2006)., s.207).

Uslendirilmis Fréchet dagihimi EF (a, 1 ,t) ile gosterilir. Diger parametreleri

sabit tutuldugunda daha kalin kuyruklarin daha kicik o ile iliskili oldugu
gOzlemlenir. Ayt ifadeler A igin de dogrudur Gyle ki artan A igin daha tepeli
dagihmlar elde edildigi sekil (3.2.) de gortlmektedir. Boylelikle dslendirilmis

Fréchet dagiliminin siradan Fréchet dagilimindan daha esnek oldugu soylenebilir.

A=l 5

- el R

0.8

Az

06

£(y) iy £0)

0.4

02

oo
0o
|

(a &
Sekil 3.2. Farkl sekil parametreleri igin Uslendirilmis Fréchet dagiliminin olasihik
yogunluk fonksiyonunun grafikleri (@) A=t=1,(b)a=1t=1
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4.  USLENDIRILMiS FRECHET DAGILIMININ AKTUERYAL
ISTATISTIKTE KULLANIMI

Ne Fréchet dagihm: ne de Uslendirilmis genellestirimi bir regresyon
¢oztimlemesinde kullanilmamistir. Buna ragmen bir regresyon modelindeki bagiml
degisken Fréchet gibi uzun kuyruklu bir dagilima sahip olabilir. Bu c¢alismada bir

lineer regresyon modeli olusturulacaktir ¢yle ki yanit degisken Y; ler bagimsiz,

Uslendirilmis Fréchet dagihmina sahip fakat ©Ozdes olmayan degiskenlerdir.
Genellestirilmis  lineer modellerde yanit degiskenin  dagiliminin  agiklayici
degiskenlerdeki bagimliligi, yamt degiskenin ortalamasi yolu ile modellenir
(McCullagh ve Nelder, 1992). Buna ragmen kalin kuyruklu dagilimlar icin ortalama
her zaman mevcut degildir. Boyle dagilimlar bir model parametresi ve agiklayici
degisken arasindaki bir link fonksiyonu ile regresyon modellerine genisletilir
(Lawless, 1982), (Beirlant, Goegebeur, Verlaak ve Vynckier, 1998), (Beirlant ve
Goegebeur, 2003). Bu yiizden sekil parametresi vasitasiyla bir regresyon modeli igin
aciklayici degiskenlerin bir fonksiyonu olarak o ya da A parametrelerinden biri
secilmelidir. Bu c¢ahismada o disarda tutularak A secilir ¢lnkii modelin siradan
Fréchet regresyon modelini icermesi istenmektedir. Diger taraftan dlgek parametresi
yoluyla tek Olcek parametresi t bir regresyon modeli icin agiklayici degiskenlerin
bir fonksiyonu olacaktir.

Model parametreleri A ve t pozitif oldugundan modeldeki pozitif, stirekli ve
iki kez tirevlenebilen link fonksiyonu kullanilmalidir. Bu yuzden olabilirlik
hesaplarinin  kolayligi ve c¢ozulebilirligi icin ve regresyon Kkatsayilarinin ve
gelisimlerinin faydali yorumlar: igin ortak kullanilan dstel link fonksiyonu ele
alinacaktir. Ilk olarak (4.1.) ile verilen parametrizasyon uizerine kurulan regresyon

modeli distundlecektir.

Y|x ~EF(a,l,t), I, =exp(qtx) (4.1)
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Bu parametrizasyonda sadece sekil parametresi A, x e baglidir ve Ustel fonksiyon

exp (q 'xi) uzerinden yogunluk fonksiyonunu agiklayici degiskenlere baglar.

Ikinci olarak, konum-olgek tipi regresyon modeli elde etmek icin
uslendirilmis Fréchet ve uslendirilmis Gumbel dagilimlar: arasindaki iliski kullanilir.

Y, s =1lile (1) numaral kdf ye sahipse, Z =logY +m, konum parametresi | ve

Olcek parametresi 1/ ile Gslendirilmis Gumbel dagilimina sahiptir.
Yi|xi~EF(a,I,ti),ti:exp(lq'xi) (4.2)
Bu parametrizasyonda (4.3.) ile verilen rastgele degisken,
Z =logY,, 1=12%,n 4.3)

uslendirilmis  Gumbel dagilimina sahiptir ve m=q'x, dagihma bir konum

parametresi olarak hizmet eder. Sonrasinda regresyon fonksiyonu,

E(Y;|x )=Cexp(atx) (4.4.)

2+ ve Z uslendirilmis Gumbel

(4.4.) ile verilen formdadir dyle ki C = Egexpg%m
)

dagiliminin standart formudur. Burada C nin diger model parametrelerinin (konum
dis1) bir fonksiyonu oldugu soylenebilir. Regresyon katsayilari oransal degisim

yonunden yorumlanabilir 6yle ki

TlogE (Y| x)

=, =0y (45)

seklindedir (Frees, (2010)., s.443), (Manning, Basu ve Mullahy, 2005). Ayrica

reziduler bu parametrizasyonda logY —(f'x olarak kolayca tanimlanabilir.
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Sekil parametresi A bir gbzlemden digerine degistiginden, Parametrizasyon |
daha esnek bir yapidadir. Diger taraftan Parametrizasyon Il, dagilimin konumuyla
iliskili 6lcek parametresine dayal olarak daha dogal bir yapidadir.

Aktleryal uygulamalarda Y, i-inci kontrat icin 6denen miktar ve x. i-inci

konrat ile iligkili agiklayici degiskenlerin vektoridir. Bir motor sigortas

sozlesmesinde x; sigortalanmis Kisinin ya da aracin karakteristiklerini icermektedir.

Aktueryal uygulamalarla literatirde kullanilan diger bazi regresyon modelleri GB2
regresyon (McDonald ve Butler, 1990), Burr regresyon(Beirlant, Goegebeur, Verlaak
ve Vynckier, 1998), (ustel ters Gaussian regresyon (Frangos ve Karlis, 2004),
Birnbaum-Saunders regresyon (Paula, Leiva, Barros ve Liu, 2012), gama-
genellestirilmis ters Gaussian regresyon (Gémez-Déniz, Calderin-Ojeda, Sarabia,
2013) olarak verilebilir.

Reziduler, kantil plotlar1 araciligiyla uydurulmus modellerin kalitesini 6lger
ve aciklayici degiskenlerden bagimsiz olarak, bagimsiz ve 6zdes dagilmis olarak
tamimlanir. (Lawless , (1982)., s.285)

Aktuerler cogunlukla baz: yararl dlculeri kullanarak sigorta riskinin miktarini
belirlemeyle ilgilenirler. Bu risk o6lculeri Monte Carlo similasyon yontemleriyle
tahmin edilebildigi halde analitik bir yaklasim olarak olasiliksal dagilim varsayilarak

hesaplanabilir.

4.1. Maksimum Olabilirlik Tahminleri

Aktueryada y bagimli degiskenleri uzun kuyruklu dagilima sahip olarak yer
almaktadir. Burada y bagimli degiskenin pozitif olmas: durumunda gegerli olan bir
regresyon modeli insa edilecek ve bunun aktleryal uygulamalar: verilecektir.
Uslendirilmis Frechet dagilimi uzun kuyruklu bir dagilimdir ve daha 6nceden
literatirde tek degiskenli olarak cahisilmistir. Burada ilk defa regresyonda
kullanilacaktir,

Burada olusturulacak regresyon modelinde sigorta sirketiyle yapilan anlasma

uzerinden gidilerek, x; lerin sirketle yapilan kontratlari, y;lerin ise her bir kontrat
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icin 0denen paray: temsil ettigi diistintlecektir. Bu asamadan sonra model, kontrat ve
kontratla iligkili agiklayici degiskenler de modelin igindeyken incelenecektir. Bu
aciklayici degiskenler de link fonksiyonu yardimiyla modele dahil edilip model
yeniden parametrize edilerek regresyon modeli kurulacaktir.

Uslendirilmis Fréchet dagilimi sekil ve 6lcek parametrelerine sahip oldugu
icin, aciklayici degiskenleri bir regresyon modelinin igine dahil etmenin iki yolu
vardir. Bunlardan birincisi Parametrizasyon | diye adlandirdigimiz sekil parametresi
yoluyla olurken, digeri ise Parametrizasyon Il diye adlandirdigimiz 6lgek parametresi

yoluyla gerceklesir.
4.1.1. Parametrizasyon |

Parametrizasyon | de regresyon modeli sekil parametresi yolu ile ele alinir.

Y,.Y,,...Y, bagimsiz rastgele degiskenleri ve Y;|x ~EF(a,l,,t), I, =exp(qtx),
X "= 8L Xy, Xip Va4, X Hf q¢-[q0,ql, Ya, qk] (i= 1,2,...,k) olmak uzere, kosullu olasilik

yogunluk fonksiyonu

, - Laa-l
€ N oyt
fY,\x =aexp (q X, )t €1- eXp % g ex-s(qax,) :% .
T &Y QDH (4.6)
y, (el p! — Og
i T gylexp ap

esitligindeki gibidir.

Birinci parametrizasyon i¢in maksimum olabilirlik fonksiyonu ve logaritmasi,

n t O
L(a.t,aly)=(at)" expgaqw expg éW:
i=1 Y
" ’ 4.7)
= ? & t Olfl £ -(1+exp(atx))
“Oél- —z:0 QY '
O

i=1 i=1
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logL (a,t,q|y) = nloga + nlogt + Sqtx, +
i=1
no € &t o
(a-1) Qlog (:el—expg—mig - (4.8.)
=8 Yi ]|

o W 2 —t
a§1+ exp (q ¢Xi )H |Og(y,) -a y exp(qx;)
i=1 Y

i=1

esitliklerindeki gibidir ve birinci dereceden tirevleri hesaplanarak maksimum
olabilirlik kestirim denklemleri asagidaki sekilde bulunur.

flog n & & Ta t ofo
g :—+élog§1—exp}-—§m;§:=0 (49)
fa a T &Y ghbg
T“Ogl_ n- S -exp(q‘x;) i’
T 2( )
i' & t O‘f -exp(qtx;)
] exp_l_-gyexp(q‘x)iy_(yi) i
(a-1)§ L&  ob =0 (4.10.)
i1 B T t oiitO

1-ex ]_a
g p,:: gyiexp (ax) l);_

flogL _ & 8 log(y,)exp(qtx)x,
- ij a- exp(qtx;
19, i=1 i=1 Y, Plats)
g -exp(-ty, ") (tlog(y,)exp(atx )x; )y, "
* (a _1) a‘ -exp q@x
i=1 (1—exp( -ty, ))

(4.11)
- Qlog(y;)exp(qtx )%, =0.

i=1

(4.9.) esitliginin acik bir ¢cozimu asagidaki gibidir.
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4=- 0 , (4.12)
n & ® 60
élog@l—exp!’ ¢ ex: 3_
i=1 ¢ 8 bﬂ

Bu ¢6zum son iki tahmin denkleminde yerine koyulursaj = 0,1 ,..., p-1 olmak Uzere,

asagidaki denklemler elde edilmektedir.

& ) S
N L T
n g n —nexp-l-_gye@(qbﬁ)zx(yl) "
0 L R TR By )
¢ g & Fe ot H0n 2 Fe ot o W
—'Oggl‘e"p.'.‘g eplgi) Yt §1-e><p_l_-§ e
g T &Y abgy TEY oy
2 0
:
“Bx =i s h
= © 8" loggl exp -t A
- 1~ exp(atx : ::
g § T g i Pl )z%gb
g - (-ty, ) (t log(y, Jexp(aix ) x, )y )
a exp(atx;) (414)
i=1 (1 exp( —ty, 0 ))
lo exp (qx.
‘alog(y.)exp(q¢x)x +ta g(y'z/expr;(q) )
i=1 i

Numerik iteratif prosedir kullanilarak bu denklemlerin ¢6zimi elde

edilebilir.
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4.1.2.G0Ozlenen Fisher Bilgi Matrisi

Gozlenen Fisher bilgi matrisi,

gﬂzlogL 7% logL ” ‘Hzlong

. \ & fa’ Taft Tafa; g

|12 |1,3 /a |1,3+jl;l ) 2100 L 2 Ll]
Lo 1, G=_ge oy Tlogb o, - Tflogly
22 123 2.3+ (] < 2 p
1 f ? Tt 1miﬂt u

I, |3‘3 Ya I3,3+J'U é 2| Ll'J
g M M 1/4 ﬂ&ﬁ

6 Ya.%a; ¢

seklinde gosterilmektedir.

Parametrizasyon | icin @=(o,t,0) olmak (zere @ nin asimptotik varyans -

kovaryans matrisi Acov(@), beklenen Fisher bilgi matrisinin tersine esittir dyle ki

Acov(F) = I"(F) dir.

Matrisin elemanlarin: elde etmek icin 6ncelikle birinci parametrizasyon icin

maksimum olabilirlik fonksiyonunun logaritmasinin ikinci dereceden tirevleri

asagidaki sekilde bulunur.

2 —_

: ﬂl;% == a_r; (4.15)
iogL_op{-ty77 () .
ta - (1 —exp (—t yi—exp(qax,) )) .10.

loglL _exp(_t yi_exp(qaxi))(t In(y,)exp(atx,) x; )y, e .
ﬂqjﬂa - (1—exp(—t yi—exp(qwxi))) ( : )
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2logL - 1o exp(-ty, -e(at
f ‘Hf[)? :t—?+(a -1) Qy, o) ( P~ ) 2 (4.18.)
e =)
TlogL _ & log(y;)exp(ax) X : ex
ﬂq1?t :% ( 3,exp(q¢£i) ) J-I-(a' 1)é1_exp( ty| Plat ))
j i= [ i=
(4.19)

ey (1 -ty )

g
yIZexp( (1 exp( ty, exp(aty ))2

“log(y;)exp(atx ) x;

TlogL _ & ¢ al-exp(qix)log(y,) ol
=log(y. )exp(qix ) x. x, -1+t -
fofa, o o) p(qx))g‘)qu g

-(a- 1)tax”>gk Iog(y,)exp(qﬁx,)exp( —ty, o) ) (4.20.)

¢ u
c¢ (1-exp(atx)log(y )) . eo(x)log(y)t g
€

8ylexp (atx) (1 exp(—t Y, -exp(g )) yi2exp(q¢x‘) (1—exp( ty, —exp(at%) ))ZE

Ikinci dereceden tiirevler elde edildikten sonra bu tiirevlerin negatif beklenen

degerleri alinarak bilgi matrisinin elemanlar: asagidaki sekilde bulunur.

X a, b gar Xz( 1)r &y (a);alog(b)ﬁ(x—l)!
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olmak tzere,
(Gradshteyn ve Ryzhik 2007 formul (4.253.1) yardimiyla)

é1%logLU _n
|l =-EpA——y = — 4.21.
11 g ﬂaz H 2 ( )
é9%log LU n o, .
l,,=-Ea | = 2)-y (a+1 4.22.
v B o ® 2y (@ (4.22)

olarak bulunur.

¥ a-t

d ge e ¢
=—10gG(X) = fe— - Ldt
y (%) dx 296 () 98 t 1-e'y

y (x+1)=y (1)+5

+ X" log x

1 dx = -y¢(m) (Gradshteyn ve Ryzhik 2007 forml (4.251.4) yardimiyla)
- X

0

olmak Uzere,

2w o
éTlogLy % za 20(_1)r%éy(2)_|og(2+r)g (4.23.)

| Esa +
§9a%a, § € T g (2+r)

13+j —

olarak bulunur.

(Gradshteyn ve Ryzhik 2007 forml (4.352.1) yardimiyla)

éf%logLu_ng

= -Eg = ie{y () @) i) vi@)ly @)
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(Gradshteyn ve Ryzhik 2007 formil (4.261.17) yardimiyla)

L =i logLy
2,3+]) éﬂqﬂtg
Bae° ¢h(1:2,(r+12))+(a-12)(h(3 3,(r+2))—(a-l)(h(2;2,r+2)))88 (4.25.)
er—O u
Ba Blogt € } __a _ 2 _ l
e by E)- @y @ v vk
€ fPinL_ U
|y =-Eé——
i eﬂqkﬂq,-ﬁ
=oiat0fg (- 2] 0-watlg (%08 (v el < vl
% za -1 \
-
=0 o +ab2§h(];r)—(a—1)h(2;r)g (4.26.)
%&a—% r 2
—Ba(a—l)rzo r 5(_) (r+2)

’E(y(s)-mg(ﬁz))(mog(t) ~y(3)+log(r+2)) ‘p—;+§1§

olarak bulunur.

4.1.3. Parametrizasyon Il

Parametrizasyon Il de regresyon modeli 6lgek parametresi yolu ile ele
alinacaktir.

Y,.Y, ¥4, bagimsiz rastgele degiskenleri ve Y]|x ~EF(a,lt;)
t :exp(lq¢xi), Z =logY;, i=1,2,...,n olarak ele alindiginda konum parametresi

qtx, ile EG dagihm elde edilir. Z,,Z,,%4,Z, rastgele degiskenleri igin olabilirlik

fonksiyonu ve logaritmasi
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L(a,l.qlz) =(al)"eXp§—l é(zi -qu)?eng-éeXP(" ( —qM))ﬂ
it g €= ' @.27)

- 6{1— expg-exp(-1(z -qtx, ))H}a1

i=1

logL(a, 1,q|z) =nlog(a)+nlog(1)- 1 gg(zi —q¢xi)8
, n €i=1 _ u ‘ (4.28)
+g(a -1) Qlog (1- exp(-exp(-1 (2 -q@xi))))é —géexp(—l (z -Q¢Xi))§
i=1

e i=1

olarak gosterilir ve birinci dereceden ttrevleri hesaplanarak maksimum olabilirlik

kestirim denklemleri asagidaki sekilde bulunur.

L3 s woemcta)e

; -atx)exp(-1 (z -atx))exp(-exp(-1 (2 -aix)))
-(a-t)a 1-exp(-exp(-1(z -q¢x))) 0

i=1

+ A -a)o00-1 (1, a5) <0

i=1

flogL _, &
=1
fq, 2

g exp(-exp(-1(z -qtx)))exp(-1(z -atx))x,
+1(a -1)3 —oxp(ew(-1{5-9))) (4.31)

-1 éexp(—l (z-atx))x; =0

i=1

Yukaridaki (4.29.) esitliginin agik bir ¢cozumu asagidaki gibidir.
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d=-— n . (4.32)
élog{l—expg—exp(—l (z -9 X-))H}

i=1

Bu ¢6zUma son iki tahmin denkleminde yerine koyarak asagidaki denklemler elde
edilir.
j=0,1,...,p-1 olmak Uzere,

n

2 -an)-&ls ool -2

=1 i=1

® n 0
-C1+ + (4.33)

¢ & Jog(1-exp(-exp(-1(z -atx))));
(z-atx )exp(-1(z -qix ))exp(-exp(-1 (z, -qtx)))

,g 1-exp(-exp(-1(z -qtx)))
b, -1 00(-1 (1)), - : Q
12 - 18e(-1 (2, -a%))x, - ¢+ -
c o ¢ aizllog(l—exp(—exp(—l(zi—q¢>g))))5 (4.34)
3 % ©9(-1(z -aix) )ep(-op(-1(z -a%))) _
c 1-exp(-exp(-1(z -qtx)))

Numerik iteratif prosedur kullanilarak bu denklemlerin ¢ozimu elde edilebilir.
Parametrizasyon Il icin f=(a,l,q) ve R =z -q'%, olmak Uzere log -

olabilirlik fonksiyonunun ikinci dereceden tirevleri asagidaki gibi bulunur. Ikinci

dereceden turevlerin negatif beklenen degerleri ¢ok uzun ve mesakkatli islemler

gerektirdiginden burada yer verilmemistir.

2
1 IogL:_ n (4.35)

fa’ a’

54



4, USLENDiRILI\/IiS FRECHET DAGILIMININ AKTUERYAL ISTATISTIKTE
KULLANIMI Fatma Feyza GUNDUZ

TlogL _ & Rexp(-1R)exp(-exp(-1R)) (4.36)
fafl 2 1-exp(-exp(-IR)) o

x; exp(-1R )exp(-exp(-1R)) (4.37)
a9, i=1 1‘eXp(‘9Xp(‘lRi)) o

5

ﬂ.ﬁ?L :-%‘éRZexp(-'Ri)‘
@ -1)5 R*exp(-exp(-1R))exp(-IR) . (4.38.

i1 1-exp(-exp(-1R))
& exp(-IR) _1§5
gl—exp(—exp(—lRi))

j=0,1,..,p-1 olmak lzere,

2

T = é&j +é_>§,- exp(-IR)(IR -1) —(a—l)é)gj exp(-IR)exp(-exp(-1R))
P ) (4.39.)
4 IR-1 IRep(-IR)
gL-on-en-IR)) (1-ep(-op(-IR))

u
u
H

j,k=0,1,...,, p-1 olmak lizere,

ﬂqﬂ‘ﬂlq = -|2é>§jxik exp(-l R)+ |2(a-1)é>gjxik exp(—l R)exp(-exp(_| R))
_fl-exp(-IR ) -exp(-exp(-IR))j (4.40)

gl—exp(—exp(—lR))t‘j2
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4.2. Simulasyon Sonuclarn

Bu kisimda, 4.1. kisminda elde edilen maksimum olabilirlik tahminlerini
deneysel olarak incelenecektir. Bu similasyon calismasinda gercege daha yakin
sonu¢ elde etmek icin ¢ok sayida kiiglik tazminat talebi ve az da olsa biylk tazminat
talebi iceren tipik sigorta verisinin dogasi geregi sadece blyik orneklemler ele
alinacaktr.

Parametrizasyon | de t =4 ve Parametrizasyon Il de A = 2 alinarak o = 0.5, 1
ve 15icin q'=(-13), x'=(1x) olmak tizere boyutlari n = 200, 500, 1000 ve 2000

olan 2000 veri kiimesi maksimum olabilirlik tahminlerinin performansini gérmek
icin olusturulmustur. Aciklayic1 degisken x in degerleri (0,1) araliginda tanimlanan
dizgin dagilimdan Gretilmistir. Bitin hesaplamalar L-BFGS-B optimizasyon
yontemi kullanilarak (Byrd ve ark, 1995), optim komutu ile R programinda (R Core
Team, 2014) yurattlmastar. Cizelge 4.1. — Cizelge 4.6. da, 6rneklem ortalamasi,
orneklem varyansi, asimptotik varyans, drneklem varyansinin asimptotik varyansa
orani, yanlilik, bagil yanlhlik ve hata kareler ortalamas: rapor edilmistir. Gézlenen
Fisher bilgi matrisinin tersinin kosegen elemanlar1 hesaplanarak asimptotik

varyanslar elde edilmistir.
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Cizelge 4.1. Parametrizasyon | i¢in Similasyon Sonuglari (o = 0.5)

Parametre | Deger | Orneklem | Orneklem | Asimptotik | Oran | Yanhlk | Bagl MSE
Ortalamas1 | Varyans: | Varyans Yanhhk
n=200
o 0.5 | 0.5254 0.0256 0.0293 0.8737 | 0.0254 | 1.0508 | 0.0262
t 4 4.1943 0.3347 0.3186 1.0505 | 0.1943 | 1.0486 | 0.3723
do -1 -0.9858 0.0504 0.0544 0.9265 | 0.0142 | 0.9858 | 0.0506
a, 3 2.9999 0.0308 0.0287 1.0732 | -0.0001 | 1.0000 | 0.0308
n=500
o 0.5 | 0.5160 0.0094 0.0098 0.9592 | 0.0160 | 1.0320 | 0.0096
t 4 4.0750 0.0920 0.0953 0.9654 | 0.0750 | 1.0188 | 0.0976
do -1 -1.0041 0.0196 0.0202 0.9703 | -0.0041 | 1.0041 | 0.0196
a, 3 2.9998 0.0115 0.0114 1.0088 | -0.0002 | 0.9999 | 0.0115
n=1000
o 0.5 | 0.5116 0.0044 0.0046 0.9565 | 0.0116 | 1.0232 | 0.0046
t 4 4.0353 0.0461 0.0449 1.0267 | 0.0353 | 1.0088 | 0.0474
do -1 -1.0082 0.0095 0.0099 0.9596 | -0.0082 | 1.0082 | 0.0095
a, 3 2.9994 0.0057 0.0057 1.0000 | -0.0006 | 0.9998 | 0.0057
n=2000
a 0.5 | 0.5109 0.0022 0.0022 1.0000 | 0.0109 | 1.0218 | 0.0024
t 4 4.0161 0.0225 0.0218 1.0321 | 0.0161 | 1.0040 | 0.0228
do -1 -1.0107 0.0048 0.0049 0.9796 | -0.0107 | 1.0107 | 0.0049
a, 3 2.9977 0.0029 0.0028 1.0357 | -0.0023 | 0.9992 | 0.0029

Cizelge 4.1., a=0.5 alinarak Parametrizasyon | igin simtlasyon sonuglarin
vermektedir. Cizelgeden goruldigl gibi 6rneklem buydkligt artarken tahminler
gercek degerine yaklasmakta, degeri 1’ e yaklasan daha az yanl degerler, varyans
oranlar1 ve bagil yanh degerler ortaya ¢cikmaktadir. Artan 6rneklem boyutlar: icin,

orneklem varyanslari, asimptotik varyanslar ve MSE ler giderek azalmaktadir.
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Cizelge 4.2. Parametrizasyon | i¢in Similasyon Sonuglari (o = 1)

Parametre | Deger | Orneklem | Orneklem | Asimptotik | Oran Yanhhk | Bagil MSE
Ortalamas: | Varyans:1 | Varyans Yanlhlik
n=200
1 1.0707 0.1559 0.1666 0.9358 | 0.0707 | 1.0707 | 0.1608
t 4 4.1308 0.1678 0.1617 1.0377 | 0.1308 | 1.0327 | 0.1849
do -1 -0.9847 0.0473 0.0451 1.0488 | 0.0153 | 0.9847 | 0.0475
a, 3 3.0013 0.0249 0.0235 1.0596 | 0.0013 | 1.0004 | 0.0249
n=500
1 1.0305 0.0479 0.0488 0.9816 | 0.0305 | 1.0305 | 0.0488
t 4 4.0425 0.0594 0.0584 1.0171 | 0.0425 | 1.0106 | 0.0612
do -1 -0.9966 0.0166 0.0172 0.9651 | 0.0034 | 0.9966 | 0.0166
q, 3 2.9971 0.0093 0.0094 0.9894 | -0.0029 | 0.9990 | 0.0093
n=1000
1 1.0164 0.0221 0.0222 0.9955 | 0.0164 | 1.0164 | 0.0224
t 4 4.0179 0.0305 0.0285 1.0702 | 0.0179 | 1.0045 | 0.0308
d, -1 | -1.0006 0.0085 0.0085 1.0000 | -0.0006 | 1.0006 | 0.0085
a, 3 3.0005 0.0046 0.0047 0.9787 | 0.0005 | 1.0002 | 0.0046
n=2000
1 1.0078 0.0101 0.0105 0.9614 | 0.0078 | 1.0078 | 0.0102
t 4 4.0161 0.0135 0.0142 0.9562 | 0.0161 | 1.0040 | 0.0138
do -1 -0.9990 0.0041 0.0042 0.9846 | 0.0010 | 0.9990 | 0.0041
a, 3 2.9994 0.0023 0.0023 0.9844 | -0.0006 | 0.9998 | 0.0023

Cizelge 4.2., a=1 ahinarak, Parametrizasyon | icgin simulasyon sonuglarin
vermektedir. Orneklem biylklugii n=200, n=500, n=1000 ve n=2000 alinarak
tahminlerdeki farklihiklar gozlemistir. Orneklem blyukligindeki artisa ters olarak
yanli degerler, varyans oranlari, bagil yanli degerler, 6rneklem varyanslari,
asimptotik varyanslar ve MSE ler giderek azalmaktadir.
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Cizelge 4.3. Parametrizasyon | i¢in Similasyon Sonuglari (o = 1.5)

Parametre | Deger | Orneklem | Orneklem | Asimptotik | Oran Yanhlik | Bagil MSE
Ortalamas: | Varyans1 | Varyans Yanlilik
n=200
15 | 16785 0.6558 0.7915 0.8287 | 0.1785 | 1.1190 | 0.6874
t 4 4.1076 0.1487 0.1465 1.0156 | 0.1076 | 1.0269 | 1.1602
o -1 -0.9989 0.0458 0.0443 1.0346 | 0.0011 | 0.9989 | 0.0458
a, 3 3.0034 0.0223 0.0216 1.0357 | 0.0034 | 1.0011 | 0.0223
n=500
1.5 | 1.5382 0.1297 0.1359 0.9550 | 0.0382 | 1.0255 | 0.1311
t 4 4.0312 0.0534 0.0545 0.9793 | 0.0312 | 1.0078 | 0.0543
o -1 -0.9960 0.0168 0.0168 0.9980 | 0.0040 | 0.9960 | 0.0168
a, 3 3.0047 0.0084 0.0086 0.9792 | 0.0047 | 1.0016 | 0.0084
n=1000
15 | 1.5208 0.0586 0.0611 0.9594 | 0.0208 | 1.0139 | 0.0590
t 4 4.0252 0.0267 0.0268 0.9963 | 0.0252 | 1.0063 | 0.0273
do -1 | -0.9968 0.0084 0.0083 1.0168 | 0.0032 | 0.9968 | 0.0084
a, 3 3.0009 0.0041 0.0043 0.9553 | 0.0009 | 1.0003 | 0.0041
n=2000
1.5 | 1.5127 0.0283 0.0291 0.9713 | 0.0127 | 1.0085 | 0.0284
t 4 4.0082 0.0132 0.0133 0.9970 | 0.0082 | 1.0021 | 0.0133
o -1 -0.9999 0.0039 0.0041 0.9627 | 0.0001 | 0.9999 | 0.0039
a, 3 2.9992 0.0021 0.0021 1.0048 | -0.0008 | 0.9997 | 0.0021

Cizelge 4.3. a=1.5 alinarak, Parametrizasyon | igin simulasyon sonuglarin:
vermektedir. Cizelge 4.1. ve 4.2. de yapilmig olan degerlendirmeler bu cizelge igin

de ayn1 sekilde yorumlanabilir.
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Cizelge 4.4. Parametrizasyon Il i¢in Simulasyon Sonuglari (a = 0.5)

Parametre | Deger | Orneklem | Orneklem | Asimptotik | Oran Yanhlik | Bagil MSE
Ortalamas: | Varyans:1 | Varyans Yanlilik

n=200

a 0.5 |0.5031 0.0247 0.0272 0.9066 | 0.0031 | 1.0062 | 0.0247

A 2 2.1514 0.2526 0.2657 0.9505 | 0.1514 | 1.0757 | 0.2754

do -1 -0.9981 0.0285 0.0298 0.9580 | 0.0019 | 0.9981 | 0.0285

a, 3 3.0016 0.0302 0.0283 1.0694 | 0.0016 | 1.0005 | 0.0302
n=500

a 0.5 | 0.5020 0.0094 0.0093 1.0101 | 0.0020 | 1.0040 | 0.0094

2 2.0542 0.0778 0.0772 1.0083 | 0.0542 | 1.0271 | 0.0807

do -1 -0.9978 0.0114 0.0113 1.0060 | 0.0022 | 0.9978 | 0.0114

a, 3 2.9997 0.0117 0.0113 1.0310 | -0.0003 | 0.9999 | 0.0116
n=1000

0.5 | 0.5020 0.0045 0.0044 1.0165 | 0.0020 | 1.0040 | 0.0045

A 2 2.0218 0.0358 0.0354 1.0121 | 0.0218 | 1.0109 | 0.0363

do -1 -0.9973 0.0057 0.0056 1.0217 | 0.0027 | 0.9973 | 0.0057

a, 3 2.9991 0.0056 0.0057 0.9882 | -0.0009 | 0.9997 | 0.0056
n=2000

a 0.5 | 0.5024 0.0023 0.0022 1.0615 | 0.0024 | 1.0048 | 0.0023

A 2 2.0086 0.0180 0.0171 1.0519 | 0.0086 | 1.0043 | 0.0180

do -1 -0.9977 0.0029 0.0028 1.0524 | 0.0023 | 0.9977 | 0.0029

a, 3 2.9990 0.0030 0.0028 1.0584 | -0.0010 | 0.9997 | 0.0030

Cizelge 4.4. 0=0.5 alinarak, Parametrizasyon Il igin similasyon sonuglarin
icermektedir. Orneklem buyukligl artarken tahminlerin gercek degerine yaklastig:

ve diger degerlerin giderek azaldig: bu cizelgeden de gorulmektedir.
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Cizelge 4.5. Parametrizasyon Il i¢in Simulasyon Sonuglar: (a = 1)

Parametre | Deger | Orneklem | Orneklem | Asimptotik | Oran Yanhlik | Bagil MSE
Ortalamas: | Varyans:1 | Varyans Yanlilik
n=200
a 1 1.0256 0.1495 0.1593 0.9390 | 0.0256 | 1.0256 | 0.1501
A 2 2.1321 0.2075 0.1963 1.0573 | 0.1321 | 1.0661 | 0.2249
do -1 -1.0010 0.0275 0.0279 0.9841 | -0.0010 | 1.0010 | 0.0274
a, 3 2.9996 0.0158 0.0149 1.0628 | -0.0004 | 0.9999 | 0.0158
n=500
a 1 1.0152 0.0442 0.0470 0.9404 | 0.0152 | 1.0152 | 0.0444
2 2.0354 0.0614 0.0631 0.9740 | 0.0354 | 1.0177 | 0.0627
do -1 -0.9985 0.0100 0.0105 0.9567 | 0.0015 | 0.9985 | 0.0100
a, 3 3.0026 0.0061 0.0060 1.0209 | 0.0026 | 1.0009 | 0.0062
n=1000
1 1.0081 0.0222 0.0218 1.0159 | 0.0081 | 1.0081 | 0.0222
A 2 2.0171 0.0311 0.0301 1.0338 | 0.0171 | 1.0085 | 0.0314
do -1 -0.9989 0.0054 0.0051 1.0557 | 0.0011 | 0.9989 | 0.0054
a, 3 3.0007 0.0030 0.0030 1.0098 | 0.0007 | 1.0002 | 0.0030
n=2000
a 1 1.0043 0.0100 0.0104 0.9597 | 0.0043 | 1.0043 | 0.0100
A 2 2.0087 0.0142 0.0146 0.9727 | 0.0087 | 1.0044 | 0.0143
do -1 -0.9986 0.0024 0.0025 0.9736 | 0.0013 | 0.9987 | 0.0024
a, 3 2.9999 0.0015 0.0015 0.9839 | -0.0001 | 1.0000 | 0.0014

a=1 alinarak olusturulan, Parametrizasyon Il icin simulasyon sonuglarin
iceren Cizelge 4.5. de ve o=1.5 alinarak olusturulan, Parametrizasyon Il igin
simiilasyon sonuglarini igeren, asagida yer alan Cizelge 4.6. da, Cizelge 4.1.—Cizelge
4.4. de yapilan yorumlar gecerliligini korumaktadir.
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Cizelge 4.6. Parametrizasyon Il i¢in Simulasyon Sonuglar: (o = 1.5)

Parametre | Deger | Orneklem | Orneklem | Asimptotik | Oran Yanhlik | Bagil MSE
Ortalamas: | Varyans:1 | Varyans Yanlilik
n=200
a 1.5 | 1.6050 0.4431 0.5189 0.8538 | 0.1050 | 1.0700 | 0.4539
A 2 2.0884 0.1862 0.1792 1.0386 | 0.0884 | 1.0442 | 0.1939
do -1 -0.9871 0.0301 0.0312 0.9653 | 0.0129 | 0.9871 | 0.0303
a, 3 2.9964 0.0109 0.0106 1.0291 | -0.0036 | 0.9988 | 0.0109
n=500
a 15 | 1.5276 0.1284 0.1340 0.9581 | 0.0276 | 1.0184 | 0.1291
2 2.0399 0.0635 0.0625 1.0167 | 0.0399 | 1.0199 | 0.0651
do -1 -0.9983 0.0110 0.0111 0.9933 | 0.0017 | 0.9983 | 0.0110
a, 3 2.9997 0.0045 0.0042 1.0582 | -0.0003 | 0.9999 | 0.0045
n=1000
15 | 1.5145 0.0606 0.0603 1.0052 | 0.0145 | 1.0097 | 0.0608
A 2 2.0188 0.0300 0.0294 1.0211 | 0.0188 | 1.0094 | 0.0304
do -1 -0.9993 0.0054 0.0054 1.0075 | 0.0007 | 0.9993 | 0.0054
a, 3 3.0004 0.0021 0.0021 1.0007 | 0.0004 | 1.0001 | 0.0021
n=2000
a 1.5 | 1.5069 0.0288 0.0288 1.0000 | 0.0069 | 1.0046 | 0.0288
A 2 2.0090 0.0147 0.0144 1.0180 | 0.0090 | 1.0045 | 0.0148
do -1 -0.9997 0.0026 0.0027 0.9802 | 0.0003 | 0.9997 | 0.0026
a, 3 2.9997 0.0011 0.0011 1.0092 | -0.0003 | 0.9999 | 0.0011

Ayrica Parametrizasyon Il deki MSE degerleri cizelgelerdeki hemen her

satirda ortak parametreler a, g, ve ¢, icin Parametrizasyon | dekilerden daha

kiguktir. Sonug olarak beklendigi gibi 6zellikle blylk 6rneklemler igcin maksimum

olabilirlik tahminlerinin tim davraniglarinin iyi oldugu cizelgelerden gozlemlenir.

Model uydurumlarina deger bigmek igin Cizelge 4.1. ve Cizelge 4.4. deki sonuglara

iliskin Sekil 4.1. den Sekil 4.8." e kadar olan grafiklerde géruldugu gibi model

parametrelerinin maksimum olabilirlik tahminlerinin normal kantil grafikleri cizilir.
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Sekil 4.1. Parametrizasyon | icin farklh 6rneklem boyutlar: ile & icin normal kantil

grafikleri

Parametrizasyon | icin farkli 6rneklem boyutlar: ile & icin normal kantil

grafiklerini iceren Sekil 4.1. de, cesitli 6rneklem buyuklukleri secimlerinden kantil

grafiklerindeki farkliliklar kolayca gorulebilir. Burada noktalarin ¢ogunun diz

dogrunun Ustinde ya da yakininda olmasindan dolayr regresyon parametre

tahminlerinin normal dagilimla iyi tahmin edilmis oldugu gozlemlenir.
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Sekil 4.2. Parametrizasyon | icin farkli 6rneklem boyutlar: ile € icin normal kantil
grafikleri

Sekil 4.2. de Parametrizasyon | igin farkli 6érneklem boyutlar ile € igin
normal kantil grafikleri verilmistir. Orneklem bilytkliigi arttikca veri noktalarinin
cogunun duz dogrunun Ustinde ya da yaninda olmasindan dolayr regresyon

parametre tahminlerinin normal dagilimla iyi tahmin edilmis oldugu g6zlemlenir.
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Sekil 4.3. Parametrizasyon 1 icin farkli orneklem baydkltkleri ile do icin normal
kantil grafikleri

Sekil 4.3. de qu Parametrizasyon | altinda normal kantil grafikleri verilmistir.

Modelin veriye iyi uyum sagladigint normal kantil grafigindeki noktalarin 45
derecelik aciyla diiz bir dogru sergilemesinden anlayabiliriz.
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Sekil 4.4. Parametrizasyon 1 igin farkli 6rneklem boyutlar ile qu icin normal kantil

grafikleri

Sekil 4.4. de de veri noktalarinin ¢ogunun diz dogrunun Ustiinde ya da

yaninda olmasindan dolay: 6rneklem bayikligi 200 oldugunda bile regresyon

parametre tahminlerinin normal dagilimla iyi tahmin edilmis oldugu goralir.
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Sekil 4.5. Parametrizasyon Il icin farkli érneklem boyutlari ile & icin normal kantil
grafikleri

Sekil 4.5. de ise Parametrizasyon Il icin farkl: 6rneklem boyutlari ile a igin
normal kantil grafikleri verilmistir. Burada da veri noktalarinin giderek diiz dogruya
yaklasmasi ve 45 derecelik aciyla diiz bir dogru sergileme yéninde gitmesi sebebiyle

parametre tahminlerinin iyi tahmin edilmis oldugu goralir.
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Sekil 4.6. Parametrizasyon Il igin farkli 6rneklem boyutlar: ile I icin normal kantil
grafikleri

Sekil 4.6. da Parametrizasyon Il icin farkli 6rneklem boyutlar: ile ] icin
normal kantil grafikleri verilmistir. Burada da diger cizelgeler de yapilan yorumlara
benzer yorumlar vyapilabilir, yani veri noktalarinin giderek diz dogruya

yaklasmasinin, iyi tahminler elde edildigini gosterdigi sdylenebilir.

Parametrizasyon Il icin farkli 6rneklem boyutlari ile qu icin normal kantil
grafiklerini iceren Sekil 4.7. ile Parametrizasyon Il igin farkli 6rneklem boyutlar ile
qu icin normal kantil grafiklerini iceren Sekil 4.8. de de yukarida yer alan

degerlendirmelere benzer yorumlar yapilabilir.
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Sekil 4.7. Parametrizasyon Il igin farkli 6rneklem boyutlar: ile qu icin normal kantil

grafikleri
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Sekil 4.8. Parametrizasyon Il igin farkli 6rneklem boyutlar ile qu icin normal kantil
grafikleri
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4.3. Reziduler

Rezidu grafikleri cogunlukla modelin veriye iyi uyum saglayip saglamadigin

olcmek amaciyla kullamlir. Parametrizasyon | igin, i-inci rezid Yiexp(q“')

donistimiiyle R olarak tammlanir. Boylece EF (a,1,t) ya gére bagimsiz ve 6zdes

dagilirlar. R =Y2) rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ve

kiimulatif dagilim fonksiyonu r,a,t >0 olmak Uzere sirasiyla asagidaki gibidir.

a-1
g toé 3 tou
le‘X() pg—— al-ex p8 i (4.41.)

ve
t 60"
Fop (1 )— 1 - exp%e ?0 (4.42.)

Ters genellestirilmis Ustel dagilima bagl olarak R; rastgele degiskenlerinin
bagimsiz ve 6zdes dagildig agikur. f (r) x.” ye baglh olmadigindan 6zel durum
ortadan kalkmistir. Bdylece R, ’ler fR‘X, (r) olasilik yogunluk fonksiyonu ile

dagilimi dogrulamak icin uslendirilmis Fréchet dagilimini insa etmede kullanilimistur.

Rezidllerin dagiliminin kantil fonksiyonu

Q(p)=-— ~,  0<p<1 (4.43))

log gl— (1-p)a g

=

esitligi ile verilmigtir. Buradan da r, £1, £¥£1,, sirah rezidileri gostermek

Uzere, Uslendirilmis Fréchet kantil grafigi asagidaki gibi tanimlanir.
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& 8 u 0

¢ 6 i :

¢ @ 1 U +

Clan € 1 g
(;Iog(:e - T Iogr(i)+ (4.44.)

¢ & jogb1-Bp- ' O7- :

§ ¢ U & n+1g <l

] e gl g

Eger, EF(a,1t) rezidiler icin dogru bir temel daghmsa, kantil grafigi,

egimi ve kesim noktas: sirasiyla 1 ve logt ya denk olan diiz bir dogru olacaktir

(D’Agostino, Stephens, s.24, 1986). (4.44.) U cizmek icin a ve g mn maksimum

olabilirlik tahminlerine ihtiyag duyulmaktadir. Parametrizasyon Il igin, i=1,2,...,n

olmak Uzere reziduler normal olarak R, =Z,-q'X

olarak tanmimlanir. q'x yi

icermeyen, x; verilmisken R, nin kimalatif dagilim fonksiyonu

(4.45.) esitligindeki gibidir.

Fa (r):l—{l—expg’—exp(—rl)g} (4.45.)
Bu dagilim icin kantil fonksiyonu 0 < p <1 olmak (izere asagidaki gibidir.
1.1 e Lud
Q(p)=-=logf-loggl-(1-p)a, (4.46)
RS Hg

Son olarak, Parametrizasyon Il icin Uslendirilmis Fréchet kantil grafigi,

r(l)Er(2)£1/4£r(n) sirali rezidileri gOstermek Uzere (4.47.) esitligindeki gibi

tanimlanar.
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é 6
A /l -

-log ?1—81——3 EE r(i)i (4.47.)
: ]

4.4. Uslendirilmis Fréchet Dagihm icin Risk Olcleri
4.4.1. Standart Sapma

Uslendirilmis Fréchet dagiliminin n-inci momenti

xé _ELQHH !
E(Yn —alt(‘)gl—e ”H y" ® e &' agy
°€ l (4.48.)
tfa‘é &, no -
:Toyg “(1—e y) dy
0

esitligi ile tammlanir ve bu integral sadece a >n/ 1 iken yakinsar. Standart sapma

a>2/1 igin (4.49.) esitligi ile asagida tanimlanmastir.

SD(Y)=[E(Y2)-§E(Y)j2 (4.49.)

Bazi degisken donustimleri yaparak Gradshteyn ve Ryzhik (2007) formul
(4.267.39) dan yararlanarak bazi kisitlamalar altinda standart sapma hesaplanirken,
integraller igin kapali form ifadeleri kullanilir. a >1/1 olmak (zere, a ve 1/1

pozitif tamsayilar: igin beklenen deger asagidaki gibidir.

ast 1)- -16 1
t 11 1 o _]_Z(al)kaa +1+k|1|0 14K 450
O B e e )

2
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Benzer sekilde a>2/1 olmak Uzere a ve 2/1 pozitif tamsayilarn

kullanilarak ikinci moment igin kapal: form ifadesi ele alinarak varyans,

2 % a-1)-k &a —10 2.
a(-t) — 2 B (-1 ER Tt g (14 K) -
82 0,15 § k
~ -1 g
&1
i i (4.51.)
¥ 1 a1 T, 1 ¥
fa (1) B ()8R k) g (1)
| %1_19”:0 g k 2 T
T &1 )
olarak hesaplanr.
4.4.2. Riske Maruz Deger (VaR)
Uslendirilmis Frechet dagilimi igin riske maruz deger,
LA
& 0
¢ t i
VaR, (X)=¢ (4.52)
P ¢ & 167
glog(l—gl— p)? +3
e )]

esitligindeki gibi bulunmustur.
4.4.3. Kosullu Kuyruk Bekleneni (CTE)

Uslendirilmis Frechet dagiliminin kosullu kuyruk bekleneni icin kapal: form
ifadesi elde etmek icin (4.53.) esitligi ile verilen integral ele alinir.
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1 ¥
CTE, (Y)= ) f(y:a,1t)d
(1) 1= F (VaR, (¥)) vy S

(4.53.)
1 ¥

=—— () gl-F(y;a, 1,t)gdy+Vvar (Y)

1- pVaRp(Y)

Bu esitlikte F(.) uslendirilmis Fréchet dagiliminin kdf sidir ve a >1/1 iken
integral yakinsaktir.

Binom serisi genislemesinin ardindan uygun bir degisken donisumu yaparak

ve Gradshteyn ve Ryzhik (2007) formil (3.471.5) kullanilarak o pozitif tamsayisi ve
A >1 icin asagidaki esitlik elde edilir.

_alt [VaR, (Y )" %5'za -16

TE (Y (1)~

(4.54.)
2l-121-1 -t(r+1)o

F 1 1
I VaR!

(4.54.) ile verilen esitlikte ,F  Gauss hipergeometrik fonksiyonu,

(), = z(z+1)¥a(z +k -1) olmak iizere asagidaki gibi tanimlanr.

Xk

F(a;b;x) = (a;b; x) = égs;k K (4.5)

k
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5. UYGULAMA

Bu bolimde, onerilen modelin kullanimini 6rnekleyebilmek icin gercek bir
veri kimesi ele alinacaktir. Bu veri kimesi literatirde motosiklet verisi olarak
bilinmektedir. Eski bir Isve¢ sigorta sirketi olan Wasa’ dan alinan bu veri kiimesi
kismi kasko sigortasi ile ilgilidir. Bu veri kiimesi 1994-1998 yillar1 arasindaki tim
sigorta policeleri ve sigorta tazminat talepleri Gzerinde toplanmis veriyi icerir. 670
tanesi en az bir tazminat talebine sahip olan 64548 tane police vardir. Bu veri kiimesi
Ohlsson verisi olarak adlandirilan, R programinda bulunan (R Core Team, 2014),
insurance data paketinin iginde yer almaktadur.

Tazminatlar uzun kuyruklu dagilim modeli izlediginden (Sekil 5.1. (a)), bu
veri kumesi genellestirilmis lineer model yapisinda analiz edilmistir (Ohlsson,
Johansson, 2010). Bu calismada onerilen model siradan Fréchet ve Burr XIlI
regresyonlar: ile kiyaslanacaktir. SinghMaddala dagilim: olarak da bilinen Burr XII

dagilimi (Burr, 1942), uzun kuyruklu bir dagilimdir ve bigim parametreleri a,t >0

ve Olgek parametresi B > 0 olmak Uzere asagidaki olasilik yogunluk fonksiyonuna

sahiptir.

Ib'ty'?

(ot =2 e

(5.1)

Bu veri kiimesinde dikkate alinan degiskenler sirayla, ara¢ yasi (xl) , MC

sinif (EV orani olarak da adlandirilan bir siniflandirmadir) (xz) ve pozitif tazminat

talepleri (y) dir.

Kategorik agiklayici degiskenler genellikle dogada nominal olan ve sigorta
verisinde ortak olan kesikli tipteki degerlerin birini alirlar. Buradaki agiklayici
degiskenlerden MC simif kategorik bir degiskendir. Regresyon modellemede diger
ornekler otomobil sigortasindaki kaza tirinl ve ev sigortasindaki tazminat tipini
icerir. Kategorik agiklayici degiskenlerle calisirken bazi kodlama degiskenlerini dahil
edilebilir aksi halde degiskenler arasinda ¢oklu i¢ iliski problemleri olusur. Genelde
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n dizey kategorik degiskene sahipken, modele, n-1 yeni degisken (kodlama ya da
gosterge degisken) dahil edilebilir. En fazla duruma sahip olan diizey genellikle
temel diizey olarak secilir. (de Jong, Heller, (2008), s.52)

MC sinif degiskeni 7 diizeye sahip oldugundan, herbir kategori arasindaki
farkliligi modellemek i¢in 6 kodlama degiskeni alinir. MC sinif igin temel duzey 6

olarak bulunmustur ve bdylece toplamda 8 tane regresyon katsayisina sahip olunur.

Cizelge 5.1. Pozitif tazminat taleplerinin Ozet istatistikleri

Ortalama | Medyan | St.Sapma | CV Aralik | Carpiklik | Basiklik | Min. Maks. n

2.5436 0.9015 | 3.8539 0.6600 | 36.5331 | 3.1029 17.5691 | 0.0016 | 36.5347 | 670

400 SO
|

frekans  © | pozitif tazminat i I pozitif tazminat " |
g talebi talebi
. l .
- 1 Fr . % ;
pozitif tazminat (®) @
talebi

(@

Sekil 5.1. (a) Pozitif tazminat taleplerinin histogrami, (b) Pozitif tazminat taleplerinin
olagan kutu grafigi, (c) Pozitif tazminat taleplerinin duzeltilmis kutu
grafigi

Cizelge 5.1., Y degiskeninin Ozet istatistiklerini verirken Sekil 5.1. de Y nin
histogram ve kutu grafiklerini gosterir. Cizelge 5.1. ve Sekil 5.1. den yola ¢ikarak
veri setinin karakteristik degerlere sahip olarak saga ¢arpik oldugu gézlemlenir. Buna
ragmen maksimumun disindaki bu karakteristik gdzlemler, ¢arpik dagilimlar igin

Onerilen dazeltilmis kutu grafiginde ortadan kaybolmustur (Vandervieren, Hubert,

(2004)).
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Y,,Y, ¥4,Y, nin bagimsiz degiskenler oldugu varsayimindan Parametrizasyon

I ve Parametrizasyon Il icin Uslendirilmis Fréchet regresyon modelleri sirayla

asagidaki gibi tammlanmastir.

Yi|x ~EF(a,l,t), I, =exp(qtx) (5.2.)
Z, =logY, olmak uzere,

Z;|x ~logEF (a,1,t;), t, =exp(lqtx) (5.3)
Alternatif olarak, sirayla siradan Fréchet regresyonu,

Y;| % ~ Fréchet(1,,t), I, =exp(qtx) (5.4.)
ve Burr XII regresyonu asagidaki gibi ele alinir.

Y| % ~BurrXli(b, 1,t;), t; =exp(qtx) (5.5.)

Dort regresyon modeli yukarida bahsedilen veriye maksimum olabilirlik
metodu ile uydurulmustur. Tahmin sirecindeki sinir problemlerini 6nlemek igin bazi
parametrelerin logaritma dontstmleri alinmis ve bdylece hepsi (—¥,¥) araliginda
bulunmustur.  Yinelemeli optimizasyon rutinlerinde parametre tahminlerinin
baslangi¢ degerleri igin yine ekk tanminleri alinmistir.

Cizelge 5.3., Cizelge 5.4., Cizelge 5.5. ve Cizelge 5.6. parametre
tahminlerinin standart hatalarin ve diger bilgilerin parametrizasyonlardan ve

alternatif metodlardan elde edildigini gosterir. Tablolardaki t- oranlari, SE standart

hata olmak Uzere qu /SE((fj) ile hesaplanmistir ve qu =01n qu 1 0 a kars1 oldugunu

gosteren sifir hipotezi ile test edilmistir. t - oranin mutlak degeri t 4, ., Yi gegerse,
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n =670 ve a = 0.05 olmak Uzere n-8 serbestlik derecesiyle (1-a/2). yluzdelik, sifir
hipotezi reddedilir. Regresyon katsayilarinin anlam: 0.05 diizeyinde p - degerlerini

kiyaslayarak test edilebilir ve eger p < 0.05 ise sifir hipotezi reddedilir.
Ayrica % 95 oranda glven sinirlan djitn_&l_a,ZSE(qu) formdlu ile

kurulmustur. L log- olabilirlik degeri, p modeldeki parametre sayisi ve n gézlemlerin
sayisi olmak tizere, AIC = -21+2p ve BIC = -2p + plogn degerleri model segimi igin
sunulur. lyi bilindigi tizere en dusiik AIC ve BIC degerine sahip olan model segilir.

Parametrizasyon | icin 0slendirilmis Fréchet kantil grafiklerindeki ekk
uydurumundan gelen rezidi kareler ve rezidiilerin mutlak degerleri toplam1 sirayla
6.0310 ve 0.1027 dir. Parametrizasyon Il igin ayn1 miktarlar 62.8635 ve 11.4536
olarak sirayla elde edilmistir. Sonu¢ olarak 0slendrilmis Fréchet regresyonun
Parametrizasyon | i¢in uydurumunun kalitesi Parametrizasyon Il den daha iyidir
(Gundiiz ve Geng, 2016).

Pozitif tazminat maliyetleri ile iligkili risk 6lculeri hesaplanacak olursa, kayip
verileri normal dagilimla modelleyemedigimiz icin sag carpik kalin kuyruklu bir
dagilimla modellemeye ihtiya¢ vardir. Burada tslendirilmis Fréchet dagilimi veriye

uydurulduktan sonra maksimum olabilirlik tahmin edicileri ve standart hatalari,
loga =5.1380(0.9904) log I = -2.0306(0.1802) , logt =1.7074(0.1830)
olarak elde edilmistir. Log — olabilirlik degeri -1193.395 olarak bulunmustur. Bu

uydurum ve sag kuyruk davransi sekil 5.2. de acikca goriilmektedir. a >2/1
oldugundan standart sapma ve sag kuyruk indeksini hesaplayan integraller
yakinsaktir. Tahmin edilen standart sapma ve sag kuyruk indeksi olguleri sirayla
5.4071 ve 2.9360 olarak hesaplanmistir. VaR ve CTE gibi diger risk Olgulerinin
tahminlerinin hesaplar1 Cizelge 5.2. de verilmistir. Bu cizelgeye gore 0.95 olasilikla
maksimum 105111 SEK kadar kayip oldugu séylenebilir. Diger taraftan bir kez bu
kayip asilirsa beklenen kayip 199603 SEK kadar olacaktir.
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Cizelge 5.2. Uslendirilmis Frechet dagilimi tarafindan modellenen log tazminat
maliyet degeri icin tahmin edilmis VaR ve CTE degerleri (10.000 SEK

tzerinden)

p 0.95 0.975 0.99 0.999 0.9999
VaR 10.5111 15.6490 24.4776 59.4882 119.1230
CTE 19.9603 27.2366 39.2984 84.8143 159.1280

2 ] :
(] o |5
2]
frekans ©
- frekans q
q —
o
o | | ! | 1 o | | ] |
0 10 20 30 40 o o5 aE  4p
pozitif tazminat pozitif tazminat
(2)

Sekil 5.2. (a) Pozitif tazminatlarin tslendirilmis Fréchet uydurumu, (b) Uydurumun

sag kuyruk davranisi
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Cizelge 5.3. Motosiklet verisi icin Parametrizasyon | ile Fréchet regresyon sonuglar

Paramterizasyon | Frechet Regresyon
Degiskenler Tahmin Standart % 95 Given Araliklar t- Oran p - Degeri
Hata
Sabit -0.2973 0.0571 -0.4094 -0.1853 -5.2067 0.0000
Arag yasi -0.0113 0.0038 -0.0188 -0.0038 -2.9737 0.0030
MC Sinif
1 -0.1125 0.0968 -0.3025 0.0776 -1.1622 0.2456
2 0.2565 0.0899 0.0800 0.4330 2.8532 0.0045
3 -0.1785 0.0664 -0.3089 -0.0481 -2.6883 0.0074
4 -0.1841 0.0753 -0.3320 -0.0363 -2.4449 0.0147
5 -0.2604 0.0650 -0.3880 -0.1327 -4.0062 0.0004
7 0.7547 0.4193 -0.0685 1.5780 1.7999 0.0723
Tahmin Standart % 95 Gliven Araliklari
Hata
logT -0.5416 0.0484 -0.6367 -0.4465
p
A
Log- -1264.433
olabilirlik
AIC 2546.866
BIC 2587.431

Motosiklet verisi icin Parametrizasyon | ile Fréchet regresyon sonuclarin
iceren Cizelge 5.3. den elde edilen sonuglara gore, AIC=2546.866, BIC=2587.431
olarak elde edilmistir. Bunun yanmi sira ara¢ yast degiskeninin ve Kkategorik
degiskenlerden ilk ve son kategori hari¢ digerlerinin modele dahil edilmesinin

anlamlr oldugu soylenebilir.
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Cizelge 5.4. Motosiklet verisi i¢in Burr XII regresyon sonuclar

Parametrizasyon | Burr XII Regresyon
Degiskenler Tahmin Standart % 95 Giiven Araliklar t- Oran p - Degeri
Hata

Sabit -0.3452 0.0578 -0.4588 -0.2317 -5.9723 0.0000
Arag yast 0.0146 0.0031 0.0085 0.0207 4.7097 0.0000
MC Sinif
1 -0.1501 0.1148 -0.3755 0.0754 -1.3075 0.1915
2 0.0853 0.1010 -0.1130 0.2836 0.8446 0.3986
3 -0.2263 0.0704 -0.3646 -0.0881 -3.2145 0.0014
4 -0.0802 0.0843 -0.2457 0.0854 -0.9514 0.3417
5 -0.0389 0.0735 -0.1833 0.1055 -0.5293 0.5968
7 0.0785 0.2528 -0.4178 0.5748 0.3105 0.7563

Tahmin Standart % 95 Gliven Araliklari

Hata

logt
§ 99.9826 190.9196 -274.8983 | 474.8635
A 63.7941 120.8085 -173.4200 | 301.0082
Log- -1185.893
olabilirlik
AIC 2391.787
BIC 2436.859

Motosiklet verisi i¢in Burr XII regresyon sonuglarini igeren Cizelge 5.4. den
elde edilen sonuclara gore, AIC=2391.787, BIC=2436.859 olarak elde edilmistir.

Ayrica arag yas1 degiskeninin ve kategorik degiskenlerden yalnizca kategori 3 n

modele dahil edilmesinin anlamli oldugu soylenebilir.
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Cizelge 5.5. Motosiklet verisi icin Parametrizayon | ile Uslendirilmis Fréchet
regresyon sonuclari

Parametrizasyon | Uslendirilmis Fréchet Regresyon
Degiskenler Tahmin Standart % 95 Glven Araliklari t-Oran p - Degeri
Hata
Sabit -2.5942 0.4169 -3.4128 -1.7756 -6.2226 0.0000
Arac yast 0.0116 0.0039 0.0040 0.0193 2.9744 0.0030
MC Simf
1 -0.1211 0.1188 -0.3544 0.1123 -1.0194 0.3084
2 0.1200 0.1071 -0.0903 0.3302 1.1204 0.2629
3 -0.2096 0.0748 -0.3565 -0.0627 -2.8021 0.0052
4 -0.0944 0.0891 -0.2694 0.0807 -1.0595 0.2898
5 -0.0583 0.0782 -0.2119 0.0952 -0.7455 0.4562
7 0.1227 0.2735 -0.4143 0.6597 0.4486 0.6539
Tahmin Standart % 95 Glven Araliklari
Hata
log a 9.3110 3.8741 1.7041 16.9179
log T 2.2735 0.4013 1.4854 3.0615
log A
Log- -1181.606
olabilirlik
AlIC 2383.212
BIC 2428.284

Motosiklet verisi i¢in Parametrizasyon | ile Uslendirilmis Fréchet regresyon
sonuclarint iceren Cizelge 5.5. den elde edilen sonuclara gore, AIC=2383.212,
B1C=2428.284 olarak elde edilmistir. Bunun yan1 sira kategorik degiskenlerden
kategori 3 Un ve ara¢ yasi: degiskeninin modele dahil edilmesinin anlaml: oldugu

sOylenebilir.
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Cizelge 5.6. Motosiklet verisi icin Parametrizasyon Il ile Uslendirilmis Fréchet
regresyon sonuclari

Parametrizasyon Il Uslendirilmis Fréchet Regresyon
Degiskenler Tahmin Standart % 95 Glven Araliklari t-Oran p - Degeri
Hata
Sabit 19.3719 6.5102 6.5888 32.155 2.9756 0.0030
Arac yast -0.0584 0.0076 -0.0733 -0.0434 -7.6842 0.0000
MC Simf
1 -0.2480 0.2489 -0.7368 0.2407 -0.9964 0.3194
2 -0.3853 0.2244 -0.8260 0.0555 -1.7170 0.0864
3 -0.1542 0.1693 -0.4867 0.1783 -0.9108 0.3627
4 -0.2398 0.1891 -0.6112 0.1316 -1.2681 0.2052
5 -0.2012 0.1652 -0.5256 0.1232 -1.2179 0.2237
7 0.2978 0.6616 -1.0013 1.5970 0.4501 0.6528
Tahmin Standart % 95 Glven Araliklari
Hata
log a 6.8127 1.6504 3.5720 10.0534
logT
log A -2.2502 0.2322 -2.7061 -1.7943
Log- -1234.112
olabilirlik
AlIC 2488.225
BIC 2533.298

Motosiklet verisi i¢in Parametrizasyon Il ile Uslendirilmis Fréchet regresyon
sonuclarint iceren Cizelge 5.6. dan elde edilen sonuclara gore, AIC=2488.225,
B1C=2533.298 olarak elde edilmistir. Burada yalmzca ara¢ yas1 degiskeninin modele
dahil edilmesi anlamlidir.

Cizelge 5.3., Cizelge 5.4., Cizelge 55. ve Cizelge 5.6. ya gore
Parametrizasyon | ile Uslendirilmis Fréchet regresyon en disik AIC ve BIC
degerlerine sahip oldugundan en iyi uyum saglamis modeldir. Goruldigi gibi siradan
Fréchet regresyonun slendirilmis versiyonu daha iyi bir secimdir. Ayrica Burr XII
metodundaki model parametre tahminlerindeki blyik standart hatalar da

g6zlemlenmistir.
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Cizelge 5.5. de verilen Parametrizasyon | den gelen sonuglara bakilirsa
sadece kategori 3 Un kategori 6 dan 6nemli derecede farkli oldugu gdzlemlenir. Bu
sonu¢ ayrica Burr XII metodu altinda Cizelge 5.4. de de verilmistir. Buna ragmen
siradan Fréchet metodu altinda ilk ve son kategori hari¢ tim kategoriler kategori 6

dan 6nemli derecede farklidir.

Cizelge 5.7. Motosiklet verisi igin Gslendirilmis Fréchet metodun olabilirlik oran

istatistikleri
Parametrizasyon | Parametrizasyon Il
Kaynak Serb. Ki-kare p - degeri Ki-kare p-degeri
derecesi
Arag yasi 1 7.8500 0.0051 52.7260 0.0000
MC simif 6 13.5340 0.0353 4.5020 0.6091

Parametrizasyon | regresyondaki degiskenlerin ek katkilarini belirlemek
amaciyla olabilirlik oran istatistikleri,

c? = 2(loglik (tam model) - log lik ( indirgenmis model)) (5.6.)
formuld ile hesaplanir 6yle ki tam modelin log- olabilirlik degeri ve indirgenmis
modelin log — olabilirlik degeri farkinin 2 kati alinir. Cizelge 5.7. sonuglar1 gosterir.
Eger kaynak (koken) ara¢ yasi ise ara¢c yasi modelden disarda tutulur. Diger
degiskenler modeldeyken ara¢ yasi degiskeninin 6nemliligi 0.05 dizeyinde test
edilir. Cizelge 5.7. deki sonuclara gore ara¢ yasi ve MC sinif degiskeninin ikisi de
belirlerken % 5 Onemle

Parametrizasyon | altinda tazminat buaydkliklerini

belirlenirken Parametrizasyon Il altinda sadece arag yasi degiskeni anlamlidir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Aktleryal istatistikte alternatif bir analitik yaklasim isimli bu tez
calismasinda, aktiieryadaki temel kavramlardan bahsedilmis ve yasamin icinden
karsilasilabilecek gesitli riskli durumlarina ait drnekler verilip sigorta yaptirmanin
onemi belirtilmistir. Iyi bir risk yonetimi icin olusacak kayb: dogru sekilde
belirlemenin 6neminin belirtildigi bu tez calismasinda sirketleri minimum riske
maruz birakabilmek acisindan risk 6lciminin énemi Gzerinde durulmustur. Riskli
yatirimlar durumunda olusabilecek risk miktarint 6lgebilme adina risk olgileri ele
alinmis olup cesitli kayip dagilimlari igin hesaplamalari yapilmastr.

Ayrica, Uslendirilmis Fréchet dagiliminin aktiieryal istatistikte regresyon
¢ozumlemesinde kullanimi ele alinmis ve simiilasyon ¢alismasi yapilmastir.

Bu calismanin neticesinde, ilk defa, Uslendirilmis Fréchet dagilimindan yola
cikarak sigortacilik alaninda da yer alan, saga dogru uzun kuyruk sergileyen tazminat
buyukliklerini modelleyen Uslendirilmis Fréchet regresyonu Onerilmistir.  Link
fonksiyonu yardimiyla olusturulan, Parametrizasyon | ve Parametrizasyon Il olarak
ifade edilen, ortak degiskenler igeren iki farkli yaklasim sunulmustur. Gergek bir
sigorta verisi ele ahnarak yapilmis olan uygulama ile Uslendirilmis Fréchet
dagiliminin, tazminat verisini modellemede iyi bir dagilim oldugu gosterilmistir.

Bu calismada yapilanlarin yani sira, saga carpik cesitli veri kidmelerini
modelleyen, aktieryada kullanilan bazi dagilimlarin benzer sekilde regresyon
modellemesinde kullanilmasi, ¢arpik verileri modellemede daha iyi alternatiflerin

bulunmas: ve bu agigin giderilmesi oldukga 6nem arz etmektedir.
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