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Coklu i¢ iligki problemini gidermek i¢in en kiigiik kareler (EKK) tahmin
ediciye alternatif olarak bircok yanli tahmin edici Onerilmistir. Bunlardan biri
Bayes tahmin edicidir. Bu calismada Bayesyen analizi gerceklestirmede temel
yapilarin neler olduguna ve nasil elde edildigine yer verilmistir. Ayrica, lineer
regresyon modelinde Bayesyen tahmin yontemleri incelenmistir. Calismanin
ilerleyen kisimlarinda Bayesyen yaklasim gecikmesi dagitilmis modellere
taginarak, bu modellerde Liu ve ridge tipi tahmin ediciler ele alinmistir. Ridge-tipi
Bayesyen tahmin ediciler sinifina ait olan Shiller ve Lindley tahmin ediciler,
Gruber (2012) tarafindan tanimlanan Liu-tipi Bayesyen tahmin ediciyle birlikte
kullanilarak iki tane yeni Liu-tipi Bayesyen tahmin edici elde edilmistir.
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To remedy the problem of multicollinearity some biased estimators are
proposed is an alternative to the ordinary least squares (OLS) estimator. One of these
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1. GIRIS Nimet TURKER

1. GIRIS

[statistikte temel olarak iki farkli felsefi yaklastmin ortaya ciktig
goriilmektedir. Bunlar klasik yaklasim ve Bayesyen yaklasimdir. Istatistikte pek ¢ok
konu ve kavramin ele alinisinda bu yaklagimlar birbirine alternatif olmustur. Zaman
icinde, bu konuda caliganlarin fikirleri nedeniyle ve belki de anlasilmasi daha kolay
oldugundan, istatistik alaninda klasik yaklasim daha fazla kullanilmaya baslanmistir.

Istatistige Bayesyen yaklasiminda, konu ile elde edilebilen tiim bilgilerin
analizlerde kullanilmas: gerekmektedir. Kisisel deneyimler, daha onceki benzer
aragtirmalardan elde edilmis sonuglar ve Orneklem bilgisi Bayesyen yaklagimla
yapilan analizlerde kullanilabilir. Bu boliimde, Bayesyen yaklasimin gelisimiyle
ilgili tarihsel siirece yer verilmistir. Ayrica, bazi istatistiksel kavramlar Bayesyen
yaklagim diisiincesiyle agiklanmistir.

Bayesyen yaklagim, ozellikle son yillarda, istatistigin hemen hemen tim
alanlarinda ve pek ¢ok ekonometrik calismada yogun bir bicimde kullanilmaktadir.
Thomas Bayes’in kosullu olasiliklarin hesaplanmasi i¢in Onerdigi teorem, Bayes
yaklasimiin temelini olusturmaktadir. Bu teoreme goére A olaymin gergeklesmesi
olasilig1 bilindiginde, B olaymnin da ger¢eklesmesi olasiligint hesaplamak
miimkiindiir. Uzun siire yukarida bahsedilen amag icin kullanilan Bayes teoremi,
daha sonra karar verme tekniklerinde uygulanmaya baslamistir. Karar verme
tekniklerinde temel amacg yanlis karar verme riskini olabildigince kiigiik yapmak
oldugundan, kisisel deneyim ve bilgilerin de karar verme siirecine katilmas1 mantikli
bir yaklasim olmaktadir. Boylece, yapilan istatistiksel c¢aligmalarda arastirmaci
tarafindan kisisel deneyimlere sik sik bagvurulmaktadir.

Regresyon tekniklerinde daha etkili parametre tahminleri yapmak ve en
onemlisi rezidii kareler ortalamasini kiicliltmek gibi amaclarla Bayesyen yaklagim
kullanilarak c¢aligmalar yapilmistir. Yapilan bu ¢alismalarinda, kisisel bilgilerin ne
olacagt ve bu bilgilerin olasilik dagilim1 bi¢iminde nasil ifade edilecegi
belirtilmemis, genelde kolaylikla olusturulan dagilimlar kullanilmistir. Kisisel
bilgileri dagilimlar yardimiyla ifade etmenin yollar1 da yapilan arastirmanin yapisina

ve arastirmaciya gore degisebilmektedir.
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Bayesyen yaklasim ilk defa, Ingiltere 'de yasayan bir rahip ve matematik¢i
olan Thomas Bayes (?-1761) tarafindan yazilan ve Oliimiinden birka¢ yil sonra
arkadas1 Richard Price ''n bulup yayinladigi bir denemeyle("An Essay Towards
Solving a Problem in the Doctrine of Changes") ortaya konmustur. Bu denemeyle
bugiinkii Bayes diinyasinin ¢ekirdegi olan Bayes teoremi bulunmustur.

18. yiizyilin sonlarindan 20. yiizyilin baglarina kadar istatistiksel ¢aligmalarin
Bayesyen yaklasimin etkisinde oldugu goriilmektedir. 1764 'te Bayes teoremi bu
calismalara katkida bulunurken, yakin donemde bagimsiz bir sekilde baslayip devam
eden daha detayli ve 6zgiin analizleriyle Laplace etkili olmustur. Ayrica 1900 'lerin
ortalarinda H. Jeffreys objektif yaklasimli Bayesyen analizi gelistirmis ve Bayesyen
regresyon konusunda ilk ¢alismayir yapmistir. 1950 'lerden sonra Bayesyen model
secimi ve hipotez testi gelistirilmistir. Boylelikle teorik altyapr daha ayrintili
yapilandirilmistir. Fakat bazi matematiksel yapilarin ¢éziime kavusturulamamasi
onemli bir engel olusturmustur ve model se¢iminde elde edilen bazi son (posterior)
yapilarin integralleri ¢oziilememistir. Ancak W.K. Hastings, Markov Zinciri Monte
Carlo tekniginin istatistik alanindaki uygulamalarimi gelistirmistir ve bu sorun
asilmistir. Bu nedenle artik modern Bayesyen istatistik, simiilasyon tekniklerine bagh
olan uygulamalarla kendini daha 1yi agiklamaktadir. Bilgisayar teknolojisinin
gelismesiyle Bayesyen istatistigin matematikle ilgili alanlarinda karsilasilan
giicliikler de ortadan kalkmistir.

Orneklem bilgisi ve 6n bilginin kullanilmasiyla lineer regresyon modellerinde
Bayesyen yaklasim ile alternatif tahmin yontemleri ele alinmistir. Lindley ve Smith
(1971) lineer modeller i¢in Bayes tahminleri uygulamalariyla incelemislerdir. Zellner
(1971) ekonometride Bayesyen sonug ¢ikarimi ele almistir. Farklt modeller altinda
Bayesyen tahminleri incelemistir. Vinod ve Ullah (1981) regresyonun Bayesyen
analizini ele alarak ridge tahmin edicinin Bayesyen ve Bayesyen olmayan
yorumlarini vermiglerdir. Shu-Lu (1993) Stein tipinin Bayes tahmin edicilerini ve
minimax tahmin edici ailesinin Bayes analizini ele almistir. Kubokawa ve Srivastava
lineer regresyon modelinde ¢oklu i¢ iliski olmasi durumunda, temel bilesenler
regresyon ve ridge regresyonun minimax tahmin edicisinin Bayes analizini

incelemistir. Yine, Kubokawa ve Srivastava c¢ok degiskenli lineer regresyon
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modellerinde, ¢oklu i¢ iliski olmasi durumunda minimax tahmin edicinin Bayesyen
analizini ele almistir. Burada normallik varsayimi altinda Bayes ridge regresyon
tahmin ediciler 3 farkli shrinkage tipi fonksiyonla incelenmistir. Ekici ( 2005)
Bayesyen regresyon ve WinBUGS ile bir uygulama adli yiiksek lisans tezi ile
Bayesyen regresyonu incelemis ve bir uygulama ile desteklemistir. Giles (2010)
eslenik (bilesik) 6n dagilimin kullanilmasiyla lineer regresyonda Bayes tahminleri
inceleyerek, Bayes ve kisitli Bayes tahmin edicilerin karsilagtirilmalarini ele almistir.
Elde edilen sonuglar ridge regresyona uygulanmistir. Gruber (2012) lineer Bayes,
mixed ve minimax tahmin edicileri inceleyerek ridge tipi tahmin edicilerin ve Ozkale
ve Kagiranlar (2007) tarafindan tanimlanan iki parametreli tahmin ediciler sinifinin
bazi {iyelerinin birer Bayes, mixed ve minimax tahmin ediciler oldugunu
gostermistir.

Bayesyen istatistige gore bir teori veya Onerme ile ilgili belirsizlik
olasiliklarla ifade edilmelidir. Klasik yaklagim belirsizliklere deterministik davranir.
Varsayimlar dogrultusunda s6z konusu belirsizligi, orada iddia edilen iliskiyi,
sikliklarina gore degerlendirerek kabul edilmesi ya da edilmemesi yoniinde karar
verir. Bayesyen yaklasimi benimseyenler, belirsizlikle ifade edilen bir teoriyi kabul
etmenin veya korii koriine reddetmenin bilgi olusturma siirecine pek bir katki
saglamayacagi, aksine Onemli sayilabilecek yanilsamalara yol acacagi konusunda
elestiriler getirebilirler.

Bayesyen istatistikte bir olayin olasiligi, o olaya iliskin 6n bilgi (prior) ile
denemeden elde edilen sonuglarin (verinin) birlestirilmis halidir. Bir araya getirme
islemi, Bayes teoremine dolayisiyla da kosullu olasiliga dayanmaktadir.

Bayesyen yaklasimda parametre olasilik dagilimi olan bir rasgele degisken
gibi diisiiniilmektedir. Bu dogrultuda parametre i¢in bir 6n olasilik dagilimi belirlenir
ve mevcut veri ile birlestirilerek parametrenin son olasilik dagilimi (posterior) elde
edilir. Bayesyen yaklagimda parametre ile ilgili tim c¢ikarimlar son dagilima
dayanarak yapilir.

[statistigin temel konularindan biri nokta tahminidir. Bayesyen yaklasimda
ilgilenilen parametrenin nokta tahmini genellikle son dagilimin ortalamasidir

(posterior mean).
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llgilenilen parametreye iliskin miimkiin olan tiim bilgiyi iceren istatistik,
yeterli istatistiktir. Yeterlilik klasik yaklagimda oldugu gibi Bayesyen yaklagimda da
oldukca onemlidir. Ciinkii 6n dagilimin elde edilmesinde bu 6zellikten yararlanilir.
Aslinda yeterlilik klasik yaklasim bigimiyle pek uyumlu degildir. Ciinkii yeterliligin
0ziinde parametrenin kosullu olasilig1 vardir. Bir parametrenin olasiliginin olmasit da
klasik goriise zittir.

Yansizlik, tahmin edicinin beklenen degerinin, parametrenin gergek degerine
esit olmas1 demektir. Klasik yaklasimda iyi bir tahmin edici yansizdir. Ote yandan
Bayesyen tahmin edici (son dagilimin ortalamasi) yanlidir. Bayesyen analizde bu
sonucun degeri yoktur. Cilinkii Bayesyen yaklasim en basta parametrenin tanimini
farkli yapmaktadir. Tahmini Bayesyen yaklasima gore elde edip, klasik yaklagimin
kriterlerine gore degerlendirmek pek dogru degildir.

Genellikle yanli tahmin edicilerin yansiz tahmin edicilere gore hata kareler
ortalamasi daha kiigiiktiir. Ornegin, ridge tahmin edici de yanli bir tahmin edicidir
ama bazi k degerleri i¢in yansiz tahmin edicininkinden daha kiiciik bir hata kareler
ortalamasi vardir. Sunu da sdylemek gerekir ki tahminde karsilasilan bazi sorunlar
yanli bir tahmin edici kullanildiginda ortadan kalkabilmektedir. Kisaca yansizlik,
Bayesyen yaklasim agisindan bakildiginda hi¢ de 6nemli olmayan bir degerlendirme
Olciitiidiir.

Tutarlilik kriteri tahmin edicinin limitteki 6zelligidir. Orneklem biiyiikliigii
arttikca tahmin edicinin degeri, gercek parametre degerine yaklagir. Klasik
yaklasimda tutarlilik oldukca oOnemli bir Ozelliktir. Bayesyen yaklasimda ise
tutarliligin ilgilenilmesi gereken bir kriter olup olmadig: tartisilmaktadir.

Kesinlik, Bayesyen yaklasim i¢in énemli bir kriterdir. Kesinlik (precision),
varyans ile ters orantilidir. Tam bir Bayesyen analizde varyans yerine kesinlik
alinarak, gercek degerin olasilig1 hesaplanir.

Istatistikte ilgilenilen temel konulardan biri de aralik tahminidir. Klasik
yaklasimda aralik tahminleri yalnizca 6rneklem bilgisine dayanilarak yapilmaktadir.
Ancak Bayesyen yaklasimda, klasik aralik tahmini yorumlanirken de parametre bir
rasgele degisken olarak kabul edilir. Ornegin, son dagilimin ortalamasi igin 0,95

giiven diizeyinde bir giiven araligindan s6z ediliyorsa, "bu araligin son dagilimin
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ortalamasii icermesi olasih@ %95 'tir" seklinde yorum yapilir. Bayesyen
yaklasimda bu araligin icinde bulunan her noktanin sahip oldugu olasilik
yogunlugunun, aralik disinda bulunan noktalarin sahip oldugu olasilik
yogunlugundan daha biiyiik oldugu belirtilmistir (Box and Tiao, 1973). Bayesyen
yaklasim, klasik yaklagimin "giiven aralig1" (confidence interval) tanimlamasi yerine,
"giivenilir aralik" (credible interval), "Bayesyen aralik" (Bayesian interval) veya "en
yiikksek son yogunluk bolgesi veya araligl" (highest posterior density region or
interval) tanimlamalarini1 kullanmaktadir.

Istatistikte kitleyi anlamaya ve c¢dzmeye calisirken parametrelerle ilgili
iddialarin yer aldig1 bazi 6nermelerden yararlanilir. Hipotez olarak adlandirilan bu
Onermelerde ortaya atilanlar, arastirmacinin karar vermesini saglayan bir test
stirecinden gecer. Hipotez testi siirecinde parametrenin iddia edilen degere esit olup
olmadig1 veya sozii edilen aralikta bulunup bulunmadigi test edilir ve boylelikle kitle
ile ilgili belirsizlik bir parca aydinlatilmis olur.

Klasik yaklagimda hipotez testi i¢in birinci ve ikinci tip hatalar kullanilir.
Birinci tip hata, H, dogru iken H, 'in kabul edilmesi; ikinci tip hata, H, yanls iken
H, "in kabul edilmesidir.

Bayesyen yaklasim, hipotezlere olasilik tayin eder. Bu, Bayesyen yaklasimin
olasilik teorisine daha genis bir mantiksal agidan bakmasi nedeniyledir. Ancak bu
noktada belirtmek gerekir ki, Bayesyen yaklagim cift tarafli hipotez testi sz konusu
ise zayiftir. Clinkii siirekli bir dagilimda parametrenin "0" a esit olma olasilig "0"
dir. Buna Onerilen ¢6ziim, ornegin regresyon katsayist igin "0" a yakin bir deger
almaktir.

Bayesyen istatistikte hipotez testi yapmak icin izlenen iki yol vardir. Ilki,
hipotezler ile oOnsel olasiliklarin birlestirilerek sonsal olasiliklarin bulunmasidir.

Hipotezler,

Hy: 6 =6 Hi: ¢ =9,

bi¢giminde verilmis ise sonsal olasiliklarin orani,
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— P(HO/:V) _ P(HO)P(y/ 9=90) (1 1)

1™ p(Hy/y) ~ P(HOP/9=¢1)

ile bulunur. Zellner (1971) 'e gore (1.1) oraninin birden biiyiik olmast durumunda H,
hipotezi reddedilemez. Ikinci olarak Zellner (1971), hipotezin reddedilip
reddedilmeyecegini kayip fonksiyonu agisindan incelemistir. Sonsal bilgiler yardimi
ile bulunan H, ve H; hipotezlerinin reddedilmemesi i¢in beklenen kayiplar E(L/H,)

ve E(L/H;) olmak iizere,
E(L/Ho) < E(L/Hy)

oluyorsa H,, hipotezinin reddedilemeyecegi belirtilmistir.
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2. BAYESYEN ANALIZ

Bu bolimde Bayesyen yaklasimin temelini olusturan, Bayes Teoremi
aciklanmistir. Daha sonra Bayesyen analizi gerceklestirmede temel yapilarin neler
olduguna ve nasil elde edildigine yer verilmistir. Son olarak Bayesyen yaklagim igin

oldukca 6nemli olan 6n dagilimin belirlenmesine iliskin tekniklere deginilmistir.
2.1. Bayes Teoremi

Bayes Teoremi kosullu olasilik tanimindan yola ¢ikarak agiklanir. Bir
orneklem uzayinda A ve B gibi iki olay i¢in, B verilmisken A 'min gerceklesmesi
kosullu olasiligi,

P(A/B) =P(AnB)/P(B) , P(B)>0 (2.1)
seklindedir. Benzer sekilde,

P(B/A) =P(AnB)/P(A) , P(A)>0 (2.2)
seklindedir. (2.1) ve (2.2) ifadeleri birlikte,

P(A/B)P(B) = P(ANnB) = P(B/A)P(A) (2.3)
seklinde yazilabilir.
(2.3) 'de saglanan sonug genellestirilerek ifade edilirse Bayes Teoremi elde edilir. A,
ayni anda gergeklesmesi miimkiin olmayan A,, 4,, ..., Ay ayrik olaylarindan olusan
bir 6rneklem uzay1 olsun. Bu 6rneklem uzayinda bir de B olay1 olsun. Buna gére B

verilmigken, herhangi bir 4; olayinin gerceklesmesi olasiligi,

P(A;/B) = P(A)P(B/A;)/P(B) (2.4)
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ile ifade edilir. (2.4) 'de paydadaki marjinal dagilim P(B) asagidaki gibi yazilabilir:

P(B) = P(A))P(B/A))+...+P(A)P(B/Ay) = Xf-1 P(A;)P(B/A))
Esitliklerin diizenlenmesiyle,

P(Ai/B) = P(ADP(B/A)/Li P(4))P(B/4) (i=12,..,k) (2.5)
elde edilir. Boylelikle (2.5) ifadesi Bayes Teoremini gosterir.

Teorem, 6n olasiliklarin veriden elde edilen bilgilerle giincellendigini ifade
eder. Bu teoremi uygulayabilmek icin 6n olasilik degerleri olan P(A;) degerlerini
bilmek gereklidir. Degisik bir bakis acisiyla yaklasilirsa teoremin, ilgilenilen olaya
gore, olasiliklarin hesabinda tersine bir gidise izin verdigi de soylenebilir.

2.2. Bayesyen Tahmin
Bayes yaklasiminda, (2.1) ve (2.2) 'ye benzer olarak,
p(y/0) =p(y,6)/p(0) (2.6)

p(0/y) =p®.0)/p() (2.7

temel esitlikleri kullanilir. Burada 6, hakkinda analiz yapilan parametreyi
gostermektedir. Bayesyen yaklasimda, 6 parametresi rasgele degisken olarak
alindigindan (2.6) ve (2.7) ifadeleri (2.1) ve (2.2) ifadeleri ile tutarli olmaktadir. (2.6)
esitliginden p(y, 8) ifadesi (2.7) esitliginde yerine yazilarak p(y) # 0 igin,

p(0/y) =p(@)p(/0)/r(y) (2.8)
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bulunur. Burada p(y) terimine normallestirme sabiti denir. Bu sabiti ortadan

kaldirarak (2.8) esitligi,

p(8/y) xp(@)p(y/0) (2.9

biciminde verilir. Buradaki o simgesi, (2.9) ifadesinin sol tarafi ile sag tarafinin
orantili oldugunu belirtmektedir. p(y/0), drneklem bilgisini temsil eden olabilirlik
fonksiyonunu gosterir. p(6), 8 parametresi icin 6nsel dagilim olup 6nsel bilgiye
karsilik gelmektedir. Kisinin arastirmaya baslamadan once sahip oldugu kisisel
bilgiler ya da daha 6nceki benzer calismalardan elde edecegi mantikli tiim bilgiler
onsel bilgi (prior information) olarak adlandirilir. Onsel bilgi ile érneklem bilgisinin
birlesimi (2.9) esitligi yardimi ile saglanarak, elde edilen bilgi de sonsal bilgi
(posterior information) olarak adlandirilmaktadir. p(6/y), y verildiginde 6
parametresi icin sonsal dagilimdir. Bayesyen analizde sonsal bilgiler yapilan

cikarimlari elde etmede dogrudan kullanilirlar. Boylece Bayes Teoremi

sonsal oyf « onsel oyf X olabilirlik fonksiyonu (2.10)

bigiminde tanimlanabilir.

Parametreyle ilgili ¢ikarim siireci yaygin olarak kullanilan normal dagilim
varsayimi altinda soyle gerceklesmektedir:

y, normal bir kitleden g¢ekilen n adet bagimsiz gozlemi temsil etsin. u
parametresi kitle ortalamasi, o2 ise kitle varyansi olsun. Burada varyansin bilindigi
ve On dagilimin da normal dagilim oldugu varsayilsin. g 6n dagilimin ortalamasini

ve 62 6n dagilimin varyansini gostersin. u 'niin son dagilimi p(u/y, 02),

p(u/y,0%) < p(Wpy/u %)

ifadesi yardimiyla bulunur. u 'niin 6n dagilimmm p(u)~N (&, 32) oldugu verilmisti.

Oyleyse,
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1 1

P() = Fomz P |~ 50 (1 = D7) @.11)

262

olur. Parametreye iliskin baslangi¢ tahminlerinin, ji ve 62 ile analize dahil edildigi
(2.11) esitliginden goriilmektedir.

Benzerlik fonksiyonu,

p(y/u 0% = H;p(yi/u, 0%) = ( \/%U)n exp [— Tizzn:(yi - u)zl

seklindedir. Burada esitlige 6rneklem ortalamasi f "y1 dahil etmek igin,

p(y/m0%) = ( ;,w) exp [—ﬁ PO - — (- /2))2]
1 \" 1 wn N2 S S 2\2
= () o[~ 3 Xl =7 = 200 = D= D) + = 4] (2.12)
diizenlemesi yapilir. Gozlemlerle 6rneklem ortalamasinin farklari toplama,

= (i —Mu—-p =0

bulunur. Bu nedenle benzerlik fonksiyonu,

1 \" 1 N n
p(y/u,0%) = (ma) exp |- =5 B[y — )% = n(u — 0)?]] (2.13)
olur. Serbestlik derecesi v = n — 1 iken, drneklem varyansi

1 PN
s? =X (i — )

seklindedir. Bu esitliklere gore (2.13) esitliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa

benzerlik fonksiyonunun son hali,

10
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pO/10?) = () exp |50 (ws? = nlu— )] (2.14)

olur.
On bilgiyi yansitan 6n dagilim (2.11) ve 6rneklem bilgisini yansitan benzerlik

fonksiyonu (2.14) carpilirsa son dagilim,

/5.0 = sl -] () e 205t

n
olur. % ve ( \/%a) sabitleri ile exp (—#vsz) sabiti, oransallik ifadesi

kullanildiginda kaybolur ve

2 o2 o2

p(a/y,0%)  exp {=3 [ = 2 (u — 7]} 2.15)

elde edilir. (2.15) 'de varyans terimleri bir tarafta, ortalama terimleri diger tarafta

olacak sekilde diizenleme yapilirsa,

62+02/n) ( _ ﬁ62+ﬁ02/n)2]

p(u/y.0®) o exp |~ (5000) (= o (2.16)

elde edilir. (2.16) 'dan goriildiigii gibi son dagilim da normal dagilimdir. Son
ao?+uc?/n

dagilimin ortalamasinin f =
g K o2+02/n

oldugu, (2.16) 'dan goriilmektedir.

= _ po’+po?/n _  (po?)/c? (mo?/n)/(a?/n)
K= a2+02/n  (62+02/n)/a2  (o2+02/n)/(c2/n)
=—mt % 2.17)

W=z Wz,

seklinde yeniden yazilabilir. Bu sonuca gore, son dagilimin ortalamasi (@), 6n

dagilimin ortalamasi f ile drneklem ortalamasi i 'nin agirlikli ortalamasidir.

11
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Parametreyi tanimlamaya yardimci olan ortalama ve varyans Oolgiileri,
kesinlikler (precision) anlaminda da ifade edilebilir. Kesinlik, Bayesyen yaklasim
icin onemli bir kavramdir. Parametrenin tahmininin kesinligini ifade eder. Kesinlik,

varyans ile ters orantilidir. Bu nedenle varyans azaldikca kesinlik "1" e yaklasacaktir.

1
o%/n

R 1 .. o IV . . . e e .
h = = oOn dagilimin kesinligini, h = ise orneklemin kesinligini gosterir. Son

dagilimin ortalamasi (2.17) bu kesinliklere gore yazilirsa,

h
+h

- . _ R
H=Hder t s,

=

elde edilir. Bu nedenle son dagilimin ortalamasi, kesinliklere gére yorumlanabilir.
On bilginin kesinligi arttikca son dagilimin ortalamasinda &n dagilimin ortalamasi
baskin olurken, Orneklemin kesinligi arttikca Orneklemden elde edilen ortalama

degeri son dagilimin ortalamasinda daha baskin olur. Son dagilimin varyansi G2,

o20%/n )

o2+02/n

Var(u) = (

olur (Zellner, 1971).

Kesinlikler ile ifade edilirse, Var(p) = H_ih seklindedir. Buna gore son dagilimin

kesinligi h, 6n dagilimin kesinligi ile 6rneklemin kesinliginin toplamidir. Bu durum,

h=h+h seklinde ifade edilebilir.

Ozet olarak, son dagilimm ortalamasinin elde edilisinde, 6n dagilm ile
orneklem bilgisi kesinlikleri 6l¢iisiinde uzlasir (Ekici, 2005).
2.3. On Dagilimin Belirlenmesi

2.3.1 Bilgi Vermeyen On Dagilimlar

Bilgi vermeyen 6n dagilimlarin parametreyi agiklama giicli ¢ok azdir. Diger

yandan bu tlir 6n dagilimlar, Bayesyen yaklasimla ilgili yapilan siibjektiflik

12
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elestirilerini yok eder. Genel olarak belirtilmelidir ki bilgi vermeyen on
dagilimlardan higbiri, tam bilgisizlik (ignorance) durumunu yansitmaz.

Bu gruptaki 6n dagilimlar sunlardir:
2.3.1.1 Dikdértgen On Dagilim

Dikdortgen 6n dagilimda, belirlenen aralikta parametreye ayni olasilik
degerleri atanir. 6, dikdortgen 6n dagilima sahip bir parametre ise 8 'min olasilik

yogunluk fonksiyonu,
0 <0 <mikenp(@) = c=%

seklindedir. Bu dagilim genellikle parametrenin belirli bir aralikta yer aldigi,
sinirlandirilabildigi ve oran seklinde ifade edildigi durumlarda kullanilabilir.
Dikdértgen 6n dagilim, tam bilgisizlik durumunu yansitmaz. Ornegin, parametre
[0, m] araliginda yer aliyorsa, m sonsuza gittikge 6n dagilim daha az bilgi verir
duruma gelir.

Reel eksende [—oo, 0] araliginda, 6 'min tiim degerleri i¢in p(6) = c iken,
dikdortgen on dagilim "uygunsuz" dur (improper). Ciinkii, bu aralikta olasilik
yogunluk fonksiyonunun integrali sonsuz ¢ikar ve bu da olasiliklar toplaminin 1 'e
esit olma aksiyomunu bozar. "Uygun" (proper) dagilimlarda bu toplam 1 'e esit olur.
Uygunsuz 6n dagilimlar hesaplamada giigliik cikarir. Ote yandan, bdyle bir 6n
dagilimdan elde edilen son dagilim uygunsuz olmayabilir.

Dikdértgen on dagilimim bir diger zayif yan1 da "degismezlik" (invariant)
ozelligini tasimamasidir. Parametre doniisiime ugradiginda elde edilen yeni on

dagilim, dikdoértgen 6n dagilim olmayabilir.
2.3.1.2. Jeffreys 'in On Dagihm

Jeffreys, parametre belirli bir aralikta sinirli olsun ya da olmasim ( [—oo, o]

veya [0, ] ), on dagilimi bir sabite esitler. Bu durumda da belirlenen dikdortgen 6n

13
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dagilim, uygunsuz olur. Jeffreys, caligmasinin ilerleyen asamasinda 6eR ve g > 0

olmak lizere

- -6
fy/0) = o7 F (2) (2.18)
benzerlik fonksiyonu ile

921 ]
1(6) = —E, [%] (2.19)

Fisher 'in bilgi matrisini kullanir. Bu benzerlik fonksiyonu ile bilgi matrisi,

P (—loga — M) 320_ (—loga — (y_ag)z)

062 2 000 2
0000 (—lOgO’ T 202 ) 902 (—lOgO’ T 202 )
_1 200y 1
_ o2 o3 N
= —Ey 20-y) 1 3m-0?| = 0 2 (2.20)
o3 o2 gt a?

seklinde elde edilir (James O. Berger, s. 88). On dagilim, elde edilen bilgi matrisinin

determinantinin karekokudiir.

2.3.1.3. Referans On Dagilim

Berger-Bernardo "referans 6n dagilim" terimini genel anlaminda kullanmustir.
Onlarin gelistirdigi yonteme gore ilgilenilen parametre i¢in referans 6n dagilim, son
dagilim ile 6n dagilim arasindaki Kullback-Leibler uzakligint maksimize etmekle
bulunur.

Y1, Y,, ..., Y, birbirinden bagimsiz ve 6zdes dagilan n tane rastgele degisken
olmak iizere, Y;" = (Y, Y5, ..., Yy) olsun. m(6/y,™) son dagilim, 7 (0) ise 6n dagilim

olmak tizere Kullback-Leibler uzakligi,

14
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w(6/y.™)

Kn(m(0/3,"),7(8)) = [ log |*2222] m(6/y,™)d6 (221)

seklindedir (Robert E. Kass, Larry Wasserman, s.1350).
Kl =E (Kn(ﬂ(B / yln),n(B))) ifadesi, Kullback-Leibler uzakliginin beklenen
degeridir. Amag¢ bu ifadeyi maksimum yapmak yani K% = lim,_. K;} degerini
hesaplamaktir. Ancak genellikle K% sonsuzdur. Bu sorunu ortadan kaldirmak igin
oncelikle sonlu uzaklik olan K;} 'yi maksimum yapan 6n dagilimlar (r,) bulunur.
Daha sonra bu 6n dagilimlara karsilik gelen son dagilimlarin limiti bulunur. Sonug

olarak bu sekilde elde edilen 6n dagilim, limitte Bayes teoreminden son dagilim

tireten bir dagilim olur.
2.3.1.4. Belirsiz On Dagilim

Parametrenin dagiliminin tiiriine gére, bu parametrenin dagilimimin konum ve
sekil parametresi degismektedir. Biiyiikk varyansin belirsizlige esit olmasi fikrine
dayanarak, bu dagilimlarin sekil parametrelerine dyle degerler atanir ki oldukca genis
bir aralikta yer alan, neredeyse dikdortgen 6n dagilim kadar diiz, bilgi vermeyen bir
on dagilim olusturulur (H. Raiffa ve R. Schlaifer, s.63). Ornegin, konum parametresi
icin normal dagilim ve sekil parametresi i¢in gama dagilimi alinsin.

p(0)~N (i, &%) olup, G2 'ne biiyiik deger atanur.

p(0)~G(a, B) olup, a ve B 'ya (0,001 gibi) cok kiiciik degerler atanir.

Bu sekilde olusturulan belirsiz 6n dagilimin en gii¢lii yani, uygun dagilim
olmasidir. Dikdortgen 6n dagilim yerine belirsiz 6n dagilim alinarak, hesaplamalarda

kolaylik saglanir.
2.3.2. Eslenik On Dagilim

Onsel dagilim herhangi bir aileden tanimlanmis olsun. Herhangi n

genislikteki orneklem ve bu 6rneklemdeki gézlemlerin degerleri ile bulunacak sonsal

15
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dagilim da Onsel dagilimin tanimlandigi ailede yer aliyorsa, bu aileye eslenik
(conjugate) aile denilmektedir ( De Groot, 1970).

Eslenik 6n dagilim, 6n dagilim ile benzerlik fonksiyonu birlestirildiginde elde
edilen son dagilimin da 6n dagilim ile ayni fonksiyon formunda oldugu bir
dagilimdir. Bu dagilim, benzerlik fonksiyonunun dagilim yapisindan faydalanarak
belirlenebilir. Benzerlik fonksiyonu yeterli istatistiklerine gore carpanlarina ayrilir.
Hesaplanan yeterli istatistiklerin dagilimlari, olusturulacak eslenik 6n dagilima temel
teskil eder.

Eslenik 6n dagilim se¢mekle, her zaman ayni evrenden yeni Orneklem
bilgisinin alinmasi miimkiin olmaktadir. Boylece ilgilenilen parametreye iligkin 6n
bilgiler yeniden gbézden gecirilebilmekte ve daha tutarli sonuglara ulasilmaktadir.
Eslenik 6n dagilimla benzerlik fonksiyonundan son dagilimin elde edilmesi,
Bayesyen yaklagim i¢in matematiksel kolaylik saglamaktadir.

Bazi dagilimlardan alinan orneklemler ve bunlara karsilik gelen sonsal
dagilimlarin yapisi agagida kisaca agiklanmustir.

1) x4, x5, ..., X, bilinmeyen 6 parametreli Bernoulli dagilimindan alinan bir rastgele
orneklem olsun. 8 min Onsel dagilimi ise a ve b parametreleri ile Beta dagilimi
olsun. X; = x; (i = 1,2,...,n) igin y = Y x; olmak {izere 6 'min sonsal dagilimi da
a + y ve b + n — y parametreleri ile Beta dagilimidir.

2) xq,%3,...,X, bilinmeyen ortalamali Poisson dagilimindan alinan bir rastgele
orneklem olsun. . 8 'nin 6nsel dagilimi ise a ve b parametreleri ile Gamma dagilimi
olsun. X; =x; (i =1,2,...,n) i¢in 6 'min sonsal dagilimi da a+ Y x; ve b+n
parametreleri ile Gamma dagilimidir.

3) xq,%3, ..., X, v ve O parametreli negatif binom dagilimindan alinan bir rastgele
orneklem olsun. r, sifirdan biiyiik olup 6zel bir degere sahiptir. 8 'nin ise degeri
bilinmemektedir. 8 'min 6nsel dagilimi ise a ve b parametreleri ile Beta dagilimi
olsun. X; =x; (i=12,..,n) i¢gin 6 'mn sonsal dagilimi a+rn ve b+ x;
parametreleri ile Beta dagilimidir.

4) xq,%3,...,X, bilinmeyen 6 parametreli iistel dagilimdan alinan bir rastgele

orneklem olsun. & min 6nsel dagilimi ise a ve b parametreleri ile Gamma dagilimi

16
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olsun. X; =x; (i =1,2,...,n) i¢in 6 'min sonsal dagilimi da a+n ve b+ ) x;
parametreleri ile Gamma dagilimidir.

5) x4,X,..,%X, 02 bilinen varyansi ve p bilinmeyen ortalamasi ile normal
dagilmdan alinan bir rastgele orneklem olsun. Ilgilenilen 6 parametresinin

N (ug, 02) dagilimina sahip oldugu varsayilirsa, 8 parametresine ait sonsal dagilimin

fo , nx

da py = of (J—g + ;) ortalamas1 ve ¢ =052 +no”

2 varyansma sahip normal

dagilim oldugu gosterilmistir (Lindley,1965).

2.3.3. Maksimum Entropi On Dagilim

Entropi, olasilik dagiliminin dogas1 geregi tasidigi belirsizligi Olcer (Berger,
1985). Baska bir deyisle, gozlemlerin belirsizligini sayisallastirir.

Entropi 6n dagilimi, 6n dagilim parametrelerinin dagilimina iliskin belirsizligin
nispi seviyesini tanimlar. Birbirinden farkli 6n dagilimlar tarafindan saglanan
belirsizlik veya mutlak kesinlik ayni sekilde modellenir. Bu nedenle esnek oldugu
sOylenebilir. Ancak parametre dontisiimii sonucu degismezlik 06zelligine sahip
degildir. Dolayistyla sinirli uygulama alani vardir (Berger, 1985).

Kesikli parametre 8 = (64, 85, ..., 6,) icin entropi H(8) ise,

H(6) = — X P(8)logP(6) (2.22)

seklindedir. Entropinin (2.22) 'deki matematiksel ifadesiyle iki u¢ durum tespiti
yapilabilir. Biri entropinin minimumunu (bilgi olmas1 hali), digeri maksimumunu
(bilgisizligi) ifade eder. Parametrenin belirlenen bir degeri alma olasilig1 1, yani
P(0,) =1 ise; i # k olmak tizere P(6;) = 0 alinir, yani parametrenin belirlenen
bagka bir degeri alma olasiligina "0" atanir. Burada parametreyle ilgili tam bilgi

verilmis olur ve dolayisiyla belirsizlik "0" olur. Bu durum,

H() = - X P(8)logP(6;) =0

17
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seklinde ifade edilebilir.
On dagilim dikdértgen 6n dagilim olarak alinirsa, drnegin P(6;) =% tayin

edilirse, bu 6n dagilimin entropisi maksimuma ulagsmis olur. Bu da,
1 1
H(B) = —Z;log (Z) = logn (2.23)

seklinde ifade edilebilir. (2.23) 'de elde edilen entropi, bilgi vermeyen 6n dagilim ile
aynidir. Parametrenin gozlenen degerlerinin sayisi arttik¢a (yani n —» ), P(6;) = %

degeri azalir.
Sozi edilen iki yap1 arasinda diisiiniiliince, entropi 6n dagilim i¢in H(8) < logn

seklinde sinir olusturulur (Berger, 1985).
2.3.4. Hiyerarsik On Dagihim

On dagilim parametre degerlerinin belirsizligiyle basa ¢ikmada bir yol, bu
parametrelere ilave bir 6n dagilim atamaktir. Bu yeni 6n dagilimin parametreleri
hiperparametre olarak bilinmektedir. Bu nedenle hiyerarsik 6n dagilim, bazi
kaynaklarda hiper 6n dagilim olarak da adlandirilmaktadir. Hiyerarsik 6n dagilimi
belirlemede kullanilacak asama sayisiyla ilgili bir smirlama yoktur. Ancak
uygulamada iki asamadan fazlas1 nadiren kullanighdir.

Hiyerarsik on dagilimla olusturulmus modelleme, MCMC simiilasyon

tekniginin gelistirilmesiyle etkin olarak kullanilmaya baslanmistir.
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3. REGRESYONUN BAYESYEN ANALIZi
3.1. Stokastik Kisith Mixed Regresyon Modeli

Mixed regresyon modeli Theil ve Goldberger tarafindan Rf = r lineer

kisitlar1 kullanilarak 1961 yilinda gelistirilmistir. Bu lineer kisitlar
r=Rf+v (3.1)

seklinde ifade edilebilir. Burada r, m X 1 tipinde bir vektordiir ve m < p olarak
verilmigtir. Kisitlar1 belirleyen R matrisi m X p tipindedir ve v; m X 1 tipinde 0
ortalamali, ¢ZQ varyans kovaryans matrisli normal dagilima sahip hatalar
vektoriiddiir. v ve u vektdrlerinin birbirlerinden bagimsiz oldugu varsayilmistir.

u~N(0,0%I;) iken y = Xp + u modeli (3.1) esitligi ile birlestirildiginde

7= [=le L) 62)

yu = Xup +uy (3.3)

modelleri elde edilir. (3.2) modeli, (3.1) modeli ile ifade edilen 6n bilgi ve 6rneklem

bilgisini (y = XB + u) birlestirmektedir. (3.3) modelinde uy,~N (0, Q) 'dir. Ayrica

1

O.ZIT O 1 ;IT 0
47

matrisleri P'QyP =1 ve Q3 = PP’ olacak sekildeki pozitif tanimli matrislerdir.
Burada P, (m+T) X (m+ T) tipinde doniisim matrisidir. Yani, P'up~N(0,I)
seklinde ifade edilebilir.
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doniistiiriilmiis modeline EKK yontemi uygulanabilir.
(P'yy — P'XuB) (P'yy — P'Xup)
= (yu — XuB) Q% Yp — XuB)

— (y-XB) (y—Xp) + i(r _ R'B)I.Q—l(r _ Rﬁ)

e e
ifadesi 8 'ya gore minimum yapilirsa EKK tahmin edici
by = [(P'Xy)' (P’ Xp)] ™ (P'Xy)'P'yy (3.6)
= (Xu Q' Xo) " Xy Q' Y

olarak elde edilir. (3.6) 'daki Aitken genellestirilmis EKK tahmin edici, bilinen

matrisi ile minimum varyanshi yansiz tahmin edici olma 6zelligini saglar (BLUE).

2
. . . . o .
by, mixed tahmin edici olarak adlandirilir. 4 = s varyanslarin orani olmak {izere
v

1
~Ip 0

_ X
XuQu Xy =X R 1
0 ?Q 1 [R]

v
=—=X'X+5RQR
o o,

oldugundan mixed tahmin edici by, nin alternatif bir formu

by = (ﬁX'X + gi%R’Q_lR)_l (& N R’Q;lr)

g2 o5

(3.7)
= (X'X + AR'QIR)L(X'y + AR'Q"1r)
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= (X'X + AR'Q7'R)~Y(X'Xb + AR'Q'Rb
14

seklindedir. Burada b = (X'X)"'X'y, y = XB + u modelindeki f 'nmin EKK tahmin
edicisi ve b, = (R'Q7'R)"'R'Q7'r ise r = R + v kisitindaki § 'min 6nbilgi tahmin
edicisidir. (3.7) 'deki yap1 b, 6nbilgi tahmin edicisi ile b 6rneklem tahmin edicisinin
agirliklandirilmis matris kombinasyonu seklinde mixed tahmin ediciyi ifade

etmektedir. Yani,
W, =X'X+ARQIR)IX'X

\(

W, =A2X'X + R’Q‘lR)‘lR'Q‘lR
olmak tlzere

formundadir.

(3.7) 'deki tigiincii esitlik kismi1

by = (X'X + AR'QR)X'X(b — b,) + (AR'Q™IR + X'X)b, | (3.9)

= b, + (X'X + AR'Q'R)*X'X(b — by,)

seklinde diizenlenerek by, 'nin alternatif bir formu elde edililebilir.
(3.7) ya da (3.9) 'dan goriildiigii gibi 02 — o veya A— oo ise yani bilgi
vermeyen o6n bilgi kullanilirsa by, = b olur. Ayrica A— oo ise yani g2 — 0 ise

by = by, olur.
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Ozel bir durum olarak, degerleri bilinen bir 8, vektorii ile r = Rf + v kisiti

r = R, formunda yazilabilir. Bu durumda,
b, = (RQ™IR) R RB, = By
olur ve (3.9) esitliginden,
by =PBo+ X'X+AR'QIR)IX'X(b — By) (3.10)

elde edilir. Ornegin, r = 0 ve R = I iken f3, (3.10) 'da yerine konuldugunda,
by = (X'X + AL,) ' X'y (3.11)

olur. Genellikle tek sabitli ve p agiklayict degiskenli bir modelde o2 'nin yansiz
tahmini icin S? = (y — XB) " 1(y — XB)(T —p)~! kullanilir. ¢2Q 'nin bilindigi

varsayimiyla,

5 1 oy 1 5rA— 111 ’ 1 51—
Bu=|mxx+ZRQ R] [S—sz+a—5RQ 'R] (3.12)
by 'nin tahmini elde edilir. Ancak bu tahmin edici yansiz olmasina ragmen varyans

kovaryans matrisi by, 'ninkinden farklidir. Ciinkii (3.12) 'de S stokastiktir.
3.2. Eslenik On Dagilim Varhginda Bayesyen Analiz

u~N(0,0%I) olmak {iizere y 'min XS ortalama vektorlii, o2l varyans
kovaryans matrisli ¢ok degiskenli normal dagilima sahip oldugunu diisiinelim. Yani

y~N(XB,a%I) olsun. y 'nin olasilik fonksiyonu (verinin olasilig1),

f/B.0,X) = —5—exp |~ (v = XB) v — Xp)|

2m)zaT
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seklinde yazilabilir. Bu da y ve X iizerine verilmis bir veri kiimesi i¢in 5,0 ya bagh

benzerlik fonksiyonu olarak ifade edilebilir. Yani,

L(B,0) =L(B,a/y) =f(y/B,0,X)

olur. Benzerlik fonksiyonundaki karesel formu,
(y=XB) (y—XB) = (y = Xb) (y = Xb) + (B — b) X X(B — b)
=SSE(b)+ (B —b) X X(B—Db)
seklinde yazabiliriz. Boylece benzerlik fonksiyonu,

L(B,0) = a7z exP | = 35 (SSE(B) + (B — b) X X(B — b}

o< 0" exp [~ =5 {SSE(b) + (B — b) X X(§ — b)}| (3.13)

bi¢ciminde yeniden yazilabilir. Burada « oransallif1 gdstermektedir. Sabitler atilarak

ifade basitlestirilmistir. iki tiir durumla karsilasilabilir:
-0 biliniyorsa:

Bu durumda (3.13) esitligi

L(B) & o~ "exp |~ (B~ b) X X (B~ b))

olarak yazilabilir. Ciinkii SSE/20? ifadesi B y1 igermemektedir. Benzerlik

fonksiyonunun bu yapist nedeniyle B nin 6n dagilimi ig¢in normal dagilim
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kullanilabilecegi Onerilmistir. § nin 6n dagilimi icin, S, Onsel ortalama vektorii ve

02 dnsel varyans kovaryans matrisli cok degiskenli normal dagilim,
— 1 1 -1
P(B) = Gaier 172 ©XP [—p(ﬁ—ﬁo)ﬂ (ﬁ—ﬁo)]

1 _

o exp |~ =5 (B = fo) 27 (8 = fo)] (3.14)
seklindedir. Daha sonra Bayes teoremi kullanilarak sonsal dagilim, 6n dagilim ile
benzerlik fonksiyonunun c¢arpimi seklinde yazilir ve oransallik ifadesiyle yeniden
diizenlenir. Yani,

p(B/y) x p(B)L(B)

o exp [~ {(B = DY X'X(B—b)+ (B = o) (B—Bo)}|  (3.15)

olarak ifade edilir.
(B=Db)X'X(B—D)+ (B—Bo) 2 (B - Po)
=B X'X+0HB-28'X'Xb+0271B,) +c
=(B—-b)'2"YB—-b") +c" (3.16)

olarak yazlabilir. Burada ¢ = b'X'Xb + B{27 1B, seklindedir ve B'y1 igermez.
Ayrica,

b* = (X'X + 0~ (X'Xb + 01B,)
0 = (XX + 07
ct*=c—b"0*"1p* (3.17)
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seklindedir ve bu ifadeler de B 'y1 igermemektedir. (3.16) kullanilarak sonsal
yogunluk,

1 *\/ )yx— *

p(B/y) o« exp |~ (B — b") 2" (p - b")| (3.18)
seklinde yazilabilir. Burada (2m)77/2|620*|7"/? normallik sabitidir. Sonsal
yogunluk da b* ortalama vektorlii, 2 varyans kovaryans matrisli ¢ok degiskenli
normal dagilimdir ve bu genellikle B~N(b*, a22*) seklinde ifade edilir.

Onsel ve sonsal dagilimlarin normal dagilim olmasi nedeniyle, yukarida

verilen B 'nin 6n dagilimi eslenik 6n dagilim olarak adlandirilir. Genel olarak,
« _ (Xxx ot 1 xix 27'Bo
by = (?Jfg) (?+o—;)

’ -1\ 71
0; = (ﬁ+”—) (3.19)

o2 o

olmak iizere f 'nin 6n dagihmi N (B,, 0;?.(2) ise B 'nin son dagilim1 N (b, 620}) olur.

Ayrica of = 62 igin, b = b* ve 2; = 027 olur.
-0 bilinmiyorsa:

Bu durumda (3.13) 'deki benzerlik fonksiyonuna yakin bir 6n dagilim s6z

konusudur. a>0, >0 olmak iizere eslenik 6n dagilim,

p(B,0) = p(B/0)p(0)

o« oD 2exp [~ L [(- Da2+ (8- )07 B - FI|  3.20)
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seklinde ortak bir dagilimdir. Verilen bir ¢ ile f 'nin ¢ok degiskenli kosullu normal

dagilima,

p(B/0) « 101726 Pexp | = —[(B — Bo)' 271 (B — Bo)]

seklindedir. 1I>0 ve a>0 olmak iizere,

U—l)az]

202

p(0) x o texp [—
ters gama dagilimidir. (3.20) 'deki 6n dagilim Normal-Gama formunda bir 6n
dagilimdir. p(B, o) min 6>0 igin integrali alindiginda B 'nin marjinal dagilhimi ¢ok

degiskenli student t dagilimi olacaktir. (3.13) 'deki benzerlik fonksiyonunu (3.20)

'deki on dagilim ile ¢arparak ve (3.16) 'y1 kullanarak f ve ¢ 'nin son dagilimi,

P(B,0/y) « o7 exp |~ {eo + (B — b)Y~ (B — b} (3.21)

elde edilir. Buradan = (T + 1+ p) ve ¢y = SSE(b) + (1 — 1)a? + ¢* 'dir. (3.21) nin

o 'ya gore integrali alindiginda £ 'nin marjinal son dagilimi,

p(B/a) « [co + (B —b")' 21 (B — b))/ (3.22)

Co

olur. Bu da b* ortalama vektorld, )* varyans kovaryans matrisli ¢ok degiskenli

n-p-1
t dagiliminin yogunluk fonksiyonudur. Yani, f nin son yogunluk fonksiyonu~c¢ok
degiskenli t(b*,ﬁ!)*) olur. Onsel ve sonsal dagilimlarin ¢ok degiskenli t

dagilimi olmasi nedeniyle, yukarida verilen f 'nin 6n dagilimi eslenik 6n dagilim

olarak adlandirilir.
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3.3. Belirsiz On Dagihim Varhginda Bayesyen Analiz

p ve o parametreleri hakkinda bir sey bilmedigimiz zaman f ve ¢ 'nin ortak

on dagilima,
p(B,0) = p(B/o)p(0)

o L (3.23)

seklindedir. Burada p(f /o) bir sabittir ve p(c), 1/0 ile orantilidir. Bu da, (3.20)
deki B ve o'min 6n dagilimlarinin varyanslarinm 2-1 — 0 ve a - 0 olmasiyla elde
edilebilir. (3.23) 'deki 6n dagilim "belirsiz" 6n dagilim ya da "uygunsuz" 6n dagilim
olarak bilinir. Uygunsuz denmesinin sebebi sudur: Olasilik yogunluk fonksiyonunun
integrali alindiginda sonsuz c¢ikar ve bu da olasiliklar toplaminin 1'e esit olma

aksiyomunu bozar. Belirsiz 6n dagilim kullanilarak son dagilim,
- 1 Iyr
p(B,0/y) « o= T*Vexp |~ —_{SSE(b) + (B - bYX'X(B - b)}| ~ (3.24)

seklinde elde edilir. Béylece verilen bir o ile 8 'nin son dagilimi~N (b, % X'X) olur.

Ancak, o 'ya gore integral alindiginda 8 'nin son dagilimi,

p(B/y) « [{SSE(b) + (B — b)'X'X(B — b)}]™"/? (3.25)
g SSE(D) , oy o1 -
olur. Bu da b ortalama vektorlii, - (X'X)™" varyans kovaryans matrisli ¢ok

degiskenli t dagilimidir. o hakkinda yorum yapabilmek i¢in ortak son dagilimin £ 'ya

gore integrali alinmalidir.
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3.4. Bayesyen Regresyon Tahmin Edici

B ve o luzerine eslenik ve belirsiz 6n dagilimlar kullanildiginda B 'nin
marjinal son dagilimi ¢ok degiskenli t dagilimi olarak elde edilmisti. Boylece f8
parametresi, ¢ok degiskenli t dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonunun bilinen
Ozellikleri kullanilarak analiz edilebilir. Bu simetrik son yogunluk fonksiyonunun
ortalamas1 moduna esittir ve parametrenin Bayes tahmin edicisini saglamaktadir.
Bayes tahmin edici karesel kayip fonksiyonuna gore beklenen kaybin minimum
oldugu bir tahmin edicidir (MELO). (3.25) 'den f ve o hakkinda belirsiz 6n bilgi
oldugu varsayilirsa f 'nin Bayes tahmin edicisi EKK ya da MLE tahmin edici ile
aynidir, yani b = (X'X)~1X'y olur. Aslinda bu beklenen bir durumdur ¢iinkii belirsiz
on bilgi kullanildiginda son yogunluk fonksiyonunda olabilirlik fonksiyonu, 6n
dagilim fonksiyonuna {istiin gelir.

B ve o lizerine eslenik 6n dagilim kullanilmasi durumunda ise B 'nin Bayes

tahmin edicisi (3.16) 'dan,
b*=X'X+0 D)1 X'Xb+0271B,) (3.26)
=X'X+2 ) 1TX'Xb+ X'X+0 ) n71p, (3.27)

seklindedir. b* tahmin edicisi, veriye dayanan ML tahmin edicisi b ve 6nsel ortalama
Bo ' agirliklandirilmis matris kombinasyonudur. (3.27) 'daki agirlik matrislerinin
toplam1 birim matrisi verir. Ayrica, b ve B, ‘i agirlik matrisleri sirasiyla b ve 8 'nin
varyans kovaryans matrislerinin normallestirilmis tersleridir. V(b) = o%(X'X)™! ve
V(B) = 0? oldugundan V(b) 1 +V(B) ! = ﬁ(X’X + 0271 olur. Bu nedenle b
igin normallestirilmis agirlik onun kesinlik matrisi olan
V) T+ v = X'X+ 02711 X'X ile verilir. Benzer bicimde
Bo icin agirlik da onun kesinlik matrisidir. # 'nin son dagiliminin kesinlik matrisi de
V) L+ V(B) = (c20")"1 seklindedir. Ayrica (3.26) esitligindeki ikinci
paranteze X'Xf, ekleyip ¢ikartilarak b* Bayesyen tahmin edici,
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b* = (X'X + 0~ XX (b — Bo) + (X'X + 0-1)B,] (3.28)
= Bo + (X'X + 0" IX'X(b — By) (3.29)

seklinde yazilabilir. Yada X'X = X'X + 271 — Q71 esitligi kullanilarak,
b* = By + (I — (X'X +2°)"10"1)(b = B,) (3.30)

elde edilebilir. (3.26) ve (3.29) 'daki Bayesyen tahmin edici b* in her iki formu da
R=1,A=1ver=p,icin (3.7) ve (3.9) esitliklerindeki mixed tahmin edici (by,)
formlarina karsilik gelmektedir. Bunun anlami ise p(f /o) Onselinin S, ortalamali,
020 varyans kovaryans matrisli cok degiskenli normal dagilima sahip oldugudur.
Boylece E, = 0 ve E,,» = 02 olmak lizere f = B, + v olarak yazilabilir. Bu da
r =By ve R =1 olmak iizere r = Rf} + v stokastik kisitlar1 altinda y = Xf +u

modelinden bahsettigimizi gosterir. Aslinda S, lizerine kosul konularak,

Q0D 4 2 (B - Bo)' (B — o)
ifadesinin B 'ya gore minimum yapilmasiyla mixed tahmin edici olarak adlandirilan
GLS tahmin edici elde edilir. Burada mixed tahmin edici b* Bayesyen tahmin
ediciye esittir. Bu minimizasyon (3.5) 'daki minimizasyona karsilik gelmektedir.
Bayesyen regresyon sonuglari ile mixed regresyon sonuglari ayni olsa bile
yorumlart farklidir. Bayesyen regresyon modelinde [ bir rasgele degisken iken

mixed regresyon modelinde degildir.
3.5. Bayesyen Tahmin Edicilerin Ozellikleri

Normalde tam bir Bayesyen analiz i¢in Bayesyen tahmin edicilerin klasik

ozelliklerini bilmeye gerek yoktur. Bununla birlikte, bir¢cok tahmin edici Bayesyen
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tahmin edici ile kiyaslandigindan bayesyen tahmin edicinin 6zelliklerini incelemek

faydali olacaktir. Burada b ve b* tahmincilerinin 6zellikleri incelenecektir.
4 -1 4
T—>o iken, (X'X+0 1) 1X'Xx= (¥ + QT)*% ifadesinin  birim

! -1
matrise, (X'X+0 1)1= (¥ + T)_l ifadesinin ise sifira yakinsadigi

1

T

X'x
T

kolaylikla gosterilebilir. Ciinkii T — oo iken, matrisi pozitif taniml1 bir matristir

-1
ve QT matrisi 0 matrisidir. Boylece, biiylik 6rneklemler i¢in b* 'mn b ye esit oldugu

(3.26.) esitliginden goriilebilir. Bu nedenle b* tutarli, asimptotik olarak yansiz ve
asimptotik olarak etkindir.

Kullanilan 6n bilgi dogru ise b* MSE kriteri bakimindan yeterli bir tahmin
edicidir. Ayrica eslenik 6n dagilim varliginda b*, karesel kayip fonksiyonuna gore
beklenen kaybin minimum oldugu bir tahmin edicidir (MELO). Ote yandan,
uygunsuz 6n dagilim kullanildiginda b* MELO tahmin edici olmasina ragmen ii¢ ya
da daha fazla aciklayici degisken varliginda MSE kriteri bakimindan yeterli degildir.
b yansiz, dahasi bir BLUE tahmin edicidir. Ote yandan b* lineer homojen olmayan
bir tahmin edicidir ve yanlidir. (3.26) esitliginin her iki tarafinin beklenen degeri

aliirsa yanhlik,
E(D)—f=-X'X+0")"07(B - Bo)
=—-0*N"1B* (14)
olarak elde edilir. Burada 2* = (X'X + 271)71 ve p* = (B — B,) seklindedir.
Simdi b ve b* 'in varyans kovaryans matrisleri ve MMSE Kkarsilastirmalar1
incelensin.

b — E(b") = -+ (I —2°0°V) (b — ,) + 270718 (3.31)

=U-00"YDB-p) (3.32)

30



3. REGRESYONUN BAYESYEN ANALIZI Nimet TURKER

ve
(b*— Eb)(b*— Eb) =(U-2"0Hb-BB-B)U-0710% (3.33))
seklindedir. (3.33) esitliginin iki tarafinin da beklenen degeri alinirsa,
Vb)) =U—-2*0"Hv(b) (I —2710*)
=c?(I—-2"0"HX'X) 1 -0710")
=o' X'X0* (3.34)
elde edilir. Ayrica
7 t=X'X+0Y
oldugundan
D =@ =X X)ve ' N = (I - *X'X)
elde edilir.
A=V(b)-V(b*) =a?[(X'X) - 2*X'X0*]
olsun. b* "in b 'den daha kiigiik varyansa sahip olmasi i¢in A pozitif tanimli bir matris
olmalidir. Bu ise, V(n'b) =V (n'b*) ya da her n # 0 i¢in n' An = 0 ifadesinin
gerceklenmesiyle saglanir. Bu nedenle,
n'An = a*[n'(X'X)"'n —n' QX' X2 ] (3.35)
yazilir. Esdeger olarak,
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E01AQIE = 28 [0 (X' X)L — X' X)E
yazilabilir. Burada & = Q" 'dir.
QIO = 07 XX 4 XX + 207
oldugundan (3.35) 'in sag tarafi, o2&'(Q71(X'X)71071+2071¢) seklinde

yazilabilir. 271 ve 271(X'X) 1021 matrisleri pozitif tamml matrislerdir ve bu

nedenle

X'+ X'X+2071 >0

olur. Buradan her n # 0 i¢in " An = 0 elde edilir. Boylece V(n'b) > V(n'b*) olur.
Ozel olarak V(b;) > V(b}), i = 1,2, ...,p seklindedir. O halde b* yanli bir tahmin
edici olmasina ragmen b 'den daha kiigiik varyansa sahiptir.

Simdi b* ve b'nin MMSE kriterine gore karsilastirilmasini inceleyelim.
A* = MtxMSE (b) — MtxMSE (b™) ifadesi pozitif tanimli bir matris oldugunda ya da
her n # 0 i¢in MSE(n'b) = MSE(n'b*) esitsizligi saglandiginda b*, b 'ye tercih

edilir.

MtxMSE(b) = V(b) + [Bias(b)][Bias(b)]' = o?(X'X)™?!

\%

MtxMSE (b*) = V(b*) + [Bias(b")][Bias(b*)]’

= G20°X'X0" + 071 g BT L0 (3.36)

seklindedir. Her  # 0 i¢in n’A* n = 0 ise A* pozitif tanimli bir matristir. Alternatif

olarak b* 'm EKK tahmin edicisinden istiin oldugunu gosterebilmek igin,
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—1 p*pxl A—1
gl o —xx - LR e 20 (3.37)
esitsizliginin saglanmasi gerekir.

0, = Ga~lpp oty
0™ 202&[p-1(x'X)~10-14+2071] &

<- (3.38)
oldugunda yukaridaki ifade gerceklenir. Ayrica (3.37), sifirdan farkli her € igin
6 = Supg 6,

I / - -1 *
_ BYx' )" +20] B <
2072 -

(3.39)

N | =

esitsizligi saglandiginda gegerlidir. Burada 8* = B — B, 'dir. Yani, 6 < % oldugunda

b*, b 'ye tercih edilir.
3.6. Lindley 'in Bayesyen Regresyon Modeli

On bilgi segiminden etkilenecek bir yapiya sahip olan § parametre vektorii
oldugunda, y = X + u modelinin Bayesyen analizini géz oniine alahm. S 'nin

yapisi lizerine en basit haliyle,

E(B) = AByg (3.40)

formu o6rnek verilebilir. Burada A, p X p, tipinde bilinen bir matris ve Sy, pg X 1
tipinde hiperparametredir. 8, bilinen varyans kovaryans matrisi (2, ile cok degiskenli
normal dagilima sahip olsun. Boyle ise yukaridaki yapt S 'min  6n
dagilimmim~N (ABy, 0%2,) oldugunu vurgulamaktadir. Ornegin,bu tip bir yap1
gecikmesi dagitilmis  polinom seklindeki modellerde ve ¢oklu regresyon

modellerinde goriilmektedir.
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Bir¢ok uygulamadaki siirecte 5, hiperparametresinin yapisinin,

E(Bo) = Aiu (3.41)

formunda oldugu varsayilmaktadir. A; ve u sirasiyla p, X p; ve p; X 1 tipinde olup
bunlar bilinen matris ve vektordiir. Genellikle p;, p 'den daha kiigiiktiir ve birgok
uygulamada da 1'dir. 8, hiperparametresinin bilinen (2; varyans kovaryans matrisli
normal dagilima sahip oldugu varsayilmistir, yani Bo~N(A.u, o20,) 'dir.

Problemimiz yeniden, y = X8 + u genel Bayesyen regresyon modeli i¢in,

y~N(XB,a?1)

B~N (Ao, 0%0)

Bo~N (A1, 0%0;) (3.42)

varsayimlar1 ile analiz yapmaktir. (3.42) 'deki genel Bayesyen modeli, Lindley
(1971) ve Lindley ve Smith (1972) 'e gore 6n dagilim yapilar1 hiyerarsik (ii¢ asamalr)
lineer regresyon modelinden olusmaktadir. Iki asamali hiyerarsik 6n dagilimlarin
birinci agamasi lineer regresyondaki parametreler arasindaki iliskiyi tanimlar, ikincisi
ise bu iliskinin yapist hakkindaki bilgiyi tanimlar. A = [ alinarak sadece birinci
asama On dagilim kullaniliyorsa, 6nceki boliimlerde tanimlanan Bayesyen regresyon
modeli elde edilir.

(3.40) ve (3.41) 'deki yapilarin lineer ve dagilimlarinin normal olmasi

nedeniyle yukaridaki model,

y~N(XB,a%I)

ﬁ~N(A2,u, 0_2..(22); AZ = AAl, ..(22 = A.QlA’ + .QO
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modeline indirgenir. Ciinkii burada v~N(0, 2,), w~N(0,{2,) ve E,,, = 0 olmak
tizere, f = APy + v ve By = A;u + w olarak ifade edilebilir. Boylece f = AA; +
v+ Aw olup AA;u ortalamali, 02(AQ,A" + 0,) varyans kovaryans matrislidir.

(3.18) 'den y verisi ve a2, 2, 2, kosullar1 ile 8 'nin sonsal dagilimi,

P(B/y,0% 00, 01) < exp |~ (B — b)) 072 ( — b)) (343)
seklinde yazilabilir. Burada b;, Lindley ve b EKK tahmin ediciyi gostermek tizere,

bi = (X'X +0,7") (X'Xb + 2,7 A0

o =xx+0," (3.44)
elde edilir. b; "in farkh bir formu da,

by = A+ 1= (2,71 + X’X)_l.(zz_l] (b — A1) (3.45)
seklindedir. Bu sonsal yogunluk b; ortalama vektorlii ve (2; varyans kovaryans

matrisli ¢ok degiskenli normal dagilimdir. Boylece (3.44) 'den f 'min Lindley

Bayesyen tahmin edicisi,

b; = [X'X + (A A" + 2)" 71 X' Xb + (A, A" + 0y) " AA U] (3.46)
olur. Burada (3.45) 'deki 2, ! formu icin,

2,7 = (A4 + 0y) 71

=0, = 0,TAA 0, TTA+ 0, TIA T (3.47)
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seklinde matris tersinin esitligi kullanilmistir.
£); = o0 oldugu durumda yani S, lizerinde belirsiz 6n dagilim s6z konusuysa

(3.47) esitligi,
0,71 =0,"1=0,TAA'0,7TA) AN, T (3.48)
formundadir ve {2, terimini icermez. Burada,
2,7 'A=0,14- Qo"lA(A’”O_lA)_l(A’.()O"lA) =0
olmasi nedeniyle (3.44) 'deki b;,
b= (X'X+0,") Xy
=1+ (2,X'X)" b (3.49)

seklinde basitlesir. Buradaki (2,X'X)™1 terimi, EKK tahmin edicisi b igin bir
diizeltme terimi olarak diisiiniilebilir. Bu formun benzer bir sekli Stein tipi ve Ridge
tahmin edicilerde de goriilmektedir. Bu tahmin ediciler Bayesyen olmayan
yontemlerle James ve Stein (1961) ve Hoerl ve Kennard (1970) tarafindan elde
edilmistir. Boylece Lindley 'in hiperparametre modeli Bayesyen olmayan bu tahmin
edicilere Bayesyen bir bakis acis1 saglamaktadir.

Eger (3.42) 'de B yerine B, ile ilgilenilirse ve 2, — oo ise verilen 2,0, {2,

ve y i¢in 8, '1n sonsal yogunlugu elde edilebilir. Buradan 8, ' sonsal dagilimi,
by ={A'((X'X) 1+ 0o) 1A (X' X)) 1+ 02y)7 b (3.50)
ortalamali ¢cok degiskenli normal dagilim olacaktir. Ayrica (3.45) 'den

y~N(XABy, %1 + 62X0,X") olmastyla da b} elde edilebilir. Bdylece, 5, belirsiz n

dagilima sahipse 8, 'in sonsal ortalamast,
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by =[A'X'(I + XQuX ) IXAI YA X' (I + X0QuX') Ly

seklinde genellestirilmis EKK tahmin edicisidir. Burada (I + X2,X")~! ifadesinin
(3.47) 'deki formu kullanilmig ve ifade (3.50) ile benzer hale gelmistir. (3.48) 'deki

matris tersi kullanilarak,
X'X+0,7 = (XX + 02,70 — (2,71 4)(4'074) (42,7
elde edilir ve boylece Lindley 'in Bayesyen tahmin edicisi b; 'in farkli bir formu,
by = (X'X +02,Y) " (X'Xb + 0, Abg)
= Aby + [I + (2oX'X)71]71(b — Ab}) (3.51)

olarak elde edilir.

b; 'm bu formunun b ve Ab; tahmin edicilerinin agirhiklandirilmis matris
kombinasyonu oldugu goriilmektedir. Ayrica (3.51) 'in ikinci satiri, b} ‘in EKK
tahmin edicisi b 'yi Abg ‘a daralttigim1 gésteriyor. Bunun sonucu olarak, b; ve ridge
tahmin ediciler arasinda bir benzerlik oldugu (3.49) 'dan goériilse de (2, = 1),
daralmanin dogrultusu bakimindan farkli olduklar1 da (3.51) 'den goriilmektedir.
Ridge regresyonda biiziilme 0 'a dogru olurken, b; Ab, yOniinde biiziilmektedir.
b; 'm (3.51) 'deki formu, y = XB + u lineer regresyon modelinde S 'min on
dagilimi~N (Aby, £2) olarak alindiginda elde edilen sonsal ortalamaya benzerdir. Bu
nedenle (3.51) 'deki b;, (3.26) 'daki b* "in formuna ¢ok yaklasmaktadir. Fakat bunlar

farkli 6n dagilim yapilarina sahip oldugundan yorumlamalar1 da farkli olacaktir.
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4. LINEER BAYES TAHMIN EDICI

Bu béliimde Gruber (2012) tarafindan, en genel haliyle lineer Bayesyen
tahmin edici ve alternatif formlar1 incelenmistir. Ayrica Bayesyen Liu tipi tahmin
ediciler sinifi tanimlanmistir.

4.1. Temel Bilgiler

X, s<m rankli nXm boyutlu ve UimXs, V:m X (m—s), S'nXs,

T':n X (n — s) matrisler olmak tizere X 'in tekil deger ayrisima,
Al/z 0] U’ IALl/277r
X=|s L =S'AU 4.1

seklindedir. Burada [S’ T’'] ve [U V] ortogonal matrislerdir ve A:s X s boyutlu,
X'X matrisinin 6zdegerlerinden olusan kdsegen matristir. A; 6zdegerleri,
11212 >ZAS

olacak bigimde siralanmustir.

X'X = UNY2SS'AYV2U" = UAU' 4.2)

XUU' = S'AYV2U'UU" = S'AY2U =X 4.3)
Ve

XV =S'"AYV2U'V =0 (4.4)
oldugu agiktir.

x ve y m boyutlu vektorler, A ise s < m rankli m X n tipinde bir matris

olsun. Regresyon problemlerinin ¢éziimiinde siklikla
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Ax 4.5)

Il
<

denklem sisteminin c¢oziimiine ihtiyag duyulmaktadir. n=m ve s =m iken
x = A~y oldugunu biliyoruz. (4.5) denklem sisteminin bir ¢dziimii olsun. G, m X n

tipinde bir matris olsun. Bu denklem sisteminin ¢6ziimii,
x =Gy (4.6)

biciminde olacaktir. Buradaki G, genellestirilmis invers (ters) olarak adlandirilir.
(4.6) ¢coziimii tek ¢o6ziim olmak zorunda degildir.

Tanim 4.1. AGA = A esitligi saglaniyorsa, G matrisi A matrisinin bir genellestirilmis
inversidir.

Tanim 4.2. Tanim 4.1. 'e ek olarak asagidaki kosullar1 saglayan bir genellestirilmis
inverse, Moore-Penrose invers olarak adlandirilir.

l.GAG =G

2. AG matrisi simetriktir.

3. GA matrisi simetriktir.

Bir A matrisinin genellestirilmis inversi A~ ile Moore-Penrose inversi A™ ile
gosterilir. Bir A matrisinin birden fazla genellestirilmis inversi olabilir fakat bir tane
Moore-Penrose inversi vardir.

Teorem 4.1: X, s rankli, n X m tipinde bir matris ve X 'in tekil deger ayrisimi
X = §'AY2U’ olsun.

1. X* = UA™Y/2S \dir.

2. X 'in her genellestirilmis inversi X~ i¢in U'X~S’" = A~Y/2 'dir.
33.A,=U'X"T',A, =V'X"S"ve A; = V'X~T' olmak iizere

X~ =[U V] [A_l/z ﬁ;] [ﬂ

A,

= X* +VA,S + UA,T + VAST
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seklinde ifade edilebilir.
4. C;, C, bilinen matrisler ve C3 = C,AC; olsun. Tanim 4.2 'deki birinci kosulu
saglayan X matrisinin genellestirilmis inversine yansiyan genellestirilmis invers

denir.

M=[U V] [A_Clz/z g; [}i]

X 'in bir yansiyan genellestirilmis inversidir.
5. Bir / matrisinin Moore Penrose inversini J* ile gosterelim. N, n X n tipinde tekil
olmayan bir matris ise
(UNU")* =UNU’ (4.3)
olup, (4.1) ve (4.3) esitliklerinden
X'X)* =UAtU’
elde edilir.
Teorem 4.1 'den asagidaki sonuglara ulasilabilir:
Sonug 4.1.
1.
X'X)t =UAU’
2. X' X matrisinin her genellestirilmis inversi igin,

U'(X'X)"U=A"t

esitligi dogrudur.
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3.
pone At B{l[U’
wx) =W V| Bg] ] (4.4)
seklinde yazilabilir.
4,

i=w vl 2]

matrisi X'X 'in bir genellestirilmis inversidir. H matrisi, B; = 0 alindiginda Tanim

4.2 'nin ikinci ve iigiincii kosullarmi saglar. B, = B; AB,’ iken birinci kosul da

saglanir.

Tanim 4.1 ve Tanim 4.2 'deki kosullar kontrol edilerek asagidaki sonuclara

ulasilabilir:
N tekil olmayan bir matris ve P ortogonal bir matris olsun.
1.

(UNUNY =UN1U’

(PAP')* = PA*P'

[A+0:A0+
o B*l lo B

4.2. Ekk Tahmin Edici Ve Ozellikleri
X, s < m rankl bir matris olmak iizere
y=XB+¢
lineer modelini ele alalim. X tam rankli ise EKK tahmin edici

b=(X'X)"'X"y
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seklindedir. X tam rankl1 degilse EKK tahmin edici

b=GX'y
seklindedir. Buradaki G matrisi, X'X matrisinin genellestirilmis inversidir. Bir
matrisin birden fazla genellestirilmis inversi olabilir. Bu nedenle regresyon
parametreleri birden fazla EKK tahmin ediciye sahip olabilir.

G, ve G, X'X matrisinin genellestirilmis inversleri olsunlar. p’f parametrik

fonksiyonunun EKK tahmin edicileri
p'h=p'GX'y
p'By =p'GoX"y
esitlikleriyle ifade edilebilir.
p'B parametrik fonksiyonunun bir tek tahmin ediciye sahip oldugunu diisiinelim. O
zaman, p'f parametrik fonksiyonuna tahmin edilebilir parametrik fonksiyon denir.
VX = 0ve XUU' = X oldugu dikkate alinarak (4.4) 'den
b=XX)"X'y+UU'GVV'X'y + VV'GUU'X' + VV'GVV'X'y
= X'X)*X'y +VV'GUU'X"y
yazilabilir.
P'B=p'X'X)" X"y
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

p'V =0 (4.5)
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denkleminin saglanmasidir. Yani, tahmin edilebilir parametrik fonksiyonlar sinifi
(4.5) denklemini saglamalidir.
Farebrother (1976,1978) 'a gore; d, s boyutlu bir vektor olmak {izere p'f 'nin

tahmin edilebilir olmasi1 i¢in gerek ve yeter kosul

p="Ud (4.6)

denkleminin saglanmasidir.
Diger tanimlara goére (Searle (1971)); tahmin edilebilir bir parametrik

fonksiyon, gézlemlerin bir lineer fonksiyonunun beklenen degeridir. Yani,

p'B=E('y)=cXp 4.7)

ya da

p' = c'X (4.8)

esitlikleri saglandiginda p’B tahmin edilebilir olacaktir. Simdi, (4.5) 'i kullanarak
(4.6) esitligini ispatlayalim. [U V] ortogonal bir matris oldugundan

p'=p'(UU' +VV')=p'UU +p'VV' =p'UU’

elde edilir. d = U'p alinirsa (4.6) gosterilmis olur. (4.6) kullanilarak (4.8) esitligi
ispatlansin. X = UAY/2S seklindedir. Buradan U = X'S’A™"/2 elde edilir. p = Ud
ise, p = X'S’A""2d olur. p’ = ¢'X olmasi i¢in p = X'c saglanmalidir. ¢ = S'’A~Y/2d
alimirsa (4.8) gosterilmis olur. Son olarak, (4.8) 'i kullanilarak (4.5) ispatlansin.
p' = c'X ve XV = 0 oldugundan p'V = ¢'XV = 0 elde edilir.

X matrisi tam rankl oldugunda (4.7) denkleminin bir tek ¢6ziimii vardir. O halde; X
'In tam rankli olmasi durumunda her parametrik fonksiyon tahmin edilebilir

olacaktir.
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Teorem 4.2:

E(e) =0ve D(e) = a2l
olmak iizere

y=XB+e¢
lineer regresyon modelini ele alalim. L'y 'nin p'B parametrik fonksiyonunun yansiz
tahmin edicisi olmasi igin gerek ve yeter kosul p’f 'nin tahmin edilebilir olmasidir.
Ispat:

E(L'y)=L'Xp=p'p

esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul p’ = L'X olmasidir. Bu durumda p’'

parametrik fonksiyonu tahmin edilebilir olacaktir.
4.3. Bayes Tahmin Edici

v, gozlemlerden olusan n boyutlu bir vektor; X, s < m rankli n X m tipinde
bir matris; f, m boyutlu parametrelerin bir vektorii ve €, n boyutlu hatalar vektorii
olmak tizere,

y=Xf+¢
modelini diistinelim. £, sirasiyla ortalamasi ve varyans kovaryans matrisi

E(B)=06veD(B)=H

olan bir rasgele degisken olsun. Burada H, negatif tanimli olmayan bir matristir.
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E(e/B) =0veD(e/B) = oI

oldugu varsayilsin. Lineer Bayes tahmin ediciyi bulmak i¢in

v=Var(p'B—a—Ly)

varyansini minimum yapan ve

E(p'B—a—-Ly)=0 4.9)

kosulunu saglayan a + L'y lineer fonksiyonu hesaplanmalidir. (4.9) 'dan

a=(p —-LX)o (4.10)

bulunur.

v=Var(p'f—a—Ly)

=Var(p'B) +Var(L'y) — 2cov(p'B,L'y) (4.11)

olup, (4.11) 'i minimum yapmak i¢in Var(L'y) ve cov(p'B,L'y) degerleri

hesaplanirsa

Var(L'y) = L'Var(y)L

=LVar(XB + ¢)L

= L'[Var(XB) + Var(e)]L

= L'[XVar(B)X' + o?I]L
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= L'[XHX' + o?I]L

Ve

cov(p'B,L'y) = E[(p'B —E@'B))(L'y — EL'y))]
= E[p'(B-E®)(yL-EW'D)]
=p'E[B-EB®)(Y - EQ))IL
= p'cov(B,y)L
elde edilir.
cov(B,y) =E[(B—EB®)(y - EW)]
=E[(B-0)(y' - 0X")]
=E[B(B'X'+ )] —00'X —00'X' +00'X’
=E(BB'X) + E(Be) —00'X’
= [E(BB") — 00')X’
=E[B-0)B-0)1X
= HX'
olup,
Var(p'B —a—L'y) = p'Hp + L'(XHX' + 62I)L — 2p'HX'L (4.12)
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elde edilir.

(4.12) 'nin L 'ye gore tlirevi alinip bu tlirev sifira esitlenirse, islem sonucunda,

(XHX' + o%I)L = XHP
ve

L' =p'HX'(XHX' + o)1 (4.13)
bulunur. (4.10) ve (4.13) 'den lineer Bayes tahmin edici

p'B.=p'0+p'HX' (XHX' + c?)~'(y — X0) (4.14)
seklindedir.
(4.12) 'deki optimizasyon problemini ¢ozmenin alternatif bir yolu asagida verilmistir.
c,

E(@'B—a—-cb)=0 (4.15)

esitligini saglayan bir vektor olsun. b, EKK tahmin edici ve a da bir sabit olmak

luzere

v=Var(p'f —a—c'b)

varyans1 minimum yapilmalidir.

v="Var(p'B) + Var(c'b) — 2cov(p’'B, c'b) (4.16)

=p'Hp + ¢'[UU'HUU' + 6?(X'X)*]c — 2p'HUU'c

elde edilir. (4.15) 'den
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a=p'6—-cUU'O

oldugu goriiliir. (4.16) ifadesinin ¢ 'ye gore tiirevi alinip bu tlirev sifira esitlenirse

[UU'HUU' + 62(X'X)*]c = p’HUU'

elde edilir. Burada UU'FUU’ + 0?(X'X)* matrisi negatif taniml1 degildir. (4.15) ve
(4.16) 'dan

p'B =p'0 +p'HUU'[UU'HUU' + a%(X'X)*]*(b — 6)

elde edilir.

Ornek:
Yij = U+ & 1<n<n
Y2j = U+ &y 1<n<n,

lineer modeli ele alinsin. i = 1,2 i¢in
E(g) = 0ve D(g;) = o
olsun. E(u;) = 0ve Var(u;) =1 oldugu verilsin. Burada u; ve p, bgimsizdir.

(uy — pp) 'min ¢,;Y; + c,Y, formundaki Bayes tahmin edicisi asagidaki sekilde

bulunabilir.

E(C171. + C272. — (U — Hz)) =—-ay,=0

olmak lizere
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g(ci,c3) = Var(("lYL + 02)72.) — (g — .Uz))

= cVar(Yy) + c2Var(Y,) — 2c,cov(Yy, uy) + 2c,c0v(Ys, 1y)
varyansi minimum yapilmalidir. Bunun i¢in,

ng = 2¢,Var(Y,) — 2 cov(¥Yy, uy) =0
1

:Tg = 2c,Var(¥,) + 2 cov(Y,, u,) = 0
2

tiirevleri hesaplanir ve buradan

__ cov(Yq,uq)
€ = —==
Var(Yy)
Ve
_ cov(¥y,uz)
C, = ——==-
Var(Yy)

bulunur. Ayrica,

n n
7 = Z]-=21(H1+€1j) _ n2H1+Zj=21 €1j _
1. = n = =p t+ &
2 n;

ny n2
ijl(liz +€2j) _ M2l +Z]~=1 &2j

ns n;

172. = = Uy + &

oldugundan

cov(Yy, pty) = cov(uy + &, 1)

=E[(uy + & )m] — EQuy + & )E(uy)
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= E(u{) + E(&rpy) — [E(u) + E(&)]E (1)
= E(u]) — [EuD]?

= Var(uy)

=1

bulunur.

Benzer sekilde cov(Y,, u,) = 1 olur.

E— 2
Var(Y;) =Var(u, + &) =Var(uy) + Var(&,) =1+ Z—
1

ve
— a2
Var(Y,) =1+ —
nz
olacagindan
. = cov(Vpug) _ 1
1~ = - 52
Var(Yy) o /n1+1
ve
o = cov(Y,,up) 1
27 var(%) 0%, +1

elde edilir. Buradan, (1; — p,) i¢in Bayes tahmin edici

1 5 1 S
Y, — Y.
o2 1. 52 2.
/n,+1 /n,+1

(U — )y =
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bulunur.

4.4. Bayes Tahmin Edicinin Alternatif Formlari

4.4.1. X matrisi tam rankl ise

Teorem 4.3: X matrisi tam rankli ve H pozitif taniml1 bir matris olsun. Bayes tahmin

edicinin alternatif formlar:

p'B=p0+p[X'X+c*H X' (y — X0) 4.17)
=p'[X'X +c?H X'y + H16] (4.18)
=p'0+p'Flo?(X'X)"*+H]"1(b - 0) (4.19)

=p'(X'X)7'[H + o*(X'X)" 7 00 + p'H[H + 0*(X'X)™']""b (4.20)
=p'b—p' X'X)7'H+*X'X)']7 (b - 0)o? (4.21)

seklindedir. Burada p'b = p'(X'X)* X'y, EKK tahmin edicidir.

Ispat: Teoremin ispat icin
(A+BCD) ' =A"1—A"'B(C"*+ DA™ 'B)"'DA? (4.22)

matris esitligi kullanilacaktir.

1.(3.22)'de A= 0%, B=X,C =F ve D = X' alinirsa

(H-1 + %X’X)_lﬁ (4.23)

1 X
2 a2

(0?1 + XHX) ' = —1 -

g

elde edilir. (3.23), (3.14) 'de yerine konulursa,
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1H ’ ’ 1 X — 1 ’ _1X’
p'f=p'0+pHX [;1—;(11 L+ X'X) ;](y—X@) (4.24)
=p'6+pHX [1 —X(o?H™ +X’X)‘1%] (y — X6)

! ! ! r 1] — ’ 1 X'
=p'0+p'HX'(y—X0) —p'HX'X(6?’H 1 + X'X) 1§(y—X9)

I I I ’ HX'X - 1 ’ -1 x'
=p'0+p HX'(y—X0) —p' ZE (H + 5 X'X) Sy -x6)
elde edilir. Simdi,
I —0?H Y (02H™  + X'X)™ = X'X(X'X + 0?H 1) (4.25)

esitliginin saglandig1 gosterilmelidir. (4.22) 'de A=1, B =0?H™ !, C"1 =X'X ve
D = I alindiginda,

I—c?H Y o?H 1+ X'X) 1 =[I + oc?H 1 (X'X)" ]2
=[(X'X +c?H HX'X) 1] T
=X'X)X'X+0*H )"
oldugu goriiliir. (4.25) esitligi (4.24) 'de yerine koyulursa,
1A I I I  HX1X _ 1 -1y
p'B=p'0+p'HX' (y - X0) —p' = (HH + 2 X'X)  2:(y — X6)

-1

=p'0 +p'HX'(y — X60) — p ) S —-x6)

,HX'X (JZH_1+X’X

o2 o?
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= p'0 + p'HX'(y — X0) — p' HX'X(a2H™" + X'X)* 2. (y - x6)
= p'0 + p'H[I - X'X(c2H™* + X'X) "1 5 (v - X0)

=p'0 + p'Hll - [ + a2H ™ (a2H™" + X'X) 15 (v - X0)

= p'0 + p'Hlo?H ™ (6?H™* + X'X) ] % (v - X6)

= p'0 +p'Ho? H™ (02 H™* + X'X) " 5. (y - x6)

=p'0+p'(c?H 1+ X'X)"'X'(y — X6)

ifadesi elde edilir. Bu ifade (4.17) 'deki Bayesyen tahmin edicidir.
2. (1) 'deki ispata benzer sekilde

I—(X'X +02H D)™ IX'X = (X'X + 02H 1) 1g2H !

oldugu kullanilarak (3.17) 'den (3.18) esitligi elde edilebilir.

3,
X'X + 02H V)™ = H[o?2(X'X)" L + H]"1(X'X)! (4.26)
ve
X'(y — X0) = X'X)(X'X) X' (y — X0) = (X'X)(b — 6) (4.27)
seklindedir.

(4.19) alternatif formu da benzer sekilde, (4.26) ve (4.27) ifadelerini (4.17) 'de

yerlerine koyarak elde edilir.
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4. Dordiincii alternatif form (4.20),

I—H[e2(X'X)™t + H]™! = 02(X'X) " [o2(X'X)~! + H]™? (4.28)

ifadesini (3.19) 'da yerine koyarak elde edilir.

5.(4.21), (4.28) '1 (4.20) 'de yerine koyarak elde edilebilir.

4.4.2. X matrisi tam rankh degilse

Teorem 4.4: X matrisi tam rankli olmasin. U'HU pozitif tanimli ve p’B parametrik

fonksiyonu tahmin edilebilir olsun. Bayes tahmin edicinin alternatif formlar
p'B=p'0+p[X'X+c?(UUHUUN T X'(y — X6) (4.29)
=P'[X'X + c2(UU'HUU')*]*[X'y + (UU'HUU')* 6] (4.30)
=p'0+p'Flo*(X'X)" + UU'FUU']*(b — 0)
=p'(X'X)*[UU'FUU' + 6?(X'X)*]*00?
+p'UU'FUU'[UU'FUU' + c2(X'X)*]*
=p'b—p'(X'X)*[UU'FUU" + a?(X'X)*]*(b — 0)0? (4.31)
esitlikleriyle ifade edilir.
Ispat: Teoremin ispat1 i¢in y = Xf + € lineer modeli tam rankli olacak sekilde

yeniden parametrize edilsin. XUU' = X oldugu g6z oniine alinirsa

y=Xp+e (4.32)
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=XUU'B +¢
= XUy + ¢
olur. Burada y = U’ olup, onsel varsayimlar
E(y)=U'8veD(y) =U'HU
seklindedir. p'B parametrik fonksiyonu tahmin edilebilir oldugundan p = Ud olacak
sekilde bir d vektorti vardir. U'X'XU = 1 oldugu gbz Oniine alinsin. Teorem 4.3
'den, yeniden parametrize edilmis model icin Bayes tahmin edicinin alternatif
formlar1
d'y=d'U0+d[A+c*(UHU) X' (y — XU'O) (4.33)
=d'[A+c?(U'HU) Y HU'Xy + (U'HU) U 602]
=d'U'60+d'UHU[c?A"* + U'HU] (g - U'6)
=d'AMU'HU + 6?A" 70’0 + d'U'HU[U'HU + 02N 1] g
=d'g—d A U'HU + c2A 1" 1(g — U'9)c? (4.34)
seklindedir. Burada g = A~1U’'X"y, (4.32) modelindeki y i¢in EKK tahmin edicidir.
X'X=UAU" ve (X'X)* =UAIU" ve pozitif tamml bir A matrisi igin
UA™U' = (UAU")* oldugu g6z 6niine almirsa,

U'[A+ o2(U'HU) U = [X'X + o2(UU'HUU')*]* (4.35)

ve
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U'[U'HU + 62N Y70 = [UU'FUU’ + a2(X'X)*]* (4.36)
elde edilir. UU' =1 ve g=AU'X'y=U'UAU'X'"y =U'b olup, (4.35) ve
(4.36), (4.33) 'den (4.34) 'e kadar olan esitliklerde yerlerine konulursa, (4.29) 'dan
(4.31) 'e kadar olan sonugclar elde edilir. Buradaki islemler Teorem 4.3 'lin ispatindaki
gibi oldugundan tekrar yapilmayacaktir.

(4.30) formu, ridge tahmin edicinin genellestirilmis halidir. (4.31) formu,
empirical Bayes tahmin edicileri formiilize ederken ve Liu tahmin edicilerin bazi
Ozelliklerini ispatlarken faydali olmaktadir. Sonug¢ olarak (4.30) ve (4.31)

formundaki tahmin ediciler ridge-type tahmin ediciler olarak adlandirilir.

F, negatif taniml1 olmayan bir matris olmak tizere

H= [UU'FUU’ + d(X'X)*0?]

Wik,
1-d
ve M = (UU'HUU")™ ise,

M= (1-d)[UU'FUU +dX'X)tc?]*
olur. Bu ifadeler (3.31) 'de yerine konulursa Liu-type tahmin edici,

p'Bir =p'b—p'(X'X)* [UZ(X’X)+ +—(UU'FUU" + daz(X’X)+)]+ (b — 6)a?
=pb—(1—-dp'X'X)[c?2(X'X)* + UU'FUU']* (b — )0?
=dp'b+ (1—-ad)p'B. (4.37)

elde edilir. Bu tahmin edici,

E(B)=6veD(B) =F
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varsayimlari saglandiginda EKK tahmin edici ile lineer Bayes tahmin edicilerin bir
konveks kombinasyonudur. Lineer Bayes tahmin edicinin alternatif formlari

kullanilarak (4.37)
p'Bir =dp'b+ (1 —d)p'[X'X +c?(UU'FUU)**[X'y + 02(UU'FUU')*6]
=p'[X'X + c?(UU'FUU) 1 [(X'y + a2(UU'FUU') ")
+do?(UU'FUU")* (b — 6)] (4.38)

ifadeleriyle yeniden yazilabilir.
2
X matrisinin tam rankli olmast durumunda 8 =0 ve F = %I iken iki

parametreli Liu tahmin edici elde edilir. Bu nedenle (4.38), EKK tahmin edici ile
ridge tipi tahmin edicilerin bir konveks kombinasyonudur. Sonugta, (4.37) ve (4.38)

Liu tipi tahmin ediciler olarak adlandirilir.
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5. GECIKMESi DAGITILMIS MODELLERDE BAYESYEN LiU VE RiDGE
TiPi TAHMIN EDICILER

Bu béliimde Bayesyen yaklasim, gecikmesi dagitilmis modellere tasinacaktir.
Ayrica, bu modellerde Liu ve ridge tipi tahmin ediciler ele alinacaktir. Shiller ve

Lindley tahmin ediciler kullanilarak iki yeni Bayesyen Liu tipi tahmin edici

tanimlanacaktir.

5.1. Giris

Gecikmesi sonlu dagitilmis model,

V, =ByX, + X, |+ +B,x,_, +u, t=p+1,.... T
P
:z,b’l.xm. +u, , u,~IN(O,GZ) (5.1)
i=0
seklindedir. S, katsayilar1 gecikme agirliklari olarak adlandirilir. (5.1) modeli matris
formunda
y=XpB+u (5.2)

seklinde yazilabilir. Burada

yp+] ﬂo xp+l 'xp xl Z’tp-H
yp+2 ﬂl xp+2 xp+l "'x2 up+2
y = . 2 ﬁ = : 2 X = . . . . b u =
Yr B, | Xr X Xy | Ur
formundadir.

Bagimsiz degiskenler arasinda c¢oklu i¢ iliski problemi varsa, (5.1) modelinin

direkt olarak bilinen EKK yontemiyle tahmin edilmesi durumunda bazi problemlerle
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karsilasilir. Gecikmesi dagitilmis modellerdeki bu tiir problemleri ¢ozmek amaciyla
cesitli alternatif yontemler onerilmistir. Bu modellerin hemen hemen hepsi (5.1) 'deki
3 ’larin davranis1 hakkinda bazi 6nbilgilerin tanimlanmasini gerektirmektedir. Genel
olarak bu Onbilgi stokastik ve stokastik olmayan diizeltilmis ©nbilgi seklinde
siiflandirilmaktadir ( Vinod ve Ullah, 1981; Gujarati, 1999).

Irving Fisher (1937) ilk olarak stokastik olmayan diizeltilmis 6n bilgiyi

B =(p+1-i)a 0<i<p (5.3)

I
S

i>p

formunda vermistir. Burada « herhangi bilinmeyen parametredir. (5.1) 'de (5.3) 'iin

yerlestirilmesiyle,
p
y, = (p+1—i)xt_i a+u, 54
i=0
=z,a+u,

elde edilir. Boylece « 'nin EKK tahmini (5.4) numarali modelden bulunabilir ve

(5.3) 'tin kullanilmastyla £, ’lerin tahmini bulunabilir.

B, uzerinde lineer stokastik olmayan 6nbilginin genellestirilmesi,

B =a,+aji+a,i’ +..+a,i p=r=0 (5.5)
seklinde r-inci dereceden bir polinom olarak yazilabilir. S, gecikme agirliklarinin bu
yapist Almon (1965) tarafindan verilmistir. Bu ylizden Almon gecikme polinomu

olarak bilinmektedir. Tekrar (5.5) 'in (5.1) 'de yerlestirilmesiyle & 'larin tahminlerini

ve (5.5) 'in kullanilmasiyla £, ’lerin tahminlerini bulabiliriz. (5.5) matris formunda,
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B=Aa (5.6)

seklinde yazilabilir. Burada 4:(p+1)x(r+1) tipinde bir matris ve a:(r+1)x1

tipinde bir vektor olmak iizere;

100 ..0
Q,
111 ...1 .
=1. R . 5 a=| .
2 r a’”

lp p ---p

formundadir. X ve A matrislerinin ranklarinin ( p+ 1) < (T - p) ve (r + 1) < ( p+ 1)

oldugu varsayilmaktadir. Eger » < p ise 4’ nin ranki (r + 1) olur.

5.2. Stokastik Olmayan On Bilgi Altinda Tahmin

(5.6) ile verilen g tizerinde stokastik olmayan Onbilgi altinda, (5.2) 'deki g

y1 Almon metodu ile tahmin edebiliriz. Bunu yapmanin iki yolu vardir. (5.6), (5.2)'de

yerine yazilirsa,
y=XAa+u
=Za+u (5.7)
elde edilir. « > nin EKK tahmin edicisi,
a=(z22z)"'z2'y (5.8)

=(A4X'X4)'AX"y
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dir. B 'nin Almon tahmin edicisi bu durumda ,
p,=Aa (5.9)

olur. ,5’ ', en 1yi lineer yansiz tahmin edicidir (BLUE).

B 'yt elde etmenin diger bir yolu ise Kisithh En Kiigiik Kareler (RLS)

yontemi uygulamaktadir. 4 min kolonlar1 lineer bagimsiz oldugundan ,

M=I1-AA44)"4 (5.10)
seklinde idempotent bir matris tanimlanabilir. Bu durumda £ = A« olmasi

MB =0 (5.11)
olmasini gerektirir. (4.2) ile (4.11) 'in birlikte ¢6ziilmesiyle RLS tahmin edicisi

B =b—S" M [Ms M| Mb (5.12)
seklinde elde edilir. Burada b, (5.2) modelinden elde edilen 5=S5"X"y seklinde
EKK tahmin edicisidir ve + genellestirilmis tersi gosterir. M matrisi, Terasvirta
(1976) nin kullanilmasiyla,

M=1-A(A44)"A4=R(RR)" R=M"> (5.13)

seklinde yazilabilir. Burada R:(p—r)x(p+l) tipinde asagidaki gibi bilinen bir

matristir.
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[ of ¥ +1 [ 7r+1 a7+l ]
o) ) e o

of ¥ +1 (r+1 o r+1

a0 (Y () () 0

()

Mg =0 olmas1 ayn1 zamanda,

RA=0=RAx (5.14)
olmasini gerektirir. (5.2) ile (5.14) birlikte ¢oziiliirse RLS tahmin edicisi

P -1 -1 1

Be =b-S"'R[RS"R|'Rb (5.15)

seklinde tahmin edilir. Bu ifade, (5.9) ve (5.12) ile 6zdestir. RS =0 dogru degilse

,éR 'de yanl1 olacaktir.

Almon tahmin edicinin bazi dezavantajlarindan dolayr karsilasilan
problemleri gidermek i¢in Hoerl ve Kennard (1970) 'in ridge tahmin edici yaklagimi
alternatif olarak ele alinmistir ( Maddala ,1974; Vinod ve Ullah ,1981; Chanda ve
Maddala ,1984).

(5.7) modelinden & 'nin Ridge tahmin edicisi

G, =(2'z+kl)'Z'y

=(ASA+kI)" A X'y

Ve
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B, =Aa, (5.16)
seklinde elde edilir.

5.3. Stokastik On Bilgi Altinda Tahmin

Almon tahmin edici p ve r'nin ger¢ek degerleri bilindiginde ve = Aa
formu dogru ise BLUE 06zelligine sahiptir. p ve r'ye bagli herhangi bir yanlis bilgi
Almon tahmin edicisinin etkinligini kaybetmesine neden olabilir. Ayrica p 'nin

degeri dogru olarak belirlense bile gecikme agirliklar1 beklenen 7 -inci dereceden

olmayabilir. Bu gibi nedenlerden dolay1 dnbilginin kesin olmadigin1 varsayarak,

B=Aa+v (5.17)

formu daha esnek bir yaklasim olabilir. v~N (O, ol ) dagilimina sahiptir. RAa =0

olmasindan dolay1r g iizerindeki stokastik kisit,
R =Rv (5.18)

Rv~N (O, GVZRR‘) dagilimma sahiptir. Bundan sonra RS = Rv stokastik

Onbilgisi altinda (5.2) ile verilen genel lineer model tahmin edilebilir. Bunun igin,

o =XB)(y=XP) (RP)(RR')(RB)

o o

esitligi g 'ya gore minimize edilmelidir. Bunun sonucunda elde edilen tahmin edici,
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(o3 O

u v

(5.19)

PRI

(X' X+aM) X'y

v

2
seklinde Theil-Goldberger' in mixed tahmin edicisidir. Burada A =G% 2 ve

M =1T—A(4'A)" 4 seklindedir.
(5.18) 'deki kovaryans matrisi Rv~N (O, ol ) varsayilirsa, RS = Rv kisiti

altinda f 'nin tahmin edicisi Shiller (1973) tarafindan,
By =(X'X+AR'R)"' X'y (5.20)

olarak tanimlanmuistir.
ﬁM ve ﬁSH arasindaki fark Shiller'in RS =0 olmasini saglayan = A« ile
baslamast ve RS =v gibi stokastik kisitlar belirlemek i¢cin v gibi stokastik bir

vektor kullanmasindan kaynaklanmaktadir. Boylece = Aa' y1 ya da RS =0"

stokastik yaparak fark yaratilir.
5.3.1. Stokastik On Bilginin Bayesyen Yorumu

Stokastik bilgiyi ele almanin en etkili ve anlamli yolu Bayesyen yaklagimdir.

Gecikme agirlig1 vektorii f normal 6nbilgiye sahip oldugu zaman,
ﬂ~N(Aa,O"%I) R 0'3 =O'é

ve Orneklem bilgisi,

v~N(xp.0.1)
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olur. Béylece sonsal ortalama, o ve « biliniyorken

o} o} o O

u u v

-1
s [xx 1][xy, A4a
58{ - +_2} { 2y+—2} (5.21)

seklindedir. Burada fp, karesel kayip ve normal 6nbilgi altinda, 8 'min Bayes tahmin
edicisini  gostermektedir. Ancak S  lizerinde belirsiz  Onbilgi  varsa
ﬂA I — (X 'X )_1 X'y =b, yani EKK tahmin edici olur.

o parametresinin nadir olarak bilinmesinden dolayi, & 'min normal

dagildigin1 varsayarak bir adim ileri gidilebilir. Boylece Lindley ve Smith' in

Bayesyen modeli,
y~N(xB,021)
p~Nda,01)
a~N@,o21)

olur. Bu durumda £ 'nin sonsal yogunlugu,

Clxx o1 oalaa 1 a
R R A

v v v [24

xy [ 1 alaa 1747 _
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ve f" =Dy, olmak iizere N(B'.D,) 'dir. Ancak a igin belirsiz onbilgi

kullanilirsa, yani G; — o ise S,

(5.22)

formunda basitlesir. Burada b=(X'X)'X'y olan EKK tahmin edici,
M=1-A(A'A)"'4 ve L alt indisi de Lindley i gdstermektedir. (5.13)%in
kullanilmasiyla B°, (5.19) 'daki mixed tahmin ediciyle ayn1 olur. Ancak yorumlari

farkhidir. (5.22) esitligi,

B =(X' X+ V' (X' Xb+ 2da’)

(5.23)
—da +[1+ 20 x)V' b~ 4a’)
formunda da yazilabilir. Burada,
o =laloexy ] ] aloex)yt s (5.24)

seklinde « 'min sonsal ortalamasidir. (5.23) ve (5.24) esitliklerinden, 8 = Aa+v

modelinin EKK tahmin edicisinin,

a ' =(4'4)'ap (5.25)

oldugu goriilebilir.
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B 'in sonsal ortalamasi, b ve Aq  tahmin edicilerinin agirlikli matris
kombinasyonu gibidir. Ayrica A, EKK tahmin edici b'yi A« 'min sonsal ortalamasi
olan A" yoniinde biizer. (5.22) 'deki A ile ilgili olarak Lindley (1971) ve
Lindley Smith (1972), g 'nin EKK tahminiyle baslayan (ﬂ = O) ve o) ve o, igin
(y—Xb)(y—Xb)/n,, (b—Aa)'(b—Aa)/ny seklinde tahminlerini kullanan iteratif
bir yontem 6nermislerdir. Burada A =0 ig¢in (bkz. (5.25)) a = (A'A)_' A'b ve n,, n,

sabitlerdir. 1, . ve o 'nin bu tahminlerinin kullanilmastyla,

~ g
A= =(y-Xxb)(y - Xb
bmb (v ) (v )

seklinde yazilabilir. Burada g keyfi bir sabit ve M =1 —A(A'A)flA'dlr.
Ancak, ridge tahmin edicisi ve Lindley ve Smith tarafindan verilen
genisletilmis sekli gecikmesi dagitilmis modeller i¢in ¢ok umut verici degildir (

Maddala ,1974). Bu nedenle alternatif tahmin yontemlerine ihtiya¢ duyulmaktadir.

5.4. Bayesyen Liu Tipi Tahmin Ediciler
y=XB+es &~(0,0°1) (5.26)

lineer regresyon modelini goz Oniine alalim. Burada, y, gozlemlerden olusan n
boyutlu bir vektdr; X, s <m rankli n X m tipinde bir matris; £, m boyutlu
parametrelerin bir vektorii ve €, n boyutlu hatalar vektoriidiir. Coklu i¢ iliski olmasi
durumunda kullanilan ridge tipi tahmin ediciler bir ¢cok yazar tarafindan ¢alisilmistir.
Liu (1993) de ridge tahmin ediciye benzer formda fakat yanlilik parametresi farkl

olan

3, =(X'X+D'X'y+db), 0<d<1 (5.27)
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tahmin ediciyi tanimlamustir. Ozkale ve Kagiranlar (2007) bu tahmin edicinin iki

parametreli versiyonunu,
Box = X'X + kD" (X'y + kdb), 0<d<1 (5.28)

seklinde tanimlamistir. (5.26) modelindeki S 'nin, sirasiyla ortalamasi ve varyans

kovaryans matrisi
E(f) =0veD(B)=H (5.29)

olan bir rasgele degisken oldugu varsayilsin. Burada H, negatif tanimli olmayan bir

matristir. Ayrica,

E(s/B) = 0ve D(g/B) = oI (5.30)
oldugu varsayilsin. Rao (1973) ve Gruber (2012) 'de lineer Bayes tahmin edici

B, =6+ HX (XHX' + o?D)~1(y — X0) (5.31)
seklinde verilmistir.

X, s<m rankli nXm boyutlu ve UimXs, V.:m X (m—s), S'nXs,

T':n X (n — s) matrisler olmak tizere X 'in tekil deger ayrisimu,
AY/? 0] U’ IAL/2pp
X =[S ! =S'A2U
ls* 1 ][ 0 0 [V']

seklindedir. Burada [S’ T’] ve [U V] ortogonal matrislerdir ve A:s Xs, X'X
matrisinin 6zdegerlerinden olusan kdsegen matristir. A; 6zdegerleri, 4; > 1, = +-- >

A olacak bi¢imde siralanmuistir.
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X'X = UNY2SS'AV2U" = UAU' (5.32)
XUU' = S'AY2U'UU" = S'AV2U" = X
Ve
XV =SAY2U'V=0

oldugu agiktir. Bir / matrisinin Moore Penrose inversini /7 ile gosterelim. N, n X n

tipinde singiiler olmayan bir matris ise

(UNUNY =UNU’ (5.33)
olup, (5.32) ve (5.33) esitliklerinden

X'X)t=uAU’

elde edilir. U'HU pozitif tammli oldugundan, B, Bayes tahmin edicinin alternatif

formlar1 Gruber (1998, 2010)’da

B. =[X'X +c?(UU'HUUN**[X'y + (UU'HUU")*65?] (5.34)
ve

B.=b— (X'X)*[UU'HUU' + o?(X'X)*1* (b — 8)c? (5.35)

seklinde verilmistir. (5.34) formu ridge tahmin edicinin genel formudur. (5.35) formu

Bayes tahmin edicilerin genel formudur. Sonug olarak (5.34) ve (5.35) formundaki
tahmin ediciler ridge-tipi Bayesyen tahmin ediciler olarak adlandirilir. ﬁSH ve BL

nin (5.34) formunda tahmin ediciler oldugu kolayca goriiliir.
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5. GECIKMESI DAGITILMIS MODELLERDE BAYESYEN LiU VE RiDGE TiPi
TAHMIN EDICILER Nimet TURKER

F, negatif taniml1 olmayan bir matris olmak iizere

H=——[UU'FUU' + d(X'X)*¢?] (5.36)

1
1-d
ve
M = (UU'HUU")? ise,
M=0-d)[UU'FUU +dX'X)*a?]* (5.37.)
olur. Bu ifadeler (5.35) 'de yerine konulursa Liu-tipi tahmin edici,
Bir=b—X'X)* [JZ(X’X)+ + = (UU'FUU’ + daZ(X'X)+)]+ (b — 8)0? (5.38)
=b-—(1-d)X'X)*[c?(X'X)* + UU'FUU']* (b — 8)0?
=db+ (1-d)f,
elde edilir. Bu tahmin edici,
E(B)=06veD(B) =F

varsayimlari saglandiginda EKK tahmin edici ile lineer Bayes tahmin edicilerin bir

konveks kombinasyonudur.
Simdi ridge-tipi Bayesyen tahmin ediciler sinifina ait olan ,BSH ve ﬁL ‘nin
(5.38) 'de kullanilmasiyla, sirastyla Shiller tahmin ediciyle EKK tahmin edicinin ve

Lindley tahmin ediciyle EKK tahmin edicinin konveks kombinasyonlar1 yardimiyla

asagidaki tahmin edicileri gecikmesi dagitilmis modeller i¢in tanimlayabiliriz:
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5. GECIKMESI DAGITILMIS MODELLERDE BAYESYEN LiU VE RiDGE TiPi

TAHMIN EDICILER Nimet TURKER
Bur(SH) = db + (1 - d) B, (5.39)
Pir(L) =db+(1—d)§, (5.40)

Sadece ridge, Lindley ve Shiller tahmin edicilerin gecikmesi dagitilmig
modeller i¢in ¢ok umut verici olmadigin1 ( Maddala ,1974) 'den biliyoruz. Bu
nedenle (5.39) ve (5.40) 'da tanimlanan alternatif tahmin yontemlerinin gecikmesi

dagitilmis modellerde karsilastirmasi gelecekteki calismalarda ele alinacaktir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada, regresyona Bayesyen yaklasimin temelleri aciklanmistir. On
dagilim tiirlerine yer verilmistir ve 6n dagilimin belirlenmesinde nasil bir yol
izlenecegi anlatilmistir. Regresyona Bayesyen yaklasimin teorisi tiizerinde
calistlmistir. Ayrica, lineer regresyon modelinde Bayesyen tahmin yontemleri
incelenmistir. En genel haliyle lineer Bayesyen tahmin edici ve alternatif formlar
incelenmistir. Gruber (2012) tarafindan tanimlanan Bayesyen Liu tipi tahmin ediciler
siifi ele alinmistir. Bayesyen yaklagim, gecikmesi dagitilmis modellere taginmistir
ve bu modellerde Liu ve ridge tipi tahmin ediciler iizerinde ¢alisilmistir. Shiller ve
Lindley tahmin ediciler kullanilarak iki yeni Bayesyen Liu tipi tahmin edici
tanimlanmistir. Tanimlanan alternatif tahmin yOntemlerinin gecikmesi dagitilmis

modellerde karsilastirmasi gelecekteki calismalarda ele alinacaktir.
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